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	Ejercicios Propuestos


Ejercicios 1 a 5. Determine si las siguientes matrices son regulares (inversibles o no singulares). Si lo son, calcule su inversa por el método que desee. Verifique en cada caso, si  A – 1 existe, que A . A – 1 = I.



1)
A =  



2) A =



3) A =  



4)
A =



5) A =

Ejercicios 6 a 12. Resuelva cada uno de los sistemas de ecuaciones lineales AX = B así:

a) Si la matriz A de los coeficientes XE "Matriz:de los coeficientes"  del sistema es no singular, despeje la X, utilizando la fórmula 
   X= A – 1 B.

b) Si la matriz  A  de los coeficientes del sistema es singular, determine por cualquier otro método si el sistema no tiene solución o si tiene infinitas soluciones.

c) Si el sistema tiene infinitas soluciones, dé una fórmula general para el conjunto de las soluciones y calcule 3 soluciones particulares. 


6)



7)


8)  


 9) 

10)



11)  


12)   

Aclaración: Si en uno de los problemas, al eliminar, digamos la x, en la segunda ecuación, llega a una forma, como sería el caso de ejemplo siguiente:






2x + 3y = 2






0x + 0y = 0,

El sistema tendría infinitas soluciones, para las cuales, despejando la x en la primera ecuación

(*)  x = -(3/2) y + 1,
la cual sería la solución general.

Cada solución particular se puede hallar dando valores a la y, calculando el correspondiente valor de x, a partir de (*), así:

1. y = 0 
  (      x = 1.

Solución particular:  x =  1,       y = 0

2. y = 1 
  (      x = -1/2

Solución particular:  x = -1/2,   y = 1

3. y = -2/3   (      x = 2

Solución particular:  x =   2,     y = -2/3

4. y =  2/3   (      x = 0

Solución particular:  x =   0,     y =  2/3

y hemos hallado 4 soluciones particulares a partir de la solución general (*).

13. Demuestre que si la matriz A es no singular, se cumple la siguiente ley cancelativa a derecha. Es decir que si





CA = DA, entonces  C = D

14.
Demuestre que si la matriz A es no singular y   A2 - AB  = 0, entonces A = B.

15.
a) Demuestre que una matriz cuadrada  






a11       a12




A      =




es no singular, sí y sólo si






a21       a22





( = a11 a22 - a21 a12  (  0





y que en ese caso:






       a22      - a12

A-1      =  (1/()

     


      -a21       a11


A   ( se le denomina, el determinante de A.

b) Señale si las siguientes matrices son no singulares. Halle la matriz inversa de cada una de las matrices no singulares.




i)
1      1

ii)       -1     3           iii)      2     1               iv)      1    -3




1      2

           2    -6
             -1     1 
        
          2     2

Miscelánea de ejercicios

1) Demuestre que si 


a)

( A+B)2 = A2 + 2AB + B2,       entonces A y B conmutan.


b) Halle dos matrices A y B de orden 2 tales que




 ( A+B)2  (  A2 + 2AB + B2
2)
a) Demuestre que si A y B son dos matrices tales que (AB) -1=A -1 B -1,   entonces A y B conmutan. Es decir que AB = BA.


b) Halle dos matrices no singulares de orden 2, tales que  

        (AB) -1  (  A -1 B -1
3) a) Demuestre que si  (AB)T   =  A T B T , entonces A y B conmutan.


b) Halle dos matrices A y B de orden 4 tales que  (AB)T   ((  A T B T

4) Demuestre que si







a11     0      0





A  =      0     a22    0 






  0     0     a33

entonces, A es no singular si y sólo si aii ( 0 ( i = 1,2,3 ).

Demuestre además que si A es no singular, entonces







 1/a11     0      0





A -1  =   
   0     1/a22    0 






  0     0     1/a33

5) a) Demuestre utilizando las propiedades de las operaciones entre matrices que





B(B -1A + C) A -1 =  I + BCA -1  .


b) Calcule B(B -1A + C) A -1, utilizando el lado derecho de la igualdad anterior,    para no calcular B -1.

6) Demuestre que A + 2 (A + 3B) = 3A + 6B.

7) Utilizando el hecho de que  A n = AA ... n veces...A, demuestre que:





i) A p+q  =  A p A q = A q A p



          ii) ( A p ) q =  A pq

8) 


a) Demuestre que para toda matriz A,  -A = (-1) A


(Ayuda:  A + (-A) = 0. Demuestre que A + (-1) A = 0 )


b) Demuestre que para todo número real p y  toda matriz A:





( -p ) A =  - ( pA ).

9. 

a) Demuestre que si las matrices A y B conmutan, entonces  (AB)n =  

        An Bn , para todo número entero positivo n.


b) Halle matrices A y B de orden 2 y 3, tales que (AB)2  (  A2 B2 .

10. Demuestre que si las matrices  A,  B, y  A + B, son no singulares, entonces:



(A-1 +  B-1 ) -1  =  A ( A + B ) -1 B  =  B ( A + B ) -1 A


Asuma que las operaciones están definidas.

Miscelánea (continuación)
1. Construya una matriz A de orden 2, diferente de 0, con la propiedad 

A2 = 0.

2.  De un argumento general por el cual no es posible hallar una matriz A,   

     no singular tal que A 2 = 0.

 
Ayuda: Si A es no singular, entonces  de A 2 = 0, se concluiría que:


A -1 A 2 = A -10 = 0.

1. a) Demuestre que si la matriz

a11   a12






A =
 0    a22

tiene la propiedad A 2 = I. (I es la matriz idéntica de orden 2), entonces:


a12 = 0  y   a11 = (+/-) 1, a22 = (+/-) 1;    o    a11 = (+/-) 1  y a22 = - a11

4. Construya 6 matrices A , diferentes de I o –I, con la propiedad A 2 = I.

Será posible construir una matriz cuadrada C de orden 2, de la forma

c11   c12






C =
 0    c22
con la propiedad   C 2 = - I    (.

5. Sea A una matriz A de dimensión mxn con la propiedad   A  A T= 0.


Concluya que necesariamente A = 0.

6. Sea


0   a12  a13   a14

0   0     a23   a24



                       A  =
 
0   0    a33   a34







0    0     0       0


Demuestre que A 4 = 0.

7. Dada la matriz






1    3





A =
4   -3



Halle un vector columna






x1

    
X =



                          
 
x2  

diferente de 0, tal que
Ax = 3x.

¿Cuál es la relación que deben satisfacer   x1  y  x2 para que el vector  x  tenga la propiedad   Ax  = 3x (
8. La ecuación   x 2  = 1, tiene exactamente dos soluciones si  x  es un número real. Encuentre por lo menos 3 matrices diferentes que satisfagan la ecuación matricial  A 2 = I  (I  es la matriz idéntica).

9.
Dadas las matrices







1   1

      0    0

0    2

  3   1



A  =

       B =


C =

    D =





1   0

      1    1

0   -1

  1   -1

Halle números reales    x1  ,  x2   y  x3, si existen, tales que 





D   = x1A +  x1B + x1C

10. 
Compute las potencias

 



2

3


4




0   1

0   -1


0   -1




1   0

1    0
       y

1    0

11.
Si





1


4

x    =
2
e
  y  =     1



3


 2

Compute
i)
xyT

ii)
xTy

2. Muestre que una matriz con una fila o columna de ceros no puede tener matriz inversa

3. Muestre que las matrices







1   -1




-1    2



A  =



y
 B  =


no conmutan.




2    1




 4    -1

4. Halle la relación que debe existir entre los números a11, a12 , a21 ,  a22 para que la matriz 

a11   a12





A =       a21   a22

conmute con la matriz


1     1

0     1


15.
Si


 -1    2
  0




A =  
  0    0    1





 -1    1    0

calcule   A –1
16.Suponga que las matrices  A  y  B de orden   n  son ortogonales XE "Matrices:ortogonales" , es
 decir tales que:





A –1 = A T  y





B –1 = B T


Es AB una matriz ortogonal (. O dicho de otro modo es (A B) –1 = (AB) T(.


Justifique su respuesta.

17.Es (A + I) ( A – I )  = A 2  - I  (. Justifique su respuesta.

18.
Dados los siguientes datos




2    1    1



-2     3/2    -1/2

        A  =
4    1    2

    A –1  =
 2      -1        0

  


2    -1   2



 3      -2        1  








2    1    1



-2     3/2    -1/2

        B  =
4    1    2

    B –1  =
 2      -1        0

  


2    -1   2



 3      -2        1  


Calcule: i) ( AB ) –1

     ii) ( A T ) –1

19.
Demuestre que si A y B son matrices cuadradas del mismo orden, entonces:  


( A + B ) T = A T + B T.


Ayuda: Los elementos de  ( A + B ) T en posición i, j, provienen de elementos en posición j, i de A+B, por lo tanto son de la forma a j i + b j i Compárelos con los elementos en posición i , j de A T + B T.

20.
Una matriz A de orden  n  es simétrica si  A =  A T. Demuestre que si A y  B son matrices simétricas entonces  A +  B es una matriz simétrica.


Ayuda: (A + B ) T =  A T + B T =  A + ....

5. Demuestre que si F es una matriz cuadrada entonces F +  F T es una matriz simétrica, aún cuando F no lo sea.

6.  Verifique que aún cuando A y B sean matrices simétricas no necesariamente AB es una matriz simétrica.

7. Una matriz A es nilpotente si A k = 0 para algún número entero positivo k.

i) Demuestre que si A 3 = 0, entonces    (I – A) –1= I + A + A 2.

ii) Demuestre que si A k = 0, entonces    




( I – A ) –1 = I + A + A 2 + A 3 + ... + A k-1.

8. Demuestre que ( I + C –1 ) -1 C –1 =  ( I + C ) –1.

Sugerencia: Demuestre que  ( I + C –1 ) -1 C –1 ( I + C ) = I.

9. Calcule la matriz A si:





   3   4




   -1     2

a)
 A –1 = 



b)  ( 7B ) –1 =





   5    6



    
    4    -7


Sugerencia:  ( 7 B ) –1 =  (1/7) B –1 . Por  qué (
26.  Asuma que  A  es una matriz cuadrada que satisface la ecuación 


A 2 – 3A  + I = 0. Demuestre que A –1 =  3I – A.. Sugerencia:


A ( 3I – A ) = I. Por qué (
10.  Demuestre que ( A + B ) 2  - ( A - B ) 2 = 2 ( AB + BA).

11. Demuestre que si la matriz cuadrada P es tal que  P 2 = P, entonces la matriz  J =  I – 2P es tal que J 2 = I.

12. Demuestre que para toda matriz cuadrada A la matriz  A T A es simétrica.

13.  Suponga que la matriz A satisface la ecuación: A 2 – 2A + I = 0.

Pruebe que A 3 = 3A  -2 I  y A 4 = 4A - 3 I.

14. Demuestre que si las matrices A y B conmutan, entonces las matrices A T y BT también conmutan.

15. Pruebe que si  c  es un número real, diferente de  0  y  A es una matriz no singular, entonces:



( cA ) –1 = (1/c) A –1.

33.  Pruebe que: ( ABA –1 ) 2 = A B 2 A –1

34. Justifique por qué si A es una matriz simétrica de orden  m  y B es una matriz (no necesariamente simétrica) de orden mxn, entonces la matriz B T A B es una matriz simétrica.

35. Dada la ecuación X 2 + 2X = 0, en donde X es una matriz cuadrada. Se    podrá concluir que necesariamente X = 0  o  X = -2 I ?. Justifique su respuesta.

36. Encuentre la matriz inversa de cada una de las siguientes matrices:




k   0   0


0   0   k 1



1   k   0


0   k 2  0


0   1   k
 

k 3   0   0
-2	1


 3	1





2	-1


1	0





1	0


0	2





3	-1


2	 2





2	0


0	1





  7x – 4y = 2


- 2x + 3y = 1/4





  7x – 4y = 2


- 2x + 3y = 1/4





  7x – 4y = 2


- 2x + 3y = 1/4





  7x – 4y = 2


- 2x + 3y = 1/4





  7x – 4y = 2


- 2x + 3y = 1/4





  7x – 4y = 2


- 2x + 3y = 1/4





  7x – 4y = 2


- 2x + 3y = 1/4
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