Ejercicios

1.   Determine la ecuación cartesiana, en su eje canónico (es decir, eliminando el término mixto en xy), y elabore bosquejos de los gráficos, acompañados de algunos comentarios, de los lugares geométricos descritos por:

    a)   x2 + y2 –2xy = 1
b) x2 + y2 +2xy = 1 
c) x2 + y2 +4xy = 1
d) -x2 + y2 +4xy = 1


Ayuda: Si tiene dificultades, revise el ejercicio # 4.

2.  Dadas las siguientes matrices simétricas:


   a)  A  =

b)   A = 


c) A =


d) A=


i)   Diagonalice, en cada caso, a las matrices por medio de una transformación ortogonal semejante, utilizando una matriz de rotación como en el ejemplo presentado en la sección anterior..

i) Calcule los autovalores y dé al menos un autovector asociado con cada autovalor.

iii)   Produzca, en cada caso, las fórmas cuadráticas  XT A X = 1, en donde  XT = ( x   y). Utilizando las diagonalizaciones encontradas en 2), expreselas como formas cuadráticas en  x ’, y ‘, sin término en x ‘ y ‘. Localice, estudiando las columnas  de la matriz de rotación, los ejes principales. Dibuje e identifique el lugar geométrico.

3.  La forma cuadrática 2 x 2 + (3 x y + y 2 = 4 fue diagonalizada por un estudiante como 

5 x ’2 + y’ 2 = 8. Si esto es correcto, los números ( 1 = 5 y  ( 2 = 1, son autovectores de la matriz simétrica A, correspondiente a la forma cuadrática xTAx. 

i)   Halle la matriz simétrica A.



ii) A partir de i) y con la ecuación que debe satisfacer el autovector con autovalor  ( = 5, Ax = 5x,   calcule el primer autovector v1. Haga lo mismo con el otro autovalor, calculando otro autovector v2.

iii) Normalice los autovectores v1 y v2 dividiendolos por su norma, es decir, sustituyéndolos por



v1 / (v1 (  y  v2 / (v2 (.


 
Con los nuevos autovectores normalizados forme la matriz  Rθ  de columnas normalizadas (v1,v2). Verifique la transformación semejante  RθTA Rθ = D, diagonalizando a A. Los autovalores 5 y 1 deben aparecer en la diagonal.

4.  Demuestre que la forma cuadrática     a x 2 + b x y +  c y 2, se puede expresar como xTAx en donde: 



x T = ( x, y)  y  A =

     es una matriz simétrica.




5.   En este capítulo, a título de ejemplo, diagonalizamos a la matriz simétrica  A =
      a la forma 



    por medio de la transformación ortogonal semejante  R (  =





de tal modo que

R (T A R ( = D , con  D = 
Como  R (T = R (-1,  tenemos que     R (-1 A R ( = D

O lo que es equivalente:





 
Cuando una matriz A se ha diagonalizado por una transformación semejante, como en el renglón anterior (Recuerde que la matriz utilizada para diagonalizar, es regular, mas no necesariamente ortogonal, se pueden extender una gran variedad de funciones a funciones de matrices, definiendo, por ejemplo, una función  xn tal como 


Teniendo en cuenta que A2 = ( R ( D R (-1) . (R ( D R (-1 ) = R ( D (R (-1 R () D R (-1 = R ( D DR (-1.
Por lo tanto



      



 



Y,  por supuesto





etc.


Además



D 3  = 
Simplificando los cálculos. 

Esto es de gran utilidad cuando se quieren calcular potencias superiores de matrices. Pero aún más, nos permite generalizar muchas funciones XE "Funciones:de matrices" , incluyendo trascendentes a la aritmética de matrices así.


Sea  f(x) = x e. Definamos   f(A) = A e =  R ( f (D)  R (-1 = R (  D e  R (-1 = R (                      R (-1

Y cos (A) = R (  cos (D)   R (-1 = R (                                R (-1
Para la matriz A de este ejemplo, y con ayuda de una calculadora, calcule:

   a) A 500   b) A –1  c) sen A
d) cos A   e) ln A   f) A2 + A3   g) A 10  h)  A e : e es la base de los logaritmos neperianos

6. La ecuación 
2x2 + 4xy + 5y2 + 4x + 13y – ¼ = 0, puede expresarse como  xTAx + bTx –1/4 = 0

    en donde 
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b = 
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a) Halle una matriz de rotación  R ( = 
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, donde  u = tan 
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, satisface la ecuación 

     cu2 + (a – b)u – c = 0, en donde  
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, que diagonalice a A. Concluya que 


R ( = 
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b ) Verifique que  
R (T A R ( = D , con  D = 
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, diagonaliza a A. 

c) Verifique que 
R ((1) = 
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[image: image11.wmf]÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

5

1

5

2

  son autovectores de A con autovalores (1 = 1  y   (2 = 6  respectivamente

y que además la sustitución      x = R ( x´, transforma a  xTAx + bTx –1/4 = 0, en 

    (  x´ )T R (TA R ( x´ + bT R ( x´ –1/4 = 0, por lo tanto en  (  x´ )T D x´ + bT R ( x´ –1/4 = 0

y en consecuencia en: (*) 6x’2 + y’2 + 6
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y’ – ¼ = 0

d) Complete cuadrados para expresar la ecuación anterior como  

6(x’ + 
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/2)2 + (y’ +
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/2)2= 9

la cual es la ecuación de una elipse con centro en (-
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/2, -
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/2) en el nuevo eje. 
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