Volvamos a nuestro ejemplo.

Las matrices de rotación definidas por
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Tienen entre otras propiedades la siguiente
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(i) Luego  R( R(T = I, por lo tanto son invertibles y además  R(-1 = R(T
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Las matrices con la propiedad de que su matriz inversa es precisamente la transpuesta, como se señala en las expresiones en negrilla, se denominan matrices XE "Matriz:ortogonal"  ortogonales.
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Además, los vectores columna  R((1) =  
   
R((2) =  

 o escritos en forma convencional
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como R((1) =  (cos ( ,  sen () .  y  R((2) =  (- sen (      cos ( ), tienen la propiedad 

(ii) < R((1) , R((2) >    =     cos  ( (- sen ( ) + sen ( (cos ( ) = 0, por lo tanto son ortogonales o      perpendiculares entre sí.

Además    (iii) 
( R((1) ( = (R((2) ( = (( sen 2 (  +   cos 2 () =  1

Por lo tanto además de ser ortogonales entre sí, son unitarios o de norma igual a 1.

Se dicen por lo tanto ortonormales.

Por lo tanto nuestras matrices de rotación son matrices ortogonales, formadas por columnas ortonormales.

Para nuestra adecuada escogencia de (, tenemos que: R( T A R(   =  D,  D es una matriz diagonal.

Como se dijo, R( es una matriz ortogonal que diagonaliza a la matriz simétrica A, por medio de una transformación semejante XE "Transformación:semejante" . 

(Una transformación semejante de A es una expresión de la forma BAB-1 o del tipo B-1BA, en donde B es por supuesto una matriz invertible, no singular)

La transformación
R( T A R(   es una transformación semejante ya que R( T = R( -1 por ser R una matriz ortogonal.

Las transformaciones semejantes conservan los autovalores, término que se aclarará mas adelante, pero al cual nos acercaremos revisando el ejemplo, así,

Transformando  R( T A R(   =  D    en      R(R( T A R(   =  R( D. 






Concluimos que



A R(   =  R( D ,     
Particionando a A y R(   y  D, en sus columnas A1   y   A2   , R((1) , R((2)  y    D(1)  y   D(2) , tenemos que:


  A   R((1)      R((2)       =  R(       D(1)      D2(2)          


  A R((1)      AR((2)       =     R( D(1)     R( D2(2)          ,  

Luego

(***)
(a) A R((1)   =  R( D(1)    ,
       (b)
AR((2)  =  R( D(2)

Examinando las igualdades anteriores en nuestro caso particular
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Por lo tanto   A R((1) = 2 R((1)       

(***b)
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Por lo tanto   A R((2) = -3 R((2)
Las expresiones
A R((1) = 2 R((1)              y                 A R((2) = -3 R((2)
Constituyen nuestro primer encuentro con un conjunto de vectores relacionados con A los autovectores y un conjunto de valores asociados con ellos, los autovalores a los cuales dedicaremos capítulos básicos y varios apéndices, dada su importancia para las matemáticas y las ciencias.

Dada una matriz A, un autovector de A es un vector v ( 0, tal que  Av = (v, para algún número (.

El número ( correspondiente se denomina un autovalor.

En consecuencia, las columnas de nuestra matriz de rotación R(   son autovectores de A y los elementos de la diagonal de A, sus correspondientes autovalores.

Nuestro método de solución, del problema geométrico de las cónicas rotadas respecto a un eje, que pretende hallar su fórmula algebraica respecto a su eje canónico, donde no está rotada (ni transladada que es un problema menor) eliminando el factor   xy  y dejando sólo los términos de 2do. grado, nos llevó a estudiar las matrices ortogonales de rotación. Encontramos que para nuestra matriz A, hallamos una matriz ortogonal de rotación R( formada por autovectores de A y de la matriz D, diagonal, que simplifica la forma cuadrática esta formada por sus correspondientes autovalores.

En capítulo posterior resolveremos el problema calculando directamente los autovalores y los autovectores, lo cual será más facil siempre y cuando utilicemos un paquete como Matlab, Maple o matemática cuando los vectores sean de dimensión 3 o mayor.

Para la matriz
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Si dibujamos estos autovalores en X-Y, obtenemos
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Si examinamos los ángulos (1  y  (2   que forman los autovalores R((1)  , y R((2)  con el eje X, hallamos que 

tg (1 =((5 / 5) / 2(5 / 5   =  1/2
y
 tg (2 = (2(5 / 5) /- ((5 / 5) = -2     

Estos fueron exactamente los valores que definieron la rotación ( en la ecuación de segundo grado que resolvimos para diagonalizar la matriz. En consecuencia, los autovalores están precisamente en la dirección de los ejes de rotación. La forma cuadrática original fue reducida a:


2x’ 2 – 3y’ 2 
y la ecuación de la cónica a 2x’ 2 – 3y’ 2
=  1.

Los números 2 y –3, que aparecieron en la matriz diagonalizada, son además los autovalores y son los que determinan los coeficientes de los factores cuadráticos en la última ecuación.

Por los valores y signos de los autovalores, concluimos que la cónica es una hipérbola. Si los autovalores fuesen ambos positivos sería una elipse y si son iguales y positivos, una circunferencia.

Posteriormente como lo comentamos antes, a partir del cálculo de los autovalores y los autovectores, sacaremos las consecuencias geométricas o de otro tipo, según la aplicación.

Si en lugar de la matriz simétrica A del problema propuesto y recientemente resuelto, tuviéramos la matriz simétrica
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entonces, la matriz a diagonalizar estaría dada por

(****)

      cos (     sen (  
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En este producto de matrices, el cual es de orden 2, las expresiones en los términos fuera de la diagonal,  deben ser iguales ya que la nueva matriz es aún simétrica, puesto que la transformación semejante es ortogonal. Deben ser igualados a cero para que queden sólo los factores de segundo grado en la forma cuadrática, por lo tanto :



( b - a) sen ( cos  ( +   c cos 2 (  -  c sen 2 (  = 0

Dividiendo por cos 2 (  , obtenemos:



-c tan 2 ( + (b – a) tan  ( + c = 0

Multiplicando ambos lados de la ecuación por –1 y sustituyendo

u = tan  (, 

Debemos resolver:


(1)
c u 2  + (a  -  b) u   - c = 0

Si la ecuación de la cónica estuviese dada por






x T A x = 1        
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donde 
A =


o sea, si la ecuación fuese   8  x2  + 12 xy + 3 y2  = 1      

6 3

la ecuación a resolver para hallar ( sería, veáse (1) arriba,

  


(1)
6 u 2  + 5  u   -  6  =  0

De donde 

u1 = 2/3
,  u2 = -3/2. Por lo tanto: tan ( 1 = 2/3  y  tan ( 2 = -3/2

Luego   ( ( 0,5880 radianes ( 33° 41’. Además, tomando 
tan ( = 2/3

Y si calculamos, los términos de la matriz diagonal obtenida a partir de (****), 

a cos2 ( + 2 c sen ( cos ( + b sen 2 ( , 

es el término en 1ra. fila, 1ra. columna, obteniendo


8 (9/13) + 2 (6) (2/(13)(3/(13) + 3 (4/13) = 12

Aquí hemos sustitído a = 8 , b = 3, c = 6 y los valores de  sen  (  y  cos  (, han sido calculados a partir de que  tan ( = 2/3 con ayuda del siguiente triángulo
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Del mismo modo:

 a sen2 ( - 2 c sen ( cos ( + b cos 2 ( , 

es el término en 2da. fila, 2da. columna, obteniendo

 
8 (4/13) + 2 (6) (2/(13)(3/(13) + 3 (9/13) = - 1


Como R((1) =   cos (      y      y   R((2) = - sen ( ,      vectores columna de la matriz de rotación son los 

           sen (
                          cos (         autovectores, concluimos que estos son:

(3/(13) 

 - (2/(13)

            (2/(13)

   (3/(13)

Estos autovectores son de norma o oongitud 1, como puede comprobarse

Los autovalores correspondientes son  12  y –1, tomados de la matriz diagonal
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La ecuación de la cónica en el nuevo eje X’-Y’, sería:





12x’ 2 – y’ 2 = 1

con cortes con el eje X’, cuando   y’ = 0, o sea  en  x’ =    (+/-) (3 / 6

La cónica sería de nuevo una hipérbola, no rotada sobre los ejes X’-Y’, en la dirección de los autovectores.

Además.  Si v es un autovector de A, con autovalor (, entonces kv es también un autovector, con el mismo autovalor, veamos:





A(kv) = k Av = k(v = ((kv)

Por lo tanto podemos escoger como autovectores a



3
y
 -2



2

  3

El gráfico podría parecerse a:
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         X’








