Formas cuadráticas XE "Formas cuadráticas"  y  XE "Diagonalización:de matrices" diagonalización


Utilizando la notación de los vectores (x,y), en la forma   x      como vectores columna, estudiaremos las expresiones de la forma:



y

XTAx , en donde A es una matriz simétrica.
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Veamos un ejemplo: Si   A =   

, la forma cuadrática sería

           2     -2




                1     2         x

   x + 2y

 xTAx =      x   y 

 
=  x   y 

   = (x2 + 2xy + 2xy  -2y2 ) = x2 + 4xy - 2y2   



    2    -2        y

  2x – 2y

en donde se aplica la constumbre de no distinguir las matrices de orden 1, de los escalares cuando ello no se presta a confusión como en este caso. La forma cuadrática termina siendo una forma algebraica en x e y.
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Nótese que nos hemos tomado la libertad de hablar de la componente x del vector x =   y

Cuando hablamos de la forma cuadrática xTAx, nos referimos al vector x con dos componentes, una de las cuales lleva desafortunadamente el mismo nombre.

Como  xTAx es una matriz de orden 1, concluimos que 

(xTAx)T = xTAx. Además (xTAx) T = xT AT (xT)T=  xT AT x . 

Por lo tanto, si  
B = (1/2)(A+  AT ) , entonces B es una matriz simétrica y además




xT A x = xT B x 

o sea que la matriz B, simétrica, produce la misma forma cuadrática.

Por ello no se pierde generalidad cuando se estudian las formas cuadráticas de matrices simétricas.

Igualando a 1 la forma cuadrática obtenida en el ejemplo, arribamos a la expresión:




x2 + 4xy - 2y2 = 1

La expresión anterior es la ecuación de una cónica ( elipses, hipérbolas, par de rectas paralelas u otros casos degenerados). Como veremos, el término en xy aparece en la ecuación anterior porque la cónica está rotada, respecto al eje de coordenadas XY, como se ilustra en el gráfico siguiente, tomando como ejemplo una elipse.
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Queremos determinar la rotación ( de tal manera que la ecuación de la cónica en su nuevo eje X’-Y’ carezca de término en x’y’, o sea que tenga la forma:




a’ x’2 + b’ y’2 = 1.

De la introducción a las matrices de rotación recordemos que la relación entre (x , y)  y  (x’ , y’ ) está dada por  



x    =  R(     x’



y                y’

Donde R( es la matriz ortogonal XE "Matriz:de rotación"  de rotación.

La forma cuadrática    xT A x se transformaría en este caso en

(1) (R( x’) T A R( x’ = (x’)T R( T A R( x’ = (x’)T  D x’ , 

Llamando D a la nueva matriz   D = R( T A R(. 

D es todavía simétrica: basta probar    D T = (R( T A R( ) T =   R( T AT ( R( T)T = R( T A R( = D,

Ya que A es una matriz simétrica, es decir    A T = A.

Además, la única manera de que aparezcan en la nueva forma cuadrática solo los términos en 

x’2   e  y’2   y nó terminos en  x’ y’   es que la matriz sea diagonal, es decir con ceros fuera de la diagonal principal. (probar esto es un buen ejercicio). 

Nuestro trabajo, para hallar ( consiste, en el caso del ejemplo en:

a ) Calcular  R( T A R(.

b) Determinar ( tal que la matriz anterior sea diagonal

c) Dar la nueva ecuación del lugar geométrico, en su nuevo eje canónico(sin término en      x’y’).

R( T A R( =         cos (     sen (          1     2        cos (        - sen (    

                           sen (     cos (           2   -2        sen (          cos (

  cos (+ 2 sen (    2 cos (  -2 sen (
  cos (     - sen (   =

-sen  ( + 2cos (   -2 sen ( -2  cos (
  sen (       cos (    

 cos 2 ( + 2 sen ( cos  ( + 2 cos ( sen ( - 2 sen 2 (    - sen ( cos  ( - 2 sen 2 ( + 2 cos 2 ( - 2 sen ( cos  ( 

- sen ( cos  ( - 2 sen 2 ( + 2 cos 2 ( - 2 sen ( cos  (     sen 2 ( - 2 sen ( cos  ( - 2 cos 2 ( - 2 sen ( cos   (

      cos 2 ( + 4 sen ( cos  ( - 2 sen 2 (

   2 cos 2 (  - 2 sen 2 (  - 3 sen ( cos  (
  2 cos 2 (  - 2 sen 2 (  - 3 sen ( cos  ( 

    sen 2 ( - 4 sen ( cos  ( - 2 cos 2 ( 

Para que la matriz sea diagonal debemos tener que

2 cos 2 (  - 2 sen 2 (  - 3 sen ( cos  ( = 0

Es claro que ( ( 90°, por lo tanto  cos  ( ( 0. Podemos por lo tanto dividir la ecuación anterior por  cos 2 (  , resultando:

· 2 tan 2 (  - 3 tan ( + 2 = 0.

Sustituyendo u = tan (, debemos resolver 

· 2 u 2 – 3u +2 = 0

De donde salen las soluciones





u1 = ½

u2 = -2

o sea



  tan ( =  ½    o tan ( =  -2

Tomaremos     tan ( =  ½ . Luego  ( = tan -1 ( ½ ) = arctan (½)

Por lo tanto        ( ( 0, 4636 radianes.

En este nuevo eje X’Y’ que está rotado aproximadamente 0, 4636 radianes ( 26 ½°, la forma cuadrática se expresa de acuerdo al argumento que sigue, recordando que la nueva matriz es diagonal y que basta calcular las entradas en las posiciones 1,1 y 2,2 de la matriz anterior.

Como 
tan ( = ½
. Podemos calcular sen ( y cos ( a partir de la siguiente figura
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Luego     
sen ( =  (5 / 5


cos ( =  2(5 / 5

De ahí concluimos que 


      4/5 + 8/5 –2/5
     0


R( T A R(   =  
0 1/5 – 8/5 – 8/5


      =
           2       0
    =  D

0 -3

y además que





cos (  
- sen (                  2(5 / 5    -(5 / 5




R(  =


        =

sen (  
  cos  ( 
                  (5 / 5     2(5 / 5

La forma cuadrática original  

           



                1     2        x

   x + 2y

 xTAx =      x   y 

 
=  x   y 

   = (x2 + 2xy + 2xy  -2y2 ) = x2 + 4xy - 2y2 ,  


                 2    -2       y

  2x – 2y

se transforma en

           



      2     0         x’
             2x’

x’TAx’ =      x’   y’  

     =   x’   y’ 
          = ( 2x’ 2 – 3y’ 2 )    =  2x’ 2 – 3y’ 2 


      0    -3         y’
            - 3y’

La expresión del lugar geométrico en X-Y


(*)
xTAx = 1 o su expresión equivalente  x2 + 4xy - 2y2 = 1, se ha transformado en

 

x’TAx’ = 1      “       “           “
          2x’ 2 – 3y’ 2  = 1 en el eje rotado un ángulo (
La matriz
           1     2



                  2    0

 
(**)
 A =   

se ha diagonaliza XE "Diagonalizar:una matriz" do como  D = 


            
          2     -2



                  0    -3

Por medio de la transformación ortogonal semejante           


(**)


R( T A R(   =  D

