Preliminares

En el capítulo de vectores en Rn, vimos que cuando el sistema de ecuaciones lineales 
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Ax = b no tiene solución, podemos siempre resolver Ax =    b,
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El cual siempre tiene solución ya que b es la "proyección" de b sobre el subespacio generado por las columnas de A.

En ese capítulo solucionamos el problema Ax = b, en donde A era una matriz de orden 2, con vectores columna ( columnas), linealmente independientes, proyectando a b sobre el subespacio generado por las columnas de A, Gen(A).

Para resolver el problema procedimos así:

i) Calculamos una base V1 , V2 , de Gen (A).

ii) Calculamos la proyección b , de b en Gen(A).

iii) Procedimos a resolver Ax = b.

La solución x así obtenida se denominó una solución por mínimos cuadrados de Ax = b.

En tal capítulo, a título de ilustración, resolvimos, por mínimos cuadrados, el sistema de ecuaciones lineales simultáneas:






2 x + y = 1






2 x  - y = 2






   x + y = 1

La matriz de los coeficientes del sistema de ecuaciones planteado es .


Sus vectores columna son:

Como v1  y  v2 , son linealmente independientes, anteriormente construimos a partir de ellos, un conjunto ortogonal de Gen(A), formado por:


El proceso de ortogonalización aplicado, exigía que los dos vectores no fueran colineales, esto es que fuesen linealmente independientes.

La condición de independencia lineal de n vectores v1 , v2 , … , vn, es que la ecuación

(1 v1 + (2 v2 + … + (n vn = 0, 

tenga como única solución:

(1 = (2 = … = (n = 0
o sea que la única solución sea la trivial  ( = 0.

Esta condición la satisfacen plenamente los vectores v1 y v2.

Por esta razón se pudo aplicar el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt. Si no, no se podría aplicar. Aún más v1 y v2 son una base de Gen(A), ya que además de ser linealmente independientes, por la propia definición de Gen(A), lo generan.

La situación se complica cuando las columnas de A no son linealmente independientes como veremos en el ejemplo siguiente.

Problema

Hallar el conjunto solución del sistema de ecuaciones lineales:



(*)

Utilizando el método de Gauss, procedemos así:
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El sistema de ecuaciones equivalente :  

No tiene solución (es inconsistente).

Procederemos a hallar su solución por mínimos cuadrados:


Tomemos los vectores

Veamos si estos vectores son linealmente independientes.

A partir de la ecuación:

( 1 A1 + ( 2 A2 + ( 3 A3 = 0,


O equivalentemente:


La cual equivale a:


Equivalente a resolver el sistema homogéneo  A( = 0, asociado al sistema no homogéneo planteado en (*).

El sistema homogéneo siempre tiene al menos una solución, la trivial:  ( = 0. (( 1  = ( 2  =  ( 3 =  0).

Si la única solución es la trivial, los vectores son linealmente independientes. Si hay al menos una solución, ( ( 0, los vectores son linealmente dependientes. 

Resolvamos por Gauss, el sistema homogéneo:


Este es exactamente el sistema homogéneo asociado planteado al iniciar el problema. Siguiendo los mismos pasos con los cuales se intentó resolver tal problema por Gauss, pero cambiando el parámetro por el vector 0, llegamos a: 


El nuevo sistema a resolver es por lo tanto:


Vemos que ( 3 puede tomar cualquier valor, no necesariamente 0. Si ( 3 = 1, concluimos que ( 2 = -2 y 

( 1 = 1 otros, infinitos, valores de ( son válidos.

En consecuencia, los vectores columna de A son linealmente dependientes y por ello no podemos calcular a partir de ellos, una base ortogonal de Gen(A).

Sin embargo los valores calculados  ( 3 = 1, ( 2 = -2, ( 3 = 1, nos permiten afirmar que:





 A1 - 2 A2 +  A3 = 0,

Luego:



   A1 = 2 A2 -  A3 , ( o A2 = ½ A1 + ½ A3 , etc.),

Como A1 se puede expresar como combinación lineal de A2 y A3 , entonces A1 se puede extraer del conjunto ( A1 , A2 , A3 ( de generadores de Gen(A) y el conjunto restante ( A2 , A3 ( todavía genera a Gen(A). Ya que 

si  x ( Gen(A), entonces x  = (1 A1 + (2 A2 + (3 A3  , para alguna tripla (1, (2, (3 ,

por definición de Gen(A).

Sustituyendo a  A1  por     2 A2 -  A3 , tenemos que:

x = (1 (2  A2 -  A3) + (2 A2 + (3 A3 = (2(1 + (2) A2 + ((3 -(1) A3

es una combinación lineal de los vectores columna, restantes  A2 , A3

Luego A2 y A3 , generan Gen (A).

Será el conjunto ( A2 , A3 ( una base de Gen(A)., para así construir por el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt una base ortogonal de Gen(A) ?.

La respuesta es sí, ya que estos dos últimos vectores son linealmente independientes.

Planteemos la ecuación que nos permite verificar la independencia lineal:

Sea  (2 A2 + (3 A3 =  0, 

Entonces:



























































Lo cual es equivalente a:



Por consiguiente,   

En consecuencia A2  y  A3 , son linealmente independientes. Lo son también   A1  y   A3 , por lo tanto la escogencia de una base de Gen(A), tiene muchas alternativas.

A partir de 


Construiremos la base ortogonal de Gen(A), que nos permitirá proyectar el vector b en b
 ( Gen(A).



    

Sea 
u1 = v1=    



Luego, 

u2 = v2  - ( < v2,  u1 > / < u1, u1 > ) u1 =



Ya que < v2,  u1 > =  v2T  u1  = (1   0   5) 

= 11


< u1,  u1 > =  u1T  u1  = (1   1   2) 

= 6

Luego, una base ortogonal de Gen(A) (compruebe que es ortogonal), es:


La proyección b de b en Gen(A), está dada por:


b = ( < b,  u1 > / < u1, u1 > ) u1 + ( < b,  u2 > / < u2, u2 > ) u2 =


     



=


Ya que 



Procedemos a resolver


Ax = b

En lugar de



Ax = b

Hallemos, por lo tanto las soluciones de:



Al observar la variación, diferencia o aproximación de  
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b

  a  b, la cual podría medirse con la "norma"







O distancia de    b  a   b   (o de  b   a   b ),

y si aceptamos una aproximación a la décima

1,1 ( 1,

 2,9 ( 3, 
- 3,03 ( -3,

Podremos pensar que la solución por mínimos cuadrados va a modelar satisfactoriamente a los datos. Esto parece así, pero no podemos estar seguros hasta que no hagamos los cálculos y consideremos por diferentes criterios, así sean artesanales, que los datos "aproximan satisfactoriamente" a los resultados. 

Resolveremos por Gauss, el sistema de ecuaciones lineales que aproxima al sistema de ecuaciones planteado, por mínimos cuadrados, así:


Como puede observarse, las tres primeras columnas de las matrices aumentadas, o sea la matriz de los coeficientes es precisamente la matriz de los coeficientes del sistema incompatible planteado en este problema y sólo se ha cambiado el vector b  por
          

Concluimos que el conjunto de las soluciones por mínimos cuadrados, debe satisfacer


Todas las soluciones son soluciones por mínimos cuadrados. Cuál escoger?. Habrán criterios adicionales en el problema real?.

Una solución podría corresponder a z= 0, de donde y = -22/35,  x= 62/35. 

Otra podría ser (escogiendo valores por simple comodidad para los cálculos) y = 0, de donde z= -11/35, 

x= 51/35.  Las posibilidades de solución son infinitas.


Todas cumplen por supuesto con la condición Ax = b. Por lo tanto, todas minimizan la distancia a Gen(A).

Por lo general, al tener la matriz de los coeficientes de Ax =  b, mas ecuaciones que incógnitas , sus columnas seran linealmente independientes. En este caso la solución es única puesto que la expresión lineal Ax = b será del tipo,

 



         x1 A1 + x2 A2 + … + xn An = b

la cual es única ya que ( A1 , A2 , … , An ( sería una base de Gen(A).
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< u1, u1 > = 12 +12 +22 = 6
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< u2,  u2 > = u2 T  u2  = (-5/6) 2 + (1/6) 2 + (8/6) 2 = 35/6
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