5.4. Producto interno XE "Producto interno:producto punto" 
Para dos vectores u = (u1, u2)   y   v = (v1, v2), en R2 ,definimos el  XE "Producto escalar" producto interno de u y v, y lo denotaremos u .  v  o < u , v > , como




u .  v  = < u , v > = u1 v1 +  u2 v2

El producto interno de u = (1,2) y v = (3,4), es por lo tanto   (1 x 3)  +  (2 x 4) = 3 + 8 = 11.

Por lo tanto:
u.u = < u,u > = u1 x u1 +  u2 x u2 = ( u1 )2 + ( u2 ) 2 = (u(2

Y 

(u( = 0 , si y sólo si, u. u = < u,u > = 0

Propiedades del producto interno de vectores

< u,u > = 0 si y sólo si  u = 0

< u,v > =  < v,u >

El producto interno en R2  es una función multilineal (bilineal en este caso), en el siguiente sentido

< u,v + w> = < u,v > + < u,w > 


 < ku,v > = k< u,v >
< u + v,w > = < u,w > + < v,w >


< u,kv > = k< u,v > 

De aquí se concluye

< k1u + k2v ,w > = k1<u,w> + k2<v,w>

 < u , k1v + k2w > = k1<u,v> + k2<u,w>

< u + v, w + z > = <u,w> + <u,z> + <v,w> + <v,z>

y otras combinaciones más como:

< u, v + w + z> = <u,v> + <u,w> + <u,z>

La multilinealidad del producto interno tiene muchas aplicaciones teóricas y prácticas. Esta multilinealidad ya se había manifestado en la función determinante (por filas y columnas).





*****************************************

La trigonometría nos permite utilizar el producto interno en la formulación y solución de problemas geométricos. El siguiente resultado es de gran ayuda.

u.v = (u((v(cos (
Donde ( es el ángulo formado por los vectores u y v.

 La figura que sigue nos ayudará a probar la proposición.
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Por la ley de los cosenos:   (v – u(2 = (u(2 +  (v (2 - 2(u((v(cos ( (*)

Por otra parte: (v – u(2 = < v – u, v – u> =  < v , v > - < v , u > - < u , v > + < u , u > =




   (u(2 +  (v (2  – 2 < u , v > (*)

Igualando las dos ecuaciones denotadas por (*), concluimos el resultado deseado.




De 
u.v = (u((v(cos (, concluimos




cos ( =  (u.v)  / ((u((v()

A partir de los siguientes resultados que se basan en la trigonometría, resolveremos algunos problemas geométricos con ayuda del álgebra de vectores, la norma y el producto interno.
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Recuerde, en el triángulo rectángulo, el lado opuesto al ángulo tiene una norma o longitud:

 




(u(sen (,

El lado adyacente o proyección de la hipotenusa:  


(u(cos (,
Ejemplo

Calcular el área del triángulo de vértices A(1,1), B(3,2),C(2,3)
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Por lo tanto:  
v = (2,3) – (1,1) = (1,2) 


  u = (3,2) – (1,1) = (2,1)

Del gráfico, deducimos que






h =  (v(sen (,

Luego el área S del triángulo es: ½ (u(
h = ½ (u((v( sen (,

Como
cos ( = < u,v> / ((u((v() = (2x1 + 1x2) / (((4+1)((1+4)) = 4/5

Como
sen 2 ( + cos 2 ( = 1, concluimos que sen 2 ( = 1 – 16/25  =  9 / 25. Luego sen ( = 3/5.

Por consiguiente 
S =  ½ (5 (5 (3/5) = ½ x 5 x 3/5 = 3/2.

Verifiquemos la respuesta siguiendo el método que aprendimos en la sección de determinantes


S =       ½ 
1  3
+      3   2     +          2   1     
= ½ ( (-1) + 5 –1) = ½ x 3  = 3/2.




1  2 
        2   3
      3   1 

Lo cual corrobora nuestra respuesta.

Ejemplo: Hallaremos el ángulo entre los vectores     u = (2,1)  y     v = (1,-4)

Solución

<u,v> = 2x2 – 1x4 = 0. Luego  cos ( = 0. Por lo tanto  
( = 90°.

Conclusión: Los vectores u  y   v son perpendiculares.

Problema: Halle el ángulo entre los vectores  u = ((3,1)  y     v = (1, (3)

Solución:  u. v = (3 + (3 = 2(3. 
(u( = (v( = ((3 + 1) = 2.

Luego:

  cos ( =  (u.v)  / ((u((v() = 2(3 / (2x2) = (3 / 2

Por consiguiente, sabiendo que 

sen 30° = ½, podemos construir la figura:
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Concluimos entonces que el ángulo entre los vectores es de 30°.

De la fórmula:



cos ( =  (u.v)  / ((u((v()

Concluimos que los vectores u y v son ortogonales XE "Vectores:ortogonales"  (“perpendiculares” entre sí), sí y sólo sí 






cos ( =  0

o equivalentemente, si y sólo si

u.v = 0

El producto interno, de dos vectores  u = ( u 1, u 2, u 3 )    y   v = ( v 1, v 2, v 3 ), en R3  denotado por u . v o por < u , v >, se define de manera similar a como se hizo en R 2  , así:




u . v = < u , v > = u 1× v 1 +  u 2 × v 2 +  u 3 × v 3 ,

Todas las propiedades, sus relaciones con la norma y las  fórmulas presentadas en R2 tienen validez en R3. . Siempre y cuando se extiendan las definiciones como se ha hecho.

La siguiente propiedad será utilizada extensivamente:


El producto interno se generaliza, con todas sus propiedades, a Rn así:

Si u =(u1,  u2,  u3, ... , un)  y u =(v1,  v2,  v3, ... , vn), definimos :


<u,v> = u1v1 + u2v2 + u3v3 + … + unvn

<v,v> = ι v ι 2.








