5.12 Proceso de ortogonalización de  XE "Gram-Schmidt" Gram-Schmidt. Existencia y construcción de  XE "Bases:ortogonales" bases ortogonales

El producto interno de vectores se generaliza a Rn de manera natural así:

x = (x1,  x2,  x3, ... , xn)  e  y = (y1,  y2,  y3, ... , yn)    son vectores en Rn , se define el producto escalar o producto interno, denotado por  x . y  o  < x, y > como:



x . y = < x , y > = x1 y1 +  x2 y2 + x3 y3 +, ... + xn yn

La norma de x, denotada por (x( se define como:





(x( = (( x1 2 +  x2 2 + x3 2  + … +  xn 2 )

Todas las propiedades algebraicas de la norma y del producto interno que estudiamos en R2  y  R3 y las relaciones entre la norma y el producto interno se cumplen en Rn , salvo los resultados geométricos que no se pueden modelar para n > 3.

El siguiente proceso de ortogonalización se puede aplicar a partir de R2 . Si en R2  tomamos dos vectores v1 y v2 , diferentes de 0, no colineales, y definimos 



u1 = v1  

y
u2 =   v2 – (< v2 , u1 > / < u1 , u1 >) u1

tenemos que:

< u1 , u2 > = < v1 , v2 > -   (< v2 , v1 > < u1 , u1 > / < u1 , u1 >) =






   =  < v1 , v2 > - < v2 , v1 > = 0.

Luego  u1 es ortogonal a v2 . Además si tenemos k vectores
v1 , v2 , … , vk , que son ortogonales entre sí o sea que





< vi , vj > = 0 si i ( j.

El conjunto (v1 , v2 , … , vk ( es linealmente independiente ya que si





(1 v1 +  (2 v2 + (3 v3 + ... + (k vk = 0

entonces, para probar que necesariamente  (1 = (2 = (3 = (n = 0

lo cual garantiza la independencia lineal , basta con utilizar el producto interno sucesivamente así:



0 = <  v1 , 0 > = < v1 , (1 v1 +  (2 v2 + (3 v3 + ... + (k vk > =



= (1 <v1 , v1 >+ (2 < v1 , v2> + (3 <v1 , v3 > + ... + (k < v1 , vk >=



= (1 <v1 , v1 >

ya que
los otros productos internos dan 0 por ortogonalidad. Como < v1 , v1 > = ( v1 ( 2 ( 0, concluimos que   (1 = 0. De manera sucesiva se multiplica la combinación lineal igualada a 0 por vk para probar que (k = 0, k= 2,...,n.

En consecuencia: todo conjunto ortogonal de vectores diferentes de 0, es linealmente independiente.

Los vectores así construidos en R2 . Son linealmente independientes y como R2 es de dimensión 2, hemos construido una base de R2 .

El vector  u2 , se obtiene restando a  v2 , su proyección   (< v2 , u1 > / < u1 , u1 >) u1 , así:







 v2 – l u1





 v2 

   u1
l u1l = < v2 , u1 > / < u1 , u1 >

Se vé que geométricamente, los vectores son ortogonales en R2 . En R3 , podemos construir los primeros dos vectores u1  y  u2 . El vector u3 se obtiene al restarle a v3 su proyección sobre el plano generado por u1 y  u2 así:

  u3 = v3 – (< v3 , u2 > / < u2 , u2 >) u2  - (< v3 , u3 > / < u3 , u3 >) u3

El proceso se ejemplifica en el gráfico siguiente. El vector u3 es ortogonal al plano que contiene a u1  y a u2 .






           v3


           u3              u2
                   





 u1
El nuevo vector u3 es ortogonal a  u1 y   u2  lo cual puede probarse efectuando <u1 , u3> y < u2 ,u3> , recordando  que < u1 , u2 > = 0, ya que   u1 y  u2 ya son ortogonales.

La construcción de   uk  se hace, a partir de vk, después de que se han definido los vectores mutuamente ortogonales    u1 , u2  ,  u3 , ... , uk-1  así:

uk   =   vk – (< vk , u1 > / < u1 , u1 >) u1   – (< vk , u2 > / < u2 , u2 >) u2   – ... - (< vk , uk-1 > / < uk-1 , uk-1>) uk-1

      Si en particular, arrancamos, en el proceso de ortogonalización, de una base v1 , v2 , … , vk en un subespacio de dimensión k, obtendremos una base ortogonal. Si dividimos cada uno de estos vectores por la norma de cada uno de ellos, obtenemos una base ortonormal.

Este proceso de ortogonalización denominado de Gram- Schmidt nos permite asegurar que todo subespacio de dimensión finita con producto interno, posee al menos una base ortogonal (u ortonormal).
