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Capítulo 5
Proyección de un vector en un subespacio que posee una base ortogonal


5.10 Expresión de un vector en una  XE "Base ortogonal:expresión de un vector" base ortogonal
Si la base   V = (v1, v2, …, vk ( de un subespacio S, es una base ortogonal, entonces cada vector v ( S, se expresa de manera única como:


Veamos por qué.
Tenemos que, 


Como los vectores base    v1 ,v2 , ... , vk son ortogonales entre sí, tenemos que  


Concluyéndose de (**), que


De donde


Concluyéndose el valor de la primera componente escrita en letra itálica en (*).

Reiniciando el argumento como se hizo en (**), mas calculando sucesivamente

< v , v2 > , < v , v3 > , ... , < v , vk >, 

llegamos a la conclusión deseada.

Si la base    V = (v1, v2, …, vk (
Estuviese formada por vectores ortonormales, es decir no sólo ortogonales entre sí, si no también de norma 1 (unitarios), en donde < v i , v i > = 1, para todo i, vi ( V,   la expresión (*) se convertiría en:


Ejemplo
La base 

V = (v1, v2, v3 (,   v1 = ( 1, 2 , -1 ),    v2 = ( 1, -1 , -1 ),   v3 = ( 1, 0 , 1 )

Es una base ortogonal ( mas no ortonormal ), ya que los vectores  v i , son diferentes de 0, y

< v 1 , v 2  >  = < v 1 , v 3  >  =  0

Si





v = ( -1, 4, 11 )

es el vector que expresamos anteriormente en una base no ortogonal, en esta  nueva base ortogonal podemos utilizar la expansión (*).

Calculando:

     


             (1 = < v , v1 > / < v1 , v1 > = - 4 / 6 = -2 / 3

(2 = < v , v2 > / < v2 , v2 > = -16 / 3

(3 = < v , v3 > / < v3 , v3 > = 10 / 2 = 5

concluimos que:





v = -( 2 / 3 )  v1  -  ( 16 / 3 )  v2  +  5  v3 

Basta ahora verificar que en verdad




( -1, 4 , 11 ) = -(2 / 3)  (1 , 2 , -1) – (16 / 3 ) ( 1, -1, -1) + 5 ( 1, 0 , 1 )

(*) v = < v , v1 > / < v1 , v1 >) v1   +  (< v , v2 > / < v2 , v2 >) v2 +  … +  (< v , vk> / < vk , vk >) vk





Si  v = (1 v1 + (2 v2 + ... + (k vk





(**)


< v , v1 > =  < (1 v1 + (2 v2 + ... + (k vk  , v1 > = (1 < v1 , v1 > + (2 < v2 , v1 > + (3 < v3 , v1 > + … + (k< vk , v1 >       





< v2 , v1 > = 0.  < v3 , v1 > = 0 … < vk , v1 > = 0       





< v , v1 > =   (1 < v1 , v1 >





(1 =   < v , v1 > / < v1 , v1 >





v = < v , v1 >  v1   +  < v , v2 >   v2 +  … +  < v , vk>  vk








