Generalización 

Una base en un subespacio de dimensión k, es un conjunto linealmente independiente de vectores V = (v1, v2, ..., vk (  de S que generan a S, es decir tal que:




S = Gen (v1, v2, ..., vk (.

Esto quiere decir que :

Si v ( S, entonces v = (1 v1 + (2 v2 + ... + (k vk
para alguna combinación de números reles (1, (2, ... , (k 

Si    V = (v1, v2, ..., vk ( es una base de S, la expresión de cada vector v de S, como combinación lineal de los vectores vi es única, en el sentido de que si:

v = (1 v1 + (2 v2 + ... + (k vk = v = (’1 v1 + (’2 v2 + ... + (’k vk

se tiene que   (1 = (’1 , (2 = (’2 , ... , (k = (’k 

La razón de ello es que si:    

(1 v1 + (2 v2 + ... + (k vk =  (’1 v1 + (’2 v2 + ... + (’k vk 

se tiene que 

( (1 - (’1 )  v1 + ( (2 - (’2 )  v2 + ... + ( (k - (’k )  vk = 0

como el conjunto

V = (v1, v2, ..., vk ( 

es una base de S, formada por lo tanto por vectores linealmente independientes, concluimos que  necesariamente 

 (1 - (’1  = 0 , (2 - (’2  = 0 , … , (k - (’k  = 0

Por lo tanto

(1 = (’1   , (2 = (’2   , … , (k = (’k

Lo cual confirma nuestra afirmación de que la expresion de cada vector v ( S, en la base (v1,v2,...,vk(, es única. (Si hubiesen dos expresiones lineales del vector v en la base, estas serían iguales).

Los escalares (números), 

(1 , (2 , … , (k
se denominan, las componentes del vector v en dicha base.

Ejemplo:

Sea 
V = (v1, v2, v3 (,   
v1 = (1,2,-1),    v2 = (0,3,2),   v1 = (1,2,1)

Demostraremos que constituyen una base de R3 .

Para demostrar que estos 3 vectores de R3 forman una base de R3 , basta con demostrar que son:

 a) linealmente independientes y 

b) que generan a R3
Sea    (1 v1 + (2 v2 +  (3 v3 = 0

Debemos concluir que 

(1 = (2 = (3 = 0
Veamos:

a)

Si    (1 (1,2,-1) + (2 (0,3,2) +  (3  (1,2,1) = 0 = (0,0,0)

Entonces


Resolviendo el sistema anterior, concluimos que su única solución es  (1 = (2 =  (3  = 0, concluyéndose que los vectores son linealmente independientes..

b) Como S = Gen  (v1, v2, v3 (, el conjunto de todas las combinaciones lineales de  (v1, v2, v3 (, es un subespacio de R3 , de dimensión 3, concluimos que R3  = Gen (v1, v2, v3 (, es decir que los vectores  v1, v2, v3 , generan a R3  .

Por ello, cada vector de R3  puede expresarse de manera única como combinación lineal de los vectores v1, v2, v3 .

Tomemos como ejemplo a v = ( -1, 4, 11).

Calculemos las componentes del vector v en la base v1, v2, v3 .

Resolveremos la ecuación vectorial:

( -1, 4, 11 ) =  (1 ( 1, 2, -1 ) +  (2 ( 0, 3, 2 ) + (3 ( 1, 2, 1 ) 

De aquí se concluye al resolver un sistema de tres ecuaciones lineales en las incógnitas (1 , (2 , (3 , que (1 = - 4 , (2 = 2, (3 = 3.

Las componentes del vector ( -1, 4, 11) en dicha base son: -4, 2, 3, en su orden.

  (1 +            +    (3  = 0


2(1 +  3 (2   + 2 (3  = 0


-(1  +  2(2   +     (3  = 0








