Escogencia de la base
El ejemplo anterior nos muestra la conveniencia de utilizar una base ortogonal al descomponer los vectores en sus componentes en dicha base. Los vectores e1  y e2 constituyen un ejemplo de una base que a más de ser ortogonal es ortonormal , es decir: ortogonal y formada por vectores unitarios. De ahí que si se puede utilizar en los cálculos, los facilita. Sin embargo a veces es necesario trabajar con bases que no son ortogonales y mucho menos ortonormales. 

A continuación procederemos a mostrar como se puede expresar un vector como combinación lineal de vectores base no necesariamente ortogonales.

Trabajaremos con un ejemplo en R 3.

Problema de ejemplo

Dados  los vectores    v1 = (1,0,1) , v2 = (2,1,-3) , v3 = (0,1,1) 

a) Demostrar que constituyen una base de R 3 .

b) Expresar al vector  v = (3,2,1) como combinación lineal de los elementos de tal base

Solución

 Para demostrar a) que tales vectores constituyen una base de R 3 debemos demostrar que 

i) son linealmente independientes

ii) R 3 = Gen ( v1 , v2 , v3 (
Es decir que cada vector (todos los vectores) de  R 3 se pueden expresar como combinación lineal de v1 , v2 , y  v3 .

Para probar que son linealmente independientes plantearemos la ecuación vectorial:

x1  v2 + x2  v2 + x3  v3 = 0

Debemos demostrar que necesariamente  x1  =  x2  =  x3  =  0

 La ecuación vectorial nos lleva a: 



x1  ( 1, 0, 1 ) + x2  ( 2, 1, - 3 ) + x3  ( 0, 1, 1 ) = 0


De donde:

Utilizando la matriz aumentada y el método de Gauss:
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El sistema de ecuaciones equivalente


tiene solución única     





x1  =  x2   =  x3   = 0

Terminamos aquí la prueba de i)

Para ii)

Sea v = (v1  , v2  , v3  ) un vector cualquiera de R 3
Debemos hallar  escalares (números) tales que

 
v = (v1  , v2  , v3  ) = x1  v2 + x2  v2 + x3  v3 
Esto nos lleva a:


(v1  , v2  , v3  ) = x1 ( 1 , 0, 1 ) + x2 ( 2, 1, -3 ) + x3  ( 0, 1, 1 )

Por lo tanto a:
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Es evidente que el sistema

Siempre tiene solución para cada valor de v 1 , v 2 , v 3
Hemos probado ii)

Para responder a b) debemos expresar al vector  v = ( 3 ,2 ,1) como combinación lineal de los elementos de la base. Esto se logra sustituyendo en la ecuación anterior  v 1 = 3, v 2 = 2,  v 3 = 1

El sistema de ecuaciones anterior se transforma en este caso en:

De donde se concluye que 




x 1 = 5/3 , x 2 = 2/3,  x 3 = 4/3

Las cuales son las componentes del vector v = ( 3, 2, 1 ) en la base  v 1 , v 2 , v 3

Puede verificarse que



( 3, 2, 1) = 5/3 ( 1, 0 1 ) + 2/3 (2, 1, -3) + 4/3 ( 0, 1, 1 )

     x1  +  2 x2   	  	=  0


    	           x2      +      x3 	=  0 	


     x1  -   3 x2      +       x3     =  0  	  	   
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x1      +     2 x2                       = 	0	      x2         +    x3      =     0                                       


     	                     6 x3  =   0  	  	   
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0        1        1       v 2


0        0        6   v 3 - v1 + 5 v 2 





1	2	0	v1
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x1  +       2 x2   	=   v 1


   	           x2  +   x3  =   v 2 	


                                6 x3    =   v 3 - v 1 + 5v 2  	  





x1  +       2 x2              =   3


   	           x2  +   x3    =   2  	


                          6 x3      =   1 – 3  + 5 x 2  








