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Capítulo 5
Bases y Dimensión


Aplicación

Hallemos la dimensión del subespacio de las soluciones del sistema homogéneo 

2x - y + z  =  0

  x + y - z  =  0 

 




  x -  y + z =  0 

 
 Este sistema es el sistema homogéneo asociado a un sistema de ecuaciones que fue planteado como ejemplo en el capítulo 3, el cual tiene infinitas soluciones tal como se puede y conviene repasar (revise el sistema no homogéneo, correspondiente, planteado en el capítulo 3).

La matriz de los coeficientes es

2  - 1   1  

A  =    
1    1 - 1   

 




  
1   -1   1

Como se comentó hace poco, una solución     


  x1
    x =      x2







   x3

es tal que

(*)  x1 A1 +  x2 A2 + x3 A3 = 0

donde las  Ai  son las columnas de A.

Por lo tanto, resolver el sistema homogéneo Ax = 0 , es equivalente a probar

i) 0 ( Gen ((A1 , A2 , A3(). Lo cual es siempre verdad ya que Gen ((A1 , A2 , A3() es un subespacio y 0 pertenece a todo subespacio.

ii) Hay que hallar los   xi  que satisfacen (*)

Podemos mirar ahora el problema desde este nuevo punto de vista.

En el capítulo 3, la matriz de los coeficientes  A fue convertida a la forma escalonada, en este caso, tringular superior





2   -1   1   

   


U =
0    3 – 3 

           



0    0   0   

Si Q es el producto de las matrices elementales que produjeron los ceros, en su orden, Q es una matriz no singular por ser un producto de matrices elementales ( no singulares), entonces , particionando adecuadamente a U en sus columnas U 1   U 2  U 3 y a partir de la igualdad

QA = U

Obtenemos

 

Q A 1 = U 1

Q A 2 = U 2

Q A 3 = U 3

Donde las   A i   son las columnas de A.

Resolver (*) que es resolver






x1 A1 +  x2 A2 + x3 A3 = 0

es equivalente a resolver



(**)


x1 QA1 +  x2 QA2 + x3 QA3 = 0

o sea, resolver






x1 U1 +  x2 U2 + x3 U3 = 0, (***)

lo cual termina siendo un sistema de ecuaciones lineales, triangular o en algunos casos trapezoidal superior.

Al plantear el sistema de ecuaciones a partir de (***) , llegamos a :






2   
        -1                       1   

   


   x1
0      +    x2     3       +      x3    –3 
    = 0
           



0    
         0   
        0

Como una solución es        x1 = 0,
x2 =1

x3 = 1, que de paso es una solución del sistema homogéneo. Concluimos que los vectores columna U 1 , U 2 , U 3  son linealmente dependientes, 

lo cual garantiza a partir de (***) por ser Q no singular(por que?), que las columnas originales A1.. , A2,  A3 lo eran. 

Mas sin embargo, puede verificarse que el conjunto ( U 1 , U 2 ( es linealmente independiente y por lo tanto lo son A 1  y  A 2 . Por la relación entre (*) y (***) por intermedio de (**), al ser la matriz Q no singular.

Se puede probar que en este caso (A 1  A 2( es una base de Gen ((A 1 , A 2  , A 3() el espacio generado por las columnas de A, el cual es por lo tanto de dimensión 2. Este número  se llama el rango XE "Rango:de una matriz"  de A y corresponde al númerol máximo de columnas de A linealmente independientes.

El número de variables x i , que pueden tomar valor arbitrario (en este caso) es 1. 

Este último número coincide con la dimensión del Núcleo de A, denominada  XE "Nulidad:de una matriz" nulidad ,nul(A) o sea la dimension de





(x ( A x = 0 (
En este ejemplo se ha cumplido un resultado teórico que dice:

Sea A una matriz de dimensión mxn, entonces:




(!)
Rango (A) + nul (A) = n

El resultado teórico (!) señala que los grados de libertad (nul(A)), dependen del rango de A.

 Si el sistema de ecuaciones es mxn y rango(A) = n, o sea, si las columnas de A son linealmente independientes, entonces nul(A) = 0 y el conjunto de soluciones del sistema homogéneo se reduce a la solución trivial (0(. En este caso, el sistema tiene solución única x = 0.

Las relaciones entre rango(A) y la no singularidad o invertibilidad de una matriz cuadrada A no han sido estudiados en detalle. Su estudio puede ser asignado a los estudiantes como proyecto. Esperamos clarificar estos temas en  la página Web: www.geocities/laboticaxx1

