5.7  Subespacios en Rn

Un subconjunto S ( Rn , es un subespacio de Rn , si es cerrado XE "Subespacio"  bajo la suma ( y en consecuencia la resta) de vectores y la multiplicación por un número, es decir:


i)
Si  ( ( R y x ( S , entonces
   (x ( S


ii)
Si x ( S y y ( S.    Entonces
x + y ( S

Ejemplos

i) Es claro que el subconjunto (0(, que consta sólo del vector 0, es un subespacio, el trivial, (de Rn).

ii) El vector 0 se halla en todo subespacio ya que para cada vector x del subespacio, 0x=0 debe estar en el subespacio. 
iii) El conjunto de los vectores sobre una recta que pasa por el origen es un subespacio. En general
((x( o expansiones o contracciones de un solo vector, es un Subespacio. Rectas y planos en R2 o R3  que no pasan por el origen, no son subespacios   
iv) Si  x1,  x2,  x3, ... , xk son vectores en Rn  ( (1x1 +  (2x2 + (3x3,+ ... (kxk , (i ( R  ( de todas las combinaciones lineales de los xj, j = 1,2,...,k , es un subespacio denominado, el subespacio generado por ( x1,  x2,  x3, ... , xk (, denotado por Gen ( x1,  x2,  x3, ...,xk(.
Por ello, el conjunto generado por un vector Gen (x(, o de las combinaciones lineales de un solo vector, es un subespacio. En R2 y R3 tales subespacios corresponden a rectas que pasan por el origen.


Si x, y son vectores entonces Gen (x,y( es un subespacio. En R2 y R3 tales subespacios corresponden a rectas y planos (si x ( y) que pasan por el origen. 

Si A es una matriz de dimensión mxn, con columnas  A = ( A1  A2  A3 ... An ), el conjunto Gen (A) = ((1A1 +  (2A2 + (3A3,+ ... (nAk, (i ( R  ( de todas las combinaciones lineales de las columnas de A, es un subespacio de Rm.

v) Si  S es un subconjunto, el complemento  XE "Complemento:ortogonal" ortogonal de S, denotado S( , formado por                                              todos los vectores ortogonales a S, es un subespacio. Si S es el subespacio trivial (0(,entonces S( es todo Rn . 

Si x ( R2 x ( 0.  (x(( es una recta ortogonal a x que pasa por el origen

Si x ( R3 x ( 0.  (x(( es un plano ortogonal a x que pasa por el origen

Para dos vectores x, y en  R3 , x ( 0, y ( 0 x ( y ,  (x, y(( es la recta ortogonal al plano generado por o que contiene a x e y , que pasa por el orígen.

Particionando una matriz A de dimension m x n, en sus columnas, vemos que si  x   es un vector columna, o matriz de dimensión nx1, entonces




Ax =  x1 A1 + x2 A2 + … + xn An , 


          

donde las xi son los elementos de la matriz nx1, o sea componentes del vector columna x, y las Ai son las columnas de A.
  

Es evidente por la igualdad anterior  que 

(Ax ( A es una matriz de dimensión mxn y x es una matriz de dimensión nx1( = (x1 A1 + x2 A2 + … + xn An(, es precisamente el conjunto generado por las columnas de A.

Con esta nueva terminología, concluimos, y este punto de vista nos ayudará a clarificar     muchas situaciones, que el sistema de ecuaciones lineales simultáneas

Ax = b
Tiene solución

Si y sólo sí

x ( Gen ( A1 , A2 , … , An ( , o sea

sí y sólo sí x se puede expresar  como una combinación lineal de  los vectores columna o columnas de A.

Sin entrar en mayores detalles diremos que el conjunto de las matrices de dimensión nx1,  junto con las operaciones de suma de matrices y multiplicación por un escalar (número), es un espacio vectorial, que es isomorfo a Rn  en un sentido que aquí no aclaramos pero del cual abusamos cuando por comodidad hemos representado a los vectores columna como vectores fila o vectores en Rn.

