Problema:

Son los vectores u = (1,2,3)  , v = ( 3,1,2 ) , w = (1,0,1), linealmente independientes?

Solución:


Si al plantear la ecuación:   ( 1 u + ( 2 v + ( 3 w  = 0

Se concluye que necesariamente   ( 1 = ( 2 = ( 3 = 0, entonces los vectores en cuestión son linealmente independientes, de lo contrario serán linealmente dependientes.

Veamos:

( 1 u + ( 2 v + ( 3 w  = 0

Es equivalente al sistema de ecuaciones lineales:




   ( 1  +  3( 2  +    ( 3   = 0




2 ( 1  +     ( 2  + 2( 3   = 0




3 ( 1  +  2 ( 2  +   ( 3   = 0

Utilizando la descomposición LU con sobreescritura, tenemos:


1     3     1


1     3     1 
   

1      3       1

2     1     2
   F2  - 2F1
2    -5     0


2     -5       0

3     2     1
   F3  - 3F1
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Luego:



1      0       0



1      3      1

        L  =
2      1       0


U    =
0     -5      0



3     7/5     1



0      0  
  -2

Resolvemos
Lux = 0, así




Ly = 0;




  y 1                                  = 0




2 y 1  +        y 2                    = 0




3 y 1  + 7/5  y 2  +     y 3    = 0, 

concluyéndose que:

 y 1  =   y 2  =  y 3   = 0.

Resolviendo ahora:   
Ux = 0, o sea:




  x 1  +   3  x 2  +     x 3    = 0




        -   5  x 2                       = 0





          -  2 x 3    = 0

Concluyéndose que  necesariamente 
  x 1  =   x 2  =  x 3   = 0.

Los vectores en cuestión son linealmente independientes.

Ejemplo

Los vectores   u = (2,3,1)  , v = ( 3,8,3 ) , w = (-1,2,1), son linealmente dependientes.

Ya que   ( 1 u + ( 2 v + ( 3 w  = 0
 es equivalente a plantear:

2 ( 1   + 3 ( 2    -     ( 3    = 0


 
   

3 ( 1   + 8 ( 2   +  2 ( 3    = 0





  ( 1   + 3 ( 2     +    ( 3    = 0

Descomponiendo la matriz de los coeficientes del sistema anterior en la forma LU, tenemos:
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               1     3      1
                1     3      1


3     8      2
( 
3     8      2      F2  - 3F1     3    -1     -1
(
   2    -1     -1


1     3      1
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intercambio 


3ra. fila con 1ra.


Luego



1    0    0
1    3    1





LU   =
3    1    0
0   -1   -1






2    3    1
0    0    0

El intercambio de las filas no afectará el proceso ya que el sistema de ecuaciones  es homogéneo( Ax = b, con b= 0).

Resolvemos


Ly = 0




   y 1                                  = 0




3 y 1   +        y 2                     = 0




2 y 1   +    3  y 2  +     y 3    = 0,




concluyéndose que:

 y 1  =   y 2  =  y 3   = 0.

Ahora resolvemos


Ux = y

O sea

x1
+        3x2
     +          x3     =    0






                    -       x2      -        x3      =    0








             0 x3     =     0

Luego    x3    puede tomar cualquier valor y no es necesariamente igual a 0.

Por lo tanto los vectores son linealmente dependientes.

Los vectores  e 1 = ( 1, 0, 0 ),   e 2 = ( 0, 1, 0 ),  y  e 3 = ( 0, 0, 1 ), son linealmente independientes como se puede concluir al plantear la ecuación




( 1 e 1 + ( 2 e 2 +  ( 3 e 3 = 0


La cual deviene en:




( 1                               = 0





( 2

= 0






( 3
= 0

Además:   ( e 1 ( = ( e 2 ( = ( e 3 ( = 1.   Los vectores    e i   son de longitud 1.

Mas aún, como:
< e 1 ,  e 2 > = 0
,
< e 1 ,  e 3 > = 0,

< e 2 ,  e 3 > = 0, 

O lo que es lo mismo:

< e i ,  e j > = 0, si  i ( j

Por lo tanto son mutuamente ortogonales y unitarios (de norma 1) y por lo tanto constituyen un conjunto ortonormal.

(Estas últimas características se pueden resumir diciendo que



< e i ,  e j > = (ij, ( donde  (ij = 1  si  i=j   y   (ij = 0 si i( j. )

Problema:

Hallar el ángulo entre los vectores
  u = (2,1,-1)
v = (1,-2,1)

Solución:

cos ( = <u,v> / (u( (v(  = (2 × 1 + 1 × (-2) + (-1) × 1) / (( 6 ( 6 ) = 
-1 / 6


Por lo tanto   ( = arccos ( -1/6) ( 1, 74 radianes ( 100°

