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Capítulo 5
Producto interno



Ejercicios

1.  Dados los vectores  v = (-1,2)  y  w = (3,2)

        i) Calcule: a) <v,w>
b) <w,v>
c) < v, w – v >
d) <v,v>
e) (v(
f) (w(
       ii) Verifique que <v,w – v> =  < v, w> -  < v, v>

iii) Halle el coseno del ángulo ( formado por  v  y  w. Ayuda : cos ( = <v,w> / (v ( (w (.

2.  Dados los vectores u = (2,1) y v = (3, -1). Calcule la proyección de u en v, Pr v u, y la proyección

     Pr u v de v en u.  

3.  Dados los vectores u = (-1,2)  y  v = (3,2)


i)   Halle la proyección Pr v u, de u  en  v.


ii)   Halle v - Pr v u
i) Verifique que  v - Pr v u es ortogonal a u ( es decir que < v - Pr v u, u> = 0 ).

4.   Halle el ángulo (, entre los vectores dados en cada caso:


a)  u = (-1, 2),
v = ( 0, 1)
R/. ( = arccos 2(5 / 5

b)  u = (-1, 2),
v = ( 1,1/2)
R/. ( = arccos 0 = 90°

c)  u = ( 1, 2),
v = ( 7,14)
R/. ( = arccos 1 = 0 °

d)  u = ( 1, 1),
v = ( 1,-1)
R/. ( = arccos 0 = 90°

e)  u = ( 1, 1),
v = (-1, 1)
R/. ( = arccos 0 = 90°

f)  u = ( 1, 1),
v = (-1,-1)
R/. ( = arccos-1 = 180°

5)   Hallar los ángulos interiores (, (, ( del triángulo cuyos vértices son A(1,1), B(1,-1), C(-1,1)











Ayuda: ( = arccos (CA . CB) / (CA ((CB ( 


( = arccos (AC . AB) / (AC ((AB (









( = arccos (BC . BA) / (BC ((BA (
4. Dada la circunferencia de centro en O(a,b) y de radio r, demuestre que:


Si P(x,y) es un punto en la circunferencia,

entonces : (x-a) 2 +  (y-b) 2 = r 2 


Ayuda: (OP( = r.

7.   Dada la circunferencia C de centro en O(0,0) y de radio 1, cuya ecuación es x 2+ y 2 = 1, y  L, una       recta tangente en Q(0,1), a la circunferencia y el punto P (3,1), situado en tal recta tangente, calcule el ángulo (.






  

P(3,1)

8.   Demuestre que los puntos A(2,5), B(8,-1), C(-2,1) son los vértices de un triángulo rectángulo en A.


1. Demuestre que las diagonales de un cuadrado son perpendiculares entre sí


Ayuda: Demuestre que OB . AC = 0

2. Un rombo es un paralelogramo con los cuatro lados iguales. Demuestre que el cuadrilátero ABCD, con vértices A(2,2), B(6,5), C(9,9), D(5,6), es un rombo. Ayuda: Aun cuando no prueba mucho, es conveniente realizar un dibujo del cuadrilátero en alguna escala. En cualquier caso, demuestre: 

   

i)  AB // DC, AD // BC


ii) (AB((BC((CD((AD(
iii) Demuestre que los ángulos opuestos de dicho rombo son iguales dos a dos.
iv) Verifique que sus diagonales son perpendiculares entre sí.
11.  Demuestre que las diagonales de un rombo son perpendiculares entre sí. Ayuda: Apóyese en el gráfico siguiente:

Ayuda: Demuestre utilizando la multilinealidad

Del producto interno que:  



<u-v, u + v> = 0,



ya que (u (= (v ( 

12.  Hallar la distancia del punto P(-2.3) a la recta L:  4x – 5y + 10 = 0. Observe el gráfico.

Ayuda: d = (HP(= (QP(sen (. Además: cos ( = QP . QR

13.  Demuestre que las rectas L 1 : 3x – 4y + 8 = 0  y   L 2 : 6x – 8y + 9 = 0, son paralelas.

Ayuda: Halle un vector en la dirección de cada recta. Demuestre que tales vectores son paralelos: el uno es un múltiplo del otro.

3.  Halle la distancia entre las rectas del ejercicio anterior.

        Ayuda: i) Halle un punto P en una de las rectas y dos puntos R y S en la otra.








ii) Calcule cos ( =  (RP  .  RS) / (RP((RS(






iii) Calcule d =  
(RP(sen  ( 

4. Halle la ecuación cartesiana de la circunferencia de centro en O(2,1) y radio r = 3.

R/. (x – 2) 2 +  (y – 1) 2 = 9

       Ayuda: P(x,y) es un punto de la circunferencia

       Si y sólo si (r( = ( ((x –2) 2 +  (y –1) 2 ) = 3. 

16.  Demostrar que la recta L1 que pasa por P(-2,5) y Q(4,1) es perpendicular a la recta L2 que pasa por los   puntos R(-1,1) y S(3,7). Ayuda: Demuestre que: 
PQ  .  RS = 0

17.  Demuestre que los puntos P(1,1), Q(3,1), R(2,1 + ( 3 ), son los vértices de un triángulo equilátero.   Halle uno de sus ángulos.

18.  Demuestre que los puntos P(1,1), Q(4,1), R(5,4), S(2,4) son los vértices de un paralelogramo. Halle el ángulo interior obtuso.

19.  Halle los vértices del triangulo formado por las rectas tangentes a la circunferencia C en los puntos 

P1 ( -1 , 1 ), P2 ( 3 , 5 ), P3 ( 5 , -3 ).

20.   La recta   cuya ecuación cartesiana es  3x –4y –1 = 0, es tangente a una circunferencia de radio 5 en el punto P(3,2). Hallar la ecuación de dicha circunferencia.(mas de una respuesta).

21.  Halle la ecuación cartesiana de la recta tangente en el punto P(3,4), a la circunferencia cuya ecuación es:




3x 2 +  3y 2 + 12x + 4y – 35 = 0

22.  Determine la distancia del punto P( 2, -3 ) a la recta 4 x – 5 y + 10


23.  Por el punto P( - 5, 4 ) se trazan tangentes a la circunferencia





x 2 +  y 2 - 10x +  7 = 0.

       Halle el ángulo que forman.

Ejercicios

1.   Para cada uno de los siguientes vectores, calcule ι v ι:







i) v = (-2,4,7)
ii) v = (√2,1,1)
iii)  v = (0,0,0)
iv)  v = (1, -√2, -1)
v)  v = (-1, -√2, -1)

1. Para cada uno de los siguientes vectores, calcule ι v ι / ι v ι. Es decir, normalice a v. Compruebe en cada caso que  v / ι v ι tiene magnitud 1. 

i) v = (-2,4,7)
ii) v = (√2,1,1)
iii)  v = (0,0,0)
iv)  v = (1, -√2, -1)
v)  v = (-1, -√2, -1)

3.  De algunas rezones por la cual v / ι v ι tiene siempre magnitud 1. Entre otras razones, reflexione sobre lo siguiente. Si ( es un número real, entonces que  ι (  v ι = ι ( ι ι v ι. Estudie ι ( v ι, con  

( = 1/ι vι.
4. Corrobore algunas de las propiedades de la norma y del producto interno. Sea v = ( 1, 2, 2) 

y  u = ( 3,2,4). Verifique que:

i)    
        ι (  v ι = ι (  ι ι v ι, si ( ( R. Utilice  ( = - 3 

ii)   
       <  3  u ,  v > = 3  <  u, v >

ii) <  3  u ,  4 v > = 12 <  u ,  v >

iii) < u, u – v > =  < u, u  > - < v,  v >

iv) < v,  v > = ι v ι 2.











5.  Obtener dos vectores unitarios que sean ortogonales al vector u = (3, -4).
6.  Sea A(1, -2, 3); B(2, 3, -1) y C(-1, 0, 3) los vértices de un triángulo. Encuentre:

a. Sus ángulos interiores                b. Su Perímetro

7.  Dado el vector u = (1, 3) obtenga dos vectores ortogonales al vector u de dirección opuesta y de norma 10.
8.  Encuentre un vector que sea ortogonal tanto al vector al vector u = (3, -2, 3, 4) como la vector

 v = (-2, 4, -5,-3) y que tenga norma 5.


9. Calcula el  angulo que forman los vectores de R3 u = (1, 1, 1) y v = (1, 1, 0); u = (1, 2, 0) y v = (0, 4, 1). 

10. Obtenga el producto interior de cada par de vectores dados:a. (-4,8), (2,1) ;  (1,2,3), (7,8,9)

11. Determine que pares de vectores del ejercicio anterior, son ortogonales.

12. Determine la magnitud de los siguientes vectores: (1,3);  (1,5,-2)

13. Calcule el ángulo y el coseno del ángulo entre cada par de vectores:6. (3,4), (-1,5);  (1,1,1), (5,0,0)

14. Halle un vector unitario que sea paralelo y tenga la dirección de cada vector dado:a. (3,4) b. (2,3,-2)

15. Encuentre la longitud del vector PQ, donde P = (1, 4) y Q = (3, 9).

16. a. ¿Cuántos vectores unitarios ortogonales a (3,1) hay en R2?

      b. ¿Cuántos vectores unitarios ortogonales a (3,1,1) hay en R3?
17 Obtenga el producto interno de cada par de vectores:

a. (1, 3, −5, 0) , (7, 1, 2, 5) ;   b. (1, 2, 3, 4, 5), (1, 8, −4, 3, −3)

18. Halle un vector unitario que sea paralelo y tenga la direcciòn de cada uno de los vectores dados.

a. (1, 1, 1, 1),  b. (0, −1, 2, 4, 0)

19. Determine la norma de cada uno de los siguientes vectores:a. (−4, 0, 2, 2), b. (0, −5, 2, 1, 1)

20. ¿Qué parejas de vectores son perpendiculares entre sí?

i) (1, −1, 1) y (2, 1, 5) ii) (1, −1, 1) y (2, 3, 1)  iii) (−5, 2, 7) y (3, −1, 2) iv) (π, 2, 1) y (2, −π, 0)

21. Determinar el coseno de los ángulos del triángulo cuyos vértices son

i) (2, −1, 1) , (1, −3, −5) , (3, −4, −4), ii) (3, 1, 1) , (−1, 2, 1) , (2, −2, 5)

21. Determine los ángulo entre la diagonal de un cuadrado en R2 y sus aristas

23. Determine los ángulos entre las diagonales de un cubo en R3 y sus aristas.
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