3
                        Capitulo 4       Ejercicios


4.5 Ejercicios

1) Utilizando las descomposiciones  LU  o  PLU de las matrices   A  de los problemas 1 y 3, del capítulo 3, pag. 150, calcule sus determinantes.

Ayuda: Como    det(AB) = det(A) . det(B), entonces  det(LU) = det (L) . det (U),


      det(PLU) = det(P) . det(L) . det(U)

Los determinantes de las matrices de permutación P, si se utilizan tienen la siguiente propiedad







        det (P) = 1  ó  det(P) = -1

Ademas como las matrices L y U son triangulares , su determinante es el producto de los elementos de la diagonal.

Tomemos como ejemplo el caso de la matriz A de 3) a), página 121. 
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A  =  
1   3   3      =  PLU, tenemos que      
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        1    0      0




       1     3    3

     

det (L)  =      2    1      0
     =  1 × 1 × 1 = 1 
det (U) =      0    -3   -5
   =   1×(-3)×2 = -6

                     3    2     1




       0     0    2

Como las filas 1ra. y 2da. fueron intercambiadas, entonces el determinante de A es – (-6) = 6, puesto  que al intercambiar dos filas el determinante cambia de signo. Otra razón del cambio de signo es que la matriz P se obtiene de la matriz idéntica al intercambiar las filas 1ra. y 2da., por lo tanto det(P)=-det(I) = -1, ya que det(I) = 1.

Luego det(A) = det(PLU) = det(P).det(L).det(U) = -1×1×(-6) = 6

2) Escriba un ensayo presentando un método para determinar en cuáles casos el determinante de una matriz de permutación P es 1 y en cuáles es –1.

Sugerencia: Las matrices de permutación son del tipo  E ij (obtenida al intercambiar dos filas de la matriz idéntica I) o son producto de matrices de tal tipo. 

Cada matriz E ij  con i ( j tiene la propiedad det(E ij)  = -1.

Luego si en el proceso de ha realizado un solo intercambio, concluimos que ( P ( = -1, si dos,          


( P (= (-1)×(-1) = 1, si tres ( P ( =(-1)×(-1)×(-1) = -1, etc.

3) Utilizando las matrices las matrices   A  de los problemas 1 y 3, del capítulo 3, pags. 120-121, calcule sus determinantes, utilizando operaciones elementales por filas y/o columnas que simplifiquen el cálculo del determinante, introduciendo una cantidad suficiente de ceros que simplifiquen los cálculos.

4) Determine utilizando el determinante si cada una de las matrices A siguientes es no singular, en caso de que lo sea calcule A –1 utilizando la fórmula de la adjunta, es decir:  A-1 =   (1/(A() Adj A /
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5) Halle las áreas de los siguientes triángulos, dados sus vértices:

a) A( 1,3 ), B ( 2, 5), C( 4, -6 )

b) A(-1,3),  B ( 2,- 5), C(4, 2)

c) A( 3,3 ), B ( 2,5 ), C( 4, -6)

6) Si  x 1 , x 2 , ... , x n son números reales, demuestre por inducción sobre n, que para n ( 2, 










           =   (  ( x j - x i )









                j  >  i

En donde  (  ( x j - x i ) denota el producto de todos los elementos (  ( x j - x i ) para los cuales   j > i.



             j  >  i

Es decir: Si n = 4, entonces (  ( x j - x i ) = (x 4 - x 1 ) (x 3 - x 1 ) (x 4 - x 2 ) (x 3 - x 2 ) (x 2 - x 1 ) .





      j  >  i

El determinante anterior se denomina el determinante de  XE "Vandermonde:determinante de" \i Vandermonde

Ayuda: Réstele a la columna  n – esima , x 1 veces la columna  n – 1. Prosiga hasta restarle a la  segunda columna  x 1 veces la 1ra. columna. A continuación demuestre que el determinante de Vandermonde de orden n es igual a: 



(x n - x 1 ) (x n - 1 - x 1 )    ...   (x 2 - x 1 ) V n – 1, en donde V n – 1 es un determinante de Vandermonde de orden  n – 1.

Demuestre que si x i ( x j para  i ( j, el determinante de Vandermonde es diferente de 0.

Expanda, utilizando este resultado, el determinante


7) Dados los puntos P(-3,2), Q(-2,1), R( -1, 0) , S(3,1), deseamos hallar un polinomio de grado 3 o sea  del tipo 

  


p(x) =  a 0 +  a 1 x 1 + a 2 x 2 + a 3 x 3 

       tal que
p(-3) =  a 0 +  a 1 (-3) 1 + a 2 (-3 ) 2 + a 3 (-3) 3 = 2, o sea que pase por P(-3,2)



p(-2) =  a 0 +  a 1 (-2) 1 + a 2 (-2 ) 2 + a 3 (-2) 3 = 1, o sea que pase por P(-2,1)



p(-1) =  a 0 +  a 1 (-1) 1 + a 2 (-1 ) 2 + a 3 (-1) 3 = 0, o sea que pase por P(-1,0)



p(3) =  a 0  +  a 1 ( 3 ) 1+ a 2  ( 3 ) 2 + a 3 ( 3 ) 3 = 1, o sea que pase por P(3,1)

Este es un sistema de ecuaciones lineales en las incógnitas (variables)  a 0, a 1, a 2  ,a 3 . El determinante de la matriz de los coeficientes (o del sistema) es:





Este es precisamente el determinante de vandermonde de orden 4, para los valores 



x 1 = - 3,  
 x 2 =  - 2,       x 3  = - 1,
x 4  =  3

i)  Utilice la fórmula dada en el ejercicio 5, para demostrar que el valor V n  de este determinante es



Vn = (x 4 - x 1 ) (x 4 - x 2 ) (x 4 - x 3 ) (x 3 - x 1 ) (x 3 - x 2 ) (x 2 - x 1 ) = 240

 ii) A partir de i) concluya que este problema tiene una y sólo una solución.

iii) Halle el polinomio que resuelve el problema. Es decir: resuelva el sistema de ecuaciones lineales por el método que le parezca más conveniente.

iv) Con ayuda de una calculadora y calculando valores intermedios, efectue un gráfico de la función polinómica en el intervalo ( -3 , 3 (, a partir de la función polinómica encontrada.

v) Asignándole valores a la variable  x  en el polinomio encontrado, halle valores intermedios (interpolar) para  los siguientes valores de x:  -2,5 ,
-1,5 ,
0,  
1,
2.

vi) Asignándole valores a la variable  x  en el polinomio encontrado, halle valores fuera del intervalo            ( -3 , 3 (. (extrapolar) para  los siguientes valores de x:  - 4    y
3,01 .
8)  La ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos P1 (x1 , y1), P2 (x2 , y2), P3 (x3 , y3), viene dada por el determinante (no se le pide demostrar esta proposición):



Halle las ecuaciones de las circunferencias que pasan por:

a) P1 (-2 , 0),  P2 ( 1 ,  1), P3 ( 2 ,  1)

b) P1 (-2 , -3), P2 ( 1 , -1), P3 ( 2 ,  2)

c) P1 ( 3  , 4), P2 ( 1 ,  1), P3 ( 2 ,  1)
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1	x 1   	( x 1  )  2 	...	( x 1  )  n – 1


1	x 2   	( x 2  )  2 	...	( x 2  )  n – 1


		...			


1	x n   	( x n  )  2 	...	( x n  )  n – 1





1	x 1   	( x 1 ) 2 	( x 1  ) 3	( x 1  ) 4


1	x 2   	( x 2 ) 2 	( x 2  ) 3	( x 2  ) 4


1	x 3   	( x 3 ) 2 	( x 3  ) 3	( x 3  ) 4


1	x 4   	( x 4 ) 2 	( x 4  ) 3	( x 4  ) 4


1	x 5   	( x 5 ) 2 	( x 5  ) 3	( x 5  ) 4











1	-3	(-3) 2	(-3) 3


1	-2	(-2) 2	(-2) 3


1	-1	(-1) 2	(-1) 3


1	 3	( 3 ) 2	( 3 ) 3











  x 2 +  y 2      x       y	1


 x12 +  y12      x1     y1	1


 x22 +  y22      x2     y2	1


 x32 +  y32      x3     y3	1








