3.2 MATRIZ ESCALONADA. MÉTODO DE GAUSS

En muchas aplicaciones prácticas es necesario hallar soluciones de un SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES XE "Ecuaciones lineales:sistemas de"  SIMULTANEAS tal como es el caso de:




2x – y + z = 1

(3.13)


  x + y  - z = 2




  x  - y + z = 0

El cual puede reducirse por OPERACIONES ELEMENTALES POR FILAS paso por paso, a un sistema más sencillo como lo indicamos a continuación. En nuestra notación llamaremos Fi a la i-ésima fila.

   PASO  1


        PASO 2

2x - y + z  =  1


2x - y + z  = 1


        2x - y + z  = 1
 

 x + y - z  =  2      (2F2 - F1)  (>         3y - 3z = 3  

     

3y - 3z = 3

 x -  y + z =  0      (2F3 - F1)  (>          -y +  z= -1          (3F3 + F1)  (>                 0z = 0

El último sistema es equivalente a 

(3.14)


2x -  y + z  =  1




        y  - z  =  1

hemos dividido la 2ª ecuación entre 3 y desechado la 3ª pues no impone restricciones sobre  z.   Para hallar soluciones de ( 3.14 ) que son las mismas de (3.13), como se demostrará,  basta dar valores a la variable z   y calcular  valores de x, y  por SUSTITUCION  REGRESIVA  así:

a)
Para    
z = 0,    (3.14) queda así


(3.15)

2x - y = 1




       y = 1

concluyéndose que  2x - 1 = 1 ó sea que  x = 1

Una solución de ( 3.14 ),  por lo tanto del sistema original sería:




x = 1 ,   y = 1 ,   z = 0

b)
Para  z = 1,  ( 3.14 ) quedaría  como:


( 3.16 )

2x - y + 1 = 1




       
      y  - 1  = 1

Luego       y = 2   y    z = 1

Al despejar la y en la 2ª ecuación de 3.16 y sustituir los valores de  Y  y  Z   ( XE "Regresiva:sustitución" SUSTITUCION  REGRESIVA) en la 1ª  ecuación para hallar el valor de x,  obtenemos la 2ª  solución:




x = 1,   y = 2,   z = 1

Examinando de nuevo (3.14)




2x - y + z = 1




        y - z = 1

Vemos la forma  ESCALONADA  la cual con el hecho evidente de que tenemos más incógnitas que ecuaciones nos permite concluir:

1. El sistema tiene tantas soluciones (infinitas) como valores puede tomar z.

2. La forma escalonada facilita la SUSTITUCION REGRESIVA, para hallar los valores de   y   ,y,   x en su orden.

Al transformar (3.14) en: 
2x – y = 1 – z      (3.15)




                     y = 1 + z

vemos que tenemos dos VARIABLES DEPENDIENTES ( x  e  y ), y una VARIABLE INDEPENDIENTE (z). Por lo cual el sistema tiene infinitas soluciones ( ( y un grado de libertad (z) ).

A veces los sistemas de ecuaciones lineales simultáneas tienen solución única como es el caso de:




x  +  y -   z = 0

( 3.16)

x  + 2y + z = 5

x  +   y + z = 4  

ya que en pasos sucesivos, este sistema se reduciría a:




PASO 1

x  +   y   -  z  =  0



x   +   y   -   z  = 0

x  +  2y  + z  =  5     
(F2 +(-) F1)  (>

          y  + 2z  = 5

x  +    y  + z  =  4     
(F3 +(-) F1)  (>


    2z  = 4.

La UNICA solución de (3.16), es a partir de z = 2 (3ra. Ecuación de (3.16)) y por sustitución regresiva: x =1, y = 1, z = 2.

El sistema de ecuaciones lineales (simultáneas) podría no tener solución como es el caso de:




x  +  y  - z  =  0

(3.17)                 
x  + 2y + z =  5

           3x  + 4y -  z =  4 

El cual nos llevaría paso a paso a:

  x  +  y  - z  =  0



x  +  y  -   z = 0

x  +  y  -  z =  0

  x  + 2y + z =  5
          (F2 + (  - ) F1)  (>
        y + 2z = 5  

        y +2z =  5

3x  + 4y -  z =  4          (F3 + ( -3) F1)  (>
        y + 2z = 4   (F3 – F2) (>      0z = -1

La última ecuación del último sistema lo hace claramente inconsistente, ya que no hay valor de z que satisfaga la ecuación  0z  =  - 1.

Los procesos de eliminación mostrados antes serán efectuados con matrices sin acarrear las variables.

Es claro que los pasos a partir de (3.13) 

 PASO  1


     PASO 2

2x - y + z  =  1


2x - y + z  =    1


2x - y + z  = 1
 

 x + y - z  =  2      (2F2 - F1)  (>         3y - 3z =   3  

     3y - 3z = 3

 x -  y + z =  0      (2F3 - F1)  (>   
       -y + z   = -1   (3F3 + F1)  (>              0z = 0

 se podrían manejar como:

      PASO  1


               PASO 2

 2   -1   1  (  1


           
2  -1   1  (  1     



2   -1   1  (   1
 

 1    1  -1  (  2         (2F2 - F1)  (>    
0   3 – 3 (  3  
    

           
0    3 – 3 (   3

 1 -  1   1  (   0        (2F3 - F1)  (>   
0  -1   1  ( -1          (3F3 + F1)  (>       
0    0    0 (   0

y que los pasos a partir de (3.16.)

x  +   y   -  z  =  0



x   +   y   -   z  = 0

x  +  2y  + z  =  5     

(F2 +(-) F1)  (>
          y  + 2z  = 5

x  +    y  + z  =  4     

(F3 +(-) F1)  (>                   2z  = 4.

Se podrían seguir como


1   1   -1  (  0


 

1    1   -1  (  0     





1   2    1  (  5            
(2F2 - F1)  (>  

0     1   2  (  5  

           


1   1    1  (  4            
(2F3 - F1)  (>  

0    0    2  (  4        

y a partir de (3.17) , 

x  +  y  - z  =  0

x  + 2y + z =  5

         3x  + 4y -  z =  4 

La secuencia sería

      PASO  1


               PASO 2

 1    1  -1  (  0


        
1   1  -1  (  0     



 1    1  -1  (  0 

 1    2   1  (  5
     (F2  -   F1)  (>
0   1    2 (  5
  

           
 0    1   2  (  5

 3    4  -1  (  4          (2F3 - F1)  (>    
0  -1   1  (-1          (3F3 + F1)  (>       
 0    0    0 (  1

Los sistemas se podrán reconstruir colocando en su lugar las variables x, y, z.

 En nuestros métodos no cambiaremos el orden de las columnas lo cual equivaldría a cambiar el orden de las incógnitas (lo cual también es posible, siempre y cuando esta permutación de columnas se tenga en cuenta en la solución final).

En consecuencia, para resolver un sistema de ecuaciones 

a11  x1  +  a12  x2  + . . . +  a1n  xn   =  b1
     


a21  x1  +  a22  x2  + . . . +  a2n  xn   =  b2





  .






  .




aml  x1  +  am2  x2  + . . . +  amn  xn   =  bm

el cual se puede expresar en forma matricial como Ax = b , en donde

       

a11
a12  ...
a1n

    x1

     b1

       

a21
a22   ...
a2n 

    x2

     b2   

(3.18) A =
a31
a32   ...
a3n        ,        x  =     x3          y  b  =     b3






     .

    .



am1
am2   ...
amn

      xn

     bm
en donde las MATRICES COLUMNA o VECTORES (COLUMNA), x  y b, se denominan, respectivamente, el VECTOR DE LAS  XE "Incognitas:vector" INCOGNITAS y el VECTOR DE LOS XE "Parámetros:vector"  PARAMETROS o TERMINOS INDEPENDIENTES y la matriz A de (3.18) se denomina la MATRIZ DE LOS COEFICIENTES, se efectúa reduciendo a la forma ESCALONADA a la MATRIZ AUMENTADA

       

a11
a12  ...
a1n   (   b1

       

a21
a22   ...
a2n  (   b2   

(3.19)
A  =
a31
a32   ...
a3n   (    b3



  .
             .



am1
am2   ...
amn   (    bm

     
Definición: Una matriz   a  = ( a i j ) mxn ( 0 , es una matriz  XE "Matriz:escalonada" ESCALONADA cuando tiene las propiedades siguientes:

a) Si a i k   y    a s j , denotan los primeros elementos diferentes de 0, de    izquierda a derecha, en las filas i   y   s   respectivamente, con i < s , entonces  k < j. Dicho de otro modo, el primer elemento diferente de 0 de una fila superior, se halla en una columna situada a la izquierda de sus homólogos de otras filas.

b) Las primeras  r  filas de A son diferentes de 0 (tienen algún elemento diferente de 0) y las siguientes, si r < m, están conformadas por ceros.

Esto garantiza que no haya filas de ceros intercaladas entre filas diferentes de 0.

(3.20) EJEMPLO: La matriz 






1   2   3   4




A     =
           
0   0   5   1





0   1   2   1

no es escalonada por violar la condición a).

(3.21) EJEMPLO: La matriz





1   2   1    0    1




0   0   0    0    0




0   0   3    2    1




0   0   0    0    4

no es escalonada por violar la condición b). 

La matriz:




1   7   1    0    1

(3.22)


0   0   3    2    1




0   0   0    0    4




0   0   0    0    0

es una MATRIZ ESCALONADA.

La solución de Ax = b, cuando  ( A ( b ) se reduce a la forma escalonada se halla utilizando sustitución regresiva.

(3.23) EJEMPLO: Halle al menos una solución del sistema

 



2 x 1   +   x 2   -   x 3   +   x 4   =  1 





                x 2   +  x 3   -  2x 4   =  2





                                    x 4   =  1

El sistema de ecuaciones de este ejemplo se puede expresar en la forma Ax = b, en donde 




2    1    -1   1



(3.24)



0    1     1  -2





0    0     0   1

es una matriz escalonada.

De la última ecuación de (3.23) se tiene que x 4 =  1. Por sustitución regresiva de 

x 4 por 1 en las dos primeras filas de (2.13) concluimos que

(3.25) 



2 x 1   +   x 2   -   x 3      =  0 





                x 2   +  x 3      =  4

Las ecuaciones (3.25) nos indican que el sistema de ecuaciones (3.23) tiene infinitas soluciones ya que a   x 3   ( o a    x2 ) se le puede asignar valor arbitrario.

Los siguientes resultados se obtienen por sustitución regresiva  en (3.25) si se le asigna el valor dado a x 3:


x 1 = -1, x 2 = 3 , x 3  =  1 , x 4  = 1  ; x 1 = -2, x 2 = 4 , x 3  =  0 , x 4  = 1

No siempre el sistema de ecuaciones  Ax = b  tiene solución, auncuando  A  sea una matriz escalonada.


Si


1     2      3


1




0     1      2


2



A    =    
0     0      0
     b    =
0




0     0      0


0




0     0      0


1

La última ecuación de




   x 1  +   2x 2   +   3x 3     =  1 




0 x 1  +    x 2   +    2x 3    =  2




0 x 1   +  0x 2   +    0x 3    =  0 




0 x 1   +  0x 2   +    0x 3   =   1

es inconsistente.

