3.9 Ejercicios propuestos

1) Descomponga la matriz


1   2   1



     
 
A  =  
2   6   3      en su forma  LU  o  PLU.      

3   8   5   

Ayuda:


El resultado final de la descomposición LU, salvo intercambios de filas que usted efectúe es:

    
 



1       2      1







      
 



2       2      1    
. En consecuencia




 



3       1      1






    
 
1       0      0



1       2      1




         L   =
2       1      0
  
          U   =
0       2      1     

    


3       1      1



0       0      1


2) A partir de la descomposición LU de A, anterior,  calcule  A –1

3) Descomponga las siguientes matrices en su forma LU o PLU. La matriz P se puede describir    explícitamente por intercambio de filas en la matriz idéntica o señale en palabras cuáles filas se han intercambiado en la posición LU.





                       2   3   1

0   1   0    
1   3   6
            -1   2   0

2   1   1



a)       1   3   3   
     b)
2   2   1       c)
4   2   3
       d)  
0   0   1       e)   
4   1   2    

          3   3   1          
3   3   1   
0   2   4   
1   1   0  
2  -1   2   



                        6   2   1
   
 
1   2   3   1

1  -1   1  -1 



    f)     3   1   1    
    g)     -1   1   1   1 
     h)
0   1   2    3
 

          
           2   1   1     
  
 2   1   0  1

1   2   1    1



 




  
 0   0   1  1       
            -3   0   1    2

Respuestas parciales

Descomposición LU.

a) La descomposición sobrescrita podría ser (efectúe el proceso)


1       3      3









       2      -3      5    
donde las filas
1ra. y 2da. han sido intercambiadas


       3       2      2










   0       1      0
    1       0      0
       1       3      3

       En tal caso la descomposición        PLU  =      1       0      0
    2       1      0
       0      -3     -5 

       PLU sería:



                0       0      1        3       2      1
       0       0      2







E12 en lugar de I
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L

  U

b) La descomposición sobrescrita podría ser (efectúe el proceso)


1       3      3









       2      -3      5    
donde las filas
1ra. y 2da. han sido intercambiadas


       3       2      2


Salvo este intercambio, la correspondiente descomposición LU sería:







1       0      0
   1       3      3
       

     


    
        LU   =
2       1      0
   0      -3      5
              


 

                


3       2      1          0       0      2
       




c) La descomposición LU sobrescrita podría ser (efectúe el proceso)


1       3      6









       4    -10    -21    



       0    -2/10 -2/10


d) La descomposición LU sobrescrita podría ser (efectúe el proceso)


      -1      2      0









       1     -1      0    



       0      0      1

e) La descomposición LU sobrescrita podría ser (efectúe el proceso)


2       1      1









       2     -1      0    



       1      2      1



f) La descomposición LU sobrescrita podría ser (efectúe el proceso)


6        2      1

salvo que las filas 2da. y 3ra. han sido intercambiadas.



      1/3
  1/3   2/3    



      1/2      0     1/2


g) La descomposición LU sobrescrita podría ser (efectúe el proceso)


1       2      3
     1





      -1
   3      4     2



       2      -1    -2     1


       0      0   -½   3/2 

h) La descomposición LU sobrescrita podría ser (efectúe el proceso)


1      -1      1
    -1





       0
   1      2     3



       1       3     -6    -7


      -3      -3  -10/6   1

4) Con los datos de la matriz A del problema 1 y a partir de la descomposición  LU, resuelva el     sistema de ecuaciones






        1




Ax = b,  donde  b =    2






        1

5) Con la ayuda de la descomposición LU o PLU de las matrices A del problema 3 resuelva los sistemas de ecuaciones para los valores del vector   b.






 
 1

Para a), b), c), d), e), f),  tome       b =
-1






 
 1






 
 1

Para g), y  h), 

  tome       b =
 2






 
 1






 
 0

6) Utilizando las descomposiciones  LU  o  PLU de las matrices   A  del problema  3, halle las matrices inversas cuando existan.

7) Escriba un ensayo comparando la conveniencia o nó de los métodos de solución de sistemas de ecuaciones lineales en comparación con otros métodos como el de Gauss o el del cálculo de la matriz inversa. Compárelos a la luz del número de multiplicaciones (y/o divisiones) requeridas. Puede consultar algunos de los apéndices para su elaboración.

8) Escriba un ensayo describiendo otras aplicaciones de la descomposición LU. Puede consultar algunos de los apéndices para su elaboración.

9)   A partir de la matriz idéntica I 3 de orden 3, produzca todas las matrices de permutación de orden 3. Cuántas son?.

1   0   0


0   1   0


1   0   0

Ayuda:   P1 = 
0   1   0

 P2 =
1   0   0

P3 =
0   0   1
     , etc.





0    0   1

0   0   1


0   1   0

a) Compruebe con 4 ejemplos las siguientes proposiciones:

i) El producto de dos matrices de permutación es una matriz de permutación

ii) Si P es una matriz de permutación de orden n, entonces P k = I, para alguna potencia k de P, k ( n ! (leáse: n factorial = 1×2×3×...×n).

10. Calcular de nuevo, utilizando el método de Gauss – Jordan, la matriz inversa, de todas y cada una de las matrices cuya inversa ya se calculó, en este capítulo, utlizando ahora el método de Gauss-Jordán.

11. Resuelva de nuevo el ejercicio 10, pero ahora con una calculadora, procediendo a trabajar sólo con aproximación a las centésimas, redondeando o truncando cada resultado según lo prefiera. En lo posible acumule operaciones para no acarrear demasiado el error por redondeo o truncamiento. Recalcule la inversa utiliozando la descomposición LU. Compare resultados y consultando libros, ver bibliografía, elabore algunas conclusiones que se apliquen en este caso.

12.
Utilizando un procedimiento similar al sugerido en el ejercicio 11, plantee sistemas de ecuaciones de la forma  Ax = b, siendo A una matriz de orden 4, no singular. Resuelva el sistema:

i) Por la ecuación  x = A – 1 b, donde  A – 1 se ha calculado, con aproximación a las centésimas, por el método de Gauss-Jordan

ii) Utilizando la descomposición  LU de A, planteando luego LU x = b, y resolviendo este último sistema con la calculadora en las mismas condiciones de aproximación. Compare resultados  y elabore conclusiones citando afirmaciones sacadas de textos universitarios y de la internet, respecto a la bondad de cada método cuando no se utiliza aritmética exacta.

