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Capítulo 3
        Utilización de la descomposición LU para calcular la inversa


3.8 Utilización de la descomposición LU XE "Matriz inversa:por descomposición LU"  para calcular la matriz inversa

El siguiente método lo presentamos como una alternativa cuando se requiere calcular la matriz inversa, una vez se ha calculado la descomposición LU.

En el ejemplo anterior descompusimos a la matriz 





2   1   2



     
 
A  =  
1   1   3         

1   3   1   

 en la forma 


A = PLU,

donde P es una matriz de permutación, debido a que intercambiamos la 1ra. y 2da. filas de A, lo cual no era indispensable mas nos permitió utilizar el 1, primer elemento de la segunda fila como pivote para lograr ceros en la primera columna de A, lo cual nos pareció conveniente. Si hubiesemos utilizado una calculadora, a riesgo de perder precisión por la presencia de error por redondeo o truncamiento, propio de computadoras y calculadoras, no hubieramos intercambiado filas y tendríamos la descomposición LU de A. 

Como en nuestro caso 



1    0     0
1    1    3
    1    1    3



         LU  =
2    1
0
0   -1   -4       =
    2    1    2





1   -2     1
0    0  -10
    1    3    1

Utilizaremos esta descomposición para calcular la matriz inversa A-1 de 



2   1   2



     
 
A  =  
1   1   3         

1   3   1   

Solución: Para calcular la matriz inversa de A, debemos resolver la ecuación matricial





AX = I,

I es la matriz idéntica

En caso de que esta ecuación tenga solución, la matriz X será la inversa de A.

Restringiéndonos a matrices de orden 3, lo cual no invalida el método que en cualquier caso es similar, consideremos a X como una matriz particionada en sus columnas, luego




X = ( X 1, X 2, X 3 )

Por lo tanto  AX = I es equivalente a    A  ( X 1, X 2, X 3 ) = (  AX 1, AX 2, AX 3 ) = ( e 1, e 2, e 3 ), donde






1


0


0




e 1 =
0

e 2 =
1

e 3 =
0





0


0


1

son los vectores columna de la matriz idéntica.

Basta por lo tanto resolver por separado las ecuaciones matriciales



AX1 = e 1,
AX2 = e 2,
AX3 = e 3


Resolveremos cada una de estas ecuaciones matriciales utilizando la descomposición LU de A.

Sabemos que salvo el intercambio de la 1ra. y 2da. filas, la descomposición LU de A está dada por











Filas de A


1    0     0
1    1    3
    1    1    3
intercambiadas



         LU  =
2    1
0
0   -1   -4       =
    2    1    2





1   -2     1
0    0  -10
    1    3    1

Al resolver  AX1 = e 1, debemos por lo tanto resolver 






    
   0
         intercambio de las “filas” 1ra. y 2da. de e 1


       
         LU X1 =  
   1 







   
   0

Del mismo modo, en lugar de     

0



         1
         intercambio de las 



        
LU X2 =  
1 
, resolveremos  
    LU X2 =      0
        “filas” 1ra. y 2da. de e 2
0



          0

El sistema


0

        

     LU X3 =  
0
         

        








1

no sufrirá cambios ya que el intercambio no afectó a la tercera fila.

Solución de



 


    


 
        0
         



        

LU X1 =        1 







  
        0

Resolveremos primero



    


0




        

Ly =  
1 







    
0

así

  y1


      =    0






2y1           +           y2
                           =    1






  y1
-       2 y2
  +          y3
       =   1

Por sustitución hacia adelante:
y1  =  0,
 y2 =  1,    y3  =  2,

Ahora resolveremos






   0





Ux  =       1

o sea:







   2

x1
+           x2
     +       3 x3     =    0






                    -       x2      -     4 x3      =    1








          -10 x3     =     2

Por lo tanto:


x1     =    8 / 10
,     x2     =   -2/ 10 ,      x3     =    -2/ 10

Luego, la primera columna de la matriz inversa es













8 / 10

-2 / 10

-2 / 10

En consecuencia nuestra matriz inversa comienza así:


8/10   ×   ×



     
 
A -1  =  -2/10   ×   ×    

            -2/10  ×   ×   

Esta columna coincide con la primera columna de A -1  ya calculada.

De manera semejante debemos ahora calcular 



    


 
        1
         



        

LU X2 =        0 







  
        0

Resolveremos primero



    


1




        

Ly =  
0 







    
0

así

  y1


      =    1






2y1           +           y2
                           =    0






  y1
-       2 y2
  +          y3
       =   0

Por sustitución regresiva:
y1  =  1,
 y2 = -2,    y3  = -5,

Ahora resolveremos






 1





Ux  =    -2

o sea:





             
-5

x1
+           x2
     +       3 x3     =    1






                    -       x2      -     4 x3      =   -2








          -10 x3     =    -5

Por lo tanto:


x1     =  -5  / 10
,     x2     =   0 ,      x3     =     5 / 10

En consecuencia ya tenemos dos columnas de nuestra matriz inversa, así:


8/10   -5/10   ×



     
 
A -1 =   -2/10      0      ×    

-2/10   5/10   ×   

Estas columnas coinciden con las dos primeras columnas de A -1  ya calculadas.

De manera semejante debemos ahora calcular 


    


 
        0
         



        

LU X3 =         0 







  
        1

Resolveremos primero



    


0




        

Ly =  
0 







    
1

así

  y1


      =    0






2y1           +           y2
                           =    0






  y1
-       2 y2
  +          y3
       =   1

Por sustitución hacia adelante:
y1  =  0,
 y2 =  0,    y3  =  1,

Ahora resolveremos






 0





Ux  =     0

o sea:

 



              
 1

x1
+           x2
     +       3 x3     =    0






                    -       x2      -     4 x3      =    0








          -10 x3     =     1

Por lo tanto:


x1     =  -1 / 10
,     x2     =   4 / 10 ,      x3     =     -1  / 10

En consecuencia ya tenemos nuestra matriz inversa, así:


8/10   -5/10    -1/10



     
 
A -1 =   -2/10      0        4/10

-2/10   5/10    -1/10

Resultado que coincide en su totalidad con el valor de A -1 calculado en este capítulo. Además puede verificarse por simple multiplicación que

AA -1 = I .

