3.7 Aplicación de la descomposición LU XE "LU:solución de ecuaciones"  a la solución de sistemas de ecuaciones lineales

En este capítulo (ejemplo 3.16) se resolvió  el sistema de ecuaciones





x    +      y       -      z  =  0





x    +     2y      +     z  =  5





x    +      y       +     z  =  4

Utilizando el método de Gauss se halló la solución “única”:  
x = 1,  y=1 ,  z = 2

Escribiendo el sistema de ecuaciones en la forma   

Ax = b

O sea en la forma:





 1   1  -1        x1
    =    0



     
 1   2   1         x2
    =    5




 1   1   1         x3
    =    4




      A             x       =    b

En donde 




1   1  -1        



     
 A  =  
1   2   1         




 
1   1   1         

es la matriz de los coeficientes

          x1
    



     
 
x =    x2         o vector XE "Vector:de las incognitas"  de las incógnitas ( matriz de dimensión nx1).




 
          x3
    


y




0



     
 
b  =    
5       es el vector de los parámetros.
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En el proceso de solución descompondremos a la matriz A en la forma





A = LU

Adelantándonos a nuestra solución encontraremos que






1    0     0
1    1   -1




A  =
1    1
0
0    1    2





1    0     1
0    0    2




    
    L
     .  
     U

En donde L es una matriz triangular inferior (Lower triangular: con ceros sobre la diagonal principal) y U una matriz triangular superior (upper
triangular: con ceros debajo de la diagonal principal). 

Con esta descomposición  A = LU, resolveremos el problema propuesto así:

Problema:
Resolver

Ax = b

(1)

a)Se transforma en:

           LUx = b

(2)


b)Creamos el nuevo “vector”  
Ux  =  y 
(3)


c) Resolvemos


          Ly = b

(4)

Hallado  y, procedemos a resolver    Ux  =  y 

(5)

Y hallamos nuestro vector incógnita  x de la ecuación matricial inicial (1)

Así

(1) A            x           =             b


1    1   -1     x1
         =

0







1    2    1     x2
         =

5







1    1    1     x3
         =

4


       (2)

             
L                 U  
         x
        =

b











    1    0     0
1    1   -1         x1

0





    1    1
    0
0    1    2         x2        =

5




    1    0     1
0    0    2         x3

4


       (4)



Resolvemos       L    
y      =                b

Por lo tanto resolvemos







1     0     0  
y1   

0
  






1     1     0
y2       =

5







1     0     1
y3

4

Procedemos por lo tanto a resolver primero el sistema de ecuaciones lineales simultáneas triangular inferior






y1


       =

0






y1           +           y2
  +                       = 

5






y1

  +          y3
       =

4

Por sustitución regresiva hallamos
y1  =  0,
 y2 =  5,    y3  =  4,

(El hecho de que   y   coincida con   b  en este problema  y en el siguiente es puramente accidental y no debe tomarse como una regla).








0




Por lo tanto

y   =   
5







4

(5)
Procederemos ahora a resolver
Ux = y, o sea el sistema triangular superior








1     1     -1  
x1   
    0  






0     1      2
x2      =
   5







0     0      2
x3
    4

Por lo tanto resolveremos

x1
+           x2
         -         x3     =    0






                               x2         +    2 x3      =    5








               2 x3      =
 4

De donde


x1     =    1,
x2     =    1,
x3     =    2

La cual es la solución hallada en el capítulo 3.

