2.4 DESCOMPOSICIÓN XE "Descomposición:LU"  LU

PREMULTIPLICACION   POR  MATRICES XE "Matrices:elementales"   ELEMENTALES 
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Las ecuaciones  4.3 ,  4.4  y   4.5  nos inducen a presentar el siguiente teorema:

(4.6)
TEOREMA:   Sean
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un vector con  m  COMPONENTES    las cuales son todas iguales a  0  excepto  la i-ésima  que  es  1.

Entonces

(4.7)


eTi A
=
i-ésima  fila de A

DEMOSTRACION:   Si  particionamos  a  eTi  en sus elementos y  a  A  por filas así:
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(4.8)


A
=
 .







Ai





 .






 .






 .






Am
en donde



Ai  =  i-ésima fila de A, ( i  =  1,2,....,m)

el producto de las matrices particionadas

(4.9)


eTi   =   
   0  0...1  0  0

  y  A, cuyas dimensiones particionadas son  lxm  y  mxl respectivamente está definido.


Entonces
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(4.10)
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=   
Ai       =    i-ésima  fila  de  A.
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eTm
la  matriz  idéntica  de  orden  m.

Si  A  es una matriz de dimensión  mxn  entonces

(4.12)


 IA  =   A     ,

ya que particionando a I por filas  como
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(4.13)
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eTm
y  PARTICIONANDO  a  A  en si misma,  obtenemos :
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(4.14)


I  A   =

 .
 A         =     
 .







eTi

               

 eTi A





 .


 .







 .


 .






 .


 .






eTm


eTm A





1ª  fila de A





2ª  fila de A





       .





       .



=

       .



=      A





i-ésima  fila  de A





       .

 



       .





m-ésima  fila de  A

1)
Qué sucede en 4.13  y  4.14   si  intercambiamos  en I la  p-ésima fila con la 
q-ésima  creando una nueva  MATRIZ  ELEMENTAL que denotaremos por Epq?.


El  análogo de  4.13  sería
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(4.15)
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eTm
y el de  4.14
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(4.16)

Epq   A  =
eTq

A  =
eTqA          ------p-ésima  fila
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.
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-----p-ésima  fila





.





.




p-ésima  fila  de  A
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.





.




m-ésima  fila  de  A

La matriz  de  4.16,   a diferencia de la de  4.14,  es   una  matriz que se obtiene  de    A   al intercambiar   (en A)  la   p-ésima  fila  con la  q-ésima.

2)
Qué sucede en  4.13   y   4.14   si  multiplicamos la  p-ésima  fila  de  I    por 
un  número  real  c  (  0  creando una nueva  MATRIZ  ELEMENTAL  que 
denotaremos por  E( c ) p ?

El  análogo  de  4.13  sería:
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(4.17)
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eTm
y el de  4.14:
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(4.18)

E( c ) p   A  =
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m-ésima  fila  de  A

La matriz  de  4.18.  a diferencia de  la de  4.14,  no es   A   sino una matriz que se obtiene de  A  al multiplicar  su  p-ésima fila por  c.

3)
Qué sucede en 4.13 y 4.14 si a la p-ésima fila de A le sumamos la  q-ésima 
fila multiplicada por un número c, creando una nueva  XE "Matriz:elemental" MATRIZ  ELEMENTAL 
que denotaremos  por Ep + ( c ) q.  Asumiremos siempre que p es diferente de q.

El análogo de 4.13 sería:
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(4.19)
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---------p-ésima  fila,
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eTm
y el de  4.14
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(4.20)      E( c ) p   A  =
       .
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m-ésima  fila  de A

La matriz de 4.20, a diferencia de la de 4.14, no es  A sino una matriz que se                                                                                                                                                                                     obtiene de A sumando a su p-ésima fila  la q-ésima multiplicada por c.

Los numerales  1,2 y 3 contiene las pruebas del siguiente  teorema:

(4.21).
     TEOREMA:      Si premultiplicamos XE "Premultiplicación:por matrices elementales"  a una matriz     A     por una de las 

matrices  elementales  descritas en 1,2 y 3, el resultado es una matriz que se puede obtener a partir de  A  efectuando (sobre A) los mismos cambios por los cuales se obtiene la matriz elemental a partir de la matriz idéntica.

(4.22)
     EJEMPLO:       La matriz
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(4.23)

E2 + ( - 3 ) 1     =
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1
0
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0
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1            ,

se obtiene a partir de la idéntica al sumar a la segunda fila la primera multiplicada por  -3.

De acuerdo con el teorema  4.21  si
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(4.24)
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entonces la matriz   E2 + ( - 3 ) 1A  se puede obtener  directamente de  A sumándole a la segunda fila ( de A ) la primera multiplicada por -3.

Luego
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(4.25)

E2 + ( - 3 ) 1A     =
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3            ,

puede verificarse la validez de 4.25 por multiplicación directa.

NOTA:    A la matriz   Ep + ( - c ) q    la denotaremos por    Ep - (  C ) q   puesto que se obtiene de  I  al restarle  a  la  p-ésima fila la q-ésima  multiplicada por c,  como se puede verificar en el ejemplo 2.49.

(4.26)
     TEOREMA:    Las matrices elementales definidas en l,  2 y 3 son 

                 no   XE "Matrices elementales:no singulares" singulares.     Además :

(4.27)
     i)
(Epq ) -1    =     Epq
,


     ii)
 (E( c ) p ) -1    =   ( E( 1/c ) p ),       c  (  0,  c  (  R

  
      iii)
(Ep + ( c ) q ) -1    =  ( Ep - ( c ) q )    c  (  0,  c  (  R

DEMOSTRACION:
  La prueba de  i) se reduce a demostrar que
(4.28)


(Ep q ) ( Ep q )
=
I

La matriz   Ep q    de  4.28  se ha obtenido de   I    al intercambiar  la  p-ésima fila con la q-ésima.    La premultiplicación por   Ep q    intercambia de nuevo estas filas  obteniéndose  por lo tanto la matriz idéntica.

La prueba para ii)  y  iii)  es similar a la anterior.

(4.29).
    EJEMPLO:      Sea
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(4.30)

A     =

4
5
1
2
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3

Halle una matriz elemental   E   tal que   EA   tenga un   0   en la  segunda fila primera columna.

SOLUCION:
   Para obtener un   0   en tal posición  es suficiente restarle a la  


   segunda   fila de    A   la primera fila multiplicada por  4.


La  matriz elemental
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(4.31)

E2 - ( 4 ) 1      =

-4
1
0







0
0
1           ,

es tal que
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E2 - ( 4 ) 1  A    =

0
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-11
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El  0  podría obtenerse  también a partir de 4.30, al restarle a la segunda fila la 3ª multiplicada por

-4/ 6.    Así :
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(4.33)

E2 - ( 4 / 6  ) 3    =

0
1
-4/6
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0
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es tal que
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(4.34)

E2 - ( 4 / 6  ) 3  A    =
0
11/3
1/3
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(4.35).
EJEMPLO:    Sea A la matriz   de 4.30,  hallemos dos matrices elementales  
  E1  y   E2  de tal modo que todos los elementos de la primera columna excepto el primero  (de arriba hacia abajo)  de la matriz   E2 E1A  sean iguales a cero.

Tómese,  de acuerdo a 4.32, a

(4.36)


E1   =   E2 - ( 4 ) 1

por lo tanto,
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(4.37)

E1A
=
0
-3
-11
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como lo habíamos calculado en 4.32.

Si tomamos

(4.38)

E2    =   E3 - ( 6 ) 1       ,

tendremos que
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(4.39)

E2E1A        =

0
-3
-11
-2






0
-10
-17
-3

(4.40).     EJEMPLO:    Sea   A   la matriz de   4.30.    Halle matrices elementales 
  
     E1   ,   E2   ,   E3    tales que 
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(4.41)

E3   E2   E1 A    =

0
-3
-11
-2






0
0
  x
 y

SOLUCION:
   A partir de  4.39  podemos  lograr el 0 deseado en la tercera fila 


   segunda columna tomando.

(4.42)


E3   =   E3 - ( 10 / 3 ) 2

 

En  este  caso 
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(4.43)

E3   E2   E1 A         =

0
-3
-11
-2
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59/3
11/3

(4.44)
     DEFINICION: Una  matriz   A  =  ( a i j ) mxn     tal que   a i j  =   0  si  i  (  j  
    se denomina  TRAPEZOIDAL  XE "Matriz:trapezoidal superior" SUPERIOR.


    Si    A    es una matriz  cuadrada  con tal característica,  se denomina  
    TRIANGULAR SUPERIOR.

La matriz de  4.43  es  trapezoidal  superior.

La matriz
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(4.45)
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por ser una matriz cuadrada se denomina como triangular  superior.
(4.46).
     EJEMPLO:     Sea  A  la  matriz  de  los  ejemplos 4.29 ,   4.35   y  4.40,  
     exprese a    A    como un producto

(4.47)


A    =
E’1  .   E’2  .  E´3 . U


en donte   U   es la matriz   trapezoidal  superior ( U de Upper ) que aparece al lado derecho de  4.43 y las matrices  E´i  son matrices elementales.

SOLUCION:
  A partir de 4.43 y dado que las matrices elementales  E1 ,  E2    y    E3 son no singulares,  concluimos que:

(4.48)

(E3  E2  E1)-1  (E3  E2  E1)    A  =  (E3  E2  E1)-1 U

De acuerdo con  4.36,  4.38  y  4.43,  y aplicando el teorema  4.26, concluimos que:

(4.49)

A = E2 + ( 4 ) 1   E3  + ( 6 ) 1   E3 + ( 10/ 3 ) 2   U

