2.3.- Multiplicación de Matrices XE "Matrices:multiplicación" 
Dadas las matrices




1    2    3                         
   2     1      3

     A =



   
B =
   2     5      7

 

4    5    6


   1     2      4    

definiremos la multiplicación de la fila 1 de A por la columna 3 de B, como:


(1     2     3)
3    =  (1x3 + 2x7 + 3x4) =  (3  +  14  + 12)  = (29)
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y similarmente, la multiplicación de la fila 2 de A, por la columna 2 de B, como:



(4    5    6)
1    =
(4x1 + 5x5 + 6x2) = (4 + 25 + 12) = (41).
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Más aún, definiremos la multiplicación




       1    2    3
      2   1   3   0

C =   ( cij ) 2x4  =

   
      2   5   7   1      




       4    5    6          1   2   4   2 

como la matriz  C de dimensión 2x4, donde cada elemento cij,  de la fila i, columna j del producto C, es el resultado de la siguiente operación:


Elemento en fila i, columna j de C  =   Fila i de A x columna j de B
Por supuesto, el elemento c23, de la 2da. fila, 3ra. columna del producto




C = AB,

se calculará multiplicando la fila 2 de A, por la columna 3 de B (enmarcadas), así:



1    2    3
   2    1    3    0


    x      x      x     x


4    5    6
   2    5    7    1

=
                   




   1    2    4    2


     x      x   71     x


ya que 


(4    5    6)          3




 7
=     (4x3  +  5x7  +6x4)  =  (71)




 4

O sea que:



1   2   3

   2    1    3    0


9     16       29
    8


4   5   6

   2    5    7    1

=         




   1    2    4    2


24    41      71      17

Es de notar que si A es de dimensión 2x3 y B es de dimensión 3x4, entonces AB es una matriz de dimensión 2x4.

Para denotar que una matriz A es de dimensión mxn, (m filas, n columnas), la notaremos como: Amxn.

En general, dos matrices Amxn    y    Bsxk,  son conformes XE "Matrices:conformes"  para la multiplicación sí y sólo sí   n = s, o sea que el número de  columnas de A, debe ser igual al número de filas de  B.

El resultado del producto Amxn Bnxk  =  Cmxk  , es tal que el elemento cij , de la fila i, columna j de C, es el resultado del producto de la fila i de A por la columna j de B.

Las matrices 





1      0


 1    0    0



I2      =


I3     = 
 0    1    0




0      1 


 0    0    1

se llamarán la matrices XE "Matriz:idéntica"  idénticas de orden 2 y 3 respectivamente.

En general, la matriz    In =  ((ij)n   , donde






1  si  i = j





(ij   =  






0  si  i ( j

Se llamará la matriz idéntica de orden n.

Nótese que:

       1     2
 1    0   
         1      2

2    5    7           1    0   0      
      2    5    7




 =  

  y
3    4    6
0   1   0           =
      3    4    6

       7     8      
  0   1              7    8

9    2    8
0   0   1                    9    2    8








      1      0
 1     2
           1     2

1    0    0             2   5   7                    2    5    7




   =  


0    1    0
 3   4   6          =        3    4    6

       0     1            7    8              7     8

0    0    1
 9   2   8                    9    2    8

De donde se verifica que si In es la matriz idéntica de orden n, entonces, como sucede en los números con el número 1:



An In  = In An  = An

	Ejercicios resueltos


1. Sean:





1   2   -1



1     4    7     9

        

A   =
1  -2    3
     y

B   =
2     5    8     8





4   1    2



3     6    9     7

a) 
Verifique las condiciones de dimensión para que el producto AB esté 
definido y halle la dimensión de AB.


b)
Halle el elemento c24 de AB, situado en la segunda fila, cuarta columna.


c)
Calcule AB.


d)
Señale por qué BA no está definida.


Solución:


a)
Como A es dimensión 3 x 3  y  B es de dimensión  3 x 4, entonces AB está 
definida y su dimensión es 3 x 4.


b)
El elemento c24 de AB se puede calcular efectuando el producto de la segunda fila de A por la cuarta columna de B así:



( 1   -2   3 )        9





8
=
( 9 - 16 + 21 ) = ( 14 )
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c)



2   8  14   18




AB 
=
6 12  18   14





            12  33 54   58



d) 
Como B es de dimensión  3  x  4      y  A es dimensión  3     x   3,  y   4 ( 3,



entonces BA no está definida.

2. Demuestre que si





A =  (aij )  mxn
   y
B =  (bij)   nxk


entonces, en general:
(AB)T  = BTAT.


Demostración:

Si  AB = C =  (cij)   mxk , donde cij = ai1 b1j + ai2 b2j + ... + ain bnj .


Luego:


(AB)T  = CT =  (cij (t))kxm , donde cij(t)  =  cji  =  aj1 b1i + aj2 b2i + ... + ajn bni 


Además:
BT  =  (bij (t))kxn , donde bij (t) = bji .




AT  =  (aij (t))nxm , donde aij (t) = aji 


Si 
BTAT = D =  (dij )kxm  , entonces



dij  =  bi1(t) a1j(t) + bi2(t)  a2j(t)  + ... + bin(t)  anj(t) .


Por consiguiente:    dij  =  b1i  aj1 + b2i  aj2  + ... + bni  ajn  .


Como  (AB)T   y    BTAT , son de la misma dimensión  k x m y


cij(t) = dij , para todo (i , j) , hemos concluido la demostración.

3.
Demostraremos que si A = B  y C = D, entonces AC = BD.


Demostración:


Sean  
A =  (aij)   mxn , 
y   
B =  (bij)   mxn ,




C =  (cij)   nxk , 

y   
D =  (dij)   nxk .


Como A = B, tendremos que aij = bij , para todo i,,j .


Como C = D, tendremos que cij = dij , para todo i,,j .


Luego:   
AC  =   (ai1  c1j + ai 2 c2j  + ... + ain  cnj  ) mxk



y
BD  =   (bi1  d1j + bi 2 d2j  + ... + bin  dnj  ) mxk


ya que 
aij = bij , para todo i,,j .  y 




cij = dij , para todo i,,j .

Se concluye que   AC = BD.

4.  Si 

1   3


1   2




A  = 


B  =

, verifique que




2   4


1   3



AB ( BA, o sea que en este caso A y B no conmutan.


Solución:


4   11



5   11




        AB  = 


      BA   =






6    16



7   15

5. Demuestre que las matrices  

1    3


4    9






A   =


y      B   =







     2    4


6  13 


conmutan. Es decir que   AB  =  BA.




Solución:







22    48




     AB    =

    
=    BA






32    70

6.La matriz idéntica de orden n, conmuta con todas las matrices de orden n ya que:





AI = IA = A, para toda matriz A de orden n.

7. La matriz   0   de orden n es tal que   A0  =  0A  = 0


luego: A0 = 0A, para toda matriz A de orden n. Es decir que la matriz  0  de orden n, conmuta con todas las matrices cuadradas (del mismo orden n)

8. Si A es una matriz cuadrada entonces la matriz  A  +  AA, conmuta con A.


Demostración:    A( A  +  AA ) =  AA + AAA,   Y





( A + AA) A  =  AA + AAA.
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