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Capítulo 1
Cadenas de Markov


4.2 CADENAS DE MARKOV XE "Markov:cadenas de" 
Una matriz XE "Matriz:estocástica"  estocástica   A = (aij)nxn es una matriz con las siguientes propiedades:

a)
aij  ( 0  
para todo i, j

b)
a1j  + a2j  + a3 j  + . . .  + anj  = 1 para cada j.

En consecuencia, una matriz estocástica es una matriz con elementos no negativos tal que la suma de los números en cada columna es 1.
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es una matriz estocástica.

Suponga que el flujo probable de los votos por los partidos 1, 2 y 3, de las elecciones del año 2000 al 2001, primera elección, está dado por el diagrama siguiente:
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El diagrama indica, por ejemplo que el 30% de las personas que pertenecían al partido  2 en el 2000, votarán de nuevo por los 2 en el 2001, mientras que el 50% votará por los 1 y el 20% por el partido 3. El resto del diagrama es facil de interpretar. Esta información puede representarse en la matriz estocástica:
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MATRIZ
2000 - 2001

Por simplicidad asumiremos que en el siguiente período no contabilizaremos a los nuevos votantes.

Estudiemos a la matriz XE "Matriz:de transición"  de transición T 2.



   de 1

de 2

de 3





 

   0,52

0,51  

0,43
por 1

                      T 2  =
   0,22

0,23

0,22
por 2




   0,26

0,26

0,35
por 3




MATRIZ 2000 – 2002

Es de nuevo una matriz estocástica.

Asumiremos que el número total N de votantes permanece constante de año en año.

Suponga que la distribución de votos en el año 2000 y la esperada en el 2001 está dada por:
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2001


Por 1


  x0 %
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Por 2


  y0  %
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(1)

Por 3


  z0  %

   z1  %

En este caso:



 x1 = 0.60 x0 + 0.50 y0  + 0.30 z0



  y1 = 0.20 x0 + 0.30 y0  + 0.20 z0



 z1 = 0.20 x0 + 0.20 y0  + 0.50 z0
Es decir que:
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Si la matriz T se utiliza para calcular la distribución porcentual del año 2002 .





Año 2002 
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   x2
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    y2



Por  3

    z2






Tendríamos que:
x2 

     x1 

       x0 




 y2  
 =        T       y1 
=       T 2      y0 




 z2  
                     z1

      z0 

Asumiendo que esta matriz de transición se pudiese aplicar en años venideros, tendríamos que en   n  años, la distribución de los votos estaría dada por
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 x0




yn
=  T n
 y0 




zn 

 z0 

En particular, la relación de los votantes con los resultados de las elecciones  , está dado por:



T

T2

T3

. . .
 
Tn



2000---> 2001 2000---> 2002  2000---> 2003

2000 ----> 200(n)

Las matrices


T

T2

T3

. . .
 
Tn

son todas, matrices estocásticas. (la suma de los elementos de cada columna es 1) es decir (100%).
De la matriz T sacamos la siguiente información:
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El 60% de los votantes de 1 votarán por 1 en la siguiente elección

El 20% de los votantes de 1 votarán por 2 en la siguiente elección

El 20% de los votantes de 1 votarán por 3 en la siguiente elección

El 50% de los votantes de 2 votarán por 1 en la siguiente elección

El 30% de los votantes de 2 votarán por 2 en la siguiente elección

El 20% de los votantes de 2 votarán por 3 en la siguiente elección

El 30% de los votantes de 3 votarán por 1 en la siguiente elección

El 20% de los votantes de 3 votarán por 2 en la siguiente elección

El 50% de los votantes de 3 votarán por 3 en la siguiente elección.

De T 2 concluimos que:
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   0,52

0,51  

0,43
por 1

                      T 2  =
   0,22

0,23

0,22
por 2




   0,26

0,26

0,35
por 3

El 52% de los votantes originales de 1 votarán por 1 en la siguiente elección

El 22% de los votantes originales de 1 votarán por 2 en la siguiente elección

El 26% de los votantes originales de 1 votarán por 3 en la siguiente elección

El 51% de los votantes originales de 2 votarán por 1 en la siguiente elección

El 23% de los votantes originales de 2 votarán por 2 en la siguiente elección

El 26% de los votantes originales de 2 votarán por 3 en la siguiente elección

El 43% de los votantes originales de 3 votarán por 1 en la siguiente elección

El 22% de los votantes originales de 3 votarán por 2 en la siguiente elección

El 35% de los votantes originales de 3 votarán por 3 en la siguiente elección.

De acuerdo con la teoría de las matrices estocásticas, si la matriz T es una  XE "Matriz:estocástica regular" matriz estocástica regular
,   T n tiende a una matriz con todas sus columnas iguales a medida que n crece.

Con un computador podría comprobarse que:
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Ya que T 18  tiene la forma
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Se concluye que 
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Por lo tanto, a partir de n=18:



T n  (     T n+1   (    T n+2   (       (
Por consiguiente:

Si las expectativas de votación (flujo de votantes de año en año), se mantuviese igual por años, se concluíria que a partir de n > 18, los partidos se repartirían los votos de una manera que puede predeterminarse, quedando el partido 1 con ( votantes, el partido 2 con ( votantes y el partido 3 con ( votantes.

La matriz T n  con n suficientemente grande, sirve para “predecir” como terminarán las cosas si la situación planteada por la matriz de transición T, se mantiene igual por n años.

Por supuesto, en realidad la matriz de transición cambia de año en año, y a la final, la matriz Tn que relacionaría el flujo de votantes entre los partidos, a partir del censo inicial hasta la n - ésima votación, se calcularía así:


T(n)  = 
T(n-1) .  Tn  
=    T(n-2)  .  Tn - 1  .  Tn  = T(n-3)  . Tn - 2  .  Tn - 1  .  T n =





=    T1  . T2  . T3  . T4  ... Tn.

Cada matriz Tk es estocástica y en particular lo es T(n).


El vector  X0 =   
         se denomina el vector XE "Vector:de estado inicial"  de estado inicial, cada uno de los vectores Xi =      

es también un vector de estado.  Las siguientes ecuaciones son válidas:  

X1 = T X0 ;   n ( 1,  X n  = T X n – 1 ;     n ( 1,  X n  = T(n) X 0
xi


yi


zi
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y0


z0








1 En este caso el número de votos recibidos por el partido 1 en el año 2000 fue x0N y se espera que sea x1N en el año 2001. Los otros casos se interpretan de modo semejante.


� Una matriz de transición T es regular, si para alguna potencia k > 0, T k tiene todas sus entradas (números que la conforman) positivas. 


� Utilizamos a veces el símbolo  (  para hacer notar que los resultados ya no son exactos debido al error por aproximación (redondeo o truncamiento) introducido en los cálculos por la aritmética finita del computador.
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