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1. En R2 considere el campo vectorial
V  x  y 

x  x  y 
y

Encuentre la familia de curvas a las cuales es tangente V. ¿Cuáles son las
componentes de V en coordenadas polares? Las transformaciones entre coordenadas
polares y cartesianas son:

x  rcos y  r sin

r  x2  y2   arctan y
x

Tenemos:

dx
x  y  dy

x  y

dx  y
x  y  x  y  dx  y

2x  dy
x  y

Entonces:

x  ydx  y   2xdy
x  y2
2  2xy

x2  2xy  y2  x  y2  C1

También:

dx  y
x  y  x  y  dx  y

2y  dx
x  y

Entonces:

x  ydx  y   2ydx
x  y2
2  2xy

x  y2  4xy  x2  2xy  y2  x  y2  C2

Luego, la solución es de la forma F x  y2, x  y2 .

Expresando V en coordenadas polares obtenemos:
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V  x  y 
x  x  y 

y
V  rcos  r sin 

x  rcos  r sin 
y

donde:


x  r

x

r  

x



con
r
x  x

x2  y2
 rcos

r  cos


x   y

x2  y2
  r sin

r2
  sin

r
y


y  r

y

r  

y



con
r
y  y

x2  y2
 r sin

r  sin


y  x

x2  y2
 rcos

r2
 cos

r

Entonces V es:

V  rcos  r sin cos 
r  sin

r



 rcos  r sin sin 
r  cos

r



que reagrupando da:

V  rcos  sincos  cos  sin sin 
r  cos  sincos  rcos  sin

V  r cos2  cos sin  cos sin  sin2 
r

 cos2  sincos  sincos  sin2 


V  r cos2  sin2  cos sin  cos sin 
r

 cos2  sin2  sincos  sincos 


V  r 
r  



2. Para la métrica bidimensional
ds2  1

t2
dx2  dt2
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Encuentre todos los coeficientes de conexión y todas las geodésicas con vectores
tangentes nulos, i.e., si vi son las componentes del vector tangente, entonces gijvivj  0.

Podemos encontrar la matriz de componentes del tensor métrico a partir del elemento de
línea:

gij 

1
t2

0

0  1
t2

ya que el elemento de línea para este caso es:

ds2  gijdxidxj  g11dxdx  g12dxdt  g21dtdx  g22dtdt
 1
t2
dx2  0  0  1

t2
dt2  1

t2
dx2  dt2

La matriz inversa a gij describe gij :

gij 
t2 0
0 t2

Los coeficientes de conexión están dados por:

ijm  gmk
2


xi
gjk  

xj
gki  

xk
gij

Con m  1 esto da:

111  t2
2 0  0  0  0

121  t2
2 0  2t3  0   1t

211  t2
2 2t3  0  0   1t

221  t2
2 0  0  0  0

Con m  2:

112   t
2

2 0  0  2t3   1t
112   t

2

2 0  0  0  0

112   t
2

2 0  0  0  0

112   t
2

2 2t3  0  0   1t

En resumen,
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ij1 
0  1t

 1t 0
ij2 

 1t 0

0  1t

Las geodésicas están dadas por la ecuación diferencial:

d2xk
dt2

 ijk dx
i

dt
dxj
dt  0

Las soluciones a esta ecuación son curvas de la forma

x1  x2w
x2  x2w

Sus vectores tangentes estan dados por:

dxk
dw

pero por enunciado tienen que cumplir:

gijvivj  dx1
dw

2
 dx2

dw
2

 0

Lo cual sólo es posible si:

dxk
dw  0

Entonces las geodésicas tienen que ser curvas cuyos vectores tangentes sean nulos, es
decir, funciones constantes del paramétro:

xk  cte

Ya que esto implica que:

d2xk
dw2

 0 dxk
dw  0

Entonces es fácil ver que se cumple la ecuación de geodésicas para todos los casos:

d2xk
dt2

 ijk dx
i

dt
dxj
dt  0

Luego, las geodésicas con vectores tangentes nulos son de la forma:

xk  cte
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3. Para variedades con dimensión menor que 4 sin torsión, las componentes del tensor
de curvatura de Riemann puede expresarse de forma simplificada. ¿Cuáles son las
componentes de ese tensor para una variedad unidimensional? A continuación considere
un caso bidimensional y exprese dichas componentes en términos del tensor métrico y
escalar de curvatura.

El tensor de curvatura de Riemann está dado por:

Rijkl  ejikl   ekijl   ikr rjl  ijrrkl  Cjks isl

Pero como tenemos una sola dimensión, los índices valen todos 1:

R1111  e1111   e1111   111 111  111 111  C111 111

Eliminando términos:

R1111  C111 111

Pero

C111  e1,e1   0

Entonces el tensor de curvatura da:

R1111  0

4. Pruebe que para una métrica diagonal, se cumple:
jki  0, jji   1

2gii


xi
gjj

iji  
xj

ln gii , iii  
xi

ln gii
donde i  j  k y no hay suma sobre índices repetidos

Primero,

jki  gim
2


xj
gkm  

xk
gmj  

xm gjk

pero como la métrica es diagonal, gkm  gmj  gjk  0, así que:

jki  0

Segundo,
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jji  gim
2


xj
gjm  

xj
gmj  

xm gjj

donde gjm  gmj  0 y gim  1
gim , pero i  m, así que:

jji   1
2gii


xi
gjj

Tercero,

iji  gim
2


xi
gjm  

xj
gmi  

xm gij

donde gjm  gij  0, así que:

iji  1
2gii


xj
gii

pero esto último se puede reescribir como:

1
2gii


xj
gii  

xj
ln gii

ya que:


xj

ln gii  1
2


xj

lngii  1
2
1
gii


xj

gii  1
2gii


xj
gii

Entonces:

iji  
xj

ln gii

Cuarto,

iii  gim
2


xi
gim  

xi
gmi  

xm gii  1
2gii


xi
gii

lo cual se puede reescribir como:

1
2gii


xi
gii  

xi
ln gii

ya que:


xi

ln gii  1
2


xi

lngii  1
2
1
gii


xi
gii
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Entonces:

iii  
xi

ln gii

5. El análisis vectorial en tres dimensiones, con coordenadas curvilineas ortogonales,
es un caso particular del análisis tensorial con gij  hi2 ij (no hay suma sobre i). Las hi’s
son funciones de las coordenadas, llamadas “factores de escala”. Las componentes de los
vectores se toman respecto a la base ortonormal wi  hidxi (no hay suma sobre i).
Obtenga expresiones para S,  V,  V y 2S donde S es un campo escalar y V un
campo vectorial.

6. Tome A  detAij, con Aij componentes de un tensor de segundo rango.Muestre
que A no es un escalar, o sea que no permanece invariante ante transformaciones de
coordenadas. Dado que A no es escalar, ¿como calcularía su derivada covariante?

La posición de los índices indican que Aij son los componentes de un tensor covariante de
segundo rango, el cual se transforma como:

Ãij  xm
x i

xn
x j

Aij

Como A  detAij, podemos definir que después del cambio de coordenadas esto queda
como:

Ã  det Ãij

Pero por la forma en que se transforma Ãij tenemos:

Ã  det Ãij  det xm
x i

xn
x j

Aij

Puesto que xm
x i

, xm
x i

y Aij se pueden ver como matrices de 2x2, entonces podemos
escribir:

Ã  det xm
x i

xn
x j

Aij  det xm
x i

xn
x j

detAij  det xm
x i

det xn
x j

detAij

Pero det xm
x i

det xn
x j

es el Jacobiano cuadrado J2x,x, y detAij  A por
definición. Entonces:
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Ã  J2x,xA

Y se ve que A no es un escalar ya que no es invariante ante transformaciones de
coordenadas.

7. Si Fij  Aj;i  Ai;j muestre que Fij;k  Fki;j  Fjk;i  0

Comencemos por establecer:

Fij;k  Aj;i  Ai;j ;k  Aj;ik  Ai;jk 1
Fki;j  Ai;k  Ak;i ;j  Ai;kj  Ak;ij 2
Fjk;i  Ak;j  Aj;k ;i  Ak;ji  Aj;ki 3

Ahora, expandiendo los términos:

Aj;ik 
2Aj

xixk
 

xk
jinAn 

2Aj
xixk

 jin
An
xk

 An
jin

xk

Ai;jk  2Ai
xjxk

 
xk

ijnAn  2Ai
xjxk

 ijn
An
xk

 An
ijn

xk

Ai;kj  2Ai
xkxj

 
xj

ikn An  2Ai
xkxj

 ikn
An
xj

 An
ikn

xj

Ak;ij  2Ak
xixj

 
xj

kin An  2Ak
xixj

 kin
An
xj

 An
kin

xj

Ak;ji  2Ak
xjxi

 
xi

kjn An  2Ak
xjxi

 kjn
An
xi

 An
kjn

xi

Aj;ki 
2Aj

xkxi
 

xi
jkn An 

2Aj
xkxi

 jkn
An
xi

 An
jkn

xi

Entonces Fij;k  Fki;j  Fjk;i se vuelve 1  2  3, que con los términos expandidos da:

Fij;k  Fki;j  Fjk;i  Aj;ik  Ai;jk  Ai;kj  Ak;ij  Ak;ji  Aj;ki


2Aj
xixk

 jin
An
xk

 An
jin

xk
 2Ai

xjxk
 ijn

An
xk

 An
ijn

xk


 2Ai
xkxj

 ikn
An
xj

 An
ikn

xj
 2Ak

xixj
 kin

An
xj

 An
kin

xj

 2Ak
xjxi

 kjn
An
xi

 An
kjn

xi
 2Aj

xkxi
 jkn

An
xi

 An
jkn

xi

Eliminando términos, esto es:

Fij;k  Fki;j  Fjk;i 

 jin
An
xk

 An
jin

xk
 ijn

An
xk

 An
ijn

xk


ikn
An
xj

 An
ikn

xj
 kin

An
xj

 An
kin

xj

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kjn
An
xi

 An
kjn

xi
 jkn

An
xi

 An
jkn

xi
 ijn

An
xk

 jin
An
xk

 kin
An
xj

 ikn
An
xj

 jkn
An
xi

 kjn
An
xi

 An
ijn

xk
 An

jin

xk
 An

kin

xj
 An

ikn

xj
 An

jkn

xi
 An

kjn

xi
 ijn  jin  An

xk
 kin  ikn  An

xj
 jkn  kjn  An

xi

 An
ijn

xk


jin

xk
 kin

xj
 ikn

xj


jkn

xi


kjn

xi
4

De (4) es evidente que si ijk  jik (i.e.,  es simétrica) la expresión de anula. En el caso
general, podemos expandir las ’s de la primera parte de (4):

ijn  gnk
2


xi
gjk  

xj
gki  

xk
gij

jin  gnk
2


xj
gik  

xi
gkj  

xk
gji

Como el tensor métrico es simétrico, entonces:

ijn  jin  gnk
2


xi
gjk  

xj
gki  

xk
gij  gnk

2


xj
gik  

xi
gkj  

xk
gji

 gnk
2


xi
gkj  

xj
gik  

xk
gji  gnk

2


xj
gik  

xi
gkj  

xk
gji

 0
Esto se puede repetir para las otras dos parejas de la primera parte de (4). Entonces:

Fij;k  Fki;j  Fjk;i  An
ijn

xk


jin

xk
 kin

xj
 ikn

xj


jkn

xi


kjn

xi
5

Ahora, para las derivadas de , tenemos:

ijn

xk
 

xk
gnp
2


xi
gjp  

xj
gpi  

xp gij

Esto se puede expandir como producto en:

ijn

xk
 1
2

gjp
xi


gpi
xj

 gij
xp

gnp
xk

 gnp
2


xk

gjp
xi


gpi
xj

 gij
xp

 1
2

gjp
xi


gpi
xj

 gij
xp

gnp
xk

 gnp
2

2gjp
xixk


2gpi
xjxk

 2gij
xpxk

La derivada de la misma  con índices inferiores invertidos y mismo índice superior es:

jin

xk
 1
2

gip
xj


gpj
xi

 gji
xp

gnp
xk

 gnp
2

2gip
xjxk


2gpj
xixk

 2gji
xpxk
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Al restar estas derivadas de , se obtiene:

ijn

xk


jin

xk


 1
2

gjp
xi


gpi
xj

 gij
xp

gnp
xk

 gnp
2

2gjp
xixk


2gpi
xjxk

 2gij
xpxk



 1
2

gip
xj


gpj
xi

 gji
xp

gnp
xk

 gnp
2

2gip
xjxk


2gpj
xixk

 2gji
xpxk

De nuevo, por la propiedad de simetría del tensor métrico, esto es:

ijn

xk


jin

xk


 1
2

gpj
xi


gip
xj

 gji
xp

gnp
xk

 gnp
2

2gpj
xixk


2gip
xjxk

 2gji
xpxk



 1
2

gip
xj


gpj
xi

 gji
xp

gnp
xk

 gnp
2

2gip
xjxk


2gpj
xixk

 2gji
xpxk

 0

Regresando a (5), tenemos parejas de derivadas de ’s con índices inferiores invertidos y
mismo índice superior, así que la expresión se anula también. Por lo tanto:

Fij;k  Fki;j  Fjk;i  0

8. Pruebe que cualquier tensor de segundo rango satisface A ;ij
ij  A ;ji

ij

Primero, sea:

Sij  A ;i
ij  Aij

xi
 aii Aaj  bi

j Aib

Entonces:

A ;ij
ij  S ;j

ij  Sij
xj

 aji Saj  bj
j Sib

Usando la definición dada de Sij:

A ;ij
ij  Sij

xj
 aji Saj  bj

j Sib

 
xj

Aij
xi

 aii Aaj  bi
j Aib 

 aji
Aaj
xi

 aii Aaj  bi
j Aab 

 bj
j Aib

xi
 aii Aab  bi

j Aib 1
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Segundo, sea

Pij  A ;j
ij  Aij

xj
 aji Aaj  bj

j Aib

Entonces:

A ;ji
ij  P ;i

ij  Pij
xi

 aii Paj  bi
j Pib

Usando la definición de Pij:

A ;ji
ij  Pij

xi
 aii Paj  bi

j Pib

 
xi

Aij
xj

 aji Aaj  bj
j Aib 

 aii
Aaj
xj

 aji Aaj  bj
j Aab 

 bi
j Aib

xj
 aji Aab  bj

j Aib 2

Restando (1) y (2), se tiene:

A ;ij
ij  A ;ji

ij 

 
xj

Aij
xi

 aii Aaj  bi
j Aib 

 aji
Aaj
xi

 aii Aaj  bi
j Aab 

 bj
j Aib

xi
 aii Aab  bi

j Aib 

 
xi

Aij
xj

 aji Aaj  bj
j Aib 

 aii
Aaj
xj

 aji Aaj  bj
j Aab 

 bi
j Aib

xj
 aji Aab  bj

j Aib

Eliminando términos:

A ;ij
ij  A ;ji

ij  0

Por lo tanto:

A ;ij
ij  A ;ji

ij

9.Muestre la identidad de Bianchi: Rijk;ml  Rimj;kl  Rikm;jl  0
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Primero, tenemos:

Rijk;ml  
xm Rijkl   Rnjkl nmi  Ripkl pmj  Rijql qmk

Pero:

Rijkl  
xj

ikl   
xk

ijl   ikr rjl  ijrrkl  Cjks isl

Entonces:

Rijk;ml  
xm


xj

ikl   
xk

ijl   ikr rjl  ijrrkl  Cjks isl 

 nmi 
xj

nkl   
xk

njl   nkr rjl  njr rkl  Cjks nsl 

 pmj 
xp ikl   

xk
ipl   ikr rpl  ipr rkl  Cpks isl 

 qmk 
xj

iql   
xq ijl   iqr rjl  ijrrql  Cjqs isl

 2ikl

xmxj


2ijl

xmxk
 rjl

ikr

xm  ikr
rjl

xm 

 ijr
rkl

xm  rkl
ijr

xm  Cjks
isl

xm  isl
Cjks

xm 

 nmi
nkl

xj


njl

xk
 nkr rjl  njr rkl  Cjks nsl 

 pmj
ikl

xp 
ipl

xk
 ikr rpl  ipr rkl  Cpks isl 

 qmk
iql

xj


ijl

xq  iqr rjl  ijrrql  Cjqs isl 1

Segundo,

Rimj;kl  
xk

Rimjl   Rnmjl nki  Ripjl pkm  Rimql qk
j

Pero:

Rimjl  
xm ijl   

xj
iml   ijrrml  imr rjl  Cmjs isl

Entonces:

Rimj;kl  
xk


xm ijl   

xj
iml   ijrrml  imr rjl  Cmjs isl 

 nki


xm njl   
xj

nml   njr rml  nmr rjl  Cmjs nsl 

 pkm


xp ijl   
xj

ipl   ijrrpl  ipr rjl  Cpjs isl 
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 qk
j 

xm iql   
xq iml   iqr rml  imr rql  Cmqs isl 


2ijl

xkxm
 2iml

xkxj
 rml

ijr

xk
 ijr

rml

xk


 rjl
imr

xk
 imr

rjl

xk
 isl

Cmjs

xk
 Cmjs

isl

xk

 nki
njl

xm  nml

xj
 njr rml  nmr rjl  Cmjs nsl 

 pkm
ijl

xp 
ipl

xj
 ijrrpl  ipr rjl  Cpjs isl 

 qk
j iql

xm  iml

xq  iqr rml  imr rql  Cmqs isl 2

Tercero:

Rikm;jl  
xj

Rikml   Rnkml nji  Ripml pjk  Rikql qjm

Pero:

Rikml  
xk

iml   
xm ikl   imr rkl  ikr rml  Ckms isl

Entonces:

Rikm;jl  
xj


xk

iml   
xm ikl   imr rkl  ikr rml  Ckms isl 

 nji


xk
nml   

xm nkl   nmr rkl  nkr rml  Ckms nsl 

 pjk


xp iml   
xm ipl   imr rpl  ipr rml  Cpms isl 

 qjm


xk
iql   

xq ikl   iqr rkl  ikr rql  Ckqs isl 

 2iml

xjxk
 2ikl

xjxm
 rkl

imr

xj
 imr

rkl

xj


 rml
ikr

xj
 ikr

rml

xj
 isl

Ckms

xj
 Ckms

isl

xj

 nji
nml

xk
 nkl

xm  nmr rkl  nkr rml  Ckms nsl 

 pjk
iml

xp 
ipl

xm  imr rpl  ipr rml  Cpms isl 

 qjm
iql

xk
 ikl

xq  iqr rkl  ikr rql  Ckqs isl 3

Sumando (1), (2) y (3):

Rijk;ml  Rimj;kl  Rikm;jl 
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 2ikl

xmxj


2ijl

xmxk
 rjl

ikr

xm  ikr
rjl

xm 

 ijr
rkl

xm  rkl
ijr

xm  Cjks
isl

xm  isl
Cjks

xm 

 nmi
nkl

xj


njl

xk
 nkr rjl  njr rkl  Cjks nsl 

 pmj
ikl

xp 
ipl

xk
 ikr rpl  ipr rkl  Cpks isl 

 qmk
iql

xj


ijl

xq  iqr rjl  ijrrql  Cjqs isl 


2ijl

xkxm
 2iml

xkxj
 rml

ijr

xk
 ijr

rml

xk


 rjl
imr

xk
 imr

rjl

xk
 isl

Cmjs

xk
 Cmjs

isl

xk

 nki
njl

xm  nml

xj
 njr rml  nmr rjl  Cmjs nsl 

 pkm
ijl

xp 
ipl

xj
 ijrrpl  ipr rjl  Cpjs isl 

 qk
j iql

xm  iml

xq  iqr rml  imr rql  Cmqs isl 

 2iml

xjxk
 2ikl

xjxm
 rkl

imr

xj
 imr

rkl

xj


 rml
ikr

xj
 ikr

rml

xj
 isl

Ckms

xj
 Ckms

isl

xj

 nji
nml

xk
 nkl

xm  nmr rkl  nkr rml  Ckms nsl 

 pjk
iml

xp 
ipl

xm  imr rpl  ipr rml  Cpms isl 

 qjm
iql

xk
 ikl

xq  iqr rkl  ikr rql  Ckqs isl

Se ve que los términos con segunda derivada se anulan. Luego, si cambiamos índices,
haciendo que m sea k y que p sea q, esto se reduce a:

Rijk;ml  Rimj;kl  Rikm;jl 
 nki Cjks nsl  qk

j Cqks isl  qkk Cjqs isl  nki Ckjs nsl  qkk Cqjs isl 

 qk
j Ckqs isl  nji Ckks nsl  qjk Cqks isl  qjk Ckqs isl  isl

Cjks

xk


 isl
Ckjs

xk
 isl

Ckks

xj
 Cjks

isl

xk
 Ckjs

isl

xk
 Ckks

isl

xj

Pero,
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Cijk  ei,ej ek  ej,ei ek  eiej  ejei  ejei  eiejek  0ek  0

Como todos los términos restantes contienen un coeficiente de estructura, entonces:

Rijk;ml  Rimj;kl  Rikm;jl  0

10.Muestre que

A ;i
i  1

|g|


xi
|g| Ai ,

A ;i
ji  1

|g|


xi
|g| Aji , Aji  Aij

A j;i
i  1

|g|


xi
|g| Aji  1

2
gmn
xj

Amn, Aji  Aij

Primero probaremos que

kii  
xk

ln |g|

Dado que:

kii  gim
2


xi
gkm  

xk
gim  

xm gki

Entonces:

kii  gim
2

gkm
xi

 gim
2

gim
xk

 gim
2

gki
xm

si i  m

kii  gim
2

gim
xk

 gim
2

gkm
xi

 gim
2

gki
xm  gim

2
gim
xk

Esto se puede reescribir como:

kii  gim
2

gim
xk

 
xk

ln |g|

Ya que:


xk

ln |g|  1
2


xk

ln|g|  1
2|g|

|g|
xk

 1
2|g|

detgij
xk

 1
2|g|


xk

 i1,i2,...,ingi11gi22...ginn
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 1
2|g| 

i1,i2,...,in 
xk

gi11gi22...ginn

 1
2|g| 

i1,i2,...,in gi11
xk

gi22...ginn  gi11
gi22
xk

...ginn    gi11gi22...
ginn
xk

 gim
2

gim
xk

Con este resultado, ya es posible calcular:

A ;i
i  Ai

xi
 kii Ak

 Ai
xi

 Ak 
xk

ln |g|  Ai
xi

 Ak
|g|


xk

|g|

Pero esto se puede reescribir como:

1
|g|


xi

|g| Ai  1
|g|

Ai
 |g|
xi

 |g| Ai
xi

 Ai
|g|

 |g|
xi


|g|
|g|

Ai
xi

 Ai
|g|

 |g|
xi

 Ai
xi

Entonces:

A ;i
i  1

|g|


xi
|g| Ai

Para A ;i
ji , tenemos:

A ;i
ji  Aji

xi
 Alili

j  Ajmmii

 Aji
xi

 Alili
j  Ajm 

xm ln |g|

Pero

Alili
j  Ailli

j  Ailil
j  li

j Ali  0

Entonces:

A ;i
ji  Aji

xi
 Ajm 

xm ln |g|  Aji
xi

 Aji
|g|


xi

|g|  1
|g|


xi

|g| Aji

Finalmente, para A j;i
i , tenemos:
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A j;i
i 

Aji

xi
 Ajllii  Ami jim


Aji

xi
 Ajl 

xl
ln |g|  Ami

gmn
2

gin
xj


gjn
xi

 g
xn


Aji

xi
 Ajl 

xl
ln |g|  Ami

gmn
2

gin
xj

 gmn
2

gjn
xi

 gmn
2

gji
xn

si n  i


Aji

xi
 Ajl 

xl
ln |g|  Ami

gmn
2

gin
xj


Aji

xi
 Ajl 

xl
ln |g|  Ain

2
gni
xj


Aji

xi

Ajl

|g|
 |g|
xl

 1
2

gin
xj

Ain

 1
|g|


xl

|g| Ajl  1
2

gin
xj

Ain

11. Considere la métrica de la esfera unitaria
ds2  d2  sin2d2 donde 0     y 0    2

a)Muestre que esta métrica se reescribe como
ds2  dd

P2
con   cot 

2 ei,P  1
2 1   

b) Dados los vectores
mi  2 P

i , m i  2 P
i

muestre que mimi  0  m im i y mim i  1
c) Calcule los coeficientes de conexión, tensor de curvatura de Riemann, tensor de

Ricci y escalar de curvatura en la base natural, para la métrica en términos de  y 

a) Tenemos:

  cot 
2 ei  d   12 csc

2 
2 eid  iei cot 

2 d

También:

  cot 
2 ei  d   12 csc

2 
2 eid  iei cot 

2 d

Entonces:

dd   12 csc
2 
2 eid  iei cot 

2 d  12 csc
2 
2 eid  iei cot 

2 d
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 1
4 csc

4 
2 d2  i

2 csc
2 
2 cot 

2 dd  i
2 csc

2 
2 cot 

2 dd  cot2 
2 d2

 1
4 csc

4 
2 d2  cot2 

2 d2

También:

P2  1
4 1   2  1

4 1  2   2  1
4 1  2cot2 

2  cot4 
2

Entonces:

ds2  dd
P2


1
4 csc

4 
2 d2  cot2 

2 d2

1
4 1  2cot2 

2  cot4 
2


csc4 

2 d2  4cot2 
2 d2

1  2cot2 
2  cot4 

2


csc4 

2 d2  4cot2 
2 d2

1  cot2 
2

2 
csc4 

2 d2

csc4 
2


4cot2 

2 d2

csc4 
2

 d2 
4cot2 

2 d2

csc4 
2

 d2  4
cos2 

2
sin2 

2
sin4 

2 d2

 d2  4cos2 
2 sin2 

2 d2  d2  2cos 
2 sin 

2
2
d2

ds2  d2  sin2d2

c) El tensor métrico para la esfera unitaria en términos de  y  es:

gij 
0 1

2P2
1
2P2

0
con P2  1

4 1   2

Como es diagonal, su inversa es:

gij 
0 2P2

2P2 0

Los coeficientes de conexión son entonces:

ijm  gmk
2


xi
gjk  

xj
gki  

xk
gij

Para m  1
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111  g12
2


x1

g12  
x1

g21  
x2

g11  g12
2




1
P2

 1
4 1   2 


1
P2

  14 1   2
8

1   3
  2

1   

121  211  g12
2


x1

g22  
x2

g21  
x2

g12  0

221  g12
2


x2

g22  
x2

g22  
x2

g22  0

Para m  2

112  g21
2


x1

g11  
x1

g11  
x1

g11  0

122  212  g21
2


x1

g21  
x2

g11  
x1

g12  0

222  g21
2


x2

g21  
x2

g12  
x1

g22  g21 
x2

g21

 2P2 


1
2P2

 P2 


1
P2

  14 1   2
8

1   3

  2
1   

En resumen:

ij1 
 2

1   
0

0 0
ij2 

0 0

0  2
1   

El tensor de curvatura está dado por:

Rijkl  ejikl   ekijl   ikr rjl  ijrrkl  Cjks isl

Como la base es natural, Cjks  0.
Para l  1:

R1111  e1111   e1111   11r r11  11r   0

R1121  R1211  e1121   e2111   12r r11  11r r21   
x2

 2
1   

 


2
1   

 2
1   2

R1221  e21k1   e2121   12r r21  12r r21  0
R2221  e2221   e2221   22r r21  22r rk1  0
R2211  e2211   e1221   21r r21  22r r11  0
R2111  e1211   e1211   21r r11  21r r11  0
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Para l  2:

Rijk2  ejik2   ekij2   ikr rj2  ijrrk2

R1112  e1112   e1112   11r r12  11r r12  0
R1122  e1122   e2112   12r r12  11r r22  0
R1222  e2122   e2122   12r r22  12r r22  0
R2222  e2222   e2222   22r r22  22r r22  0
R2212  R2122  e2212   e1222   21r r22  22r r12   

x1
222 

  
x1

 2
1   

 


2
1   

 2
1   2

R2112  e1212   e1212   21r r12  21r r12  0

En resumen:

R1121  R1211  R2212  R2122  2
1   2

El tensor de Ricci está dado por:

Rij  Riljl

R11  R1l1l  0
R12  R1l2l  R1121  2

1   2

R21  R2l1l  R2212  2
1   2

R22  R2l2l  0

Y el escalar de curvatura es:

R  Rii  gimRmi

R11  g1mRm1  g12R21  1
2 1   2 2

1   2
 1

R22  g2mRm2  g21R12  1
2 1   2 2

1   2
 1

R  R11  R22  2

12. La métrica de las ondas gravitacionales con fronteras planas y rayos paralelos es

ds2  2dd  2dudv  2h, ,udu2
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donde   x  iy/ 2 , u  t  z, v  t  x, h es en principio una función arbitraria de
, y u. Calcule en la base natural los coeficientes de conexión y muestre que las
correspondientes ecuaciones de geodésicas son:

d2u
dt2

 0, d2
dt2

 h


du
dt

2
 0, d2

dt2
 h


du
dt

2
 0

d2v
dt2

 2 dudt
h

d
dt  h


d
dt  h

u
du
dt

2
 0

Si hacemos x1  , x2   , x3  u, x4  v, las componentes del tensor métrico son:

gij 

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 2h 1
0 0 1 0

y gij 

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 2h

Los coeficientes de conexión están dados por:

ijm  gmk
2


xi
gjk  

xj
gki  

xk
gij

Para m  1:

111  g12
2


x1

g12  
x1

g21  
x2

g11  0

121  211  g12
2


x1

g22  
x2

g21  
x2

g12  0

131  311  g12
2


x1

g32  
x3

g21  
x3

g13  0

141  411  g12
2


x1

g42  
x4

g21  
x2

g14  0

221  g12
2


x2

g22  
x2

g22  
x2

g22  0

231  321  g12
2


x2

g32  
x3

g22  
x2

g23  0

241  421  g12
2


x2

g42  
x4

g22  
x2

g24  0

331  g12
2


x3

g32  
x3

g23  
x2

g33   g
12

2
g33
x2

  12
2h


 h



341  431  g12
2


x3

g42  
x4

g23  
x2

g34  0

441  g12
2


x4

g42  
x4

g24  
x2

g44  0

Para m  2
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112  g21
2


x1

g11  
x1

g11  
x1

g11  0

122  212  g21
2


x1

g21  
x2

g11  
x1

g12  0

132  312  g21
2


x1

g31  
x3

g11  
x1

g13  0

142  412  g21
2


x1

g41  
x4

g11  
x1

g14  0

222  g21
2


x2

g21  
x2

g12  
x1

g22  0

232  322  g21
2


x2

g31  
x3

g12  
x1

g23  0

242  422  g21
2


x2

g41  
x4

g12  
x1

g24  0

332  g21
2


x3

g31  
x3

g13  
x1

g33   g
21

2


x1
g33

  12
2h


 h



342  432  g21
2


x3

g41  
x4

g13  
x1

g34  0

442  g21
2


x4

g41  
x4

g14  
x1

g44  0

Para m  3

113  g34
2


x1

g14  
x1

g41  
x4

g11  0

123  213  g34
2


x1

g24  
x2

g41  
x4

g12  0

133  313  g34
2


x1

g34  
x3

g41  
x4

g13  0

143  413  g34
2


x1

g44  
x1

g41  
x4

g14  0

223  g34
2


x2

g24  
x2

g42  
x4

g22  0

233  323  g34
2


x2

g34  
x3

g42  
x4

g23  0

243  423  g34
2


x2

g44  
x4

g42  
x4

g24  0

333  g34
2


x3

g34  
x3

g43  
x4

g33  0

343  433  g34
2


x3

g44  
x4

g43  
x4

g34  0

443  g34
2


x4

g44  
x4

g44  
x4

g44  0

Para m  4

ij4  g4k
2


xi
gjk  

xj
gki  

xk
gij k  3,4
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114  g4k
2


x1

g1k  
x1

gk1  
xk

g11  0

124  214  g4k
2


x1

g2k  
x2

gk1  
xk

g12  0

134  314  g4k
2


x1

g3k  
x3

gk1  
xk

g13  g43
2

g33
x1

 1
2

2h


 h


144  414  g4k
2


x1

g4k  
x4

gk1  
xk

g14  0

224  g4k
2


x2

g2k  
x2

gk2  
xk

g22  0

234  324  g4k
2


x2

g3k  
x3

gk2  
xk

g23  g43
2

g33
x2

 1
2

2h
x2

 h


244  424  g4k
2


x2

g4k  
x4

gk2  
xk

g24  0

334  g4k
2


x3

g3k  
x3

gk3  
xk

g33  g43
2


x3

g33  
x3

g33  
x3

g33

 1
2

2h
x3

  h
u

344  434  g4k
2


x3

g4k  
x4

gk3  
xk

g34  0

444  g4k
2


x4

g4k  
x4

gk4  
xk

g44  0

En resumen:

331  h


332  h


134  314  h


234  324  h


334   h
u

Las geodésicas están dadas por:

d2xk
dt2

 ijk dx
i

dt
dxj
dt  0

Se ve que si k  3, todas las ij3  0,así que:

d2u
dt2

 0

Si hacemos k  1, entonces sólo 331  h

es no-nula, de forma que:

d2x1
dt2

 331 dx3
dt

2
 0

d2
dt2

 h


du
dt

2
 0
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Si hacemos k  2, entonces sólo 332  h

es no-nula, y:

d2x2
dt2

 332 dx3
dt

2
 0

d2
dt2

 h


du
dt

2
 0

Por último, si hacemos k  4, entonces tenemos varias opciones:

134  314  h


234  324  h


334   h
u

Lo que lleva a las ecuaciones:
d2x4
dt2

 2134 dx
1

dt
dx3
dt  0

d2x4
dt2

 2234 dx
2

dt
dx3
dt  0

d2x4
dt2

 334 dx3
dt

2
 0

Que son:

d2v
dt2

 2 h

d
dt
du
dt  0

d2v
dt2

 2 h

d
dt
du
dt  0

d2v
dt2

 h
u

du
dt

2
 0

Sumando las primeras dos ecuaciones, se obtiene:

d2v
dt2

 2 h

d
dt
du
dt  d2v

dt2
 2 h


d
dt
du
dt  0

d2v
dt2

 2 dudt
h

d
dt  h


d
dt  d2v

dt2
 0

Pero la tercera ecuación es:

d2v
dt2

 h
u

du
dt

2

Entonces:

d2v
dt2

 2 dudt
h

d
dt  h


d
dt  h

u
du
dt

2
 0
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13.Muestre que los vectores
e1  x

x2  y2

x  y

x2  y2

y

e2   y
x2  y2


x  x

x2  y2

y

satisfacen
e1,e2    1

x2  y2
e2

mientras que
e1,e2   0

donde e2  x2  y2 e2. Obtenga las componentes de e1,e2 y e2 en coordenadas
polares.

Sea r  x2  y2 . Entonces:

e1,e2   x
r


x  y

r

y ,

y
r


x  x

r

y

 x
r


x  y

r

y  yr


x  x

r

y   yr


x  x

r

y

x
r


x  y

r

y

 x
r


x  yr


x  x

r

x

x
r


y  y

r

y  yr


x  y

r

y

x
r


y

  yr

x

x
r


x  y

r

x

y
r


y  x

r

y

x
r


x  x

r

y

y
r


y

Las derivadas dan:


x

y
r   xy

r3

x

x
r  y2

r3

y

y
r  x2

r3

y

x
r   xy

r3

Entonces:

e1,e2  

  xr
xy
r3


x  x

r
y2
r3


y  y

r
x2
r3


x  y

r
xy
r3


y 

 y
r
y2
r3


x  y

r
xy
r3


y  x

r
xy
r3


x  x

r
x2
r3


y

 x2y
r4

 y3
r4

 yx2
r4

 x2y
r4


x 

 xy2
r4

 xy2
r4

 xy2
r4

 x3
r4


y
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 y3  x2y
r4


x  xy2  x3

r4

y

 y
r2

y2  x2
r2


x  x

r2
y2  x2
r2


y  y

r2

x  x

r2

y

  1r  yr

x  x

r

y   1r e2   1

x2  y2
e2

Por lo tanto:

e1,e2    1
x2  y2

e2

Si hacemos e2  x2  y2 e2, entonces:

e1,e2   x
r


x  y

r

y ,y


x  x 

y
 x

r

x  y

r

y y 

x  x 
y  y 

x  x 
y

x
r


x  y

r

y

 x
r


x  y

r

y y 

x  x 
y

 x
r


x y 

x  x
r


x x 

y  y
r


y y 

x  y
r


y x 

y
y 

x
x
r


x  y 

x
y
r


y  x 

y
x
r


x  x 

y
y
r


y

 x
r


y   yr


x  y 

x
x
r


x  y 

x
y
r


y  x 

y
x
r


x  x 

y
y
r


y

Tomando las derivadas, esto da:

x
r


y   yr


x  y 

x
x
r


x  y 

x
y
r


y  x 

y
x
r


x  x 

y
y
r


y

 x
r


y  y

r

x  y y

2

r3

x  y xy

r3

y  x xy

r3

x  x x

2

r3

y

 x2y
r3

 y3
r3

 y
r


x  x

r

y  xy2

r3
 x3
r3


y

 x2y  y3  yr2
r3


x  xr2  xy2  x3

r3

y

 x2y  y3  yx2  yy2
r3


x  x3  xy2  xy2  x3

r3

y  0

Por lo tanto:

e1,e2   0

En coordenadas polares, e1 se ve como:
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e1  rcos
r


x  r sin

r

y

donde 
x  r

x

r  

x


y 

y  r
y


r  

y



Calculamos las derivadas:

r
x  x

x2  y2
 rcos

r  cos


x   y

x2  y2
  r sin

r2
  sin

r
r
y  y

x2  y2
 r sin

r  sin


y  x

x2  y2
 rcos

r2
 cos

r

Entonces e1 es:

e1  cos cos 
r  sin

r



 sin sin 
r  cos

r



 cos2 
r  cos sin

r



 sin2 
r  sincos

r



 cos2 
r  sin2 

r  sincos
r




 cos sin
r




 
r

e1  
r

De la misma forma, e2 es:

e2   r sin
r


x  rcos

r

y   sin 

x  cos 
y

  sin r
x


r  

x



 cos r
y


r  

y



  sin cos 
r  sin

r



 cos sin 
r  cos

r



 sin2
r




 sincos 
r  cos sin 

r  cos2
r




 sin2
r




 cos2
r




 1
r




Enonces e2 es:

e2  1
r




Por último, e2  x2  y2 e2, entonces:
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e2  r 1r



 


e2  


14. En R2 la base ortonormal de Tp en coordenadas polares está dada como

1  dr, 2  rd

¿Cuál es la base e1,e2 de Tp dual a 1,2? Recuerda quelas bases duales
satisfacen  iej   ji, lo cual en particular para las bases naturales se ve como
dxi/xj   ji

Tenemos

1e1  1
2e2  1

Esto es:

dre1  1
rde2  1

De aquí que:

e1  d
dr ya que dr d

dr  dr
dr  1

e2  1
r
d
d ya que

rd 1
r
d
d  r dd d

1
r  r 1r d

d
d  0  d

d  1

Por lo tanto:

e1  d
dr

e2  1
r
d
d
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