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Tercer y Cuarto Exdmenes Parciales
Noviembre y Diciembre del 2003

1. En R? considere el campo vectorial
Voox — X —
Y y ¥
Encuentre la familia de curvas a las cuales es tangente V. ; Cuales son las

componentes de " en coordenadas polares? Las transformaciones entre coordenadas
polares y cartesianas son:

X rcos y  rsin
rooJx? o y? arctan(%)
Tenemos:
dx dy
X y Xx y
dx y dx y dy
Xy Xy 2x x oy
Entonces:

x ydx y 2xdy

2
% 2xy
x2 2xy y2 x y?* C
También:
dx y dx y dx
Xy x )y 2y Xy
Entonces:
x ydx y 2ydx
2
X Yy
—5 2xy

x y?i oAy x2 xy 2 ox y? G

Luego, la solucién es de la forma | F( x y %, x y ?).

Expresando ¥ en coordenadas polares obtenemos:
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y
V  rcos rsih —  7COS rsin —
donde:
- -r_
X X r X
con
7 X 7CoS oS
7
X 2
Yy 7sin sin
X P 2 Iz
y
_ _r_ . __
y y r y
con
7 Yy 7sin sin
y 2 )2 r
X 7Cos cos
¥ P 2 7
Entonces V es:
V  rcos  rsin (cos — %—) rcos  rsin (sin
r
que reagrupando da:
V  r cos sin  cos cos sin sin — (cos
r
V. r(cos? cos sin cos sin sin® )—
r
(cos2 sin cos (sin cos sin? ))—
|14 r(0032 sin? cos sin cos sin )—
,
2 . 2 . .
(cos? sin® sin cos sin cos )—
V o r—  —
r
2. Para la métrica bidimensional
ds? Lz dx?  df?

sin

COS

COS

r COS

sin



Encuentre todos los coeficientes de conexion y todas las geodésicas con vectores
tangentes nulos, i.e., si V' son las componentes del vector tangente, entonces g;v'vv 0.

Podemos encontrar la matriz de componentes del tensor métrico a partir del elemento de
linea:

1
= 0
&gij
1
0 =

ya que el elemento de linea para este caso es:

ds®> gudx'dd  gudxdx gudxdt  gydtdx  gyndtdt

t—zdxz 0 0 t%dﬂ %2 dx?  di?

La matriz inversa a g;; describe g¥ :

Los coeficientes de conexion estan dados por:

gmk
P (e e )

Conm 1 esto da:

L %o 0 0 0

) %o w3 0 1

L % 263 0 0 %

1 ’70 0 0 0
Conm 2:
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En resumen,



Las geodésicas estan dadas por la ecuacion diferencial:

d’x* ok dx! dY
dr? Y dt dt

Las soluciones a esta ecuacion son curvas de la forma

Sus vectores tangentes estan dados por:

dxt
dw

pero por enunciado tienen que cumplir:

o 12 2?2
o (4 () 0
Lo cual s6lo es posible si:

dxt
dw 0

Entonces las geodésicas tienen que ser curvas cuyos vectores tangentes sean nulos, es
decir, funciones constantes del paramétro:

k

X cte

Ya que esto implica que:

d*x* dx*
aw? 0 dw 0

Entonces es facil ver que se cumple la ecuacion de geodésicas para todos los casos:

d’x* ok dx! dY
dr? Y dt dt

Luego, las geodésicas con vectores tangentes nulos son de la forma:

k

X cte



3. Para variedades con dimension menor que 4 sin torsion, las componentes del tensor
de curvatura de Riemann puede expresarse de forma simplificada. ; Cuales son las
componentes de ese tensor para una variedad unidimensional? A continuacion considere
un caso bidimensional y exprese dichas componentes en términos del tensor métrico y
escalar de curvatura.

El tensor de curvatura de Riemann est4 dado por:

! 1 1 - ! s 1
Rz‘jk € ik €k g i1 ik Gk s
Pero como tenemos una sola dimension, los indices valen todos 1:
1 1 1 11 11 11
Rin e 11 el 1 1 11 n o Cnon
Eliminando términos:
1 11
Riy Cii 1
Pero

1
Cll €1,€1 0

Entonces el tensor de curvatura da:

Riy 0

4. Pruebe que para una métrica diagonal, se cumple:

i i 1

Jjk Oa Ji zgii 7gjj

;j 7 ln \/ﬁ: ;l xl‘ ln 1/5
donde:i ; £y no haysuma sobre indices repetidos

Primero,

A (e e )

pero como la métrica es diagonal, gk  gw g 0, asi que:




i gim
i (e e )

donde gjn gwj Oyg™ g#,peroi m, asi que:
i 1
Ji 2gi ¥ 8ii

Tercero,

; gim - L ' o
U 2 ( o em g em T glj)
donde g;n gi; 0, asique:

i 1

T

pero esto ultimo se puede reescribir como:

1 g — (In /g7 )

2gi X/
ya que:
— — 1 X1 L0 1
x] (h’l@) 2 x/ lng” 2 gii x/ gll 2gil' x/
Entonces:
i 7(111@ )
Cuarto,
i ﬁ(_ g _) I I
11 2 xl glm xl gml xm gll 2g” xl gll
lo cual se puede reescribir como:
1 i In /g
2gl.l. xi g” xi ( @)
ya que:
_ - 1 11
xl. (h’l@) 2 xl. lngn 2 gii )Ci gll

gii



Entonces:

i 7(111\/5)

5. El analisis vectorial en tres dimensiones, con coordenadas curvilineas ortogonales,
es un caso particular del analisis tensorial con g; /47 ; (no hay suma sobre i). Las 4;’s
son funciones de las coordenadas, llamadas “factores de escala”. Las componentes de los
vectores se toman respecto a la base ortonormal w'  /;dx’ (no hay suma sobre i).
Obtenga expresiones para S, V, Vy 2Sdonde S esun campo escalary V un
campo vectorial.

6. Tome A det 4; , con 4; componentes de un tensor de segundo rango. Muestre
que A no es un escalar, o sea que no permanece invariante ante transformaciones de
coordenadas. Dado que 4 no es escalar, ;como calcularia su derivada covariante?

La posicion de los indices indican que 4;; son los componentes de un tensor covariante de
segundo rango, el cual se transforma como:

Como A det 4; , podemos definir que después del cambio de coordenadas esto queda
como:

A~ det (ANU )

Pero por la forma en que se transforma 4;; tenemos:

~ ~ x’n x]’l
I de(dy)  det . xjA,,-)
m m .
Puesto que ——, —~— y 4;; se pueden ver como matrices de 2x2, entonces podemos
X X ’

escribir;

A det(ﬂ X A,-j) det(ﬂi)det A; det(ﬂ)det(i)det Aj
xt ¥ x' X x! X/

Pero det(#) det(ij) es el Jacobiano cuadrado J? x,x , ydet 4; A por

X X

definicion. Entonces:



A JPxxA

Y se ve que 4 no es un escalar ya que no es invariante ante transformaciones de
coordenadas.

7.Si F[j Aj;,' A,';j muestre que F,’j;k Fk,';,' ij;,' 0
Comencemos por establecer:
Fiyr  Api Aij o Ajie Aiji 1

Frj A Ak Aijg Ak 2
Fii Ay Ajik Arji - Ajpi 3

i

51

Ahora, expandiendo los términos:

24. 2 4. n

A AJ oy A] n An A Jt
Jiik ik ko Jictn ik JiT "k
X X X X2 X X xn

2 L

A A — oy, = 1A g,

; i 7 i

sz xk xk Y sz xk A~ XI;

A Ai n 4 Ai n An A ik
iskj [, J ik‘1n k ik j n Jj
Xz X X X2 X X )gl

A Ak n Ak n An A ki
ksij i j kit i ki J n Jj
X X X X X X xn

2 2 .

A i - n Ak n Ay A kj
kyji 7 i i kn T i /AN nT
)C2 X X x2 X X xn

Ajipi i — 14, 4, n A, A, Jk
’ Xk X! x! J Xk x! J x! x!

Entonces Fix  Friy Fjrise vuelve 1 2 3, que con los términos expandidos da:

Fire Fuy Fii Aje A Ay Ay Agji Ajx
n

n
Aj n An A Ji 2Ai n An A i
. Tl n . Tl n
)51 ok Tk x,f x2j K Uk x’;
Ai n An A ik Ak n An A ki
PR, kT n ~ PR ki ~ n ~
x2 X/ X x}{ X X/ X x{q
Ak n An A ki Aj n An A Jjk
J i ki i n i k i ki n i
X x X X x* x X X
Eliminando términos, esto es:
Fiw Frj Fiki
n n
n An A ji n An A ij
Tk nT Uk "k
n n A ik n n A ki
ik Jj n Jj ki Jj n Jj
X X X X



n
n An A ki n An A Jjk
kj i n i Jk i n i
X X X X
I"l' A n n A n I’l_ A n }’l A n n A n ﬂ. A n
ik J ok ki ki ki b i
n n n n " i
A, Z A, f{’ A ki g n ik 4 n— A, J
X X x/ x/ x! x!
n n A n Z nk A n nk Z A n
ij J ek i i w J g
i i ik i
An z 21 ki z_k J Y 4
X X x/ X/ x! x!

k

De (4) es evidente que si Jk, (i.e., essimétrica) la expresion de anula. En el caso

general, podemos expandir las ’s de la primera parte de (4):

; gnk
N L)

gnk
b (e e )

Como el tensor métrico es simétrico, entonces:

gnk gnk
gyt 2 (7ng 7gk[ 7&7 2 ( X/ Lk x! &k xk gﬂ)
gnk g”k
3 ( o 8k o ik o gﬂ) 5 (7&% 78@' 7&7)
0
Esto se puede repetir para las otras dos parejas de la primera parte de (4). Entonces:

n n n n 1 y

y iy o Ui Jji ki ik J i

Fi Fuay - F A"( xk xk X X x! x! ) >

Ahora, para las derivadas de , tenemos:

i g”
xk xk( 2 ( P 7&]))

Esto se puede expandir como producto en:

i1 ( gp & g,-,-) gr  gv ( gp & ng)
1 k
X

1( & _&i _&i ) g g"” Zip Spi gij
2 X! X/ x? xk 2 xt xk X xk xP xk

La derivada de la misma con indices inferiores invertidos y mismo indice superior es:

i1 (_ & g &\ g” g (_ g *gyi *gji
xk 2 X/ X! x? xk 2 xP xk



Al restar estas derivadas de , se obtiene:

i Ji
xt Xt 2 2 2
1(_&p 8pi 8j \_g&" g% 8ip 8pi 8ij
2 xi x/ xP xk 2 x! xk X xk xP xk
1( & 8y gi \_g” g" *Sip °8y °gii
2 x x! xP xk 2 X xk x' xk xP x*
De nuevo, por la propiedad de simetria del tensor métrico, esto es:
n n
i Jji
xt Xt 2 2 2
1( & gip gi \_ g% g% 8y gip gji
2 xi x/ xP xk 2 x' xk X xk xP xk
1( & & &\ & g7 (_gp *8pj *gji
2\ W X xP xk 2 X xk xt xk xP xk
0

Regresando a (5), tenemos parejas de derivadas de

Fix Fuj Fui 0

8. Pruebe que cualquier tensor de segundo rango satisface A’?ii

Primero, sea:

i gaj J qib
i i aiA / biA
AY SU SY i gaj J Sib
sij J ¥ 4 bj

Al = yS7 S
— (A wa gar)
fy‘( A)[;J LAY A “b)
f,’,_,.( AZ L f,',,.Afb) I

’s con indices inferiores invertidos y
mismo indice superior, asi que la expresion se anula también. Por lo tanto:

A7

i



Segundo, sea

pio4t ALy

Entonces:

Ai/'“ Pij. PU ZiPaj

Ji R X!

Usando la definicion de PY:

ij PV i paj  J pib
A7 . ips Ip

i X
_ (-4 i gai
x\ W Y
i [ _AY i gaj
ai ¥ aj
J A® i gab
bi xf aj

=

Restando (1) y (2), se tiene:

ij ij
Aﬂ Aw
y ) .
1 a,
( aiA v
i i aj
( x’ aiA Y
j Azb .
.bj in_Aab
xl
( A” i g4
aj
x’ X
AJ i g4
l x aj
( A i .Aab
aj
x/

9. Muestre la identidad de Bianchi: R!

11

ft?
A
./['”_Aib
J};inb
Jl;jAab
jl')inb

J 4ib
A

J pib
b

Jl;inb)

J gab
3%

./[')inb)

~ N NN ,

ijk;m

R!

imj;k

Rl

ikm;j

0



Primero, tenemos:

/ / / i I J Ik
Rijk;m XM Rijk ank nm Ripk pm Rijq qm
Pero:
R’~k - l.k - L n L r lk s
ij [V ok ik 1 i Jk s
Entonces:
/ / / ro rol N
R - -
ijk;m XM xj ik xk ij ik rj ij rk jk is
i / / ro rol s
nm xf nk Xk nj nk rj nj rk jk ns
Il 1 ro I s 1
pm xP ik .X'k ip ik p ip rk pk is
k I ro 1 rol Cs /
qm X 1q x4 y q 1 y rq Jq s
2 ] 2 1 7 /
ik y / ik r 7
x™M xj XM )Ck 7 oxm ik xm
) r / H
r rk / y s is / Jk
17 xm I”k xm jk m Ay xm
/ L
i nk n rk / r lk l?k /
nm ; ns
+ K nk 7y nor J
. ) !
i)m ik ip rk l r lk Sk
xP ok ik 1p ip pk s
l /
k q ¥ ro 0 rol Cs l 1
qm X x4 1q 17 y q Jq s
Segundo,
/ I} I} i I m 1 J
Rimj;k )Ck Rimj anj nk Ripj pk Rimq qk
Pero:
/ / / rol ro 1 s
Rimj xm ij Xj im ijorm im 1 ij is
Entonces:
/ / [ ro ro s
Rimj;k Xk( XM ij xj im ij rm im rj ij is)
i / ! r r / Cs /
nk XM nj )Cj nm nj rm nm rj mj ns
) Y N I C
PR\ xp U ¥ P i ip 1 pois

12



J l / ro 1 ro 1
qk XM iq x4 im iq rm im rq
2 1 2 1 r /
y im I y r rm
: rm
Xk x™ Xk ¥/ Xk ) Xk
r I s /
I im r 7 [ ny Cs. is
7 xk im xk is xk mj xk
l I
i n nm ro 1 r l Cs l
nk XM xj nj rm nm  rj mj ns
L !
m J p ro rol s
Pk xP xj i ip 1j pois
. ! l
J q im ro ro1 Cs [
gk xm Xq iqg rm im rq mq is
Tercero:
l l ! i l k l m
Rikm;j Rikm Rnkm nj Ripm V2l Rikq qj
Pero:
l l 7 / r S [
Rikm Xk im XM ik im rk ik rm Ckm is
Entonces:
RL _(_ l. A
ikm;j © xk im X" i im  r ik rm
i ! / r / ro
nj xk nm XM nk nm  rk nk rm
k l / ro1 ro1
V2 xP im xm ip im rp ip rm
m / l ro rol N
qj xk iq x4 ik iq rk ik rq kq
2 1 2 1 r !
im ik / im r rk
x xk x x" * o
r / s [
I ik r rm l km s is
rm Xj ik xj is Xj km )Cj
l !
i nm nk r / rol Cs l
nj Xk XM nm  rk nk rm km ns
l l
k im ip ro ro Cs /
)2 xP XM im rp ip rm pm s
l l
m iq ik ro 1 r cs [
qj Xk x4 iq 1k ik rq kq is
Sumando (1), (2) y (3):
l / /
Rijk;m Rimj;k Rzkm,;

13
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ik y [ ik " 7
X" x/ x™M Xk i xm 1 xm
) r / s
r rk l y s is / Jk
ij xm rk xm jk xm is xm
/ !
i nk i rk [ r lk ‘?k /
nm : ns
+ X nk 1y njon J
. /
J ik p ro1 ro 1 S
pm xP xk ik rp ip rk pk s
l l
k q J ro 1 ro Cs
qm xj x4 q y rq Jq s
2 1 2 1 r !
J im / y r rm
- rm
xk xm xk ¥/ xk y xk
i S /
/ im 7 r l ny Cs is
n X m Xk 1§ Xk mj xk
l I
i nj nm ro r l Cs /
nk xm xj nj rm nm  rj mj ns
l l
m J p rol ro 1 Cs l
pk xP % i ip 1 s
) l
J iq im ro ro1 Cs l
qk XM x4 iq rm im rq mq s
2 1 2 1 r l
im ik / im r rk
X xk X xm ey X
r l S !
[ ik r rm [ km Cs is
rm )Cj ik xf is )Cj km xf
/ !
i nm nk r l r S !
nj )Ck XM nm rk nk rm km ns
l l
k im ip ro 1 rol Cs l
p xP x™ im 1p ip rm pm s
/ l
m q ik ro 1 ro 1 s
qj )Ck x4 iqg rk ik rq kq s

Se ve que los términos con segunda derivada se anulan. Luego, si cambiamos indices,
haciendo que m sea k y que p sea g, esto se reduce a:

ijkym imj;k

Rl Rhys Rl

i s J s k s 1 i s k s 1
nk™~jk ns qk qu is qk qu is nk ij ns qk Cq] is
s

e ics o1 ks 1 ks l Jk

qgk™~kq is nj~kk ns qj ~ gk is g “kq is is X k
S s / / /

[ Ck] l Ck s is S is Cs is

is xk is ¥ Jk Xk kj xk kk ¥

Pero,

14



k
Cij ei,ej ex  ej,e; e eej eje; eje; eie e Oe, O

Como todos los términos restantes contienen un coeficiente de estructura, entonces:

/
Rl]k m le/ ik Rikm;/' 0

10. Muestre que

Ai;i J— x! (\/— )

Ajl;i 1/_ x! (‘/—Aﬂ> A7 A7

Ay e (Jaa) t-Emam g
o T
Primero probaremos que

ki 71n,/@

Dado que:

o (e e )
Entonces:

i 8™ Zim &M Zim &M 8k

ki 2 xi 2 xk 2 x™

sii m

i 8™ gm & Zim & gk 8™ &im

ki 2 xk 2 xi 2 x™ 2 xk

In
R
Ya que
_ Mol 1 1 g
1 detg; 1 s
2|g| xk 2|g| xk 8i118i32+-8iun

15



1

m Aol n— gillgi22"'gil1n
l 11,02,0es l'"( gll g glﬂn )
2r|ng| g111 x gznn g111g122
gl gim
2 xk

Con este resultado, ya es posible calcular:

Al Al_" WL
, ,)fli Ai Ak
. Ak—an -
Xt xk 8l X! <] xk &l

Pero esto se puede reescribir como:

1, Vel Al 4 el Vel 4
e () e R
a4 Alel 4
gl X X!

Entonces:

1
C gl

Para A’ , tenemos:

A Al Ali Jl Aim i

,[ i 1 mi

o In ]

i o .
A. All Jli Aim

xl
Pero
Ali Jli Ail Jli Azl J ]liAli 0

Entonces:

i ji .
AJ l . All A jm
> X

A AT L i
mln\/g i 1/@ e €| 1/@ xi<,/|g_|A>

Finalmente, para 4’ , tenemos:

16



i i i m
Aj;i T{ Aj li A Ji
At . omn i Zin
S Al E (e S £
Al ) mn ) mn . mn y
Lo gl—1 A’(g gm & 8 &8 gf’)
e 7l n\/g "2y 2y 2 X"
sin i
Al: . mn .
J I i[ & &in
e CI G
Al Ain ni
o A fel
i I
4; 4] 8l 1 _gin g
¥ gl X2 A

;_ / L 8in_ 4in
\/|g—| x! (MAJ) 2y 4

11. Considere la métrica de la esfera unitaria

ds> d? sin®>d ? donde0 yO0 2
a) Muestre que esta métrica se reescribe como

ds? dd con cot(—)ei ,P 1y

P? 2
b) Dados los vectores
mi 2P, m 2P
muestre que m'm; 0 m'm;ym'm; 1
¢) Calcule los coeficientes de conexion, tensor de curvatura de Riemann, tensor de
Ricci y escalar de curvatura en la base natural, para la métrica en términos de y

2) Tenemos:
cot( Je! d Lese(5)eid el cot( 5 )d
También:
cot( 5 )e d ge(g)erd et o )d
Entonces:

dd ( %cscz(i)e" d e cot(j)d )( %cscz(f)e id e' cot(E)d )

17



%csc“(j)d 2 %cscz(j)cot(j)d d é cscz(j)cot(j)d d cotz(E)d 2
%csc“(j)d 2 cotz(E)d 2
También:
PRt 0 ) () ()
Entonces:
2 dd %csc“(z)d 2 cotz(j d ? csc4(2)d 2 4cot2(§ d ?
p? %(1 ZCotz(E) cot4(5)) 1 2cot2(§) cot“(—)
csc4(§)d 2 4c0t2(§ d ? csc4(—)d 2 4cot2(§) 2
2 4

c) El tensor métrico para la esfera unitaria en términos de 'y es:

0 1
2
gij 2P conP? L1 2
1 0 4
2p?

Como es diagonal, su inversa es:

i 0 2pP?
& 2P? 0

Los coeficientes de conexion son entonces:

gmk
A G )

Param 1

18



12
1 g g 1
(e e me) ()

1 2( 1 1 2 8 2
4 P2 4 P 0
g1

12 o 3 ( 82 T a8 —x2g12) 0

1 g"
22 T( 282 T 282 T3 gzz) 0
Param 2
21
il g—(—lgu —g11 1g11) 0
2\ x x x
2 2 g’ ( - ) 0
12 21 5 o &21 2 g o g2

2 821 21
) T(—z 221 2 g1 o gzz) g (_x2 gzl)

of 1 of 1 1 2 8
(=) P(—5)
2
1
En resumen:
2
1 1 0 . 0 0
ij ij 0 2
0 0 1

El tensor de curvatura esta dado por:

! rol I s 1
if ik i Tk Jk s

<

I I
Ry e i ek

Como la base es natural, Cj; 0.

Para/ 1:
1 1 1 r 1 r
Ry, e | €r 1 11 7 11 0
1 1 1 1 roo1 ro1 2
Ripy Ry et 1 e 12 1 11 2 5
X 1
2 2
1 1 2
1 1 1 r 1 r 1
Riyn ex i €2 12 12 2 2 2 0
1 1 1 r 1 r 1
Ry e €2 2» 22 2 » o 0
1 1 1 r 1 r 1
Ry e g €r 2 21 2 » o 0
1 1 1 r 1 r 1
Ry, er g €r 2 21 rl non 0

19



Para/ 2:

2 2 2 r 2 r 2
jok € ik €k g ik 1 i Tk
2 2 2 r 2 r 2
Rinn er 1 €1 1 11 7l TR L
2 2 2 r 2 r 2
Rin, e 1 €2 1 12 7l n 2 0
2 2 2 roo2 2
Rip e 1 €2 1N 12 » 22 0
2 2 2 r 2 r 2
Ry e 3 €2 7 2 » nn 0
2 2 2 2 roo2 roo2 2
R3, R3, e 3 €1 2 21 2 22 7l 2
2 2 2
x! 1 1 1 2
2 2 r 2 r 2
Ry, e1 73 €r 21 21 7l nona 0
En resumen:
Rl Rl RZ RZ 2
112 121 221 212 —1 5
El tensor de Ricci estd dado por:
R; RL.
g ilj
l
R]] Rlll 0 2
! 1
Ry Rip Rip -
1
I 2 2
Ry Ry Riy -
1
/
R22 Rz[z 0
Y el escalar de curvatura es:
R R§ g"’"Rmi
1 1 2 2
Rl gl’”Rm1 g12R21 -1 1
2 1 2
2 1 2 2
R2 g2mRm2 g21R12 3 1 ) 5 1

12. La métrica de las ondas gravitacionales con fronteras planas y rayos paralelos es

ds> 2d d 2dudv 2h , ,u du?

20



donde x iy /J2,u t z v t x, hesen principio una funcién arbitraria de
, Yy u. Calcule en la base natural los coeficientes de conexion y muestre que las
correspondientes ecuaciones de geodésicas son:

oo Loh(d) o L (&) o

dr? ’ dr? dt ’ dr’ dt
v sdu(_hd  _hd \ _h(du)’
dr? 2dt( dt dt) u(dt) 0
Si hacemos x! , X2 ,x> u,x* v, las componentes del tensor métrico son:
01 O 01 0 O
1 0 O i 1 0 0 O
& 00 27 1 vo8 00 0 1
00 1 0 00 1 2h

Los coeficientes de conexion estan dados por:

m

gmk
1 (e e )

Param 1:
12
i gT(_xl g12 821 2gn) 0
12
2 b g2 ( 1822 7821 ——5 812 0
12
1 1 g ( 0
13 31 21 o 832 3821 3 g13
1 g
14 41 2

) 0
12 12
1 g 33
b (e e e) 55
1_ 2 _h
2
12
3 I8 gz ( e g4 783 —5 g34) 0




22

s ) o
B x2 811 o 811 o 811
%1 g221 ( o1 821 2 g1 o g12)
g
221 ( M 831 3 811 1g13)
42;2 g2 ( o g41 e g11 o g14)
g
5 ( 2 5 821 2 812 o gzz)
) 221 ( 2 831 3 812 o g23)
o 2 ( 784 g1 g24)
g_ZI(_g3l 813 g33) g_
2 x> x3 x! 2
1_ 2
2
2 g’
13 ( 3 841 7 813 —1g34)
0, 2\ x x x
& ([
5 ( A8 T F8u g44) 0
34
gT(—lgm —g41 4g11) 0
YR x
2 £ ( 824 5 841 4g12)
A
3 gz ( o 834 3 g4 A g13)
3 g3
41 ) ( o 844 o g4 A g14)
34
Tle )
3 x324g24 2 842 o 822
3 £ ( > 834 3 842 A gza)
A
3 g
4324 B ( 2 844 A 842 A g24)
Py
B ( 334g34 e 843 e g33)
43;3 g2 ( 3 844 e g43 e g34)
34
& ([
3 ( A 844 A 844 A g44)

X

0

oS O

)

— 1833



4k
g

11 T( Rl
4

0
L1 8u P gn)
4k

b 21 g2 ( 8% 38k A gn) 0
4k
13 g g2 ( o g3k 3 gkl o glz) £
12k
2
4 4 g4k 0
14 41 2 1 8ak x4 8kl .X'k 814
A g%
2 T(_xz 82 — 38R gzz) 0
4 4 g4k
23 32 5 ( 7 83k 3 gk T gzz)
12k
2 x2
4 4 g4k
24 42 3 ( 2 84k T8k kg24) 0
4k 43
(e e o) (e
1_ 2k _h
3
4 24 xg4k ’
34 443k 3 ( 3 Sak P f4%] o g34) 0
e J
44 7 ) g4k 7 8k4 ok 844
En resumen:
1 _h 2 _h 4 4 _h 4
33 33 13 31 23
Las geodésicas estan dadas por:
d’x* ok dx! dY/
dr? Vdt dt
Sevequesik 3,todas las z 0,asi que:
d’u
dr?
1 h

Si hacemos £ 1, entonces sélo 33

dr? dt
2 2
fitz = (% ) 0

23

—= es no-nula, de forma que:



Si hacemos k2, entonces solo /R no-nula, y:

d?x? 2 ((d3 ) 0
dr? B\ dr

L (@) o

Por ultimo, si hacemos & 4, entonces tenemos varias opciones:

Lo que lleva a las ecuaciones:

d*x* 4 dx! dx®
dr’ Bodt dt
d*x* 4 dx? dx’
dr? Bodr dt
d*x* 4 ( dx® )2 0
dr? B\ dr

Que son:

d*v hd du

dr Tdt dr 0
v o hd du
a2 2 aa
v _h(du)’
dr? u(dt) 0

Sumando las primeras dos ecuaciones, se obtiene:

&y, hd di Py o, hd du

dr? dt dt  dr? dt dt
Ly sduf_hd  _hd ) iy
dr? dt dt dt dr?

Pero la tercera ecuacion es:

G b4

dt

Entonces:

dv sdu(_hd _hd \ _h(du)’
dr? 2dt( dt dt) u(dt) 0
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13. Muestre que los vectores

ey, —x Y
[2 yroX /2 oy
ey X X
[x2 yz X [x2 yz y
satisfacen
€,e2 ! ()
2 yz

mientras que
el e, 0
donde e, x> 3?e,. Obtenga las componentes de ej,e; y e, en coordenadas

polares.

Sear x> y?.Entonces:

ever | F T T 7R %—y]
(L_ X_)( Yy _ L_) (l_ X _ (1_ Yy _
rx Ty rx Ty rx Ty rox
—(¥)—= %—x(%)—y %—y( ) %—y(%>—y
(%—x(%)—x %—x(%—y = ()= %—y(%)—y)
Las derivadas dan:
() =
(3) &
_(l) x2
y r ,,.3
X
S %
Entonces:
el e
xxw o oxy oy xr_  yxy
r 7”3 X r 7‘3 y r ’,.3 X r 7'3 y
yy: i oyxy  oxxy_ oxx_
r 3 X r ,,.3 y r 7”3 X r 7'3 y

25

N—



Por lo tanto:

er,e2

x2  y? ey, entonces:

Si hacemos e,

~

_y

A=
== AT
=~ = %W
—~ |~ T
R
- I
~ v,mw
_J(\ _y,l_\y
RSCa
AR R PN
M ENEE
v,, LA [rlD
= |
SN =
_xy_r N[N | | =
=~ _x _xymw
1 =N
/ﬂr\ﬁ_r\x_r _yx

Tomando las derivadas, esto da:

—~
Al
—r
a
=
| =
~~~
&z E
Y2x_3r —
2 = _ -~ “L
—
NN
(=3 NN
W_Wx = zWTrﬂgx =
-~ _y 2W3r3x
W_3r _y ~—
e
—~
I~ _x /|\\|j
—
RN
~ T AN T .
_x _x =, W,.
Nah 3Y3r3Y3r3y
o
" o NN

Por lo tanto:

€1,e,

En coordenadas polares, e; se ve como:
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donde — -f— ——vy— L
X X r X y y r y

Calculamos las derivadas:

r x reos oS
x (X2 32
_ _y rsin sin
X 2 2 = r
r Yy rsin sin
y [ 2 32 r
x rcos cos
y 22 2 v
Entonces e es:
er  cos (cos — %—) sin (sin — 8
r r
(0052 __ cos rsm ) (sin2 ___ sin rcos
r . r .
cos? —  sin? — sin_cos cos_sin
- 7 7
r
€1 —
r
De la misma forma, e; es:
es rsm . rees sin — cos —
X x y
sin (_r_ ——) cos | L— ——
x r x y r y
sin (cos — %—) cos (sin — %—)
r r
) )
S sin cos — cos sin — L——
r
sin? cos? 1
r r G

Enonces e es:

1
e G

Por ultimo, e, /x> »? e,, entonces:
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14. En R? 1a base ortonormal de 7, en coordenadas polares esti dada como

Ldr, 2 rd
(Cual es la base ej,e; deT,duala !, 2 ? Recuerda quelas bases duales
satisfacen ' ¢; }, lo cual en particular para las bases naturales se ve como
dxt | x/ :
Tenemos
! €l 1
2 en 1
Esto es:
dr e 1
rd () 1
De aqui que:

el d ya que dr(%) dr

dr
€2 % ya que

(4) e (#) 0 (5)

d_
d
1 d d

Por lo tanto:

€1

Y

€2

S|

d_
d
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