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Celem niniejszego referatu jest przedstawienie nierownosci tych bardziej jak i
mniej znanych

Nierownosci miedzy srednimi

Niech:

An =
∑n

i=1
xi

n - srednia arytmetyczna

Gn = (
∏n

i=1 xi)
1
n - srednia geometryczna

Hn = n∑n

i=1
1

xi

- srednia harmoniczna

Qn =
√∑n

i=1
xi

2

n - srednia kwadratowa

zachodzi nastepujaca nierownosc: Hn ≤ Gn ≤ An ≤ Qn

Uogolniona nierownosc miedzy srednia arytmetyczna i geometryczna


x11 x12 x13 ... x1n

x21 x22 x23 ... x2n

x31 x32 x33 ... x3n

...... ...... ...... ... ......
xm1 xm2 xm3 ... xmn


G(xi) to srednia geometryczna i A(xi) to srednia arytmetyczna. Jesli Gi bedzie
oznaczac srednia
geometryczna wszyskich liczb z i-tej kolumny, a Aj wszystich liczb z jtego wier-
sza, to bedzie zachodzic:

G(Aj) ≥ A(Gi).

Nierownosc Cauchy’ego-Schwarz’a

Dla rzeczywistych a1, a2, . . . , an i b1, b2, . . . , bn, mamy

(
∑n

i=1 a2
i )(

∑n
i=1 b2

i ) ≥ (
∑n

i=1 aibi)2.
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Nierownosc Cauchy’ego-Schwarz’a w formie Engela

Niech a1, a2, ..., an to dodatnie liczby za b1, b2, ..., bn to liczby rzeczywiste.
Zachodzi:

b2
1

a1
+

b2
2

a2
+ ... +

b2
n

an
≥ (b1 + b2 + ... + bn)2

a1 + a2 + ... + an
.

Nierownosc Czebyszewa

Dla rzeczywistych a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an ≥ 0 i b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bn mamy∑n

i=1
aibi

n ≥
∑n

i=1
ai

n

∑n

i=1
bi

n .

Nierownosc Minkowskiego

Dla rzeczywistych a1, a2, . . . , an i b1, b2, . . . , bn, mamy√∑n
i=1 a2

i +
√∑n

i=1 b2
i ≥

√∑n
i=1(ai + bi)2

Nierownosc Holdera

Niech a1, a2, ..., an i b1, b2, ..., bn beda dowolnymi liczbami dodatnimi, zas p i
q liczbami rzeczywistymi takimi, ze 1

p + 1
q = 1. Wowczas:

a) jesli liczby p i q sa dodatnie, to zachodzi nierownosc∑n
i=1 aibi ≤ (

∑n
i=1 ai

p)
1
p · (

∑n
i=1 bi

q)
1
q

b) jesli liczby p i q sa liczbami przeciwnych znakow (p · q < 0 to zachodzi:∑n
i=1 aibi ≥ (

∑n
i=1 ai

p)
1
p · (

∑n
i=1 bi

q)
1
q

Nierownosc Jensena

Jesli f jest funkcja wypukla w pewnym przedziale to dla dowolnych liczb x1, x2, ..., xn

(n ≥ 2) z tego przedzialu oraz liczb nieujemnych α1, α2, ..., αn takich, ze α1 +
α2 + ... + αn = 1 zachodzi:

f(
∑n

i=1 αixi) ≤
∑n

i=1 αif(x1)
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Nierownosc Muirhead’a

Jesli a1, a2, ..., an, b1, b2, ....bn sa calkowite spelniajace warunki:
1) a1 + a2 + ... + ak ≥ b1 + b2 + ... + bk dla n− 1 ≥ k ≥ 1 i
2) a1 + a2 + ... + an = b1 + b2 + ... + bn wtedy∑

sym xa1
1 xa2

2 ...xan
n ≥

∑
sym xb1

1 xb2
2 ...xbn

n dla wszystkich x1, x2, ..., xn ∈ R+

Nierownosc Hardy’ego-Littlewood’a-Poly (zwana rowniez nierownos-
cia Karamaty)

Dla rzeczywistych x1 ≥ x2 ≥ x3... ≥ xn i y1 ≥ y2 ≥ y3... ≥ yn oraz x1 +
x2 + ...+xi ≥ y1 +y2 + ...+yi dla i = 1, 2, ..., n−1 przy czym x1 +x2 + ...+xn =
y1 + y2 + ... + yn i xi, yi ∈ X dla i = 1, 2, ..., n gdzie f(x) jest wypukla i rosnaca
w X.
Zachodzi f(x1) + f(x2) + ... + f(xn) ≥ f(y1) + f(y2) + ... + f(yn) .

Nierownosc Popoviciu

f(x) + f(y) + f(z) + 3f(x+y+z
3 ) ≥ 2f(x+y

2 ) + 2f( z+y
2 ) + 2f(x+z

2 )
gdzie f jest wypukla w przedziale X , x, y, z sa z X.

Nierownosc Nesbitt’a

Dla dodatnich rzeczywistych a, b i c, mamy

a
b+c + b

c+a + c
a+b ≥

3
2 .

Nierownosc Bernoullie’go

Jezeli a i b s takimi liczbami rzeczywistymi, e a > −1, a 6= 0, b 6= 0 i b 6= 1 to:

(1 + a)b < 1 + ab gdy 0 < b < 1
(1 + a)b > 1 + ab gdy b < 0 lub b > 1

Nierownosc Schura

Dla dodatnich rzeczywistych a, b, c i rzeczywistego r mamy

ar(a− b)(a− c) + br(b− a)(b− c) + cr(c− a)(c− b) ≥ 0

Uogolniona nierownosc Schura

f(a)(a− b)(a− c) + f(b)(b− a)(b− c) + f(c)(c− a)(c− b) ≥ 0

gdzie f to nieujemna funkcja wypukla
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Nierownosc Turkevici

Dla rzeczywistych x1, x2, ..., xn > 0 zachodzi:

(n− 1)(x1
2 + x2

2 + ... + xn
2) + n n

√
(x1x2...xn)2 ≥ (x1 + x2 + ... + xn)2

Nierownosc Huygens’a

Dla dowolnych nieujemnych liczb x1, x2, ..., xn zachodzi:

(1 + x1) (1 + x2) ... (1 + xn) ≥
(
1 + n

√
x1x2...xn

)n

Nierownosc Kirana Kedlaya’i

Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych ai gdzie i = 1, ..., n zdefiniujmy:

Ak =
∑k

i=1
ai

k

Gk = (
∏k

i=1 ai)
1
k

dla k = 1, .., n.

Zachodzi nierownosc:∑n

k=1
Gk

n ≤ (
∏n

k=1 Ak)
1
n
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