ANALISIS DINAMICO DE MECANISMOS
LECCION N°7

IRREGULARIDAD DEL MOVIMIENTO DE MECANISMOS Y MAQUINAS
7.1 ASPECTOS GENERALES

Como se mostr6 en la leccion anterior, en el caso general, la velocidad angular del eslabén inicial de un
mecanismo durante el movimiento estacionario, es una magnitud no constante. La fluctuacién de las
velocidades de dicho eslabon suscitan en los pares cinematicos presiones adicionales que bajan el rendimiento
y la fiabilidad de la maquina. Ademas, dichas oscilaciones en algunos casos pueden causar vibraciones
elasticas considerables en los eslabones del mecanismo o de la maquina, lo que es perjudicial desde el punto
de vista de resistencia mecanica de estos, como desde el punto de vista de las pérdidas de potencia que se
gasta en la realizacion de dichas vibraciones. Por tltimo, las fluctuaciones de velocidad pueden perjudicar el
proceso tecnoldgico de trabajo que ejecuta la maquina.

Si observamos las fluctuaciones de velocidad del eslabon inicial durante el tiempo del movimiento
estacionario, podemos descubrir que estas oscilaciones son de dos tipos.

Como se demostrd anteriormente, en la mayoria de mecanismos existe igualdad de trabajos de las fuerzas
motrices y de las fuerzas de resistencia al cumplirse un ciclo de movimiento estacionario. Sin embargo dentro
del ciclo mismo no se observa igualdad de estos trabajos y por consiguiente dentro del ciclo, el eslabon inicial
se mueve irregularmente. Ya que a través de cada ciclo de movimiento estacionario la energia cinética del
mecanismo recupera su valor inicial, las velocidades del eslabon inicial del mecanismo también se repiten
siguiendo el mismo ciclo. A este tipo de fluctuaciones las llamaremos periddicas.

De esta manera, se llaman fluctuaciones periodicas de la velocidad del mecanismo, a las fluctuaciones
durante las cuales las velocidades de todos los eslabones del mecanismo poseen ciclos totalmente
determinados, al finalizar los cuales dichas velocidades recuperan cada vez sus valores iniciales

Ademas de las fluctuaciones periodicas en el mecanismo pueden presentarse fluctuaciones de velocidad
aperiddicas, suscitadas por un cambio subito de las cargas utiles o perjudiciales, por la aplicacion al
mecanismo de masas adicionales, etc. Un cambio siibito de carga en un mecanismo genera un aumento o
disminucién bruscos de la velocidad de su eslabon inicial y ya que estas fluctuaciones de velocidad en algunos
casos no tienen un ciclo determinado dichas fluctuaciones de velocidad del eslabon inicial las llamaremos
aperiodicas. En muchos mecanismos se observan ambos tipos de fluctuaciones de velocidad.

Las fluctuaciones de velocidad durante el movimiento estacionario pueden alcanzar magnitudes inapropiadas
para las condiciones de trabajo del mecanismo. Se puede entonces plantear el problema sobre la regulacion de
dichas fluctuaciones dentro de limites dados con antelacion. La tarea de regulacion de las fluctuaciones de
velocidad durante el movimiento estacionario es de gran importancia en la técnica, ya que en la mayoria de
mecanismos este es el tiempo de trabajo durante el cual el mecanismo realiza su funcion de produccion.

La regulacion de las fluctuaciones periodicas durante el movimiento estacionario del mecanismo se realiza,
por lo general, seleccionando adecuadamente las masas de sus eslabones. Dichas masas deben ser
seleccionadas de tal manera que puedan acumular todos los incrementos de energia cinética que tienen lugar
cuando los trabajos de las fuerzas motrices superan a los trabajos de las fuerzas de resistencia. Esta energia
cinética acumulada por las masas de los eslabones debe ser entregada de vuelta en los intervalos cuando los
trabajos de las fuerzas de resistencia superan a los trabajos de las fuerzas motrices.

En el caso de aperiodicidad de las fluctuaciones de velocidad del eslabon inicial durante el movimiento
estacionario la seleccion adecuada de masas de los eslabones puede ayudar s6lo en el caso de que dichas
fluctuaciones no sean significativas. En el caso de fluctuaciones de velocidad aperiddicas y de gran magnitud
el problema debe ser resuelto mediante la instalacion de mecanismos complementarios adicionales tendientes



a regular la ley de variacion de las fuerzas motrices o de las fuerzas de resistencia. Este tipo de mecanismos se
denominan reguladores.

7.2. VELOCIDAD MEDIA DE LA MAQUINA Y SU COEFICIENTE DE FLUCTUACION DEL
MOVIMIENTO

Para el estudio de las fluctuaciones periodicas de la velocidad durante el tiempo de movimiento estacionario
(el estudio subsiguiente se realizard para este tiempo del movimiento del mecanismo o de la maquina),
introduciremos el concepto de velocidad media del eslabon inicial.

Designaremos con s el camino recorrido por un punto B del eslabon inicial, durante un ciclo de su
movimiento, desde la posicion i hasta la posicion k. Llamaremos velocidad media real (Vpeq)real @ la velocidad
instantanea de cierto movimiento regular durante el cual un punto recorreria el camino s durante el mismo
intervalo de tiempo ¢ que se tomod el movimiento irregular.
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La velocidad media real por lo general es sustituida por la velocidad media aritmética vy,.q y se supone que
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Vo R max > min ’ (72)
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donde Vysx ¥ Vimin SON los valores maximo y minimo de la velocidad del punto B (fig. 7.1) Para los mecanismos
con baja irregularidad de movimiento la diferencia entre estas dos magnitudes es despreciable, y por esto por
lo general en calidad de velocidad media, se utiliza la que sea mas comoda para resolver el problema.
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Fig. 7.1



.En las especificaciones técnicas de los motores o de las maquinas de trabajo por lo general se sefiala esta
velocidad media convencional, la cual en estos casos, denominan velocidad nominal.

Para los mecanismos con alta irregularidad de movimiento es preferible usar la velocidad media real.

Si dividimos la diferencia entre los valores maximo y minimo de la velocidad vz del punto B por la velocidad
media (fig. 7.1), obtenemos el llamado coeficiente de irregularidad de movimiento del mecanismo o maquina,
el cual se representa con o y esigual a

5: max min ) (73)

Cuanto menos sea la diferencia entre vy, ¥ Vimin tanto mas regularmente girara el eslabon inicial. El objetivo
de la regulacion del movimiento del mecanismo o de la maquina durante su movimiento estacionario se
resume a la seleccion de una relacion tal entre las masas de los eslabones y las fuerzas que actuan sobre ellos,
para la cual el coeficiente de irregularidad o no supere ciertos valores dados a priori. En la préctica la
magnitud & oscila entre limites muy significativos.

En la tabla 7.1 se muestran los coeficientes de irregularidad permitidos para ciertos tipos de maquinas.

Tabla 7.1
Coeficiente de
Tipo de maquina irregularidad
de movimiento
Bombas 1/5...1/30
Magquinaria agricola 1/5 ... 1/50
Madquinas herramienta 1/20 ... 1/50
Telares, imprentas, molinos 1/10 ... 1/50
Molinos de papel 1/60 ... 1/100
Motores de barcos 1/20 ... 1/150
Motores de combustion interna 1/80 ... 1/100
Compresores 1/50 ... 1/100
Generadores de corriente continua 1/100 ... 1500
Generadores de corriente alterna 1/200 ... 1/300
Motores de aviacion 1/200 y menos
Turbogeneradores 1/200 y menos

Resulta codmodo expresar la velocidad media de la maquina o del mecanismo, como también su coeficiente de
irregularidad del movimiento a través de los angulos de giro y de la velocidad angular del eslabon inicial.
Entonces, por analogia con las igualdades (7.1) ... (7.3) tendremos las expresiones para la velocidad angular
media real (@eq)

®
(a)med)real = ok ’ (74)
e
)
@i
para la velocidad angular media aritmética
w + o
a)med _ max 5 min (75)

y para el coeficiente de irregularidad de movimiento



5 — max min ) (76)

El coeficiente de irregularidad de movimiento caracteriza solamente el “salto” de la velocidad angular del
eslabon inicial desde @y, hasta @y, pero no caracteriza la dindmica del movimiento de este eslabon dentro
de un ciclo completo del movimiento estacionario.
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Asi, en las fig. 7.2a y 7.2b se muestran dos graficos de la funcion @ = o (@), en las cuales @iy Y @Gnin SON
iguales, pero las aceleraciones angulares & para la fig. 7.2b son significativamente mayores que para la fig.
7.2a. Evidentemente las caracteristicas dinamicas de ambos ciclos son distintas. La calificacién comparativa
de las propiedades dinamicas del mecanismo o maquina para el movimiento estacionario puede ser realizada
con ayuda del coeficiente de dinamicidad K, en el cual se relacionan el valor extremo (mas alto) de la

aceleracion angular & y el cuadrado de la velocidad angular media a)iled :

&
K=-5 .7

med

Multiplicamos el numerador y el denominador de la expresion (7.7) por el valor del momento de inercia
reducido medio J,.q meq. Obtenemos entonces

K= Jred.med 8ext _ M ext
red.med a)med med

y de esta manera el coeficiente de dinamicidad del mecanismo es igual al momento extremo M.y, aplicado al
eslabon inicial; dividido por dos veces la magnitud de la energia cinética media 7 .4 del mecanismo.

El coeficiente de dinamicidad K del régimen de movimiento del mecanismo de la fig. 7.2b es mayor que el del
mecanismo cuyo régimen se muestra en la fig. 7.2a, para la misma magnitud del momento de inercia reducido
medio Jred med-

Si construimos para todo el tiempo de trabajo del mecanismo el diagrama 7 = T(Jq) (ver lecciéon 6), la
determinacion de la magnitud & no representa ninguna dificultad. Para esto se tiene en cuenta el tramo del
diagrama 7 = T(J,.4) correspondiente al movimiento estacionario (fig. 7.3). Este tramo del diagrama 7 =



T(J.eq), como se dijo anteriormente es una grafica cerrada. De la formula (6.8)' se deduce que la velocidad
angular maxima @y, corresponde al valor maximo de la tangente del angulo 4,4, determinado por la féormula
(6.8) , y que la velocidad angular minima @, corresponde al valor minimo de la tangente del angulo ;.

;
7=7(Jred)
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Fig. 7.3
Para la determinacion de el valor maximo ¥ y el valor minimo 4, del angulo w trazamos a partir del
origen O en direccion al tramo cerrado de la curva T = T(J,,q) dos tangentes. Una de ellas forma con el eje de

las abscisas el angulo méximo ¥, vy la otra el dngulo minimo ;. Partiendo de la férmula (6.7)2 podemos
escribir

a)riax = 2 & tan y/max 4 a)riin = 2 & tan y/min . (79)
My Hy

Como se dijo anteriormente, el coeficiente de irregularidad del movimiento J es

— —max—min (7.10)

Multiplicando el numerador y el denominador de la parte derecha de la ecuacion (7.10) por (a)max + a)min),

obtenemos

2 2
5= (Pue = O )@ + 01 _ Do ¥ Oin (7.11)
min)

2
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max med

yaque @, + .. =2, ., (mirar formula (7.5)).

min

Sustituyendo en la féormula (7.11) las expresiones para a)riax y a)riin obtenidas en la féormulas (7.9),

obtenemos
' Formula (6.8): @, = /2&tan v,
H;
? Férmula (6.7) : 6{)[2 =2 Hr tany,,
Hy
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Iqued 2

med

S=

(7.12)
Los angulos ¥sx ¥ Wmin pueden ser obtenidos directamente del dibujo, y la magnitud @, se determina por
la férmula (7.4).

Resolviendo simultaneamente las ecuaciones (7.5), (7.6) y (7.9), el coeficiente de irregularidad del
movimiento ¢ es igual a

[0) -,

max min

w + o

max min

\/tan l//max \/tan l//mm
\/tan l//max + \/tan l//mln

(7.13)

El coeficiente de irregularidad del movimiento 6 de un mecanismo puede ser también determinado
directamente, si se tiene el diagrama de velocidades (por ejemplo fig.7.1). Para esto se determinan visx ¥ Vinin
a partir del diagrama y sus valores se sustituyen en las formulas (7.2) y (7.3).

7.3. CORRELACION ENTRE EL MOMENTO DE INERCIA REDUCIDO, LAS FUERZAS
REDUCIDAS Y EL COEFICIENTE DE IRREGULARIDAD DE MOVIMIENTO DEL
MECANISMO.

Resolviendo las ecuaciones (7.5) y (7.6) con respecto a @hix Y @i, €NCONtramos

o o
a)max = med 1+2 a)min:a)med 1_5 ’

y (7.14)
Elevando las partes derechas e izquierdas de estas ecuaciones al cuadrado, obtenemos
52
a)lflax = a)med(1+5+7j med(1+5)
(7.15)

2

o
a)lflll’l - med (1 - 5 + Tj med (1 - 5)

Para valores pequeiios del coeficiente &, el miembro 6%/4 puede ser despreciado. Para mecanismos donde el
coeficiente 0 es considerable, dicho miembro debe ser tenido en cuenta. Sustituyendo en las ecuaciones (7.15)
las expresiones para @hix Y @Gnin de las formulas (7.9), obtenemos

2z—jtant//maX = med(1+5+%2j 2wl (1+6),
2z—jtany/mm = med(l 5+%2j ~wl(1-0),
de donde
tany, = ;ZT a)rfled(lJr 5+%2j ~ ;ZT o, (1+6),



(7.16)

52
tan l//min :;TJa)ried[l _§+_j ~ ;ITJa)ried(l_ 5) .
T T

Con ayuda de las formulas (7.16) se puede, para una velocidad angular media dada ay,.q y para cualquier valor
dado del coeficiente de irregularidad o, establecer los correspondientes angulos Wsx v Win- Entonces, si para
los valores dados del momento de inercia reducido y la energia cinética se conoce su relacion y se tiene el
diagrama T = T(J,.,), entonces siempre podemos saber como deben cambiar estas dos magnitudes si & varia.

Supongamos dado el diagrama 7T = T(J,.4) para el movimiento estacionario de cierta maquina (fig. 7.4),
supongamos también que el coeficiente de irregularidad es igual a & para los valores dados de la energia
cinética y del momento de inercia reducido. Las tangentes al grafico 7 = T(J,.y) bajo los angulos W ¥ Winin
se intersecan en el origen de coordenadas O.
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Fig. 7.4

Supongamos el coeficiente 0 debe cambiar de magnitud a J’, entonces calculamos por las formulas (7.16) los

valores correspondientes de los angulos ¥/, .y .. .Las tangentes a la curva T' = T(J,.y) deberdn formar

con el eje de las abscisas los angulos ¥/, .y W, ., correspondientemente . Trazamos dichas tangentes a la

curva T = T(J,.y) (fig. 7.4) y encontramos su punto de interseccién O’ . El punto O’ serd un nuevo origen de
coordenadas del diagrama T = T(J,,,), es decir el cambio de coeficiente del valor o al valor ¢, acarrea un
cambio de los ejes de coordenadas de TOJ,, a los ejes paralelos 7OJ’,., . Al realizar este cambio la energia
cinética aumenta en una magnitud 7, y el momento de inercia reducido en una magnitud J, . Los segmentos
a y b medidas en unidades de longitud (o en unidades de CAD), representan en las escalas escogidas ; y
ur, las magnitudes del momento de inercia J, Yy la energia cinética 7, adicionales necesarias para que el
mecanismo se mueva con el coeficiente de irregularidad escogido 6.

Jo = nya y Ty = b

De esta construccion grafica se deduce que mientras mas pequefio sea el coeficiente de irregularidad 6, menor
sera la diferencia entre Wis vV Wi, Y mas alejado estara entonces, el origen de coordenadas. De esta manera
cuando disminuye la magnitud § aumenta la masa reducida del mecanismo y aumenta también la energia
cinética necesaria para mover el mecanismo con la velocidad angular media dada @yeq.



Asi, el aumento de regularidad en el movimiento del eslabon inicial de un mecanismo puede ser logrado
aumentando el momento de inercia reducido del mismo. En la practica dicho aumento se logra instalando en
uno de los arboles del mecanismo cierta pieza con el momento de inercia necesario. Esta pieza se denomina
volante.

La forma de la volante, hablando en términos generales, puede ser arbitraria; pero partiendo de conceptos
constructivos y tecnologicos la forma mas idonea es la de un disco con una pesada llanta, con radios o de
manera general una forma simétrica con respecto a los ejes de inercia. Esta es la manera mas facil de evitar
cargas inerciales adicionales sobre el rodamiento de montaje de la volante.

7.4.DATOS PRINCIPALES NECESARIOS PARA LA DETERMINACION DEL MOMENTO DE
INERCIA DE LA VOLANTE.

Para la determinacion del momento de inercia de la volante es necesario tener dadas las fuerzas reducidas o
los momentos reducidos de las fuerzas motrices y de las fuerzas de resistencia para un ciclo completo del
movimiento estacionario. Miremos el caso cuando dichas magnitudes dependen del angulo de giro del eslabon
inicial.
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En la fig. 7.5 se dan los graficos M,, = M,, (¢) y M,.; = M,.s (@) correspondientes a un ciclo completo del
movimiento estacionario de cierto mecanismo. Ya que el momento de inercia de la volante se desconoce y es
lo que se pretende calcular, no podemos construir el diagrama de Wittenbauer 7 = T(J,y). Si no tenemos
datos sobre la variacion de los momentos M,, y M,., para el tiempo de arranque del mecanismo o la maquina y
desconocemos la magnitud total del momento de inercia reducido J,., de los eslabones del mecanismo, no
podemos determinar la energia cinética de arranque 7, (fig. 7.6) que posee el mecanismo en el momento de
iniciar su movimiento estacionario. De otro lado, el cambio de energia cinética AT dentro de un ciclo
completo del movimiento estacionario puede ser siempre determinado a partir de los diagramas M,, = M,, ()
y Mres = MreS (¢) ﬁg 7.5a.

La construccion del diagrama AT = AT(¢) (fig. 7.5b) la realizaremos midiendo las areas incluidas dentro de
las curvas M,, = M,, (p) y M,es = M,s (p), de manera analoga como se hizo en el punto 6.3 (en la fig. 7.5a
estas areas estan achuradas). Por comodidad empezaremos la construccion de AT = AT(@) desde la posicion b.
En el intervalo bc la energia cinética va en aumento, en el intervalo c¢d va en disminucion, etc. La suma de
todas las areas con signo “mas” debe igualarse a la suma de todas las areas con signo “menos”, ya que para un
ciclo completo de movimiento estacionario el incremento de energia cinética es igual a cero. De esta manera
la energia cinética total 7; en una posicion i cualquiera del eslabon de reduccion sera igual a (fig. 7.6).

T =T, +AT,. (7.17)

arr
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Recuérdese que el primer miembro de la expresion (7.17) es desconocido, pero el segundo puede ser
construido a partir de los diagramas dados de M,, =M, (@) ¥ M,es = M5 (@).

La magnitud del momento de inercia reducido J,, del mecanismo o la maquina agrupa tres componentes:
momento de inercia de la volante J,,,, momento de inercia del eslabén de reduccion J, y el momento de
inercia de los eslabones J,; . De esta manera el momento de inercia reducido total J,.,; para una posicion i
(fig. 7.7) esiguala

Jred.i = vol + JO + Jesl.i > (718)
Las primeras dos componentes son siempre constantes pero la lltima, en el caso general, depende del angulo
de giro J,y = J.y (¢). El momento de inercia de la volante J,,,; es lo que se pretende determinar.

La magnitud AJ,y; = Jy + J.g puede ser determinada por el método descrito en el punto 5.5 para todo un
ciclo de movimiento estacionario. El diagrama de AJ,.; = AJ,..(@) se muestra en la fig. 7.8. El diagrama de J,,
= J..a(p) de acuerdo a la ecuacion (7.18) se muestra en la fig. 7.7.
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Fig. 7.7 Fig. 7.8
Para la determinacion del momento de inercia de la volante J,,;, es necesario tener la velocidad media dada
Weq  del eslabon de reduccion. Este se toma igual a la velocidad angular lineal que aparece en la placa del
motor, de la maquina o mecanismo de trabajo:

m

a)med = % ’



donde 7 es la rapidez de giro del eslabon de reduccion en r.p.m.

Luego, para la eleccion de la volante es necesario escoger un valor para el coeficiente de irregularidad idoneo
para la maquina (féormula 7.10). Teniendo una velocidad angular a4 y un coeficiente de irregularidad &
dados, se puede determinar con las formulas (7.14) las velocidades angulares maxima y minima @i Y @nin -
Tenemos

o o
a)max = a)med 1+ 5 y a)min = a)med 1_5 > (719)

y, luego

52
o). = a)rfmd(l + 5+Tj ~wl (1+0)

max

(7.20)

52
.. a)lf]ed(l—5+7jza)z (1-9)

min med

La correlacion entre la energia cinética 7 , el momento de inercia reducido J,.;, las velocidades angulares
maxima y minima @ Y Gnin  puede ser obtenida a partir de la ecuacion de movimiento del mecanismo (ver
formula (6.3))

redmax ~~ max redmin "~ min

Mres = 2 2 >

en la ecuacion (7.21) el trabajo A4,,, es igual a

J .’ J .

A, —A (7.21)

Mm

gmax
J-Mmd(z),

@min

AMm
y el trabajo A, esiguala
@max

Aoy = IMresd¢7

@min

donde @n.x Y @min son los angulos correspondientes a la velocidad angular maxima @ y a la velocidad
angular minima @, del eslabon de reduccion. Si estos angulos se conocen, entonces la determinacion de la
diferencia de trabajos A = A,, — A,,.,, se reduce a la determinacion de la correspondiente area S (mm” 6
UnCADZ), confinada entre las curvas M,, =M,, (¢) ¥ M,es = M,.s () (fig. 7.5a) y limitada por las ordenadas
correspondientes a los angulos @n.x ¥ @min- Entonces la diferencia de trabajos puede ser expresada asi:

A=y p1,S.

En la ecuacion (7.21) Joegmax Y Jreamin SON los momentos de inercia reducidos correspondientes a los angulos

Pmax Y Pmin (ﬁg 77)
Es necesario anotar que en el caso general los valores de los momentos de inercia Jyegmax Y Jredmin 1NO
coinciden con los valores absolutos maximo y minimo de J,.; .

Sustituimos en la ecuacion (7.21) los valores de Jyeymax ¥ Jreamin d€ acuerdo a la ecuacion (7.18) y los valores
de @i Y Gnin de acuerdo a (7.20) :

10



[Jvol + JO + Jesl max ]a)ried(l + 5) [Jvol + JO + Jesl min]a);ed(l B 5)
A= - - - (7.22)
2 2
Resolviendo la ecuacion (7.22) con respecto a J,,; obtenemos :
J, 1+0)-J,, . (1-0
Jm] — 2A _ J() _ esl.max( ) esl.mm( ) , (723)
) 20

De la ecuacion (7.23) se deduce que si se conocen angulos @n.x Y @min para los cuales el eslabon de
reduccion alcanza los valores @y Y @nin de velocidad angular, la determinacion del momento de inercia de la
volante J,,; no ofrece ninguna dificultad, ya que las magnitudes A, Jy, Jogmax ¥ Jestmn pueden ser siempre
determinadas, y las magnitudes de @ y 0 son dadas para las condiciones del problema. Mas adelante se
mostrara como determinar los angulos @nax ¥ @rin -

Si el momento de inercia reducido de los eslabones J,;; es constante, la ecuacion (7.23) toma la siguiente
forma

o =——=—(Jy+ o). (7.24)

Para ciertos calculos practicos, cuando la magnitud ( Jy + Jy ) es muy pequefia con relacion al primer
miembro de la ecuacion (7.24), para la determinacién del momento de inercia de la volante se usa la siguiente
férmula aproximada

J, 4 7.25
vol ~ a);edé‘ ( . )

Si usamos las férmulas (7.24) y (7.25), entonces la determinacion de los 4ngulos @pax ¥V @min DO representa
ninguna dificultad. En realidad si el momento de inercia J,y es constante la velocidad angular maxima @y
coincide con el maximo valor T, de la energia cinética e igual para los valores minimos. Por ejemplo en la
fig. 7.5 la velocidades angular minima corresponde a la posicion b, y la velocidad angular maxima a la
posicion ¢, ya que en estas posiciones la energia cinética alcanza sus valores minimo y maximo. Por esto en la
formula (7.25) la magnitud 4 que debe ser sustituida es igual a

% o
A= [ M,do~ [ M, dp=p,u,S,..
ob @b

donde S, es el area entre las graficas M,, =M, (¢) y M., = M, (p) (fig. 7.5a) en el intervalo bc.

Si el momento de inercia J,y; = J.q (@) es no constante entonces para la determinacion del momento de
inercia de la volante se debe utilizar la formula (7.23). En este caso los valores maximos y minimos de la
velocidad angular no coinciden con los valores maximos y minimos de la energia cinética sino que estan
desplazados con respecto a estas posiciones como se muestra de manera esquematica en la fig. 7.5. En este
caso el célculo del momento de inercia puede realizarse con ayuda del diagrama de Wittenbauer.

7.5. DETERMINACION DEL MOMENTO DE INERCIA DE LA VOLANTE POR MEDIO DEL

DIAGRAMA T = T(J,00).

Para la determinacion del momento de inercia de la volante con ayuda de la ecuacion de la energia cinética
deben estar dados el coeficiente de irregularidad & del mecanismo y su velocidad angular media @peq.
También deben estar dados los diagramas de los momentos reducidos de las fuerzas motrices y de las fuerzas
de resistencia en funcion del angulo de giro del eslabon reducido. Es necesario subrayar que para el calculo de
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la volante con ayuda del diagrama 7 = T(J,.,) las fuerzas de inercia no deben entrar en los diagramas de las
fuerzas motrices ni de las fuerzas de resistencia. Los diagramas de los momentos de las fuerzas motrices y las
fuerzas de resistencia se presentan solo para el tiempo de movimiento estacionario.

Como se mostro6 antes la determinacion de las diferencias de areas confinadas entre estas dos curvas permite
determinar solamente la variacion de la energia cinética AT = AT(¢) y no del valor absoluto de ésta. De otra
parte como se desconoce el valor del momento de inercia de la volante, solamente podemos determinar la
variacion del momento de inercia reducido de los eslabones del mecanismo AJ,,, (ver formula (7.18)). Esta
magnitud variable de AJ,,, se determina con los valores dados de las masas y momentos de inercia de los
eslabones con ayuda de los planos de velocidades del mecanismo (ver punto 5.5).

Para construir el diagrama AT = AT(AJ,.,) para un ciclo completo de movimiento estacionario del mecanismo
(fig. 7.9) consignamos los valores obtenidos de la variacion de la energia cinética AT sobre el eje de
ordenadas a partir del origen O, el valor de la variacion del momento de inercia reducido AJ,.; se consigna a
partir del mismo punto O sobre el eje de las ordenadas. Uniendo con una curva suave los puntos a, b, c. etc.
obtenemos el diagrama AT = AT(AJ,.) para un ciclo completo de movimiento estacionario.

7 A7
A7=47{)Jred)
-
}Q? ,,,,,,,
+ ,,,,,,,
S
E ,,,,,,,,
Adred
N
Jred
07 Jvol Imm——u, kg.m?

Fig. 7.9

Para la determinacion de J,,, momento de inercia reducido de la volante utilizaremos las formulas (7.16).
Tenemos

2
Hy g Hy o
tany, . = O (1 +0+ —j ~ ol (1+05), (7.26)
20, ™ 4 2u,
2
H o J H s
tany . = @ (1—5+—j ~ . (1-7). (7.27)
2, ™ 4 2p,

Sustituyendo los valores dados para @,.q y 0 en las formulas (7.26) y (7.27) y determinamos los angulos sy
Y Wmin- Trazamos luego una tangente a la curva AT = AT(AJ,.,) bajo el angulo yix y luego otra bajo el
angulo W, y determinamos el sitio de interseccion O; de estas tangentes (fig. 7.9). El punto O, representa el
origen de coordenadas del diagrama de la energia cinética total del mecanismo en funcién del momento de
inercia reducido total 7 = 7(J,.»). El momento de inercia reducido de la volante sera entonces igual a

Jval = /u.l (Old)
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Si la volante se instala sobre el arbol del eslabon reduccion, su momento de inercia puede ser reducido en la
magnitud del momento de inercia del eslabon de reduccion con respecto al mismo eje.

Ya que la volante se ejecuta por lo general en forma de disco con una pesada llanta, unido con la manzana por
medio de radios, los momentos de inercia de estas partes de union por lo general se desprecian y de manera
aproximada se considera que la masa de la volante se distribuye de manera uniforme en un radio R el cual es
el lugar geométrico de los centroides de las secciones transversales de la llanta. En este caso el momento de
inercia de la volante puede ser expresado asi

DZ
J,, =mR* = m (7.28)

donde D es el didmetro de la circunferencia de los centroides de las secciones de la llanta y m es la masa de la
volante

sz = 4Jvol = 4ILIJ (Old)

el producto de la masa de la llanta de la volante por el cuadrado del didmetro se denomina momento de
volante o caracteristica de la volante. La caracteristica de la volante tiene como unidades [kg-m*]. Con esta
caracteristica se puede determinar la masa de la volante si su diametro esta dado, magnitud que en la mayoria
de los casos esta dictada por razones constructivas.

Si la volante no se instala sobre el arbol del eslabon de reduccion sino sobre un eslabon giratorio cualquiera i
de la maquina, entonces se debe garantizar la condicion de igualdad de las energias cinéticas.

Jvol @ ’ Jvol d a)iz
=T (7.29)

donde J,,;; es el momento de inercia de la volante instalada en el eslabon i, y @ es la magnitud de la
velocidad angular de dicho eslabon. De la igualdad (7.29) se deduce :

J oo=J | —]. (7.30)

voli — “ ol

Esto significa que mientras mas elevada sea la velocidad angular del eslabon i més pequeiia podra ser la masa
de la volante instalada. De aqui también se deduce que es necesario que la relacion de transmision @/@; debe
ser constante, lo que significa que las volantes pueden ser solo instaladas en los eslabones unidos con el
eslabon de reduccion por una relacion de transmision constante (transmisiones dentadas, por ejemplo). En
estos casos se debe poner atencion a la rigidez torcional de la cadena cinematica intermedia, ya que si ésta
posee una rigidez baja las oscilaciones elasticas pueden llegar a ser tan altas que evitarian que la volante
ejecutara su papel.

Ejemplo. Para el mecanismo de manivela deslizador de un compresor de dos etapas (fig.7.10a) determinar la
magnitud del momento de inercia de la volante que se debe instalar sobre el arbol 4 de la manivela 4B, para
que el coeficiente de irregularidad de movimiento de la manivela sea 6= 0,0125.

Datos : 1,3 =10,05 m; Izc = 0,25 m ; coordenada del centro de masas S de la biela /g = 0,10 m ; didmetro del
cilindro D; = 0,13 m ; didametro del vastago D, = 0,11 m ; masa de la biela m, = 1,8 kg ; masa del piston m; =
2,2 kg ; momento de inercia de la biela con respecto al eje que pasa por su centro de masas S igual J, = 0,025
kgm®, momento de inercia de la manivela junto con las masas reducidas a ésta de los eslabones del reductor y
del motor eléctrico J, = 0,07 kgm’. La presiéon de el gas sobre el piston esta dada en forma de diagrama de
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indicador (fig. 7.10b) ; la maxima presion sobre el piston en la primera etapa es pus = 2,25-10° Pa; la
maxima presion sobre el piston en la segunda etapa es ppmax = 6,75-10° Pa ; El momento reducido al eslabon
AB de las fuerzas motrices es constante en todo el ciclo del movimiento estacionario del compresor, dicho
ciclo corresponde a una revolucion del eslabon 4B. La velocidad angular media del eslabon AB es n; = 800
r.p.m.

N
Cavidod etapa I Cavidad etapa / pem?
/ etapa I/ S
~ S
N7/ e ¢ Jd a
| / etgpa / 3 s
Z b
carrera del piston
7.10a 7.10b

Solucion :

1) Construimos el plano de posiciones del mecanismo del compresor correspondiente a ocho posiciones de la
manivela 4B (fig. 7.11a) en escala 1= 1 m/UnCAD.

_ P
My =/138516, JJZW

Fig. 7.11a, b

2) Construimos ocho planos de andlogos de velocidades, correspondientes a las ocho posiciones del
mecanismo (fig. 7.11b) &, = 1 m/UnCAD, segun el siguiente sistema de ecuaciones vectoriales.

—

{Vc = VB + VCB
Ve = Ve T Ve
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C
b
%0
@ 77/ 177 w
- =1 UnCaD
0,¢4,¢
b

b
ﬁ64‘//j36

0,c4 = b,c

@

Fig. 7.11b

3) Construimos el diagrama de indicador (Fig. 7.11c¢) y sefialamos los puntos correspondientes a cada posicion
del punto C (piston) para cada un de las ocho posiciones del mecanismo. Encontramos las ordenadas y; e yy
del diagrama, las cuales expresan la presion del gas sobre el piston en las cavidades primera y segunda para
cada posicion del mecanismo.

4) Calculamos la fuerza resultante F; aplicada al piston ; esta fuerza es igual a

F =F +F,

donde es la fuerza aplicada a la parte derecha del piston y

F,
ﬁ'H es la fuerza aplicada a la parte izquierda del piston.

Estas fuerzas se calculan seguin las formulas

T 44 2 2
Flzlup'Z'Dla FIIZ,UP'Z'(Dl_Dz)
donde 4, es el coeficiente de escala de presiones en el diagrama de indicador

Los resultados los consignamos en la siguiente tabla

Tabla 1
N° | y;, UnCAD P, Pa F, N Vi, UnCAD P, Pa Fy, N F;=F,+F;, N
1 ] 0,029075| 224997,42| 2986,43976| 0,029075| 224997,42| -848,219575 2138,22018
2 0 0 0| 0,038767| 299999,14| -1130,96916| -1130,96916
3 0 0 0| 0,07495| 580001,949| -2186,55399| -2186,55399
4 0 0 0| 0,087226 675000 -2544,6879| -2544,6879
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5 0 0 0| 0,087226 675000| -2544,6879| -2544,6879
6 | 0,00388| 30025,4511| -398,534351| 0,049105| 379999,943| 1432,56482| 1034,03047
7 | 0,01675| 129620,182| -1720,4769| 0,029075| 224997,42| 848,219575| -872,257326
8 | 0,029075| 224997,42| -2986,43976| 0,029075| 224997,42| 848,219575| -2138,22018

nota : A la magnitud de la fuerza F; le asignamos signo “menos” si su direccidon es contraria a la velocidad
Ve del piston.

5) Reducimos las fuerzas al eslaboén AB

a) El momento reducido de las fuerzas de resistencia lo calculamos por la siguiente formula

k k
V. COS . )
_ i i i .
M., = E F—-+ E M, ;
1 w 1

YRS

Mres :FSV_C:FSIAB@
@, pb

donde M, es el momento reducido de las fuerzas de resistencia cuyo signo coincide con el de la fuerza F3

es decir

Los resultados los consignamos en la tabla 2.

Tabla 2
N° F; N Iag, m | (pc) UnCAD| (pb) UnCAD| (pc)/(pb) | Mes, N-m
1| 2138.22018| 0.05 0 0.05 0 0
2 | -1130.96916| 0.05] 0.040406 0.05( 0.80812 -45)7
3 | -2186.55399| 0.05 0.05 0.05 1 -109,3
4 -2544.6879| 0.05| 0.030305 0.05( 0.6061 =771
5 -2544.6879| 0.05 0 0.05 0 0
6 | 1034.03047| 0.05] 0.030305 0.05( 0.6061 31,3
7 | -872.257326| 0.05 0.05 0.05 1 -43,6
8 | -2138.22018| 0.05| 0.040406 0.05( 0.80812 -86,4

En la fig. 7.11d esta construido el grafico del momento de las fuerzas de resistencia M, = M, (). Los
coeficientes de escala del grafico son :

N-m
por el eje de las ordenadas f¢,, = Zm y
n
2r  m rad

por el eje de las abscisas M, , ya que el segmento de las abscisas correspondiente al

~ 80 40 UnCAD
giro del eslabon AB en un angulo @ =2n esigual a x.,= 80 UnCAD.

b) Calculamos la magnitud del momento constante de las fuerzas motrices M, . Ya que el trabajo del
momento reducido de las fuerzas motrices es igual al trabajo del momento reducido de las fuerzas de
resistencia realizados en un ciclo de movimiento estacionario, y que el momento M,, es constante, la ordenada
v en el grafico de momentos la encontramos a partir de la condicion :

A 1570,72
80

donde 4 es el area bajo lacurva M = M, (¢) y x.u es la abscisa correspondiente a un giro ¢ = 2x. El

Vm = =19,634 UnCAD,
X

cicl
grafico M, = const se muestra en la fig. 7.11d como un segmento de recta horizontal.
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6) Calculamos el momento de inercia reducido J,; de los eslabones

o, v )’ v’ 2, ( b\’ ps ’ pc ’
J, :J[—zj +m [—SJ +m [—CJ =J ﬁ(—j +m,l’ (—j +ml’ (—) .
1 2 a)l 2 a)l 3 0)1 2 IZBC pb 2AB pb 3" 4B pb

Los resultados de los célculos se consignan en la tabla 3

Tabla 3

N° bc pb ps pc (bc/pb)? (ps/pb)* (pc/pb)* Jesl

(UnCAD) | (UnCAD) | (UnCAD) | (UnCAD) kg-m?
1 0,05 0,05 0,03 0 1 0,36 0| 0,00262
2| 0,035714 0,05| 0,042976( 0,040406( 0,51019592| 0,73877463| 0,65305793| 0,00743
3 0 0,05 0,05 0,05 0 1 1 0,01
4] 0,035714 0,05| 0,039512( 0,030305( 0,51019592| 0,62447926| 0,36735721| 0,00534
5 0,05 0,05 0,03 0 1 0,36 0| 0,00262
6| 0,035714 0,05| 0,042976( 0,030305( 0,51019592| 0,73877463| 0,36735721| 0,00586
7 0 0,05 0,05 0,05 0 1 1 0,01
8| 0,035714 0,05| 0,039512| 0,040406( 0,51019592| 0,62447926| 0,65305793| 0,00691

En la fig. 7.11e se muestra el grafico construido y girado -90°, del momento de inercia reducido de los
eslabones J,; en funcién del angulo de giro ¢ del eslabon AB. El coeficiente de escala de las ordenadas de

este grafico es 1= 0,0002 kgm’/UnCAD.

7) Construimos el grafico de la energia cinética 7' = T(¢) . Achuramos en el grafico de momentos (fig.

7.11d) las areas proporcionales a las suma de los trabajos del momento de las fuerzas motrices y del momento

de las fuerzas de resistencia, encontramos las magnitudes de estas areas y las consignamos en la tabla 4.

Tabla 4
N° 1 2 3 4 5 6
area UnCAD” | 291,49 -0,37| -191,70| -325,67| -48,59| 48,42
N° 7 8 9 10 1 12
area UnCAD?| 325,91| 178,89 -0,44| -240,83( -75,85| 38,75

Es recomendable realizar una comprobacion que consiste en que la suma algebraica de las areas debe ser igual
., . , . . 2
a cero. En nuestro caso la comprobacion tiene éxito aceptable, ya que la suma es igual a 0,01 UnCAD". Con

los datos de la tabla 4 construimos el grafico 7' = T(¢) (fig. 7.11f) su coeficiente de escala es igual

T
My = [y My 4, =15'2'E=2,3562m

UnCAD?

UnCAD -
8) Construimos el diagrama de Wittenbauer 1" = T'(J,,) (fig. 7.11g).
9) Determinamos los angulos de las tangentes al diagrama de Wittenbauer :

1, wn,(1+8) 00002 83,7758°(1+0,0125)

donde 44 es la escala de areas escogida £, =15

t ==L = =0,3016 = 16°46'59"
MV oar =7 23562 2 200 = Vi
2 (1-06 83,7758*(1-0,0125
tan wo= & a)med( ) _ 0,0002 09 ( > ) — 0’29414 Sy = 16°23128"
Ly 2 2,3562 2
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10) Trazamos las tangentes al diagrama 7T =T7(J,,)bajo los angulos y, =16°46'59" vy

donde @,,, =

W, =16°2328" y las extendemos hasta encontrar su interseccion en el punto O, luego medimos la
distancia desde O, hasta d (eje de las ordenadas de T = 7(J ;) ). O,d =4376,9 UnCAD.

11) Calculamos la magnitud del momento de inercia de la volante J,,; con ayuda de la formula :

J,, =u, - (0d)-J,=0,0002-4376,9 — 0,07 = 0,8054 kgm”.

- Jes!
kg.m?
Uy =0 2
. \ A0 |, J)
\ A xcrel .
o
QD
“ §§ Mres(p)
)
O 6)) SN =
H§
>y X Mm
AN
S 9 5| W
S
/ 77 VIR I 7777/ B R
©
4 . AAK =T rad
) I Y= 90 UnCAD
g s 3
SN
N
R
N 7
5 )
<
12 a\4 a7 o~~~ 7
07 5 4
Ey
o1d

Fig. 7.11 d,e,f,g
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