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Introduccién

Los ciclos econémicos son definidos en general como fluctuaciones recurrentes
del nivel de producto', incluyendo variaciones asociadas del resto de las vari-
ables econémicas (consumo, inversion, etc.). Esta definicién implica considerar
que la evolucién de la economia presenta una tendencia que muestra el crec-
imiento de largo plazo y variaciones que se reflejan en fluctuaciones recurrentes
de corto plazo alrededor de la mencionada tendencia. A pesar de que el estu-
dio de los ciclos econémicos es un tépico recurrente en la literatura econémica
desde hace més de un siglo, el andlisis sistemético de los ciclos econémicos en un
marco tedrico de equilibrio y bajo el supuesto de expectativas racionales es algo
mucho més reciente. Este enfoque de fluctuaciones ciclicas como resultado de
equilibrio de la evolucién del sistema econémico se asocia a la literatura denom-
inada "Real Business Cycle” cuya principal referencia es el trabajo seminal de
Kydland y Prescott (1972). Esta literatura establece un enfoque tipico para el
andlisis del ciclo en un modelo de equilibrio general con agentes que forman sus
expectativas de manera racional, asociado con una contrastacién empirica entre
la evolucién de la economia real y el equilibrio artificial del modelo econémico.
En particular, los autores muestran que aproximadamente un 70% de las fluc-
tuaciones econémicas observadas en EEUU se explicarian en el modelo de ciclo
real a partir del efecto de shocks tecnolégicos. Estos hallazgos condujeron a un
importante auge reciente de la literatura teérica y empirica del andlisis de ciclos
econémicos.

El enfoque de estos modelos de ciclo econémico se distinguen de los mod-
elos keynesianos de la década del 30, ya que estos tltimos se enfocaban més
en la determinacién del nivel de producto, analizando las politicas que el go-
bierno podia realizar en el corto plazo para afectar el nivel de dicha variable,
sin un marco conceptual de equilibrio general. Paralelamente, se desarrollé una
corriente de literatura econémica acerca de teorfas de crecimiento econémico,
que se enfocaron en el andlisis de largo plazo. El enfoque del ciclo econémico

*Estas notas s6lo son una versién borrador.
1Cooley y Hansen (1995) "Frontiers of Business Cycle Research". Ed. Princeton.



real constituye una especie de sintesis entre ambas propuestas, ya que trata de
analizar la evolucién de la economia en el largo plazo y las fluctuaciones re-
currentes (el ciclo) de corto plazo en un tnico marco conceptual de equilibrio
general. Estas economias artificiales pueden utilizarse como laboratorios para
ayudar a entender las fluctuaciones recurrentes que se observan en las economias
reales. Obviamente, que el desafio que constituye la premisa de generar mod-
elos que permitan simular el comportamiento real de las series temporales que
caracterizan la evolucién de la economia, se refleja en modelos econémicos de
considerable complejidad, que en muchos casos no tienen soluciones analiticas
cerradas y requieren soluciones numeéricas.

Los modelos prototipicos tienen la estructura de un modelo de crecimiento
neocldsico a los que se le adicionan shocks que originan las fluctuaciones re-
specto a la tendencia de largo plazo. A estos shocks se le suman mecanismos
de transmisién que agregan persistencia al transmitir y, en muchos casos ampli-
ficar en el tiempo los efectos del shock inicial. Entre los shocks méds utilizados
en la economia se destacan los tecnolégicos (internet, computacién, precios del
petréleo, etc.), clima y desastres naturales, fiscales y monetarios (shocks ines-
perados a la politica monetaria, gastos e impuestos, etc.), politicos (elecciones,
regulaciones y leyes, etc.). Entre los mecanismos de transmisién se cuentan la
sustitucién intratemporal e intertemporal, precios y salarios rigidos (en general
asociado con modelos new keynesian que estudian el rol de la politica monetaria)
y fricciones financieras (diferencias de informacion, crisis financieras, etc.).

El estudio de las fluctuaciones recurrentes de las variables econémicas tiene
una vertiente empirica, que supone el estudio de las fluctuaciones de las variables
observadas y del co-movimiento entre las mismas para la economia bajo estudio.
Por otro lado, existe una vertiente tedrica que se relaciona con el estudio de
modelos que permiten estudiar en laboratorio estos ciclos con el objetivo de que
esta maqueta permita replicar y explicar de alguna manera las fluctuaciones
observadas en las variables reales. El andlisis empirico escapa al alcance de la
presente nota, aunque serd desarrollada en la parte practica del curso. En estas
notas se realizard una aproximacion inicial a la problemética de la resolucién
tedrica de los modelos de ciclo real tipicos, empezando por un modelo simple,
siguiendo por modelos mds sofisticados. Por 1ltimo, la contrastacién empirica
de los modelos desarrollados y en cierta medida la resolucién de los mismos,
excede el alcance de estas notas, aunque se muestra un esquema de los pasos
necesarios para llevar adelante tal solucién.

Empezaremos en la primer seccién por desarrollar un modelo simple de ciclo
real basado en Doepke et al. (2001). En la seccién siguiente introducimos el
modelo de Kydland y Prescott (1982), indicando los ingredientes esenciales de
estos modelos. Seguidamente se soluciona el modelo de Brock y Mirman (1972)?
que seria un indicativo de la estructura minina de un modelo de ciclo real del
cual puede obtenerse una solucién analitica cerrada. Por tltimo veremos la
resolucién del modelo de Christiano (2001) que utilizaremos para mostrar los

2Brock, W. y Mirman, L. (1972) "Optimal Economic Growth and Uncertainty: The Dis-
counted Case". Journal of Economic Theory 4, 479-513.



pasos requeridos para avanzar en la solucién del modelo.

Modelo Simple de Ciclo Real®

Supongamos un modelo de generaciones superpuestas:
U(ci,cpq) =Inc, +1Inc) 4 (1)

Los agentes tienen una oferta de trabajo fija y no se preocupan por el ocio.
Reciben un salario w; por ese trabajo cuando son jévenes. Los agentes ahorran
invirtiendo en capital k; cuando joven. Este capital es alquilado a las empresas,
que utilizan el mismo y como retorno pagan a los agentes una tasa de interés
(alquiler), 7141 que los agentes recibirdn cuando son ancianos.

Agentes

Los agentes maximizan la funcién de utilidad sujeta a la restricciéon pre-
supuestaria siguiente:

En el periodo ¢,

Ci + kt = Wt¢. (2)
En el periodo ¢t + 1,
Ci_;’_l = (1 -9 + Tt+1)kt~ (3)
En valor presente,
t
t Ct41
U 4
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De la optimizacién del agente, problema que denotaremos como {PH} surge:*

wy

ke =3 (5)

Firmas

Las firmas optimizan beneficios, trabajando con una funcién de produccién
flle, k) = Atlfkg:f‘ que depende del capital (ofertado por el consumidor an-
ciano) y el trabajo que es ofrecido ineldsticamente por los jévenes.

Maz g, gy { A k=7 — wily — reke—1} (6)
Este problema lo llamamos {PF} y las CPO son:
I AJE T L — wy = 0. (7)
kt—l : (Oé — I)Atl? f—_(xl — Ty = 0. (8)
Luego, el equilibrio del mercado de bienes estd dado por:
AT k= f(l k) (1= 6)keq. (9)
3Seguimos a Doepke et al (2001) ch. 9.

4Resolviendo por el método de Lagrange o simplemente reemplazando c% y c§+1 en términos
de capital y resolviendo para k.




En la funcién de produccién, A; es el componente aleatorio, nos va a dar una se-
cuencia de observaciones aleatorias (shocks tecnolégicos). Vamos a suponer mds
adelante, una forma para esta secuencia. Antes que esto definimos el equilbrio
competitivo.

Un equilibrio competitivo en esta economia se define como una secuencia de
precios {wy y 1152, la eleccion de los agentes {ct, ke, 11 }52, con Iy = 1 y la
secuencia de decisiones de las empresas, {k¢, 14122, tal que:

(a) Dada la secuencia de precios contingentes los agentes (hogares) resuelven
{PH]}, eligiendo la secuencia éptima de cantidades;

(b) Dada la secuencia contingente de precios las empresas resuelven {PF}
elijiendo las cantidades 6ptimas;

(c) Los mercados estén en equilibrio, es decir:

Mercado de capital: k¢ = k,
Mercado de trabajo: 1§ =1,
Mercado de bienes: ¢t + ¢t +ky = f(ly, ke) + (1 — 0) k1.

(d) Las expectativas se cumplen en equilibrio.

A partir de la solucién del agente y considerando la CPO de las firmas se
obtiene la ecuacién de movimiento para el capital, esta ecuacién constituye la
ecuacion del ciclo.
wy Al R

2 2

La dindamica de la acumulacién del capital esta dada por esta ecuaciéon que nos
permite estudiar la estabilidad y analizar el efecto de cambios en A; sobre el
stock de capital. En este caso, el shock proviene de cambios tecnolégicos en la
funcién de produccién y el mecanismo de ajuste intertemporal es la condicién
de Euler.

De hecho esta ecuacién se puede linearizar, suponiendo que [, = 1, y apli-
cando logaritmo natural surge que,

ke = (10)

lnkt:ln%+lnAt+(1—a)lnkt_1, (11)
entonces,
Ink;=v+mnA+(1—a)lnk,_,, (12)

donde v =In 3.
En estado estacionario,

Ink=~v+InA+(1-a)lnk, (13)

T In A
de donde Ink = 1+24,
. @ . s 7
Restando miembro a miembro, surge que la evolucién de la economia como
desvio del estado estacionario sera:

Ink; —Ink=(InA; —InA)+(1—a)(nk;; —Ink), (14)

de donde la solucién analitica viene dada por:

Ink; —Ink= > (1-a)*(InAs —InA) + (1 —a)(Inky — Ink), (15)
s=0



Que resultados surgen de este modelo tan simple?
1) A partir de la condicién de equilibrio del mercado de bienes surge que:

. |
Ci=ci+¢

I =k — (1 —0)ki—
Ademis,
Vi = f(le, k)
Entonces,
C=Y, -1,

En tanto, reemplazando k;, se tiene que,

A l(x—lkl—a
P = L (1 )k (16)

QAT R T

2

Si se calcultan las elasticidades del consumo y la inversién ante cambios en la
productividad (A;) se tiene lo siguiente

Cy = Aok — + (1 —6)kiy (17)

o« A laflklfa
4 A _ U= g)Adi ki <1 (18)
dA; C; ~ (1— 2)Ade k=0 + (1 — 0)ku_y
b A _ (5)Ad k7 >1 (19)

AT (AL Tk — (1 )k

En consecuencia, si bien tanto el consumo como la inversién son prociclicos,
la inversién es sustancialmente més prociclica ante cambios tecnolégicos. Este
resultado coincide, en términos generales, con lo que indica la evidencia empirica

disponible.
Podemos también utilizar este modelo sencillo para "simular" el ciclo, usando
como unica herramienta una planilla excel. Si se supone un o = 0.7 y un

0 = 0.08, con kg = 0.22 y se supone ademas que el shock sobre la funcién de
produccién se comporta de la siguiente manera:

At:Z—F&‘t:l—'—é‘t (20)

donde, &; ~ [—0.1,0.1], entonces se puede simular el siguiente ciclo: (ver planilla
excel bc).



—e— Desvio Ct —=— Desvio It kt

Estructura del modelo de ciclo real

En esta seccién introducimos la estructura bésica de un modelo de ciclo real,
para una economia cerrada y sin dinero, siguiendo al modelo de Kydland y
Prescott (1982).

La economfa tiene agentes (hogares) representativos que viven por infinitos
periodos. Estos agentes son los duenos de las empresas de la economia. Reciben
una dotacién de tiempo (= 1) que pueden destinar a trabajar h; o a disfrutar del
ocio l;. Los hogares son los duenos del stock de capital inicial kg, y reciben una
dotacién (la misma) de acciones de las empresas. Las empresas rentan en cada
periodo el capital de los hogares y utilizan trabajo, que proviene también de
los hogares, para producir el bien final y;. Los hogares en cada periodo reciben
el retorno del alquiler de capital realizado a las empresas y cobran un salario
real w; por las horas trabajadas en las mismas. Estas fuentes de ingreso son
utilizadas para consumir ¢; o para acumular més capital.

La acumulacién de capital depende entonces del nivel de inversién (i;) y
muestra la siguiente evolucién en el tiempo,

krar = (1= 0)ky + i, (21)

siendo ¢ la tasa de depreciacién.

Se supone que en la economia los mercados operan de manera competitiva,
con numerosas empresas ofreciendo el bien que es homogéneo, recibiendo los
precios de insumos, salario real y tasa de interés real (wy y 7¢) y producto
(pt = 1) como dados.

El problema de las empresas (numerosas firmas idénticas), consiste en max-
imizar sus beneficios. La funcién de produccién esta caracterizada por una tec-
nologfa F' que combina capital (k{) y trabajo (I¢) bajo los supuestos usuales®
con un nivel de productividad dado por el pardmetro z; (que puede y va a ser
en general aleatorio) y rendimientos constantes a escala.

5Condiciones de INADA.



Yy = eZtF<k1(ti>lf)> (22)

donde el shock de productividad es la fuente de incertidumbre en esta economia
y evoluciona de la siguiente manera:

Zt4+1 = P2t + E¢41, (23)

con p € (0,1) y donde ¢ estd distribuido normalmente con media cero y varianza
o2.

Dada una secuencia de precios {p; = 1,w; y 74} las empresas eligen k¢, ¢ de
manera de maximizar beneficios.

Max a0y {pre* F(k{, 1) — wily — reky} (24)

denominaremos a este problema el problema de las firmas o {PF}.

En tanto, los hogares resuelven su maximizacién de utilidad sujeto a la
restriccién de presupuesto y la evolucién del stock de capital. Este problema
que denominaremos {PH} viene dado entonces por,

Max{ct kt+1,lt}Et {Zﬂtu(ch 1- lt)} ) (25)

t=0

s.a. para todo periodo t.:

¢t + kt+1 = wlt + Ttkt + (1 - 5)]{3,5 (26)
Ct, kt+1, lt >0 y k() dado.

Debemos notar que en este ejercicio podriamos haber incluido al beneficio de las
empresas como una fuente adicional de ingreso para los agentes, pero el supuesto
de rendimientos constantes a escala hace que estos sea innecesario. Por qué?
Equilibrio competitivo: Un equilibrio competitivo en esta economia es una
secuencia de precios contingentes® {w; y r:}52,, la eleccién de los agentes {c;
kii1,1:}52, que también es contingente y la secuencia de decisiones de las em-
presas, {k{, 14122 tal que:
(a) Dada la secuencia de precios contingentes los agentes (hogares) resuelven
{PH]}, eligiendo la secuencia éptima de cantidades;
(b) Dada la secuencia contingente de precios las empresas resuelven {PF}
elijiendo las cantidades 6ptimas;
(¢) Los mercados estén en equilibrio, es decir:
Mercado de capital: k¢ =k,
Mercado de trabajo: I =1,
Mercado de bienes: ¢; + ki1 = e* F(k{,19) + (1 — 6)k;
(d) Las expectativas (que podemos asumir son racionales) se cumplen en
equilibrio.

6 Asumimos p; = 1.



Bajo los supuestos realizados las condiciones de primer orden para {PH},
estan dadas por:

Ct : ﬁtuc(ch 1-—- lt) - >\t = Oa (27)
lt . — ﬁtUl(Ct, 1 — lt) — /\twt = 0, (28)
k}t+1 : — )\t + Et{)\t+1[7"t+1 + (1 — 6)}} = 0, (29)

Evaluando 27 en t 4 1, tenemos:
Ct41 't 5t+1uc(ct+1, 1- lt+1) = At41 =0, (30)
de donde se obtienen las siguientes condiciones:

ul(ct, 1-— lt)
’U,C(Ct, 1-— lt)

que indica la condicién de equilibrio intratemporal, constituyendo uno de los
mecanismos de transmisiéon del modelo. En particular si hay un shock en la
economia que reduce el salario real el agente reacciona ajustando su consumo
de ocio aumentando el mismo de manera de disminuir en términos relativo la
utilidad marginal del trabajo para mantener la igualdad en el éptimo. Esta
caida del trabajo (aumento del consumo de ocio) genera menor produccién pro-
pagando la recesién inicial.

Por otro lado, combinando 27, 30 y 29, obtenemos la condicién de Euler o
equilibrio intertemporal,

(e, 1= 1) = BB uc(ceyr, 1 — lig)[repr + (1= 6)]}, (32)

= wy, (31)

que indica que cualquier shock que afecte el nivel de utilidad marginal del con-
sumo en el primer periodo lleva a ajustes en las variables correspondientes al
periodo posterior de manera de mantener el equilibrio. De esta manera se
propaga el efecto inicial en el tiempo en la medida que los agentes suavizan
el nivel de consumo intertemporalmente.

A estas ecuaciones se agregan las condiciones de éptimo que se derivan del
problema de las firmas, es decir:

w; = e* Fy(k&,1%) (33)

Ty = ez‘Fk(kf,lf) (34)

Uno de los problemas usuales con estos modelos de ciclo es que es casi imposi-
ble encontrar soluciones cerradas para los mismos de manera de poder realizar
estdtica comparativa. Note que si agregamos estas ecuaciones de éptimo en un
sistema que nos permita solucionar el modelo tendriamos lo siguiente:

(e, 1 — 1) = Ey{Buc(cryr, 1 — lig1)[ren + (1= 6)]},

’U,l(Ct, 1 — lt)

’LLC(Ct, 1-— lt) = Y



wy = e* Fi(ky, 1),
re = e** Fi(ky, 1),
ki = (1 —0)ks + i,
et + iy = e F(ky, 1),
Zt+1 = P2t + €41,

Este es un sistema de siete ecuaciones en siete incégnitas: ¢, is, ly, ki, 7¢, Wy, 2¢-
El sistema puede comprimirse considerando el vector s; = {¢y, it, Iy, ki, e, Wy, 2¢
compactando el sistema a la siguiente relacion:

Ey[f(st41,5:)] =0 (35)

Dado que varias de las ecuaciones del sistema son no lineales, por ej. la fun-
cién de produccion, el sistema anterior constituye un sistema de ecuaciones en
diferencias no lineales y estocdstico. Analiticamente es, en general, muy dificil
resolver por lo cual se opta por aproximar una solucién lineal a un equilibrio de
estado estacionario deterministico. La estrategia de solucién implica entonces:

(a) Usar la versién deterministica del problema (sin incertidumbre) para
encontrar una expresiéon de estado estacionario para las variables de interés.
Como estas dependerdn de los parametros del modelo, los mismos se pueden
calibrar a las caracteristicas de la economia bajo estudio.

(b) Resolver el modelo mediante una aproximacién lineal alrededor del equi-
librio.

(c) Generar series de tiempo que puedan compararse con la evidencia em-
pirica disponible de la economia real.

Empezaremos por analizar un model simple que permite una solucién analitica,
luego veremos uno mds complicado que requiere de una aproximacién lineal y
solucién computacional.

El Modelo de Brock y Mirman (1972)

El modelo de Brock y Mirman (1972), brinda un esquema simplificado y (rela-
tivamente) sencillo que permite introducir no sélo la estructura propia de este
tipo de modelos sino también la metodologia de resolucién de los mismos.

En este caso, utilizamos un modelo de agente representativo, donde se supone
una economia cerrada, donde el capital se deprecia en un 100% cada periodo y
la poblacion es constante y puede ser normalizada a L = 1. Se supone ademéds
que no hay crecimiento tendencial de la tecnologfa.

La funcién de utilidad es logaritmica en el consumo ¢;, en tanto se supone que
los agentes no valoran el ocio. La funcién de produccién es de tipo Cobb Douglas,
Y;=A:k{*. El agente representativo decide los niveles 6ptimos de consumo y
capital, optimizando la siguiente ecuacién:

Mazge, 1,y Pt {Zﬂt log Ct} (36)

t=0



sujeto a,
ct + kt+1 = Atkg (37)

con kt—l dado y ¢t 2 0 y kt+1 2 0
Luego de resolver las condiciones de primer orden, la Ecuacién de Euler para
este problema esta dada por,

— —

38
P~ (38)

BaAiiy kﬁf]

Esto nos da una ecuacién en diferencias para ¢;. La resolucién surge de asumir
que el agente va a consumir una fraccién constante del producto, ¢; = wA¢kf,
hipétesis que debe chequearse como correcta reemplazando la solucién postulada
en la ecuacién en diferencias:

1 _ BaAi kf:ll (39)
CUAt]f? UJAt+1k?+1 ’
Simplificando, se obtiene:
Ak
1= M. (40)
ki
De donde,
kt+1 = ﬁaAtk? (41)
Reemplazando en la condicién de equilibrio del mercado de bienes,
Ct = Atl{?ta — k‘t+1 = (1 — ﬂa)Atkf. (42)
Entonces, la solucién ¢; esta dada por:
Ct = (1 - O(ﬂ)Atk? (43)

coincidiendo con nuestra solucién propuesta, siendo w = 1 — af.

Esto nos lleva al primer resultado de este modelo: el consumo, al igual que
el ahorro, es proporcional al ingreso. El nivel de producto en equilibrio estard
dado por:

Vi = Ak = Ay(Badi—1ki )" = Ag(BaY; ). (44)

En términos lineales, aplicando logaritmos de ambos lados de la ecuacion, se
obtiene:
Yo =7+ oy, +ar, (45)

donde, y; = InY;, a; = ln A, mientras que v = aln(Ba). En estado esta-
cionario, se cumple que:

T=v+ay+a, (46)
de donde,
_ Y+a
— 47
LA —— (47)

10



entonces, restando miembro a miembro ambas ecuaciones, se obtiene:

Yo =G =Yy — V)t -3 (48)

sustituyendo recursivamente, se llega a la siguiente ecuacion:
o0
Yo =7 =a'(yo —9) + Z(as —a)a'"* (49)
s=0

Es posible demostrar que un shock permanente impacta positiva y méds que
proporcionalmente sobre el ingreso permante:
dy 1

da 11—«

: (50)

De donde surge que un shock tecnolégico lleva a mds acumulacién de capital y
producto amplificando por lo tanto el efecto inicial. En tanto que un cambio
transitorio, de ay, solo genera un efecto en la proporcion a.

Por lo tanto para explicar un nivel de persistencia mayor, los shocks de
productividad deben ser mds persistentes. Ademds, como « < 1, la dindmica
interna del modelo es débil. Por lo que se hace necesario algun mecanismo de
propagacién adicional.”

Una introduccién a la resolucién de modelos
El modelo de Christiano (2001)%

Como ya mencionamos, la resolucién de modelos estocdsticos dindmicos de equi-
librio general no es, en general una tarea tan sencilla como la que se observa
al resolver el modelo desarrollado en la seccién anterior. Por el contrario, ain
agregando pequenas cambios surgen dificultades para encontrar una solucién
analitica cerrada. Como también menciondramos, en general las soluciones a
los modelos conforman un sistema de ecuaciones estocdsticas en diferencias no
lineales. Los sistemas de ecuaciones lineales son relativamente més sencillos de
resolver, por ende se utiliza una linealizacién del sistema de soluciones original
alrededor de algiin equilibrio conocido (por ejemplo, el estado estacionario de
la versién no estocdstica del modelo). Adicionalmente, se utiliza el método de
coeficientes indeterminados para encontrar la solucién final. Los pasos claves
para la metodologfa de resolucién son los siguientes:

"Una alternativa es considerar modelos con costos de ajuste, donde desvios importantes en
las decisiones previas de inversién y empleo sean muy costosas:

d
5 (Kt — Ke—1)?

d
5 (Nt — Nt—1)2
Esto generaria modelos con mayor persistencia. Sin embargo, estos modelos simples atin
distan de poder replicar los ciclos econémicos, incluso en economias estables y desarrolladas.
8 Christiano, L. (2001) "Solving Dynamic Equilibrium Models by a Method of Undeter-
mined Coefficients," Mimeo, Northwestern University.
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(a) Encontrar las condiciones necesarias que caracterizan el equilibrio (CPO)

(b) Encontrar el equilibrio de estado estacionario del modelo no estocéstico.

(¢) Linearizar (o mds precisamente log-linearizar) las condiciones encon-
tradas en (a) alrededor de los valores de equilibrio de estado estacionario en-
contrados en (b) Se utiliza la aproximacién de Taylor, puede usarse para ello el
método de Uhlig (2001)°.

(d) Resolver las leyes de movimiento recursivas utilizando el método de co-
eficientes indeterminados.

(e) Analizar la solucién a través de funciones de impulso respuesta y propiedades
de segundo orden.

Condiciones necesarias de equilibrio (a)

El ejemplo que vemos a continuacién nos permite analizar los pasos (a) a (d),
mientras que el paso (e) requiere de soluciones numéricas aplicadas. ' Aquf
desarrollaremos un modelo extraido de Christiano (2001), en el cudl las prefer-
encias estdn dadas por:

e
t=0
La tecnologia de produccion estd dada por,
Y, = Al TYKMN} e, (52)
conae(0,1)y

In At+1 = pln At + €t+1, (53)

siendo €;41 N (0,02) y pe (0,1). Suponemos, ademéds que la poblacién puede
normalizarse en 1. De esta manera estamos en condiciones de resolver los pasos
(a) a (d).

Para el paso (a), el equilibrio en esta economia si se supone una tasa de
depreciacion 0, estard dado por las siguientes condiciones de primer orden (Re-
solver como ejercicio):

C; " =BE [C (e Aj P K+ (1-9))], (54)

Ot + Kt+1 = A%iaK? + (1 - 5)Kt7 (55)

junto con la condicién de transversalidad, y el sendero aleatorio de A;.

9Uhlig, H. (1999) " A Toolkit for Analyzing Nonlinear Stochastic Models Easely". Com-
putational Methods for the Study of Dynamic Economies, Marinon and Scott Ed.
10Ver Oviedo, Marcelo (2006).
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El estado estacionario (b)

El paso (b) requiere calcular el equilibrio no estocdstico de estado estacionario.

Es decir, aquel en el cudl se verifica que K; = K;41 = Ky Ay = Ay = A,
donde, dado el proceso estocdstico de A;, el valor de estado estacionario es
A=1.

El estado estacionario estd dado entonces por:

T =38 [6‘"(0421_0?1_“ 4 (1 5))} , (56)

es decir,
«@

1=5 [aﬁl‘ +(1- 5)} : (57)

1 —l—-a
- =aAK
B

De esta manera, recordando que suponemos A = 1, el nivel de capital de estado
estacionario estd dado por:

+(1-9). (58)

K="[z-(1-3§). (59)

| =

QI

Utilizando la restriccién de recursos de la economfia se tiene que:
C=K"-/K. (60)

Es posible, entonces, caracterizar el equilibrio de estado estacionario de esta
economia. Incluso se pueden utilizar parametros de la economia real para cal-
ibrar los mismos, con una tasa de depreciacién acorde, conociendo la partic-
ipacién del trabajo en el ingreso nacional y utilizando una tasa de descuento
usual. En nuestro pafs estos valores podrian ubicarse en a = 0.43, 5 = 0.98 y
4 = 0.05.

Aproximacién de Taylor y log-linearizacién (c)

El paso (c) requiere algo mds de trabajo. A fin de analizar el proceso de log
linearizacién veremos en primera instancia el concepto de aproximacion de Tay-
lor, luego veremos el método de Uhlig para log linearizar alrededor del estado
estacionario. Supongamos un conjunto de ecuaciones tal que,'!

El proceso de log linearizacion implica aplicar logaritmo a la ecuacién anterior
y posteriormente realizar una aproximaciéon de Taylor alrededor del equilibrio
elegido. Al aplicar logaritmos, linealizamos la funcién,

In F(z¢) = InG(x¢) + In H(z4). (62)

11Seguimos al trabajo de McCandless, G. (2007) "The ABCs of RBCs".
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La expansion de Taylor de una funcién F(z,y), continua y diferenciable, alrede-
dor de un equilibrio (Z,7) se define (utilizando sélo una aproximacién de primer
orden) como,

F(m’y)(f,ﬂ) ~ F(fay) + Fl(fv y)(l’ _f) + FQ(xvy)(y _y) (63)

En nuestro ejemplo, si el estado estacionario estd dado por Z, la aproximacién
serd igual a:

F(j) ($t —f) ~ In G(Et) + gvgg(xt —E) +hl H(ft) H/(E

In F(z)+ )(xt—f)- (64)

F(z) H(z)
Cabe notar que en estado estacionario se cumple que:
In F(Z) = InG(Z) + In H(ZT). (65)
Entonces,
@) 5~ €@ HZ) o
F@) (v, — ) =~ 6 (re — ) + @) (¢ — ). (66)

Existe una metodologfa sencilla, desarrollada por Uhlig para resolver la aproxi-
macién lineal de funciones alrededor del estado estacionario. Parte de considerar
la variable en término de los desvios logaritmicos (lineales) respecto al valor de
equilibrio deseado (en este caso el estado estacionario no estocdstico). Si en el
modelo de Christiani se definen las variables en términos del desvio respecto al
estado estacionario, de la siguiente manera,

¢ =InCy —InC, (67)
ki=lmK,—InK, (68)

con -
’C\L/t:hlAt*hlA:hlAt, (69)

entonces cada variable se transforma, en la notaciéon de Uhlig, de la siguiente
12

manera, N
Ct = éea, Kt = F@kt, At = ea‘

Esta especificacién permite simplificar considerablemente la resolucién de la

log-linearizacién.'® Como ejemplo podemos aplicar el método de Uhlig a una

funcién de produccién tipo Cobb Douglas:

Y = 0,K¢. (70)

12Note que si ¢ = InCy — InC, entonces se cumple que
_ — c
et — elnC'tflnC — eln(%) — g,

C

entonces Oy = Ce®t.
13Note que en estado estacionario se verifica que:

G =InC—1InC =0.
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Entonces,

J=WnY; -InY, (71)
ky=InK,—InK, (72)
0, =InO; —InO = n O,. (73)

Debemos reemplazar en la funcién de produccion,
Y, =Y, K, =K, ©,=c"
t=re’, t — e, t=€,

lo que resulta en B -
Yl = e (Keh)e, (74)

Vel = KVt ek — Faee}azf, (75)
Aplicar la regla de Taylor a las variables exponenciales nos da la regla de Uhlig:
ehrrake = Frak 4 ok (G, _G) 4 aeltoF(k, — k), (76)

donde las variables sin el subindice t indican el valor estacionario de las log
diferencias, que se suponen son cero. Entonces esto se resume a:

€§t+a%t = 1 —+ 575 —+ a%t, (77)

que replica simplemente el término en el exponente. Aplicado al caso que veni-
mos tratando nos quedaria:

Vel =Y (1+7) = K" (14 0; 4 aky), (78)
dado que en estado estacionario,Y = Fa, resulta:!?
Ui = 04 + aky. (79)

Esta tltima ecuacién nos da la aproximacién lineal de la funcién de produc-
cién como desvio del estado estacionario. Algunas reglas ttiles para utilizar el
método de Uhlig son:

=X, —InX, (80)
X, =~ Xeo (81)
SV 1 4 F 4 aly (82)
ke ~ 0. (83)

MRecuerde que Y; = O K, y que en estado estacionario supusimos O =1.
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Resolviendo el modelo (c)

Volviendo al modelo bajo andlisis, a fin de completar el paso (¢) podemos aplicar
el método de Uhlig a las CPO para obtener el modelo log linearizado, empecemos
por la primer condicién de éptimo:

C; 7 = BE [Cri(aA T K+ (1-4))], (84)

reemplazando las variables en términos de Uhlig nos queda,
(Ce®) ™ = BB, [(CeCet) T (a1 (Reb)o™ 1 (1-0) |, (85)
TG — BE, |:€7"/e—'yat+1(ae(1—a)?1't+1?17ae((1—1)%t+1 r(1- 5))} . (86)

6776776" = BE, {6776775t+1ae(lfa)it.uFlfae(afl)";t-u +6776*’Yét+1 —-C 76*75&15] ,

(87)
~ ~ ~ g —a—1 -
(1=9) = BE: [(1 = 71 + (1= a)iisa + (@ = Dhyn)aK" " + (1= 8)(1 = 1@41)]
(88)
como en estado estacionario sabemos que,
—l—«a
1:5[aK +(1—5)], (89)

~ ~ ~ g —a—1 ~
=& = BE |(—7C1 + (1 = a)agyr + (@ = D)oK —(1— 5)7Ct+1} ;

~ —l—«a ~ —l—a - ~
—v¢ = —fBaK TEnci+ (1—a)faK T Eiaie + - (91)
-~ —a—1 ~
.+ (a — 1)5Etkt+10lK - (1 — 6)’Y,8Et0t+1,

utilizando nuevamente la condicién de estado estacionario para simplificar el
término del consumo futuro,

~ ~ —a—1__ o —a—1
—YCt = —’}/EtCt_A,_l + (1 - Oé)ﬁOZK Etat+1 + (O( — l)ﬁEtk,H_lOéK s (92)

llegamos entonces a la ecuacién deseada, definida en términos lineales como
desvio de los valores de estado estacionario:

VE@r =76 + (1 — a)BaK " Ey(@ps — keir). (93)
La ecuacién restante de las condiciones de equilibrio resulta ser:
Cy +Kip1 = A K 4 (1 - 0)Ky, (94)
aplicando la definicién de Uhlig para las variables se tiene,

éeat N ?egt+l _ egl_a)at (?e};t)a + (1 _ 5)(?6Et)’ (95)
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C(1+&) + K(1+ k1) = K1 +a(1 — @) + aky) + K(1— 8k, (96)

se simplifica utilizando la condicién de que en estado estacionario:

C+K=K,+(1-0)K, (97)
entonces nos queda,
Ce + Kkyy1 = K™ (@1 — o) + oky) + K (1 — 8)k,, (98)
_ K*(l-a). K-~ K(@K" +(1-10))~
Ct = ?at - 6’%4—1 + 5l Ky, (99)
_ K(l—-a). K-~ K ~
cr = Mat — =k + =k, (100)

C C sC
Ahora podemos reemplazar esta expresién en la condicién de primer orden

derivada en primer lugar, resultando una ecuacién diferencial de segundo orden
en k;, que requiere ser resuelta por el método de coeficientes indeterminados:

K*(1—-a). K~ K ~
VEt[?atH - Ekt-l-Q + B:thﬂ] =
K'Q-a). K~ K ~ —a—1_, . ~
7[%%‘, — Ek‘prl + ﬂ:th] + (1 — Oz)ﬁOéK Et(atﬂ — kt+1)7
- —a—1
K~ 1.K (1-a)paK ~
VB ST - 1+ 5+ L
6 —a—1 Fa ~ F ~ >
+ ;[(X(l — Oé)K — (1 — a)?]a“_l + ﬁ:C’kt —+ (1 — Oé)K CLt] = 0
YEaoker2 + arkypq + Bodrr + azky + 5] =0 (101)

En el paso (d) aplicamos el método de coeficientes indeterminados para encon-
trar los coeficientes de solucién de ésta tultima ecuacién en diferencias. Postu-
lamos una solucién del siguiente tipo:

kt+1 = g(%t,ﬁt) = kavt + D5t7 (102)
reemplazando nos da,
’}/Et [Oéo(CF];HJ + D5t+1) + Oél(cflgt + Dat) + ﬂ(]atJrl + Clszvt + 61575] = 0, (103)

’}/Et[Oéo(C(C%t + DZit) + D5t+1) + Oél(CEt + D?it) + Boﬁt-i-l + Ozgi(i't + 61&}] =0,

(104)
podemos usar el hecho que a; =InA; —InA=1InA;, y que lInA;1; = pln A; +
€141, con €1 N(0,02). De manera que, G;r1 = In Ay = pln Ay + €441

’}/Et[CYOCZEt + agCDa; + aon?it + alC%t + a1 Da; + ﬂopﬁt + OégEt + ﬁlat] =0
(105)
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’7Et[(a002 + OqC' + 042)7@} + (Oé()CD + Oé()Dp + OqD + ﬂop + Bl)Zit] =0. (106)

Esta ecuacién se cumple si y sélo si, los dos argumentos que acompanan a k; y
a; son igual a cero simultdneamente. De modo que,

a0C? + a1C + ag =0, (107)

Yy
(Bo + aoD)p + [(a0C + a1)D + B1] = 0. (108)
Existen dos valores reales que satisfacen la primera de estas dos condiciones, las
raices del polinomio de orden dos son, C; € (0,1) y Cy > % Podemos elegir

entonces un valor de raiz estable, dado que k1 = g(%t,'dt) cruza la linea de
45° desde arriba. Conociendo C' se puede obtener D a partir de la segunda de
las ecuaciones anteriores. Entonces con kg y el conjunto de shocks podemos
construir series para la evolucién de capital, produccién, consumo, inversion.
Pudiendo evaluar entonces con estas series como se comporta nuestra economia
genérica comparada con la economfia real.

El dultimo paso, (e) requiere, como menciondramos el auxilio de programas
matematicos como el Matlab o el Scilab.
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