NUKLEER FiZiGIN BORSAYA UYGULANMASI: OPSiYON
FiYATLARININ MESH FREE YONTEM ile MODELLENMESI

M. Bilge KOC ve ismail BOZTOSUN
Erciyes Uni., Fen-Ed. Fak., Fizik Boliimii, 38039 Kayseri

OZET

Bu calismada teorik niikleer fizigin opsiyon fiyatlarina uygulanmasi ve
numerik analizin bu alandaki incelenmesi yer almaktadir. Bu c¢alisma
icin bilinen konveksiyon-difiizyon tipi bir kismi diferansiyel denklem
kullanilmistir. Bu kismi diferansiyel denklemin ¢oziimiinde, geleneksel
numerik metodlardan sonlu farklar metodu (finite difference methods),
sonlu elemanlar metodu (finite elements) vb, disinda meshden bagimsiz
(mesh-free) bir metod olan RBF (radial basis functions) metodu
kullanilmustir.

Karsilastirmali bir ¢alisma ile meshden bagimsiz ve mesh degiskenli
(mesh-dependent) karsilastirmasi yapilarak RBF metodunun kullanilan
zaman ve ¢O0zim adimlar1 i¢in seg¢ilen araliklar bakimindan geleneksel
metodlara gore ¢cok daha basarili oldugu gosterilmistir.

Bu calisma borsadaki alim ve satimlardaki mevcut risklerden korunmak
icin olusturulan opsiyon segenekleri icin konveksiyon-difiizyon tipi
kismi diferansiyel denklem kullanilmasi ve opsiyon fiyatlarinin numerik
analizinin  yapilmasi1 ile, bu alanda teorik niikleer fizigin
uygulanabilirligini géstermistir.



Fizik, kimya ve fen bilimlerinin
diger  branslarindaki  birgok
problem,  adveksiyon-difiizyon
denklem esitligi ile
modellenebilir. Ornegin, yogun
bir akiskanin duragan halde su
icindeki dagilimi  ve akiskan

tarafindan  tasinmasi,  c¢oklu
kimyasal tepkimelerin
incelenmesi, atmosferik
zerreciklerin  yayilmasi  veya

cekirdek bozunumunun gozenekli
ortamdan genis alana yayilmasi

adveksiyon-difiizyon esitligiyle
anlatilabilir.
Endiistriyel ~ problemler  de

adveksiyon-difiizyon esitliginin
¢Oziimlerini i¢cermektedir; c¢elik
levhanin eritilmesi
(galvanization) ve metal alasimin
katilastirilmas1  gibi  akiskanlar
dinamigi problemleri, giinlimiiz
iletim kablolarindaki 1s1 artis1 ve
sicak c¢elik kablonun sok su
sogutmas1 ile hareketi gibi 1s1

transferi uygulamalari ve
borsadaki  varlik fiyatlarinin
degisimleri gibi finansal
uygulamalar.

1973’ten beri Black ve Scholes
iin Avrupa tip1 opsiyonlara deger

1- GIRIS

bicmek i¢in hazirladigr formdil,
genisletilerek  kullanilmaktadir.
Bu esitligin  numerik ¢6ziimii
kismi  diferansiyel  denklem
¢Oziimiine benzetilebilir.
Coztimlerine ulasilmasinin  ve
sonuglarin duraganhiginin
saglanmasinin zor oldugu
reaksiyon-difiizyon esitligi ile
Ozdeslestirilebilir

Bu c¢alismada meshden bagimsiz
bir yontem olan RBF metodu
kullanilmistir.  Bu  yoOntemin
uygulanmasi ile araliklara
ayrilmis noktalardaki sonuglar
degil, istenilen noktadi sonuglarin
cOziimil elde edilmektedir. Bu da

RBF metodunu  problemin
boyutlarindan bagimsiz
kilmaktadir.

Bir sonraki boliimde opsiyon
fiyatlar1  i¢cin  Black-Scholes

modeli tanitilmaktadir. 3.
boliimde Black-Scholes
esitliginin  sec¢tigimiz numerik
metodla ¢Oziimlenmesi, 4.
boliimde clde edilen
karsilagtirmali  ¢Oziimler ve 5.

boliimde de sonug¢ yer almaktadir



2-BLACK-SCHOLES ESITLIGI
Opsiyon fiyatlarinin degerlendirilmesi i¢in kullanilan Black-Scholes

esitligi asagidaki gibidir;

dv(s,t) +102S2 d*V(S,t) S av(s,n

dt 2 ds?

"V (S,6)=0 1)

r = riskten bagimsiz faiz orani, ¢ = degiskenlik, T = opsiyonun dénem
sonu bitis zamani ve V ('S, t) = t aninda ve § stok degerinde opsiyon

fiyat1 S € [0, 0 ) vet € [0, T'].

V(S.1) = max(E —S,0) for put (satmak)

" | min(S — E,0)  for call (almak) (2)
Black-Scholes modelinin degerinin de  belirlenmesine
temelinde, opsiyona konu teskil olanak verecektir.
eden varligin fiyatinin, vade Black-Scoles’un numerik

sonuna kadar nasil bir gelisme
gosterecegi ve vade sonunda
hangi olasilikla hangi fiyata sahip

olacaginin belirlenmesi
yatmaktadir. Vade  sonunda
opsiyonun  degeri,  varligin

fiyatina bagli olacagindan, varlik
fiyatinin tahmin edilmesi opsiyon

3- BLACK-SCHOLES
Black-Scholes esitliginin
numerik ¢Oziimii i¢cin iki farkl
metod kullandik. Bunlarin
basarilarina bakilmis ve sonuclar
ilerki boliimlerde tartisilmastir.
Ayrica RBF metoduna bagli olan

¢oziimii i¢in kullandigimiz RBF
yontemi varlik fiyatim vade
sonundan once, 1stenilen
herhangi bir t aninda da tahmin
edilmesine olanak sagladigi i¢in
bu yontem tercih edilmis ve elde
edilen sonuclardan hata payinin
0’a yakin oldugu goriilmiistiir.

‘UN NUMERIK COZUMU

dort farkli yontem; thinplate
spline, multiquadric, cubic ve

gaussian  kullanilarak  kendi
aralarinda karsilastirmalari
sunulmustur.



3.1- Radial Basis Function Metodu
Bu calismada kullanilan RBF metodlar1 asagida verilmistir:

TPS:  §(x,x,)=¢(r,) =r' log(r),

MQ: ¢(x,xj):¢(rj):,/cz+rj2,

CUBIC: §(x,x,)=¢(r,)) =7},

GAUSSIAN :  §(x,x,)=d(r)=¢ " 3)

(1) numarali esitlik Crank-Nicholson metodu kullanilarak
diizenlenmistir. Bu zamana bagl geri dontistimlii bir denklemdir
(backward).

V(x,t)=V(x,t+t)+ot(1- 6?)[% oSV (x,t)+rSVV (x,t) —rV (x, t)} +

5t0B02S2V2V(x,t +O0) +rSVV (x,t +6t)— 1V (x,t + 5z)}= 0 4)
u" =u(x,t"), t" =t"" + Arolmak iizere, (4) denkleminde yerine yazilirsa
asagidaki esitlik elde edilir.

{‘”“%mzvz +“”W-W}V"“ {—l—ﬂéazszvz —,BrSV—,b’r}V” 5)

Burada a=6Ar ve p=(1-6)Ar olarak alinir. #=051i¢in « =g olur. Eger
Vix,t")=V(x,y,t")

V"(x)EZ_: AP (r;) (6)
V”(xi);i 29(r,) S N (7)

olarak alinir ve
H+=—1+a%o—2S2V2+arSV—ar, H=—l—ﬂ%azS2V2—ﬂrSV+ﬁr

seklinde tamimlanirsa, r, =,/(x,-x,)* olmak tizere



> ATH.G() = Y, AH () ®)

seklinde bir denklem elde edilir. RBF metodu meshden bagimsiz bir
yontemdir. Bilinen Black-Scholes esitligine uygulanarak ¢oziimler elde

edilir.

3.2- Finite Difference Metodu ( Sonlu Farklar Metodu)

Hem belirgin (explicit) hem de
dolayli (implicit) finite difference
metodlart  kullanilmistir;.  Her
ikisinde de ikinci dereceden
diferansiyel ve geriye doniistimli
diferansiyel formiillere Laplace

ve Gradient operatorleri
uygulanmistir.
Dolayli (implicit) finite

difference metoduna c¢ok benzer
olan belirgin (explicit) finite
difference metodunun kararlilik
ve convergence problemleri
vardir. Kararlilik problemi a ‘nin
degeriyle degisen aralik boyutuna
baghdir. o, 0 ile 0.5 arasinda
degerlere sahipse kararli, eger
0.5 ‘ten biiyiik ise kararsiz hale
gecmektedir. Convergence
problemi ise zaman araligindan
kaynaklanmaktadir. Bu
yontemin bir noktada birleserek

dogru sonucu vermesi i¢in zaman
araligimin cok kiiciik tutulmasi
gerekmektedir. Bundan dolayidir

ki bu yontem ¢ok yavas
calismaktadir. Bunun yaninda
dolayli finite difference

metodunun kararlilik problemi
higbir o degeri icin
bulunmamakla birlikte converge
problemi yine zaman araligina
bagli ve hesaplamalart ¢ok
yavaglatmaktadir.

FD wuygulamalann H, ve H.
operatorlerinde yerine
konulunursa, siir ve baslangic
kosullar1 uygulanirsa ve esitlik
yeniden diizenlenirse  dogrusal
esitligin, simetrik sisteme
doniisimiinii elde ederiz. Bu da
Gauss eleminasyon yoOntemi ile
V(x,t) ‘nin hesaplanmas1 saglanir.



4-SONUCLAR

0deme

Y Ontemin numerik fiyatlariin,
degerlendirilmesini fonksiyonlarinin
tamamlanmasi1 i¢in  varhik alt tamamlanabilmesinde Onemlidir.
birimlerinin de  uygulanmasi Bilindigi  gibi  eger
gereklidir. Bu da ancak, en agik araligini (A?) kiiciiltirsek,
ifadeyle opsiyon fiyatlarinin bir opsiyon fiyatlarinin  ya
noktada birleserek gercek denklemin convergence sartini
degerinin bulunmasi i¢in, yararh saglamis oluruz. Bununla
ek ilaveleri arttirmamizla kastedilen =~ numerik
gerceklesir. . Bahsedildigi gibi uygulamasina katilan
yavag convergence, opsiyon ilavelerdir (underlyings).

Stock | TPS MQ CUBIC GAUSSIAN

S

0.00 ]9.7531 9.7531 9.7531 9.7531

1.00 |8.7531 8.7531 8.7998 8.7530

2.00 |7.7531 7.7531 7.8423 7.7531

3.00 ]6.7531 6.7531 6.8809 6.7530

4.00 [5.7531 5.7531 5.9158 5.7533

5.00 [4.7531 4.7531 4.9475 4.7529

6.00 |3.7532 3.7532 3.9760 3.7533

7.00 [2.7568 2.7568 3.0018 2.7577

8.00 |1.7983 1.7983 2.0252 1.7996

9.00 ]0.9871 0.9870 1.0463 0.9878

10.00 ]0.4409 0.4408 0.0655 0.4411

11.00 0.1598 0.1598 0.0584 0.1603

12.00 10.0479 0.0479 0.0500 0.0487

13.00 |0.0122 0.0122 0.0405 0.0132

14.00 |0.0027 0.0027 0.0302 0.0037

15.00 |0.0005 0.0006 0.0195 0.0014

16.00 |0.0001 0.0001 0.0086 0.0008

17.00 10.0000 0.0000 0.0000 0.0006

zaman

¢Ozum




18.00 0.0000 0.0000 -0.0001 0.0006
19.00 |0.0000 0.0000 -0.0002 0.0008
HATA | 0.00013971 ] 0.00013637 | 0.06190414 | 0.00464602

Tablo 1: t=100, n=121 icin Radial Basis Fonksiyonunun
Karsilastirmasi

Kullanilan RBF metodu sadece
esitlik icin degil aym1 zamanda

tirevleri  1¢in  de  ¢Ozlim
olusturmaktadir. RBF
uygulamasindan cikan
formiilasyon sayisal alanda
tanimlanabilir ve bunun en

onemli gostergesi de, baska bir
yonteme gerek duymadan  bir
bonus olarak elde edebilecegimiz
delta degerleridir. Opsiyon ya da
opsiyon portfoyl icin delta degeri
cok onemlidir ve opsiyonun ya da
portféylin hassasiyetini gosterir.
Delta varlik degerindeki degisim
oranint gosterir, stok fiyatlarinin
alt uygulamalarinda ki kiicilik
degisimlerin, opsiyon
fiyatlarindaki hareketinin
derecesidir.

O halde delta hedging’e risk
faktorlerini azaltma diyebiliriz.
Bunun en 1yi1 yolu opsiyon ve
onun alt uygulamalar1 arasindaki
uyumu saglamaktir.

Biz bu calismada meshden
bagimsiz olan RBF metodunu
kullanarak, mesh-degiskenli FD

metodunun sonugclari ile
karsilastirdik.  Bu  sonuglari
karsilastirabilmek i¢in

Willmott’un FD sonuclarini ele
aldik ve kullandigimiz RBF
uygulamasinda da Avrupa tipi
put (sattm) opsiyonunu, E=10,
r=0.005, o =0.20, T=0.5 (y1l) ve
S=[0,30] degerleri icin kullandik.



Stock | TPS MQ CUBIC GAUSSIAN
S

0.00 [-0.9995 -1.0000 0.9559 -0.7103
1.00 | -1.0000 -1.0000 0.8945 -0.9990
2.00 | -1.0000 -1.0000 0.8351 -0.9991
3.00 |-1.0000 -1.0000 0.7777 -0.9994
4.00 | -1.0000 -1.0000 0.7224 -1.0003
5.00 [-1.0000 -1.0000 0.6691 -1.0001
6.00 [-0.9996 -0.9996 0.6178 -0.9989
7.00 |-0.9887 -0.9887 0.5686 -0.9880
8.00 |-0.9088 -0.9089 0.5215 -0.9090
9.00 [-0.6910 -0.6911 0.4763 -0.6917
10.00 |-0.4022 -0.4021 0.4333 -0.4023
11.00 |[-0.1780 -0.1779 0.3922 -0.1777
12.00 |-0.0618 -0.0618 0.3532 -0.0615
13.00 |[-0.0176 -0.0176 0.3163 -0.0175
14.00 | -0.0042 -0.0043 0.2814 -0.0043
15.00 |-0.0009 -0.0009 0.2485 -0.0010
16.00 |-0.0002 -0.0002 0.2177 -0.0003
17.00 10.0000 0.0000 0.1889 -0.0001
18.00 | 0.0000 0.0000 0.1622 0.0000
19.00 10.0000 0.0000 0.1375 0.0003
HATA | 0.00008954 | 0.00017647 | 0.63676377|0.00379306

Tablo 2: t=100, n=121 iken Tablo 1 ile ayni fakat Delta icin




Stock | TPS MQ CUBIC GAUSSIAN
S

40 0.00130294 | 0.00130526 | 0.06138752 | 7.71100769
41 0.00065001 | 0.00053212 [ 0.06006126 | 7.70508390
50 0.00042345 | 0.00035310 | 0.05988777 | 7.10907512
51 0.00050754 | 0.00042699 | 0.06069781 | 6.85233992
70 0.00041497 | 0.00040278 | 0.06170775 |1 0.00326177
71 0.00020256 | 0.00017067 | 0.06126799 | 0.00267421
100 0.00020239 1 0.00019625 | 0.06191282 | 0.00020160
101 0.00009659 | 0.00008336 | 0.06158383 | 0.00008586
120 0.00008250 | 0.00008250 | 0.06173100 | 0.00099817
121 0.0001397110.00013637]0.06190414 | 0.00464602

Tablo 3: Farkli node (n) degerleri icin gercel hatalar t=100

Stock | TPS MQ CUBIC GAUSSIAN
S

40 0.00094501 | 0.00100075 | 0.60947830 | 0.31948619
41 0.00059034 | 0.00048427|0.61047430 | 0.32907185
50 0.00036618 | 0.00036037 | 0.61763871 | 0.59364399
51 0.00039951 |0.00038904 | 0.61827842 | 0.63489574
70 0.00028038 | 0.00037626 | 0.62695586 | 0.13775177
71 0.00016520 | 0.00022685 | 0.62728377 | 0.13044955
100 0.00013199 |0.00022412 | 0.63393781 | 0.00867712
101 0.00007368 | 0.00015430 | 0.63409905 | 0.00755410
120 0.00005907 | 0.00005907 | 0.63665164 | 0.00058427
121 0.00008954 | 0.00017647 | 0.63676377 |0.00379306

Tablo 4: t=100 iken Tablo 3 ile ayni fakat Delta icin.




5- TARTISMA

Coziimlerimizde RBF metodunu
kullanmay1 tercih ettik c¢linkii
oncelikli avantaji iki belirleyici
niteliginin olmasi; uygulanan
yontemin fonksiyonlar1 diizgiin
acik ve diferansiyellenebilir.

Meshden bagimsiz bir yontem
olan RBF metodunun da kendi
i¢inde numeriksel analiz
yontemlerinin farkliliklar
gosterdigi alt metodlar1 aym
degerler goz Oniine alinarak
¢Oziimleri karsilastirilmistir. Elde
edilen sonuglara gore kullanilan
node (n) sayisi arttikga TPS (thin
plate spline) digerlerine gore ¢ok
daha 1yi sonuglar vermis ve hata

orant 0’a yaklasmistir. Aymi
sonu¢ delta degerleri i¢inde
gozlenmistir.

10

FD (finite difference) metodunda

godzlenen ani sigrayislar
gozlenmemis ve RBF metodunun
meshden bagimsiz olmasi

sebebiyle istenilen andaki degeri
vade sonuna baghi kalmadan
gozlenebilmistir.

Bu calismada gosterilmek istenen
nuikleer fizikte kullanilan
adveksiyon-difiizyon tipi  bir
denklemin , numerik ¢Oziimleri
sayesinde farkli alanlarda
coziimlerinin saglanabilecegidir.

Bu calisma ile bu tip bir
denklemin  opsiyon fiyatlar
lizerinde de ¢cOziimlerinin
saglanmasi gosterilmistir.
Opsiyon  fiyatlan =~ meshden
bagimsiz  bir yontem @ ile
modellenerek, niikleer fizigin
borsaya uygulanabilirligi
gosterilmistir.
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