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Tarkastelemme seuraavassa ns. Abelin k-vapaiden sanojen (sanojen, joissa
el esiinny permutaatiotoistoja) muodostamiseen liittyvid kysymyksia lahinné
Veikko Keréisen tyon ” Abelian squares are avoidable on 4 letters” pohjalta.

Tyossaan Kerdnen osoittaa, etta 4-kirjaimisessa aakkostossa voidaan muodostaa
mielivaltaisen pitkid abelin 2-vapaita sanoja, ts. sanoja, jotka eivéat sisalla kahta
perakkéista osasanaa, joissa esiintyy tasmaélleen sama maara kutakin kirjainta
(esim. ’abacdbadac’).

Erdds nosti tdman kysymyksen esille vuonna 1961, mista lahtien se on ollut
avoin ongelma.

Kolmekirjaimisessa aakkostossa a-2-vapaan sanan maksimipituus on 7. Tama
on vanhastaan tunnettu tulos, joka voidaan helposti todistaa ilman tietokonetta.

Pleasants osoitti vuonna 1970, etta vahintaan viisi kirjainta sisaltavéssa aakkos-
tossa mielivaltaisen pitkien a-2-vapaiden sanojen muodostaminen on mahdol-
lista.

Thue osoitti tdméan vuosisadan alussa, ettd yli kolme kirjaimisessa aakkostossa
voidaan aina muodostaa mielivaltaisen pitkia 2-vapaita sanoja (ts. sanoja, joissa
el esiinny saman osasanan perakkiisid toistoja).

Thue osoitti myos, etta bindarisessa aakkostossa voidaan muodostaa mielivaltai-
sen pitkié 3-vapaita sanoja (ts. sanoja, joissa mikdén osasana ei esiinny kolmea
kertaa perikkain).

Mydhemmin on todistettu useita sanojen k-vapautta koskevia tuloksia. Useim-
missa tapauksissa k-vapaita sanoja on muodostettu ns. morfismien iteroinnin
avulla.

Myos Keréasen tyosséd kiytetdan tatd menetelméaa.

Tyon keskeinen tulos todistetaan muodostamalla nelikirjaimisten sanojen jou-



kolta itselleen sellainen kuvaus, joka antaa yhdestd sanasta ldhtien vaihe vai-
heelta yha pitempia abelin 2-vapaita sanoja.

Mainittu ty6 perustuu osittain runsaaseen tietokoneajan kéyttoon.

Pyrimme tarkastamaan tésta tyosta tietokonetta apuna kéyttden ne tulokset,
joiden vaatima laskenta-aika on kohtuullinen.

Kerésen tyo sisaltad useita teoreettisia tuloksia.

Naiden tulosten tarkastamisessa emme pyri noudattamaan yksityiskohtaisesti
Kerésen paattelya, vaan asetamme tavoitteeksi itse tuloksen tarkastamisen.

Maaritelmia

Aakkosto ¥ on aarellinen ei-tyhja joukko symboleja, joita sanomme kirjaimiksi.
Aakkoston ¥ sana on sen dérellinen kirjainjono.

Tyhjia sanaa merkitsemme .

Aakkoston ¥ kaikkien sanojen joukkoa merkitsemme ¥*. Tét4 joukkoa sanomme
aakkoston X generoimaksi vapaaksi monoidiksi.

Joukko 1 = ¥* \ {\} on aakkoston ¥ generoima vapaa puoliryhmd.
Vapaan monoidin >* mielivaltainen osajoukko L on aakkoston X kieli.

Olkoon w € ¥*, w = x1X9...Tpm,, MISSA X1, ..., Ly € L. Sanan w pituus (merk.
|w|) on sanassa w esiintyvien kirjainten lukumééra ts. |w| = m.

Joukko ¥ on isomorfinen joukon ¥* kaikkien 1-pituisten sanojen joukon kanssa.
Yleensd nimé joukot samaistetaan ja siten 3 C ¥ C X%,

Sanan w = x1Ts...x,, € X* peilikuva on sana x,,...x2T1.

Sana u € ¥* on sanan w € X* osasana, jos on olemassa sanat p,s € X*, joilla
w = pus. Sanan w kaikkien osasanojen joukkoa merkitsemme SW (w).

Jos p = A, sana u on sanan w alkuosa 1. prefiksi. Jos s = A, sana u on sanan w
loppuosa 1. suffiksi.

Sanan w € ¥* kaikkien alkuosien joukkoa merkitsemme PREF (w) ja kaikkien
loppuosien joukkoa SUFF(w).

Tietyn kirjaimen x € X esiintymien lukuméaéraa sanassa w € X* merkitsemme
fo(w).

Formaalisti voimme maéaritella funktion £, : ¥* — IN asettamalla:
1) jokaisella y € ¥ on f#,(y) =1, kun y = z ja #,(y) = 0 muulloin ja
2) kaikilla y € ¥ ja w € ¥* on f,(yw) = 4 (y) + f (w).

Helposti todetaan, ettd #,(A) = 0 ja . (uv) = . (u) + f,(v) kaikilla z € 3 ja
u,v € X*.



Olkoon seuraavassa tarkasteltava aakkosto 3 = {aq, as, ..., an }.

Merkintdd ¢ (w) kiytdmme sanan w Parikh-vektorille

Y(w) = (fa, (W), fa, (W), -, fa,, (W)
Olkoot ¥; ja Xy aakkostoja ja h kuvaus X7 — 5. Kuvaus h on morfismi, jos
h(uv) = h(u)h(v) aina, kun u,v € 3.
Erityisesti morfismilla h péatee h(\) = A.

Morfismi h : X7 — X3 tulee yksikésitteisesti madrattyd, kun annetaan h(x)
jokaiselle aakkoston ¥; kirjaimelle x.

Jos ¥1 = 39 (= ¥ merk.), morfismi h on endomorfismi.

Endomorfismille h : ¥* — ¥* pétee tulos ™ (uv) = ™ (u)h™(v) kaikilla m €
IN.

Siis A™ on my6s endomorfismi kaikilla m = IN.
Yleisemmin morfismien yhdistetty kuvaus on aina morfismi.

Morfismille h : 3 — X3 ja kielelle L C X% merkitsemme h(L) = {h(w) | w €
L}.

Morfismi h : X7 — X3 on tasaisesti kasvava, jos |h(x)| = |h(y)| > 2 kaikilla
T,y € X,

Aakkoston X (kirjain)permutaatiolla tarkoitamme bijektiivista (surjektiivinen
ja injektiivinen, kddnteiskuvaus on olemassa) kuvausta s : ¥ — X.

Toisin sanoen kaikilla ,y € ¥ on s(z) = s(y) silloin ja vain silloin, kun z = y.
Identtinen kuvaus muodostaa triviaalin permutaation.

Olkoon ¥ jokin aakkosto, [¥] =n ja s : ¥ — ¥ permutaatio. Permutaatio s on
syklinen, jos se toteuttaa jokaisella z € ¥ ehdon s*(x) = s?(z) jos ja vain jos
1 =j (mod n).

Esimerkki syklisestd permutaatiosta saadaan indeksoimalla aakkoston ¥ kir-
jaimet x1, 9, ....T,. Tadméin jilkeen asetetaan s(z;) = €41, kuni=1,...,.n—1
ja s(x,) = 1. Néin médritelty funktio on aakkoston ¥ syklinen permutaatio.

Jos s on aakkoston ¥ syklinen permutaatio ja n = |X|, niin jokaisella z € ¥ on
Y={s/(x)]j=0,1,...,n—1}.

Lemma 1: Olkoon ¥ jokin aakkosto, |X| = n ja s permutaatio ¥ — X. Télloin
on olemassa sellainen m € IN, m > 0, ettd s™(x) = = kaikilla x € X.

Todistus. (Periaate) Esitetddn s &érellisten syklien tulona. Olkoon s =

$182...8, jandiden syklien pituudet m, ma, ..., m,. Valitaan m = lem(my, ma, ..., m;)

(tai m = myma...m,). Mielivaltaisella x € 3 on nyt s™(z) = (s182...8,)™(z) =



sPsht..st(z) = ... =x. MOT
Permutaation s : ¥ — ¥ kadnteiskuvaus toteuttaa siis ehdon s—1 = s™~ 1.

Permutaatio s : ¥ — ¥ méaarittasd yksikasitteisesti endomorfismin o : ¥* — 3%,
kun asetetaan o(\) = A ja kaikilla z € &, v € ¥* on o(av) = s(z)o(v).

Jatkossa tarkoitamme kirjainpermutaatiolla yleisemmin téallaista kirjainpermu-

taation laajennusta sanoihin.
Sykliselld kirjainpermutaatiolla o : ¥* — ¥* on kiédnteiskuvaus o~ = 0”1,

Kirjainpermutaatio o toteuttaa yhtalon |o(w)| = |w| jokaisella w € ¥*. Tama
todetaan helposti induktiolla sanan w pituuden suhteen.

Lemma 2: Olkoon ¥ jokin aakkosto ja o kirjainpermutaatio ¥* — ¥*. Té&lloin
kaikilla z € 3, u € £* on f,(u) = fog(ou).

Todistus. Induktiolla sanan pituuden suhteen.

1) 82(A) = 0. Toisaalta §,5(0\) = o (A) = 0. Siis viite toteutuu sananpituu-
della 0.

Olkoon y € X. Nyt joko y = x tai y # z.
Olet. y = x. Talloin . (y) = t.(z) = 1 ja fou(ox) = 1.

Olet. y # x. Talloin oy # ox. Siis #,(y) = #,2(cy) = 0. Siis viite toteutuu
sananpituudella 1.

2) Oletetaan, ettd vaite toteutuu kun sanan w pituus on < n, n > 0.

Olkoon v € 3, [v| =n+1. Nyt v =yu, y € &, u € ¥* ja |u| = n. Edelleen
f2(v) = o (yu) = 2 (y) + e (v) = oz (0y) + foe(ou) = oz (oyou) = oz (o (yu)).
Induktiolla seuraa vaite. MOT

Lemma 3: Olkoon X jokin aakkosto ja o kirjainpermutaatio ¥* — ¥*. Olkoot
u,v € X* ja ¢(u) = ¥(v). Tallsin ¥ (ou) = P(ov).

Todistus. Olkoot aq,as, ..., a, aakkoston ¥ kirjaimet. Oletuksen mukaan

Y(u) = (Hay (), oz (1), s o, (1)) = (V) = (Ha, (), fas (V) -, B, (V)
Nyt
Y(ou) = (Ha, (o), oz (1), ..., o, (o))
= (fo-10s (1), o105 (1), -+, B2, (1))
= (fo-101 (V) o145 (V) - 14, (V)
= (fa, (00), fay (00), ..oy B0, (00)) = P(ov). MOT

Lemma 4: Olkoon ¥ aakkosto ja ¢ : ¥* — ¥* jokin kirjainpermutaatio.
Sanomme, ettd vapaan monoidin ¥* sanat u ja v ovat relaatiossa ~ keskenéén,



merk. u ~ v, jos on olemassa sellainen k € IN, etti u = o¥(v). Tillsin relaatio
~ on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. 1) Refleksiivisyys: Valitaan k = 0.

2) Symmetrisyys: Olkoon u =~ v. On siis olemassa k € IN, jolla u = o¥(v).
Lemman 1 mukaan on olemassa sellainen m € IN, m > 0, ettd o™ (w) =
jokaisella w € ¥*. Olkoon k = pm + ¢, p,q € IN, ¢ < m. Nyt u = oF(v) =
oP™Fa(v) = o9(v). Siten 0™ (u) = o DHI(y) = o™ (v) = v ja v = u.

3) Transitiivisuus: Olkoon u ~ v ja v &~ w. Nyt on olemassa k; ja ko siten, ettd
u =k (v) jav = ok (w). Siis u =" (v) = k1 ("2 (w)) = oF1 2 (w) ja siten
u~w. MOT

Tama ekvivalenssirelaatio jakaa vapaan monoidin * yhteispisteettomiin ekvi-
valenssiluokkiin.

Merkitsemme néiden ekvivalenssiluokkien joukkoa seuraavassa ¥*/ as.

Olkoon a € ¥ jokin kirjain ja o : ¥* — ¥* syklinen kirjainpermutaatio. Talloin
jokainen edelld méaritelty ekvivalenssiluokka (# {A}) siséltda tdsmélleen yhden
a-alkuisen sanan, joka siten voidaan valita luokkansa edustajaksi.

Maéaritelma 1. Sanomme, ettd aakkoston ¥ sana on Abelin k-vapaa (merk.
a-k-vapaa), jos siiné ei esiinny osasanaa wjws...wy, jolla ¥ (wy) = Y(wy) = ... =

Y(wy).

Maaritelmésta seuraa valittomasti, etté jokaisen a-k-vapaan sanan jokainen osa-
sana on myos a-k-vapaa.

Talla ominaisuudella on erittédin keskeinen merkitys pyrittdessa konstruoimaan
a-k-vapaita sanoja, silla se antaa mahdollisuuden suorittaa karsintaa mahdol-
lisimman aikaisessa vaiheessa.

Selvasti, jos sana u on a-ki-vapaa ja ko > k1, niin sana u on my0s a-ko-vapaa.

Morfismi h : 5 — X3 on a-k-vapaa, jos h(w) on a-k-vapaa jokaisella vapaan
monoidin ¥} a-k-vapaalla sanalla w.

Lemma 5: Olkoon o : ¥* — X* kirjainpermutaatio ja w € X* a-k-vapaa sana,
missd k € IN, k > 1. Télloin o(w) on myos a-k-vapaa.

Todistus. Olkoon w € X* k-vapaa. Tehdaan vastaoletus, ettd cw ei ole k-
vapaa. Talloin cw = puivy...vxs ja ¥(vy) = Y(va) = ... = P(vk). Nyt w =
o poTvio oy .o oo T s ja (o7 ) = (o ug) = b0 ty). Siis w ei

voi olla k-vapaa, mika on ristiriita. MOT

Lemman mukaan a-k-vapaus on siis edelld méariteltyjen ekvivalenssiluokkien
ominaisuus.

Lemma 6: Olkoot ¥; ja Yo aakkostoja, h : ¥7 — X3 a-k-vapaa morfismi ja
o1 1 X] — X7, o9 X5 — X5 kirjainpermutaatioita. Té&lloin hoy ja ooh ovat



my0s a-k-vapaita morfismeja.
Todistus. Seuraa suoraan edellisestd lemmasta. MOT

Endomorfismi g : ¥* — ¥* kommutoi kirjainpermutaation o : ¥* — ¥* kanssa,
jos jokaisella z € ¥ on g(o(z)) = o(g(x)).

Téll6in jokaisella w € £* on g(o(w)) = o(g(w)).

Jokaisella w € ¥* on myés g(w) = g(o(o~w)) = og(c™1w). Siten o~1g(w) =
g(o™1w).

Edelleen g(o’(w)) = o7 (g(w)) kaikilla kokonaisluvuilla j ja kaikilla sanoilla
w e X*.

Endomorfismin g : ¥* — ¥* joka kommutoi syklisen kirjainpermutaation o :
¥* — ¥* kanssa, médrittdmiseksi riittdd tuntea yhden kirjaimen kuva g(x),
T E .

T&ll6in nimittiin jokaisella y € ¥ on olemassa j € {0,1,...,n—1}, jollay = o’z
jag(y) = g(o?z) = o/ (g(x)).
Siis kaikki kirjainkuvat tunnetaan ja endomorfismi g maaraytyy yksikasitteisesti.

Tallaisia tietyn kirjainpermutaation o : ¥* — X* kanssa kommutoivia endo-
morfismeja voidaan siis muodostaa valitsemalla mielivaltainen kirjain ¢ € X
ja kirjainkuva g(a) € ¥*. Téméin jilkeen valitaan muut kirjainkuvat ehdolla
g(c9(a)) = 07(g(a)) kaikilla j € {0,1,...,n — 1}, missi n = |X].

Lemma 7: Olkoon ¥ jokin aakkosto, g : ¥* — ¥* endomorfismi ja o : ¥* — ¥*
syklinen kirjainpermutaatio, jonka kanssa g kommutoi. Talloin |g(x)| = |g(v)]
kaikilla z,y € X.

Todistus. Olkoon n aakkoston ¥ kirjainten lukumaéaéra. Talloin on olemassa
sellainen j € {0,1,...,n — 1}, ettd y = o/ (x). Nyt

l9W)| = lg(? (2))| = |07 (9(x))| = |g(z)|. MOT

Jos luku |g(z)| on riippumaton kirjaimen x € ¥ valinnasta, sanomme sitd en-
domorfismin g pituudeksi.

DOL-systeemi on kolmikko G = (X, g, ap), missd ¥ on aakkosto, g : ¥* — X*
on endomorfismi ja ag, ns. aksiooma, on jokin aakkoston ¥ sana.

DOL-systeemi G generoi kielen
L(G) = {g"(a0) | k € IN},

missi g% () = ap ja ¢ (an) = g(¢*(aw)) kaikilla & > 0.

DO0L-systeemit tarjoavat kdtevan menettelytavan kielien ja aarettomien sanojen
maarittelyyn.



Jos endomorfismi g ja aksiooma ag ovat a-k-vapaita, niin myo6s jarjestelman
generoima kieli on a-k-vapaa.

Huom. Péinvastainen tulos ei valttdméttd pade, ts. vaikka kieli L(G) olisi
a-k-vapaa, ei endomorfismi g ole valttamatta k-vapaa.

Jotta DOL-systeemin G = (X, g, ap) generoima kieli L(G) olisi a-2-vapaa riittaa,
ettd ap on a-2-vapaa ja jokaisella kielessd L(G) esiintyvilld osasanalla w g(w)
on a-2-vapaa.

Adretonts aakkoston X kirjainjonoa sanomme w-sanaksi. Téllainen w-sana
voidaan médritelld liittamalla jokaiseen joukon IN' lukuun jokin aakkoston ¥
kirjain.

Abelin k-vapaus maéaritelladn w-sanalle samalla tavalla, kuin sanoille.

w-sana voidaan konstruoida iteroimalla endomorfismia g : ¥* — X*, joka to-
teuttaa ehdot

1) A g g(%) ja

2) g(a) = aw, missi w € L1, jollakin kirjaimella a € 3.

Téllaisella morfismilla g, sana g‘(a) on sanan g**!(a) aito prefiksi aina, kun
i > 0. Jonon g‘(a), i = 0,1,2,... Taja-arvona’ saadaan siis w-sana.

Lemma 8: Olkoon Y jokin aakkosto, g aidosti kasvava endomorfismi >* —
3*, joka kommutoi syklisen kirjainpermutaation o : ¥* — ¥* kanssa, ja G =
(X, 9,a0) DOL-systeemi, jonka generoima kieli L(G) on a-k-vapaa. Téalldin on
olemassa endomorfismi g : ¥* — ¥*, joka toteuttaa ehdot

1) g2 ja o kommutoivat

2) |g2(x)] = |g(x)| kaikilla x € X,

3) DOL-systeemin Gy = (3, g2, ) generoima kieli L(G2)on a-k-vapaa ja

4) kaikilla = € ¥ on olemassa sana v € ¥*, jolla ga(x) = zv.

)
Todistus. Olkoon a € ¥ mielivaltainen. Nyt g(a) = bw, b € &, w € ¥*.
Valitaan j € {0,1,...,n — 1} siten, ettd 07(b) = a. Valitaan g, = 07¢g. Endo-
morfismien yhdisteend g on endomorfismi.

1) g2(0(2)) = 09(g(0())) = o (07 (9(x))) = (g5 (x)) jokaisella @ € ¥,

2) |g2(z)| = |o(g(z))| = |g(z)| jokaisella € ¥ (Kirjainpermutaatio sailyttad
sanan pituuden).

3) Seuraa siitd, etté kirjainpermutaatio siilyttaa a-k-vapauden.
4) Olkoon x = o'(a), i € {0,1,...,n — 1}. Nyt
g2(x) = 0790 (a) = 07 *(g(a)) = o7 (bw)

=o'(0? (b))’ T (w) = 6'(a)o? T (w) = zol TH(w).

Siten lemma on todistettu. MOT



Etsiessimme minimipituista a-2-vapaan w-sanan generoivaa kirjainpermutaa-
tion o : ¥* — ¥* kanssa kommutoivaa endomorfismia g : ¥* — ¥* voimme siis
rajoittua tarkastelemaan sellaisia endomorfismeja, joilla kirjainkuvan alkukir-
jain on sama kuin kuvattava kirjain.

Laajamittainen haku ja takaisinpaluu

NP-taydellisten ja eksponentiaalisten tehtavien ratkaisemisessa on yleensa kay-
tOssd 2 menetelmaa.

Laajamittainen haku (exhaustive search) on menetelmaé jossa tietyn hyvin laajan
perusjoukon alkioista todetaan yksitellen lapikdyden, onko néilla alkioilla tietty
ominaisuus vai ei ole.

Takaisinpaluumenettelyssi (backtracking) ratkaisut muodostetaan osa osalta
kokoamalla ja samalla testaamalla, onko ratkaisun 16ytdminen edelleen mah-
dollinen.

Laajamittaista hakua kaytettiessa etsittyd ominaisuutta testataan jalkikateen,
takaisinpaluumenettelyssa testit suoritetaan mahdollisimman aikaisessa vai-
heessa.

Takaisinpaluumenettely on yleensa laajamittaista hakua huomattavasti tehok-
kaampi menetelmé, koska se karsii huomattavan médrian (yleensd suurimman
osan) tutkittavia ratkaisuehdokkaita testien ulkopuolelle ja nopeuttaa siten
ratkaisun hakua huomattavasti.

Aina ei kuitenkaan ole mahdollista kdyttaé takaisinpaluumenetelméaé. Téllainen
on tilanne silloin, kun tutkittava ominaisuus ei ole rekursiivinen.

Joissakin tapauksissa laajamittainen haku voi olla tehokkaampi teknisista syisté.
Esimerkiksi se voi soveltua paremmin rinnakkaiseen ja vektoroituvaan lasken-
taan.

Esimerkki: Kahdeksan kuningattaren probleema. Tehtdvand on sijoittaa
shakkilaudalle kahdeksan kuningatarta siten, ettd ne eivét pareittain uhkaa
toisiaan. Toisin sanoen kaksi kuningatarta ei koskaan ole samalla vaaka-, pysty-
tai vinorivilla.

Laajamittaista hakua kéytettdessd numeroidaan ruudut 1-64 ja kaydaan lapi
kaikki mahdolliset 8 kuningattaren sijoittelut shakkilaudalle, joita on 648 =
2.8-10'* mahdollisuutta. Kussakin tapauksessa erikseen suoritetaan tarvittavat
testit.

Testejé voidaan aikaistaa soveltamalla laajamittaista hakua kaikkiin kahdeksan
kuningattaren permutaatioihin testaamalla konstruktion yhteydessa vaaka- ja
pystyrivit ja jattamaélla vinorivitestit lopussa suoritettaviksi. Talldin selvitaan
8! ~ 40320 testattavalla alkeistapauksella.

Takaisinpaluumenettelya kaytettdessa sijoitetaan aluksi yksi kuningatar en-
simmaiselle riville. Taméan jalkeen lisdtddn muut kuningattaret yksitellen seu-



raaville riveille siten, ettd kunkin kuningattaren sijoittelun yhteydessa todetaan,
ettd vaaditut ehdot toteutuvat suhteessa aikaisemmin sijoitettuihin kuningat-
tariin. Tarvittaessa palataan siirtaméa#n jo aikaisemmin sijoitettuja kuningat-
taria uusiin asemiin.

Abelin 2-vapaiden sanojen muodostamisesta

Abelin k-vapaiden sanojen etsiminen on tyypillinen takaisinpaluumenettelylla
ratkaistava tehtéava.

Etsitdan m-pituisia abelin k-vapaita sanoja n-kirjaimisessa aakkostossa 3.

Laajamittaista hakua sovellettaessa muodostetaan kaikki m-pituiset sanat aak-
kostossa X ja testataan jokainen néaistid sanoista erikseen. Sanojen lukumaara
on n', joka kasvaa hyvin nopeasti lukujen n ja m kasvaessa.

Takaisinpaluumenettelya kaytettidessd muodostetaan sanat lisdamalla kirjaimia
yksitellen sanan loppuun siten, ettd kunkin kirjaimen lisdamisen yhteydessa
tarkistetaan, onko uusi sana edelleen abelin k-vapaa.

Abelin k-vapauden liséksi voidaan sanojen muodostamisen yhteydessé testata
myo0s muita sanoilta vaadittavia ehtoja.

Seuraavassa |« tarkoittaa kaikilla a € IR suurinta kokonaislukua, joka on
pienempi tai yhtasuuri kuin a.

Lemma 9: Olkoon w = x1x3...2,, abelin 2-vapaa sana n-kirjaimisessa aakkos-
tossa ¢ ja Tpmy1 € Y. Merkitddn g = 0 ja ¢; = ¢Y(z129...7;) jokaisella
i =1,2,...,m. Sana WZpy4+1 = T1Z2...LmTm+1 ON abelin 2-vapaa, jos ja vain
jos jokaisella j € IN, 0 < j < [ on

Vm+1 — Vmr1—j #F Vmr1—j — Umr1-2;-

Todistus. 1) Oletetaan, ettd edellamainitun testin ehdot toteutuvat, mutta
sana wx,+1 €l ole abelin 2-vapaa. Talloin silla on osasana wwv, jolla ¥(u) =
Y(v). Koska w on a-2-vapaa, osasanan uv taytyy olla sanan wzx,,; suffiksi,

siis wmi1 = puv. Valitaan j = [u| = [v]. Nyt ¢mi1 — Ymi1—j = Pmy1—j —
Ym41—2;, eli pdddytaan ristiriitaan.

2) Oletetaan, ettd wx,,+1 on a-2-vapaa, mutta testi ei toteudu. Siis on olemassa

JEIN,0<j < [™H] jolla Yg1 — Ymi1—j = Vmg1—j — Vmt1-25. Nyt
Y(Tmy2—j o TmTmi1) = Y(Tmi2—2j-Tmi1-j),

joten x,, 41 ei ole a-2-vapaa, mika on ristiriita. MOT

Lemmaa voidaan kéyttdd myos sanan todistamiseen a-2-vapaaksi.

Lemma 10: m-pituisen sanan todistaminen a-2-vapaaksi lemman 9 testilla
2
vaatii | -] Parikh-vertailun suorittamisen.



Todistus. Helposti todetaan, ettd m-pituinen sana sisiltda kahden perdkkéaisen
j-pituisen sanan muodostamia pareja, kun 0 < j < [m/2]. N&méi sanaparit
alkavat kirjaimista, joiden jarjestysluvut tutkittavassa sanassa ovat 1, 2,..., m +
1—2j. Sanapareja on siis m + 1 — 25 kappaletta ja tarvittavia Parikh-vertailuja
yhteensd (merk. r = [m/2])

r

> (m+1-2j)=(m+1)r—2

j=1

LT;—I) =r(m+1-—r—1)

m m
=r(m—r) = 3] (m-151).
Jos m on parillinen, saamme vertailujen lukuméiriksi m?/4 ja muulloin (m? —
1)/4. Siis Parikh-vertailuja tarvitaan aina LmTQJ kappaletta. MOT

Esim. 5-pituinen sana kuvattuna 85-pituisella endomorfismilla muodostaa
5 -85 = 425 = m -pituisen sanan, jonka testaamiseen tarvitaan edelldolevan
perusteella 45156 Parikh-vertailun suorittamisen.

Lemma 11: Kolmekirjaimisessa aakkostossa a-2-vapaan sanan maksimipituus
on 7.

Todistus. Merkitdan ¥ = {a,b,c}. Sovelletaan suoraan takaisinpaluumenet-
telya ja lemman 9 testid. Ensimmaéinen 7 merkin mittainen sana, joka l6ydetéaan,
on abacaba. Todetaan, ettd hakupuun mihink&an haaraan ei voida lisata 7 use-
ampaa kirjainta. Yhteensa 10ydetadn 3 sellaista 7 merkin mittaista ratkaisua,
joita ei saada millddn kirjainpermutaatiolla toisistaan (edellisen lisdksi sanat
abacbab ja abcbabc). MOT

A-2-vapaus sanoja rajoittavana ehtona
4-kirjaimisen aakkoston n-pituisten sanojen lukumaara on 4™.

Seuraavassa taulukossa on esitetty vastaavien a-2-vapaiden sanojen lukumaérat
sanan pituuden funktiona.
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14
15
16
17
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21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

4

12

36

96

264

648

1584

3576

7872
15360
29184
51120
90384
158448
286296
509808
904296
1556304
2638368
4273512
6783888
10308576
15419640
22305840
32204568
45812088
65912784
94069080
135407400
194182560
281332536
406445496
590726904
855581472

Abelin kaksi-vapaiden n-pituisten sanojen

tossa.

3.0000
3.0000
2.6667
2.7500
2.4545
2.4444
2.2576
2.2013
1.9512
1.9000
1.7516
1.7681
1.7531
1.8069
1.7807
1.7738
1.7210
1.6953
1.6198
1.5874
1.5196
1.4958
1.4466
1.4438
1.4225
1.4388
1.4272
1.4394
1.4341
1.4488
1.4447
1.4534
1.4484

lukumaééra 4-kirjaimisessa aakkos-

Tulokset on saatu yksinkertaisen FORTRAN-ohjelman avulla.

Laskennassa yksi Parikh-vektori sijoitettiin aina yhteen 32-bitin kokonaisluku-
sanaan. Téallainen menettely nopeuttaa késittelyéd vahintdén 4-kertaisesti (ehké
jopa 10-kertaisesti, silla indeksien méara vihenee, rinnakkaisuus lisdéantyy, muis-
tisiirtoja tarvitaan vahemman, tarkastelussa voidaan kayttaa bittioperaatioita,
koodi optimoituu paremmin jne.).

Ohjelma muodosti kaikki ab-alkuiset n-pituiset sanat. Saatu lukumééra kerrot-
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tiin luvulla 12 (Kaksi ensimmaisté kirjainta voidaan valita neljdstéa kirjaimesta
4 -3 eri tavalla).

Ohjelmointi suoritettiin FORTRAN-ohjelmointikielelld ja ohjelmakoodin kaan-
nos suoritettiin korkeimmalla optimointitasolla (taso 3). Ajot suoritettiin
yliopiston IBM9121-keskustietokoneessa.

Vektorointimahdollisuutta ei kaytetty, silld sen ei voida katsoa nopeuttavan
kéaytettyja ohjelmia (huonosti vektoroituvia).

Tapauksen n = 34 laskemiseen kului 51 minuuttia keskusyksikkoaikaa. Kaytetty
keskusyksikkoaika oli likimain suoraan verrannollinen ratkaisujen lukumaaraan
(ts. loppuvaiheessa suoritusaika kasvoi likimain tekijaén 1.46™ verrannollisena,
kun taas ratkaisujen lukumééra tekijadn 1.44™ verrannollisena).

Valttamitta esiintyvat osasanat

Pyrittdessd maarittamaan mielivaltaisen pitkia a-2-vapaita sanoja syklisen en-
domorfismin avulla on térke&a tietdd, millaisia n-pituisia sanoja tai niiden syk-
lisia permutaatioita pitkissa a-2-vapaissa sanoissa valttamatta esiintyy.

Pyrimme nyt tarkastelemaan lahemmin tata kysymysta.

Toteamme aluksi, ettd koska kolmekirjaimisissa aakkostoissa pisin mahdollinen
a-2-vapaa sana on 7 kirjaimen mittainen, jokainen nelikirjaimisen aakkoston X
kirjain esiintyy aina viimeistaén seitseman kirjaimen jalkeen.

Jokaisen kirjaimen esiintymistiheys on siis vahint&dén 1/8.

Lemma 12: Olkoon ¥ 4-kirjaiminen aakkosto, o jokin syklinen kirjainper-
mutaatio ¥* — X*, w € ¥* a-2-vapaa sana ja |w| > 44. Télléin w sisaltda
osasanan, joka on muotoa zy, missi z,y € X ja y = o(z).

Lisaksi tulos on paras mahdollinen ts. lyhyemmilld sanoilla tallaista osasanaa
ei valttamatta esiinny.

Todistus. Merkitddn ¥ = a,b,c,d, missd o(a) = b, o(b) = ¢, o(c) = d ja
o(d) = a.

Liitetdan a-2-vapaita sanoja generoivaan tietokoneohjelmaan lisdehto, joka hyl-
k&a sanan, jonka loppuosana esiintyy jokin kirjainpareista ab, be, cd tai da.

Etsimme siis sellaisia sanoja, jossa edellamainittua muotoa olevia osasanoja ei
esiinny.

Todetaan, etté 45-pituisten sanojen lukuméira on 0 ja 44-pituisia sanoja on 4
kappaletta, nimittédin sanat

o' (adcadbdcbdbacadcacbacadbdcbdbadbdcacbacadbad),
missa ¢ = 0,1,2,3. MOT

Soveltamalla lemmaa sanojen peilikuviin toteamme, ettd lemman ehdot toteut-
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tavan a-2-vapaan vahintadn 45-kirjaimen mittaisen sanan osasanana esiintyy
aina my0s sana xy, missi z,y € X ja x = o(y).

Lemma 13: Olkoon ¥ 4-kirjaiminen aakkosto, o jokin syklinen kirjainper-
mutaatio ¥* — X* w € ¥* a-2-vapaa sana ja |w| > 41. Téalloin w sisiltdd
osasanan, joka on muotoa xy, missi z,y € ¥ ja y = o2(z).

Liséksi tulos on paras mahdollinen ts. lyhyemmilla sanoilla téllaista osasanaa
ei valttamatta esiinny.

Todistus. Merkitdan, kuten edellisen lemman todistuksessa, ¥ = a,b,c,d,
missé o(a) = b, o(b) = ¢, o(c) =d ja o(d) = a.

Liitetdan a-2-vapaita sanoja generoivaan tietokoneohjelmaan lisdehto, joka hyl-
kéa sanan, jonka loppuosana esiintyy jokin kirjainpareista ac, bd, ca tai db.

Todetaan, ettd 42-pituisten sanojen lukumaéra on 0 ja 41-pituisia sanoja on 4
kappaletta, nimittain sanat

o' (abadabcbadabadcdadcbedebabebadabadedabada),
missi i = 0,1,2,3. MOT
Todettakoon, ettéd tuloksesta seuraa Kerdsen tyon lemma 2.

Lemma 14: Olkoon ¥ 4-kirjaiminen aakkosto, G = (X%, g, ap) DOL-systeemi,
missé g on syklinen endomorfismi ja jirjestelmdn G generoima kieli L(G) a-
2-vapaa. Jos L(G) siséltdd yli 44-kirjaimisen sanan, niin g toteuttaa 2-testin:
Jokaisella aakkoston ¥ 2-kirjaimisella a-2-vapaalla sanalla w myds g(w) on a-2-
vapaa.

Todistus. Endomorfismin g syklisyydesta seuraa, ettd jos g(w) on a-2-vapaa
jollakin sanalla w, niin g(o%(w)) on a-2-vapaa kaikilla i = 0,1, 2, 3.

Lemman 12 mukaan yli 44-kirjaiminen a-2-vapaa sana sisdltda aina jonkin
sanoista o(ab), i = 0,1,2,3. Kiyttimilli lemmaa peilikuvanaan todetaan,
etti yli 44-kirjaiminen a-2-vapaa sana sisiltii aina jonkin sanoista o°(ba),
i=0,1,2,3. Lemman 13 mukaan yli 41-kirjaiminen aina jonkin sanoista o*(ac),
1=0,1,2,3.

Nama ovat ainoat a-2-vapaat 2-kirjaimiset sanat ja siten 2-testi on vélttamatta
voimassa. MOT

Kerénen on tyossaan todennut, etta 2-testin lapaisevat sykliset endomorfismit
ovat vahintadn 64 kirjaimen mittaisia.

2-testin avulla saadaan seuraava tulos:

Lemma 15: Olkoon X, G, g kuten lemmassa 5. Télloin valttamatta first(g(a)) =
last(g(a)).

Todistus. Tami todetaan helposti soveltamalla 2-testid endomorfismiin g.
MOT
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Huom. Taméa on Kerdsen tyon lemma 3.

Edella esitetty 2-testi antaa tehokkaan karsintamenettelyn etsityn tyyppisen
endomorfismin g mahdollisille prefix-suffix-pareille.

Lemma 16: Suffix-prefix-pareille, joiden pituudet ovat m; (suffix) ja ms (pre-
fix), saadaan 2-testin avulla yhteensé

2 2

[T+ L2+ 31

5

Parikh-ehtoa.

Todistus. Kaksi ensimmaéistd termiéd ilmoittavat prefixin ja suffixin a-2-
vapauden tarkistamiseen tarvittavien Parikh-vertailujen lukumaarat.

Viimeinen termi ilmoittaa 2-testin avulla saatavien Parikh-vertailujen lukumaa-
ran, joka on kolme kertaa niiden osasanaparien lukumaéira, jotka muodostu-
vat kahdesta perdakkéisesté osasanasta, jotka ovat samanpituiset, ja joista en-
simmainen alkaa suffixista ja toinen loppuu prefixiin.

Numeroidaan suffixin kirjaimet 1,2, ...,m; lopusta lukien ja prefixin kirjaimet
1,2, ..., mo alusta lahtien.

Merkitaan sanaparin alkukohtaa suffixissa ¢ (1 < i < ) ja sanaparin pituutta
2j.
Nyt, jotta sanaparin viimeinen kirjain kuuluisi prefixiin, tulee olla 0 < 25 — i <
ms. Toisin sanoen

— <1< .

2 ~7=""7
Koska j on kokonaisluku, saadaan

7 i mo + ¢
— 1<5<
risi<|™

|.

Tallaisten sanaparien kokonaislukuméarédksi S saadaan

5= Z(’m“ (L;J+1)+1>
Z(m2+z L;J)-

Kun ms on parillinen, tastd saadaan

5= Z( +3l-130) -

Kun ms on pariton, saadaan vastaavasti
mq .
my — ) + 1 1
s=3 (2 415 - 1))
i=1
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Comi(ma—1) o= i+1 i
= (- 1))
Summalausekkeen termi = 1, kun 4 on pariton, ja = 0, muulloin. Summalauseke

ilmoittaa siis joukossa {1,2,3,...,m;} olevien parittomien lukujen lukum&&aran
(= [(m1+1)/2]). Siten

ml(mg — ].) my+1
S = .
2 s 2 J
Jos my on parillinen, tastd saadaan
~omai(me —1)  my L, mymy
S = 5 + 5 + L2J =—5

Jos my on pariton, saadaan

m1(m2—1) mi+1 _m1m2—|—1

5= 2 2 2

% muulloin. Siten

Siis § = #2 kun m; tai mg on parillinen ja S =
aina S = [ ™42 ] ja viite on todistettu. MIOT

Voimme nyt arvioida, milloin karsinta 2-testin avulla antaa eniten Parikh-ehtoja
prefix-suffix-parille.

Merkitdén my + mo = m (kokonaispituus) ja m; = am. Nyt ma = (1 — a)m.

Parikh-vertailujen lukumé&éarille saadaan eo. lemman avulla arvio (|z] = )

mTQ (oz2 —(1—0a)*+6a(l - Oé))
= %(1—1—40[—40[2) =m? (;—(;—@2).

Todetaan, etti eniten Parikh-ehtoja (m?/2) vaaditaan silloin, kun prefix ja suffix
ovat saman pituisia (o = 1/2).

PS. Tdmda kirjoitelma on syntynyt lokakuussa 1991 Veikko Kerdsen tyon ollessa
tarkastettavana julkaisemista varten. Pidin tuolloin aiheesta tdmdn seminaari-
esitelman Oulun yliopiston matematiikan laitoksella. Tarkoituksena oli tutustua
Kerasen tyohon yhdessd laitoksen henkilokunnan kanssa ja ldpikdydd sen apu-
lauseet tarkistusmielessd tietokonetta apuna kdyttaen.
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