
Paperto appearin theJ.of theBrazilianSoc.MechanicalSciences,21(2), 2000 1

Uma revisão sobrea parametrização de rotações
finitas na dinâmicadecorposr ı́gidos

M.A. Trindade eR. Sampaio
DepartamentodeEngenhariaMecânica,PUC-Rio
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1 Intr odução

A parametriza̧cãoderota̧cõesfinitas temsidoobjetodecontinuaańalisedevido a suaextensa
aplica̧cão à pesquisaaerońauticae aeroespacial.Entretanto,o primeiroestudosobrerota̧cões
foi publicadoporEulerem1776.Várioslivrosclássicosdedinâmica(Arnold,1976,Goldstein,
1980,Meirovitch, 1970,Whittaker, 1965)apresentamconhecimentosbásicosdacineḿaticade
corposrı́gidos,poremsemdetalhara parametriza̧cão de rota̧cõesfinitas. Já Bottemae Roth
(1979)e Angeles(1988)sededicaram̀a cineḿaticapropriamentedita. Adicionalmente,uma
introdu̧cãosimplesà algebraderota̧cõespodeserencontradaem(Mayer, 1964).

Atualmente,o problemadarepresenta̧cãoderota̧cõesfinitascontinuasendobastanteestu-
dado.Algunsautores(Cardona,1989,Rochinhae Sampaio,1996b,Trindade,1996)apresen-
tarama import̂anciadaańalisederota̧cõesfinitasnadinâmicatridimensionaldemulticorpos.
O desenvolvimentoda ańalisenão-linearde estruturas,motivadoprincipalmentepelo estudo
de estruturasgeometricamentenão-linearese de estruturassujeitasa grandesdeslocamentos,
despertouo interessedacomunidadededinâmicaestruturalnarepresenta̧cãoderota̧cõesfinitas
(Bathee Bolourchi,1979,Betsch,Menzele Stein,1998,Ibrahimbegovic, Frey e Kozar, 1995,
Simoe Wong,1991). Argyris (1982)e Atluri e Cazzani(1995)apresentaramumarevisãode
rota̧cõesfinitasedesuasaplica̧cõesàdinâmicaestrutural.

Mais precisamentesobrea parametriza̧cão de rota̧cões,uma discuss̃ao sobrea necessi-
dadedecincopar̂ametrospararepresentarglobalmenterota̧cõesé apresentadaporStuelpnagel
(1964).Sistemascomquatropar̂ametros,comoquaternios,sãosuficientespararepresentarro-
taçõesnaprática,comapenasumpar̂ametroredundante.Nestetrabalho,mostra-sequeagrande
vantagemdeutilisaro númeromı́nimodepar̂ametros,i.e. três,é deeliminara redund̂ancianos
par̂ametrosde formanãooriginarequa̧cõesdevı́nculo. Mesmose,nestecaso,singularidades
narepresenta̧cãosãoinevitáveis(Stuelpnagel,1964).Maioresdiscuss̃oessobresingularidades
podemserencontradasem (Sampaioe Trindade,1998). Uma revisão geralsobrediferentes
sistemasdeparametriza̧cãofoi apresentadaporGéradineRixen(1995).

Oobjetivodestetrabalhóeapresentarumarevisãodasposśıveisabordagensparaoproblema
dadescri̧cãodacineḿaticaespacialdecorposrı́gidos,queconsistebasicamenteemdescrever
asrota̧cõesfinitasdecorposrı́gidos.Esteestudóebásicoparaamodelagem,simula̧cão,ańalise
docomportamentodinâmicodeestruturas.



Nestetrabalho,inicialmente,seŕaapresentadaumadescri̧cãointrı́nsecadooperadorrota̧cão,
i.e., semo usode componentes,atentandoparaasprincipaispropriedadesdo operador. Em
seguida,ser̃aodescritoso movimentogeraldeumcorporı́gidoeosseuscamposdevelocidades
eacelera̧cões.

Posteriormente,ser̃aoapresentadasdiversasabordagensparaa parametriza̧cãoderota̧cões
finitas.A representa̧cãoderota̧cõesfinitaséobjetivo deintensivo estudoenumerosostrabalhos
nestaáreavem sendoapresentadosao longoda última década.Não é objetivo destetrabalho
esgotaro assuntode parametriza̧cão de rota̧cõesfinitas, massim, apresentaruma discuss̃ao
acercadosmaisimportantessistemasdeparametriza̧cãoencontradosnaliteratura.

Ser̃aoapresentadososseguintessistemasdeparametriza̧cão:� Ângulos de Euler e Ângulos de Bryant: fornecemuma caracteriza̧cão geoḿetrica da
rota̧cão. Sãoossistemasdeparametriza̧cãomaisencontradosna literaturadedinâmica,
principalmente,porapresentaremfácil visualiza̧cãodoproblema.� Par̂ametrosdeEuler, Par̂ametrosdeRodrigues,VetorRota̧cãoeVetorRota̧cãoConforme:
derivamdo teoremadeEuleracercadarepresenta̧cãoderota̧cõesfinitasemtermosdos
invariantes(eixo e ângulode rota̧cão). Possuema vantagemde não seremespećıficos
paradeterminadosproblemascomoos ângulosde Euler e Bryant, sendo,a prinćıpio,
maisapropriadosparao estudodeproblemasgerais.� Quaternios:trata de forma bastantepeculiare eleganteo problemade rota̧cão. Per-
mite combinarrota̧cõessucessivasatravésdamultiplicaçãodequaternios,causandoum
númeromı́nimodeopera̧cõesalgébricas.

Estasdiferentesabordagense suasrela̧cõesser̃aoapresentadas.Problemascomopontosde
singularidadee propriedadesdediferenciabilidadeser̃aotratados.Atravésdacompara̧cãodos
diversossistemasdeparametriza̧cão,ser̃aoapresentadasconclus̃oesfinaisacercadaconvenîen-
ciadeumadadaparametriza̧cão,i.e.,suasvantagensedesvantagens.

2 Descri̧cão intr ı́nsecado operador de rotaçõesfinitas

Sejao operadorlinearR, representadonaFigura1, tal que

x � RX (1)

A imagemdeX é obtidaatravésdeumarota̧cãonaqualseumódulopermaneceinalterado
qualquerquesejaR. Demodoquepodemosescrever

XTX � xTx � XTRTRX (2)

donde,podemosobservarque
RTR � I (3)

portantoRT � R � 1, o quesignificaqueo operadorR podeserrepresentadopor umamatriz
ortogonal.SabendoqueosvetoresEi formamumabaseortonormalE, temos
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Figura1: Representa̧cãodeumarota̧cãofinita

ET
i E j � δi j e E3 � Ẽ1E2 (4)

e,portanto, �
Ẽ1E2 � T E3 � 1 (5)

Damesmamaneira,sabemosqueosvetorest i formamumabaseortonormalt

tT
i t j � δi j e t3 � t̃1t2 (6)

e,portanto, �
t̃1t2 � T t3 � 1 (7)

Vamosdefinir, ent̃ao,asmatrizes

A ��� E1 E2 E3 � e B ��� t1 t2 t3 � (8)

que,devido àsequa̧cões(5) e (7), têmdeterminanteunitário

det 	 A 
�� 1 e det 	 B 
�� 1 (9)

Sabendoqueosvetorest i dabaset tamb́emsãotransformadospelooperadorR, tal quet i � REi ,
podemosobservarque

B � RA (10)

e,portanto,podemosafirmarque
det	 R 
���
 1 (11)

o que mostraque o operadorR podeser representadopor uma matriz ortogonale própria.
Consideremoso conjuntoλ1 � λ2 � λ3 e o conjuntoh1 � h2 � h3 comoosautovalorese autovetores
dooperadorR, respectivamente.Portanto,podemosescrever:

Rhi � λihi 	 i � 1 � 2 � 3
 (12)

Podemos,ent̃ao,concluirqueo produtodosautovaloresdeR é iguala1.

det	 R 
�� λ1λ2λ3 � 1 (13)
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Al émdisso,de(12),podemosescrever�
Rhi

� ��� λi � � hi
� 	 i � 1 � 2 � 3
 (14)

Como foi verificadoanteriormente,o módulo de um vetor que efetuauma rota̧cão pura
permaneceinalterado,demodoquetodososautovalorestêmmódulounitário� λi ��� 1 	 i � 1 � 2 � 3
 (15)

ComoR é um operador3 � 3, a equa̧cãocaracteŕısticadeR é umaequa̧cãocúbicaem λ.
ComoR é real,estaequa̧cãodeve possuirpelomenosumaraiz real. Devido ao fatodequeo
módulodosautovaloreséunitário,estaraiz realsó podeser � 1.

Consideremos,ent̃ao, todosos posśıveisautovaloresde R. Todosos trêsautovaloresnão
podemserreaisediferentes,poisráızesreaissó podemtervalores� 1. Setodososautovalores
foremreaise doisdelesiguais,o queé diferentedeve ser 
 1, señaoo determinantedeR não
poderiaser 
 1. Comexcȩcãodasolu̧cãotrivial ondetodososautovalorestêmvalor 
 1 (que
representaa matriz identidade),a únicapossibilidaderemanescentée um autovalor reale out-
rosdoiscomplexosconjugados.Mas,osautovalorescomplexosconjugadospossuemmódulo
unitárioe,consequentemente,seuprodutoé iguala 
 1, portantoo autovalor realdeveser 
 1.

Comofoi verificado,qualquertransforma̧cão ortogonalnão-trivial representandoo movi-
mentode rota̧cão de um corporı́gido tem um, e apenasum, autovalor igual a 
 1. Estaafir-
ma̧cãopodeserreescritaatravésdo teoremadeEuler: “o movimentogeral deumcorporı́gido
comumpontofixo é equivalentea umarotaçãoemtornodealgumeixo”.

Consideremosa matrizΛ comosendoa matrizdosautovaloresdeR. Podemosescrever o
operadorR como

R � QΛQ
� 1 onde Q � Q � I (16)

eonde

Λ � ��
λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

��
(17)

sendoqueosautovaloresλ1 � λ2 � λ3 podemserescritosdaseguinteforma

λ1 � 1 λ2 � exp 	 iφ 
 λ3 � exp 	�� iφ 
 	 φ arbitŕario
 (18)

O operadorR possuiumautovetorn associadoaoautovalor1, tal que:

Rn � n (19)

e, portanto,permaneceinalteradonatransforma̧cão. O vetorunitário n é denominadodeeixo
derota̧cão. Osautovetoresassociadosaosoutrosdoisautovaloresλ2 e λ3 sãocomplexoscon-
jugados.Podemosescrevero operadorQ naforma

Q ��� n u 
 iv u � iv � (20)
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portanto

Q ��� ��
nT	 u � iv 
 T	 u 
 iv 
 T ��

(21)

Utilizandoapropriedadedefinidanaequa̧cão(16),podemosescrever

Q � Q � ��
nTn nT 	 u 
 iv 
 nT 	 u � iv 
	 u � iv 
 Tn 	 u � iv 
 T 	 u 
 iv 
 	 u � iv 
 T 	 u � iv 
	 u 
 iv 
 Tn 	 u 
 iv 
 T 	 u 
 iv 
 	 u 
 iv 
 T 	 u � iv 
 �� � I (22)

dondepodemosescrever
nTu � nTv � 0
uTv � 0
uTu 
 vTv � 1

(23)

Daspropriedadesacimadescritas,podemosdeduzirqueosvetoresu e v formamumabase
ortogonalno planoperpendicularaoeixo derota̧cãon. Al émdisso,podemosobservar queos
autovetores	 u 
 iv 
 e 	 u � iv 
 obedecem̀asseguintesrela̧cões:

R 	 u 
 iv 
�� exp 	 iφ 
�	 u 
 iv 

R 	 u � iv 
�� exp 	 � iφ 
!	 u � iv 
 (24)

quepodemserreescritasdaseguinteforma

Ru 
 iRv �"	 ucosφ � vsenφ 
#
 i 	 usenφ 
 vcosφ
Ru � iRv �"	 ucosφ � vsenφ 
$� i 	 usenφ 
 vcosφ (25)

donde
Ru � ucosφ � vsenφ
Rv � usenφ 
 vcosφ (26)

Esteresultadomostraqueosvetoresu e v apresentamumarota̧cãoplanadeum ângulono
planoperpendicularaoeixoderota̧cão.Osúltimosresultadosmostramquequalquerrota̧cãoR
podeserpensadaglobalmentecomoumarota̧cãoplanadeumânguloφ emtornodeumeixon.

3 Movimento geral deum corpo r ı́gido

Na sȩcão anterior, descrevemoso operadorrota̧cão através de uma transforma̧cão rı́gida de
um vetor, ondeeramconsideradasapenasasconfigura̧cõesinicial e final. Agora, desejamos
descrever o movimentodeum corporı́gido. Paratal, passaremosa considerarqueo operador
rota̧cãoévariável notempo.Istoporqueo corporı́gidopodeassumirváriasconfigura̧cões,uma
paracadainstantede tempo. Paradescrever estemovimentosãonecesśariosseispar̂ametros,
dosquaistrêssão paradescrever a transla̧cãode um pontodo corpoe outrostrês,comoseŕa
demonstrado,paradescrevera rota̧cãoemtornodeum eixoquepassaporesteponto.

Consideremosum corporı́gidosemovendonoespa̧co,comorepresentadonaFigura2. Se-
ja O um pontodo corpoque adotaremoscomo origem do referencialinercial, representado
na Figura2 pelabaseE. SejamX e xP os vetores-posi̧cão de um pontoarbitŕario P do cor-
po. Suponhamosqueo movimentodo corposejaa composi̧cão de dois movimentos,um de
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transla̧cão purae outro de rota̧cão pura. No primeiro movimento, todosos pontosdo corpo
apresentamo mesmodeslocamento,querepresentaremospelo deslocamentoxO do pontoO.
No segundomovimento,o corporı́gido gira emtornodeum eixo quepassapelopontoO’. Tal
que,o vetor-posi̧cãodopontoP, aṕoso movimento,é

xP � xO 
 x (27)

ondexP � %OP& , X � %OP, xO � %OO& e x � %O& P& .
t 1

t 2

t 3

x

x

x

P

O
P

O

O’
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E
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E
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X

Figura2: Representa̧cãodeumcorporı́gidonoespa̧co

Comoo segundomovimentoéumarota̧cãopura,representadapelooperadorR, o vetorx é
a imagemdovetorX, demodoquepodemosreescreveraequa̧cão(27)naseguinteforma:

xP � xO 
 RX (28)

Podemosexpressaro deslocamentodopontoP desuaposi̧cãoderefer̂encianaforma

uP � xP � X � uO 
 DX (29)

ondeuO � xO é o deslocamentodaorigem,eonde

D � R � I (30)

O operadorD tempelomenosum autovalornulo,pois

Dn � DTn � 0 (31)

Portanto,o sistema

uO 
 DX � 0 (32)

nãotemsolu̧cãoemgeral,o quesignificaque,geralmente,nenhumpontodocorpopermanece
fixo durantea transforma̧cãodefinidanaequa̧cão(28)a nãoserqueo deslocamentodaorigem
uO sejanulo. Poŕem,podemosencontrarumpontoC como deslocamentomı́nimo

�
uC

�
. A sua

posi̧cãopodeserencontradaresolvendoo seguinteproblema
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�
uC

� 2 � min
X

�
DX 
 uO

� 2 (33)

A solu̧cãodoproblemaacimaverificaaseguinteequa̧cão

DT 	 uO 
 DXC 
�� 0 (34)

o quemostraqueo deslocamentodopontoC é paraleloaoeixoderota̧cão

uC � uO 
 DXC � kn (35)

ondek é umaconstantecujovalorpodeserobtidopré-multiplicandoaequa̧cão(35)pornT

k � nTuO (36)

eaposi̧cãodopontoC é solu̧cãode

DXC �"	 nnT � I 
 uO (37)

No entanto,nãopodemosresolver estesistema,poiso operadorD não é inverśıvel, como
podeserobservadoem(31). De modoa eliminara indetermina̧cãonaescolhado pontoC no
eixoderota̧cão,podemosescolherumpontoM noeixoderota̧cãoquesatisfaçao sistemaacima
quesejao maispróximodaorigemO. O vetor-posi̧cãodeM est́asujeitoaoseguintevı́nculo

nTXM � 0 (38)

e é solu̧cãodoseguintesistema '
D
nT ( XM � '

nnT � I
0 ( uO (39)

Estesistemáeformalmentesobre-determinadocomquatroequa̧cõesetrêsincógnitas.Poŕem,
suasobre-determina̧cão é apenasformal, já que,apenastrêsdasquatroequa̧cõessão linear-
menteindependentes.A solu̧cãodosistemaacimapodeserobtidautilizandoa inversageneral-
izadadeMoore-Penrose(CampbelleMeyer1979)� DT n � '

D
nT ( XM �)� DTuO (40)

donde

XM �*� DTuO

2 	 1 � cosφ 
 (41)

Podemosverificarqueo deslocamentodopontoM consisteapenasdeumatransla̧cão

uM � kn 
 D 	 XM � XC 
�� kn (42)

A partirdosúltimosresultadospodemosescrevero teoremadeChasles:“Emummovimento
qualquerdeum corpo rı́gido, a posi̧cão dospontosdo corpo quepossuemo menordesloca-
mentoé definidapor umalinha paralela ao eixode rotação quepassapor um pontoM cujo
vetor-posi̧cão é definidonaequa̧cão (41)”.
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4 Campodevelocidadesdeum corpo r ı́gido

Podemos,agora,analisarasvelocidadesenvolvidasemum movimentogeraldeum corporı́gi-
do. Paratal, comonasȩcãoanterior, vamosconsideraro movimentodeum pontoP do corpo.
O vetor-velocidadedo pontoP podeserobtidoatravésdadiferencia̧cãocomrela̧cãoaotempo
daequa̧cão(28)e édadopelaseguinteexpress̃ao

ẋP � ẋO 
 ṘX 
 RẊ (43)

Consideremoso casoondeo pontomaterialé fixo com rela̧cão à basemateriale, portanto,
Ẋ � 0. Destaforma,aequa̧cãoacimasereduza:

ẋP � ẋO 
 ṘX (44)

PodemosaindaeliminarX daequa̧cãoacimaexprimindoX emfunçãoxP. Paratal, podemos
inverteraequa̧cão(28)obtendo:

X � RT 	 xP � xO 
 (45)

substituindoa equa̧cão (45) na equa̧cão (44), obtemosa forma final do vetor-velocidadedo
pontoP

ẋP � ẋO 
 ṘRT 	 xP � xO 
 (46)

ondeo operadorṘRT é um operadoranti-siḿetrico,já que

d
dt

	 RRT 
�� ṘRT 
 RṘT � ṘRT 
+	 ṘRT 
 T � 0 (47)

portanto,podemosdefiniro operador

w̃ � ṘRT (48)

comosendoo operadoranti-siḿetricoassociadoaovetor-velocidadeangularespacialw docor-
po rı́gido. O isomorfismoentreum operadoranti-siḿetrico e um vetor nospermiteescrever
w̃h � w � h. Tal que,emqualquerbase,podemosescrever a seguinterela̧cãoentreascompo-
nentesdamatrizanti-siḿetricaedovetor,

w̃ -.� ��
0 � w3 w2

w3 0 � w1� w2 w1 0

�� ,
w -.� ��

w1

w2

w3

��
(49)

De formaqueavelocidadevP dopontoP podeserescritacomo

vP � vO 
 w̃ 	 xP � xO 
 (50)

ondevO � ẋO é o vetor-velocidadedo pontode refer̂enciaO. Destamaneira,sesabemosa
posi̧cãoeavelocidadedeumpontoqualquerdocorpoeavelocidadeangulardocorpo,podemos
determinaro seumovimento.

Podemosdefinir, tamb́em, a velocidadeangularmaterialque podeser obtida através da
transforma̧cão,apresentadanaFigura3,
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W � RTw ou W̃ � RTw̃R (51)

dondea velocidadeangularmaterialé expressapor

W̃ � RTṘ (52)

E
E

E t
W

tt

w

1

2

3
1

23

R

RT

W

w

~

~

Figura3: Transforma̧cãodovetorvelocidadeangular

Comoa escolhadaorigemO é arbitŕaria,é interessanteobtermosumadescri̧cãoinvariante
davelocidadedopontoP. Paraisso,analogamenteaodesenvolvimentodasȩcãoanterior, vamos
definirum pontoC docorpocomosendoaquelequeapresentamenorvelocidade.Istoconsiste
emresolvero seguinteproblema

min
xP / 1

2
v2

P 0 � min
xP / 1

2

�
ẋO 
 w̃ 	 xP � xO 
 � 2 0 � 1

2
v2

C (53)

Daequa̧cãoacima,podemosobservarqueo vetor-posi̧cãoxC dopontoC verificaaseguinte
condi̧cão

w̃T ,
vO 
 w̃ 	 xC � xO 
�-1� 0 (54)

o quesignificaqueseuvetor-velocidadevC é paraleloa direçãodavelocidadeangular

vC � vO 
 w̃ 	 xC � xO 
�� u
w�
w

� (55)

O valor de u pode ser obtido projetandoa equa̧cão acima na direção de w, ou seja, pré-
multiplicandoa equa̧cãoporwT

u � 1�
w

� wTvO (56)

A posi̧cãoxC dopontoC podeserobtidautilizandoasequa̧cões(55)e (56)

w̃xC � w̃xO ��2 I � wwT�
w

� 2 3 vO (57)

contudo,estesistemanão temsolu̧cão únicapois w̃ não tempostomáximo. Portanto,vamos
suporum conjuntodesolu̧cõesxC daforma
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xC � xM 
 αw (58)

ondexM é umasolu̧cão particularda equa̧cão (57) e α é um par̂ametroarbitŕario. Todosos
pontosxC possuema mesmavelocidademı́nima definidana equa̧cão (55). A equa̧cão (58)
representaumalinhaquepassapelopontoxM eseguenadireçãodavelocidadeangularw. Esta
linha é chamadadeeixodeparafusoinstant̂aneo(instantaneousscrew axis)docorporı́gido. O
pontoM podeserconsideradocomosendoo pontomaispróximo ao pontode refer̂encia,de
modoque

wTxM � 0 (59)

O vetor-posi̧cãodopontoM é,ent̃ao,solu̧cãodoseguintesistema'
w̃

wT ( xM �54 w̃xO �76 I � wwT8
w
8 2 9 vO

0 : (60)

Estesistemáeformalmentesobre-determinadocomquatroequa̧cõesetrêsincógnitas,poŕem
essasobre-determina̧cão é apenasformal, já queapenastrêsdasquatroequa̧cõessão linear-
menteindependentes.Podemosobtera solu̧cãodestesistemautilizandoa inversageneralizada
deMoore-Penrose.Paratal, vamospré-multiplicarestesistemapor � w̃T w ��

w
� 2xM � w̃Tw̃xO 
 w̃vO (61)

donde

xM � w̃Tw̃�
w

� 2xO 
 w̃�
w

� 2vO (62)

A partirdosúltimosresultadospodemosescrevero seguinteteorema:“A posi̧cãodospontos
deumcorporı́gido quepossuema menorvelocidadée definidapor umalinha paralela a ve-
locidadeangularespacialquepassapor umpontoM cujovetor-posi̧cãoédefinidonaequa̧cão
(62)”.

A componenteu definidanaequa̧cão(56) é chamadadedeslizamento(sliding)doparafuso
instant̂aneoeo passodoparafusopodeserdefinidocomo

p � 2πu�
w

� (63)

A velocidadedeumpontoP arbitŕariodocorporı́gidopodeserescritadaseguinteforma

vP � u
w�
w

� 
 w̃ 	 xP � xM 
 (64)

o quemostraquea velocidadedeum corporı́gido é compostadeumatransla̧cãoao longodo
eixo instant̂aneoderota̧c ãoedeumarota̧cãoemtornodomesmoeixo.
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5 Campodeacelera̧cõesdeum corpo r ı́gido

Por último, podemosanalisarasacelera̧cõesenvolvidasemum movimentogeraldeum corpo
rı́gido. Paratal, comonassȩcõesanteriores,vamosconsideraro movimentodeum pontoP do
corpo.O vetor-acelera̧cãodopontoP podeserobtidoatravésdadiferencia̧cãodaequa̧cão(44)
e édadopelaseguinteexpress̃ao

ẍP � ẍO 
 R̈X (65)

PodemosaindaeliminarX daequa̧cãoacimautilizandoaequa̧cão(45)obtendo:

aP � aO 
 R̈RT 	 xP � xO 
 (66)

O operadorR̈RT podeserescritoem termosdo operadorw̃ � ṘRT associadòa velocidade
angularespacialdaseguinteforma

R̈RT � d
dt

	 ṘRT 
$� ṘṘT � ˙̃w 
 w̃w̃ (67)

O primeiro termo,queé anti-siḿetrico, representaa varia̧cão da velocidadeangularespacial.
A acelera̧cãoangularespacialpodeserdefinidacomoo vetorassociadoaooperador̃a � ˙̃w, ou
seja

α � vect	 α̃ 
�� vect	 ˙̃w 
 (68)

Demaneiraquepodemosreescrevera equa̧cão(66)naforma

aP � aO 
 �
α̃ 
 w̃2 � 	 xP � xO 
 (69)

Estaequa̧cão determinao campode acelera̧cõesdo corporı́gido. Podemosdefinir, comona
sȩcãoanterior, aacelera̧cãoangularmaterialquepodeserobtidaatravésdatransforma̧cão

A � RTα ou Ã � RTα̃R (70)

6 Representa̧cõesdo operador rotação

A propriedadede ortogonalidadedo operadorrota̧cão RTR � I apresentadaanteriormente
forneceasseisequa̧cõesdevı́nculoseguintes:

rT
i r j � δi j 	 i � 1 �<;<;=; � j; j � 1 � 2 � 3
 (71)

onder i representaumacolunadeR. Destamaneira,temosnove incógnitase seisequa̧cões
e portanto,podemosconcluirquesãonecesśariostrêspar̂ametrosarbitŕariosparadeterminaro
operadorR, ou

R � R 	 α1 � α2 � α3 
 (72)

ondeestestrêspar̂ametrosα1 � α2 � α3 podemserescolhidosdeváriasmaneirasdiferentes.
Naspróximassȩcões,apresentaremosváriasparametriza̧cõesposśıveisquepermitemarep-

resenta̧cãodooperadorrota̧cãoR.
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6.1 Representa̧cãoderotaçõesemtermosdeprodutostensoriais

Podemosobservar que os vetorest i componentesda baset tamb́em são transformadospelo
operadorR, comorepresentadonaFigura1, deformaque:

t i � REi 	 i � 1 � 2 � 3
 (73)

portantopodemosrepresentaro operadorR naseguinteforma

R � t1 > E1 
 t2 > E2 
 t3 > E3 (74)

o quesignificaqueo operadorR representadonabasemista(t i > E j ) é aprópriamatrizidenti-
dade,já queum vetorX operadopor R gira solidário à baset, ou seja,o vetorx representado
nabaseE é igualaovetorx representadonabaset.,

R - tE � ��
1 0 0
0 1 0
0 0 1

��
(75)

Pararepresentarmoso operadorR nasbases(Ei > E j ) e (t i > t j ), devemosrepresentaros
vetorescomponentesdeumabasenaoutra.Destemodo,vamosescrever t i nabaseEi

t i �?	 t iE1 
 E1 
+	 t iE2 
 E2 
+	 t iE3 
 E3 	 i � 1 � 2 � 3
 (76)

substituindoestaexpress̃ao na equa̧cão (74) obtemosa representa̧cão do operadorR na base
Ei > E j , emfunçãodoscossenosdiretores

R � 	 t1E1 
 E1 > E1 
+	 t1E2 
 E2 > E1 
@	 t1E3 
 E3 > E1 

A	 t2E1 
 E1 > E2 
@	 t2E2 
 E2 > E2 
+	 t2E3 
 E3 > E2 

A	 t3E1 
 E1 > E3 
+	 t3E2 
 E2 > E3 
+	 t3E3 
 E3 > E3

(77)

ou,naformamatricial, ,
R - EE � ��

t1E1 t2E1 t3E1

t1E2 t2E2 t3E2

t1E3 t2E3 t3E3

��
(78)

Analogamente,podemosescreverEi nabaset i

Ei �?	 Ei t1 
 t1 
+	 Ei t2 
 t2 
+	 Ei t3 
 t3 	 i � 1 � 2 � 3
 (79)

substituindoestaexpress̃ao na equa̧cão (74) obtemosa representa̧cão do operadorR na base
t i > t j , emfunçãodoscossenosdiretores

R � 	 E1t1 
 t1 > t1 
+	 E1t2 
 t1 > t2 
+	 E1t3 
 t1 > t3 

B	 E2t1 
 t2 > t1 
+	 E2t2 
 t2 > t2 
+	 E2t3 
 t2 > t3 

B	 E3t1 
 t3 > t1 
+	 E3t2 
 t3 > t2 
+	 E3t3 
 t3 > t3

(80)

ou,naformamatricial, ,
R - tt � ��

t1E1 t2E1 t3E1

t1E2 t2E2 t3E2

t1E3 t2E3 t3E3

��
(81)
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De modoquepodemosobservar queasrepresenta̧cõesdeR nasbases(Ei > E j ) e (t i > t j ) são
iguais ,

R - EE � ,
R - tt (82)

6.2 Representa̧cãoderotaçõesemtermosdeseusinvariantes

Como já foi apresentadoanteriormente,qualquerrota̧cão R podeser representadapor uma
rota̧cãoplana,deânguloφ, emtornodeumeixon. Nestasȩcão,apresentaremosospassospara
representaro operadorrota̧cãoR emtermosdestesdois invariantesn e φ. Podemosdecompor
osvetoresX e x � RX emsuaspartesparalelaseortogonaisaoeixoderota̧cãon.

X � nnTX 
+	 I � nnT 
 X
x � nnTx 
+	 I � nnT 
 x (83)

observandoque
nnTR � nnT (84)

edefinindoaspartesortogonaisdeX e x comoY e y

Y �?	 I � nnT 
 X
y �?	 I � nnT 
 x �"	 I � nnT 
 RX

(85)

Podemosreescrevera equa̧cão(83)naseguinteforma

X � nnTX 
 Y
x � nnTX 
 y

(86)

Sabemosque,na transforma̧cãooperadapor R, a parteortogonaldex apresentaumarota̧cão
plananoplanoortogonalan e,consequentemente,

Ỹy � �
Y

� 2nsenφ
YTy � �

Y
� 2cosφ

(87)

reescrevendoo sistemaemformamatricial,obtemos'
Ỹ
YT ( y � �

Y
� 2

'
nsenφ
cosφ ( (88)

Estesistemáeformalmentesobre-determinadocomquatroequa̧cõesetrêsincógnitas.Poŕem,
suasobre-determina̧cão é apenasformal, pois o operadorỸ não é inverśıvel, já queỸY � 0.
Portanto,apenastrêsdasquatroequa̧cõessão linearmenteindependentes.Pararesolver este
sistema,vamospré-multiplicaro sistemaacimapela inversageneralizadade Moore-Penrose
(CampbelleMeyer1979)doprimeirotermo � ỸT Y ��

ỸTỸ 
 YYT � y � �
Y

� 2 � ỸT Y � '
nsenφ
cosφ ( (89)

onde,a seguinteexpress̃aoéverdadeiraparaqualquerY

ỸTỸ 
 YYT � �
Y

� 2 I (90)
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Destaforma,podemosescrever

y ��� ỸT Y � '
nsenφ
cosφ ( (91)

ou
y �?	 ñsenφ 
 I cosφ 
 Y (92)

Daequa̧cão(85),podemoseliminarY ey, obtendo

x � � I cosφ 
@	 1 � cosφ 
 nnT 
 ñsenφ � X (93)

resultadoquenosfornecea formadooperadorrota̧cãoR, emfunçãoden e φ

R 	 n � φ 
�� I cosφ 
+	 1 � cosφ 
 nnT 
 ñsenφ (94)

dondepodemosobservar queo operadorR possuiosseguintesinvarianteslineares,queser̃ao
bastantéuteisparaobterospar̂ametrosa partirdeumadadamatrizderota̧cão

tr 	 R 
�� 1 
 2cosφ C φ � cos� 1 D tr E R F � 1
2 G

vect 	 R 
�� nsenφ C n � vectE R F
senφ

(95)

Sereescrevermosa transforma̧cãoatravésdarela̧cão

x � RX (96)

ederivarmosa rela̧cãoemtermosdo ânguloderota̧cãoφ, obtemos

dx
dφ

� dR
dφ

x � dR
dφ

RTx (97)

onde
dR
dφ

� ñcosφ � �
I � nnT � senφ (98)

Podemosverificarque

dR
dφ

RT � ñ (99)

Portanto,substituindoesteresultadonaequa̧cão(97)podemosverificarquex satisfazaseguinte
equa̧cão

dx
dφ

� ñx � 0 onde x � φ H 0 � X (100)

cujasolu̧cãoé
x � exp 	 ñφ 
 X (101)

dondeconclúımosqueo operadorrota̧cãoR podetamb́emserrepresentadopelosinvariantesn
e φ atravésdaseguinterela̧cão

R 	 n � φ 
�� exp 	 ñφ 
 (102)

14



Agora,podemosrepresentarasvelocidadesangularesespacialw e materialW emtermos
dosinvariantesn e φ, e de suasderivadasṅ e φ̇. Paratal, vamosrelembrarasseguintespro-
priedadesdeinvariânciadooperadorrota̧cão

Rn � n RTn � n (103)

Derivandoasduasexpress̃oesacimano tempo	 R � I 
 ṅ �*� Ṙn
�
RT � I � ṅ �)� ṘTn (104)

Sepré-multiplicarmosaprimeiraequa̧cãoporRT easegundaporR, obtemos�
RT � I � ṅ � RTṘn � W̃n 	 I � R 
 ṅ �*� RṘTn � w̃n (105)

e,consequentemente, �
I � RT � ṅ � ñW 	 R � I 
 ṅ � ñw (106)

Poŕem,nãopodemosresolver estasequa̧cõesjá queosoperadores
�
I � RT � e 	 R � I 
 nãosão

inverśıveis,pois �
I � RT � n � 0 	 R � I 
 n � 0 (107)

Mas, sabemostamb́em queo vetor n é unitário, portanto,podemosobtera seguinterela̧cão
adicional

d
dt

�
nTn � � 2nT ṅ � 0 (108)

dondeṅ é solu̧cãodosseguintessistemas'
I � RT

nT ( ṅ � '
ñW
0 ( '

R � I
nT ( ṅ � '

ñw
0 ( (109)

Ossistemasacimarepresentamumsistemaformalmentesobre-determinadodequatroequa̧cões
e três incógnitas. Poŕem, a sobre-determina̧cão destessistemaśe apenasformal, pois astrês
primeirasequa̧cõesnão são linearmenteindependentes.Estessistemaspodemserresolvidos
pré-multiplicando-ospelainversadeMoore-Penrose(CampbelleMeyer1979)doprimeiroter-
mo � 2I � �

R 
 RT � 
 nnT � ṅ �?	 I � R 
 ñW� 2I � �
R 
 RT � 
 nnT � ṅ � �

RT � I � ñw
(110)

Sendoque,daexpress̃aodeR, obtidanaequa̧cão(94),podemosverificarque� 2I � �
R 
 RT � 
 nnT � ṅ � 2 	 1 � cosφ 
 ṅ (111)

e 	 I � R 
 ñ �*	 1 � cosφ 
 ñ � senφññ�
RT � I � ñ �*�I	 1 � cosφ 
 ñ � senφññ

(112)

Ent̃ao,obtemosasseguintesrela̧cões
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BW � ṅ BTw � ṅ (113)

onde

B � '
1
2

ñ 
 senφ
2 	 1 � cosφ 
 �

I � nnT � ( (114)

Poŕem,estessistemasnãopodemserresolvidosporqueo operadorB não tempostomáximo.
Portanto,escrevamosasseguintesrela̧cõesadicionaisentreasvelocidadesangularesW ew ea
derivadado ânguloderota̧cãoφ̇

tr 	 Ṙ 
�� tr 	 RW̃ 
�� tr 	 w̃R 
�� d
dt

	 tr 	 R 
=
��)� 2φ̇senφ (115)

Vamosdecomporo operadorR emsuaspartessimétricaeanti-siḿetrica

R � S 
 ã onde a � nsenφ (116)

Podemosverificar, tamb́em, as duasseguintespropriedadesválidasparaquaisquera, u e S
(simétrica)

tr 	 Sũ 
�� tr 	 ũS
�� 0
tr 	 ãũ 
�� tr 	 ũã
��*� 2aTu

(117)

donde,obtemos

tr 	 RW̃ 
5� � 2φ̇senφ �)� 2nTW senφ (118)

tr 	 w̃R 
5� � 2φ̇senφ �)� 2nTwsenφ (119)

Agora,podemosobterosvetoresw eW resolvendoosseguintessistemas'
B
nT ( W � '

ṅ
φ̇ ( '

BT

nT ( w � '
ṅ
φ̇ ( (120)

cujassolu̧cõespodemserescritasnaforma

W � A
� 1 � BT n � '

ṅ
φ̇ ( w � A

� 1 � B n � '
ṅ
φ̇ ( (121)

ondeo operadorA � BTB 
 nnT possuicomoinverso

A
� 1 ��� 2 	 1 � cosφ 
 �

I � nnT � 
 nnT � (122)

Destaforma, obtemosas express̃oesde w e W em termosdos invariantesn e φ, e suas
derivadas

W � Mṅ 
 nφ̇ ; w � MT ṅ 
 nφ̇ (123)

onde
M � senφI �J	 1 � cosφ 
 ñ (124)

Agora, podemos,tamb́em, obteras express̃oesdasacelera̧cõesangularesem termosdos
invariantesn e φ, esuasderivadasṅ � n̈ � φ̇ � φ̈, derivandodiretamenteaequa̧cão(123)

16



A � Ẇ � Mn̈ 
 nφ̈ 
 Ṁ ṅ 
 ṅφ̇ ; α � ẇ � MT n̈ 
 nφ̈ 
 ṀT ṅ 
 ṅφ̇ (125)

ondeo operadorṀ podesersimplificadonotandoque

˙̃nṅ � 0 (126)

portanto,

A � Mn̈ 
 nφ̈ 
 Nṅ 
 ṅφ̇ ; α � MT n̈ 
 nφ̈ 
 NT ṅ 
 ṅφ̇ (127)

onde
N � φ̇ 	 cosφI � senφñ 
 (128)

6.3 Representa̧cãoderotaçõesemtermosdo vetor rotação

A representa̧cãodooperadorrota̧cãoemtermosdosinvariantesn eφ possuio inconvenientede
serescritaemtermosdequatropar̂ametros:astrêscomponentesden e o ânguloφ. Portanto,́e
interessanteapresentarmoso vetorrota̧cão.O vetorrota̧cãoédefinidocomoo vetorquepossui
adireçãodoeixo instant̂aneoderota̧cãoeo comprimentoigualaamplitudederota̧cão

Ψ � nφ (129)

Destaforma, podemosrepresentaro operadorR em termosdo vetor rota̧cão, substituindoa
equa̧cão(129)naequa̧cão(94)eutilizandoaexpress̃ao(90)

R 	 Ψ 
�� I 
 sen
�
Ψ

��
Ψ

� Ψ̃ 
 1 � cos
�
Ψ

��
Ψ

� 2 Ψ̃Ψ̃ (130)

ounaformaexponencialsubstituindoaequa̧cão(129)naequa̧cão(102)

R 	 Ψ 
�� exp 	 Ψ̃ 
 (131)

O vetorrota̧cãopodeserobtidoapartirdooperadorrota̧cão,calculando-seo traçoeo vetor
associadodeR

tr 	 R 
�� 1 
 2cos
�
Ψ

� C �
Ψ

� � cos
� 1 tr 	 R 
K� 1

2

vect 	 R 
�� 1�
Ψ

� Ψsen
�
Ψ

� C Ψ � �
Ψ

�
sen

�
Ψ

� vect 	 R 
 (132)

Paraobtermosasexpress̃oesde velocidadeangularem termosdo vetor rota̧cão e de sua
derivadatemporal,́e interessantenotarasseguintesrela̧cões

Ψ̇ � ṅφ 
 nφ̇ e nT ṅ � 0 (133)

Invertendoo sistemaacima,obtemos

φ̇ � nTΨ̇ � 1�
Ψ

� ΨTΨ̇ ; ṅ � �
I � nnT � Ψ̇

φ
�*� Ψ̃Ψ̃�

Ψ
� 3Ψ̇ (134)
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Substituindoestesresultadosnaequa̧cão(123)podemosescrever asvelocidadesangulares
naforma

W � T 	 Ψ 
 Ψ̇ w � TT 	 Ψ 
 Ψ̇ (135)

ondeo operadorT é

T 	 Ψ 
�� I 
 2 cos
�
Ψ

� � 1�
Ψ

� 2 3 Ψ̃ 
�L 1 � sen
�
Ψ

��
Ψ

�NM Ψ̃Ψ̃�
Ψ

� 2 (136)

A aparentesingularidadeem
�
Ψ

� � 0 queaparecenasexpress̃oes(130)e(136)dosoperadores
R eT é facilmenteeliminadanotandoque

lim8
Ψ
8PO

0
T 	 Ψ 
�� lim8

Ψ
8QO

0
R 	 Ψ 
�� I (137)

As acelera̧cõesangularespodemserobtidasderivandoasequa̧cões(135)

A � T 	 Ψ 
 Ψ̈ 
 Ṫ 	 Ψ 
 Ψ̇ α � TT 	 Ψ 
 Ψ̈ 
 ṪT 	 Ψ 
 Ψ̇ (138)

6.4 Forma deCayleydeumamatriz ortogonal–ParâmetrosdeRodrigues

Sereiniciarmosdatransforma̧cãodescritaatravésdarela̧cão

x � RX onde RTR � I (139)

sendoquesabemosqueestatransforma̧cãopreserva o comprimentodo vetorinicial. Podemos
expressarestefatodaseguinteforma

xTx � XTX �*	 x 
 X 
 T 	 x � X 
�� 0 (140)

Podemosintroduzirdoisvetoresf eg definidospor

f � x � X �?	 R � I 
 X
g � x 
 X �*	 R 
 I 
 X (141)

substituindof eg naequa̧cão(140)

gT f � 0 (142)

Utilizandoaequa̧cão(141)obtemosaseguinterela̧cãoentref eg

f �"	 R � I 
!	 R 
 I 
 � 1g � Bg (143)

dondeobtemoso seguinteresultado

gTBg � 0 (144)
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Atravésdaúltimaexpress̃ao,deduzimosqueooperadorB é,necessariamente,anti-siḿetrico.
O isomorfismoentreumamatriz anti-siḿetricae um vetor nospermiterelacionarascompo-
nentesdamatrizedovetorcorrespondentes.Portanto,podemosdefiniro vetorb, cujascompo-
nentesemumabasequalquersão

,
b1 b2 b3 - , tal queo isomorfismoentreamatrizanti-siḿetrica

B eo vetorb nospermiteescreveraseguinterela̧cão,
B -1� � b̃ � � ��

0 � b3 b2

b3 0 � b1� b2 b1 0

��
(145)

Podemosinvertera rela̧cãoentreB e R definidanaequa̧cão (143),obtendoa seguinteex-
press̃aodeR

R �"	 I � b̃ 
 � 1 	 I 
 b̃ 
 (146)

Estaúltima express̃ao correspondea umaescolhade trêspar̂ametrosparadescrever o oper-
adorrota̧cão. Poŕem,é convenienteexpandirmoso primeirotermodamultiplicaçãodaúltima
equa̧cão.Paratal, consideremosaseguinteidentidade	 αI 
 βh > h 
 γh̃ 
 � 1 �"	 α1I 
 β1h > h 
 γ1h̃ 
 (147)

onde
α1 � α

γ2
�
h
� 2 
 α2

β1 � 	 γ2 � αβ 
	 γ2
�
h
� 2 
 α2 
!	 α 
 β

�
h
� 2 


γ1 � � γ
γ2

�
h
� 2 
 α2

(148)

Baseadosnestaigualdade,podemoscalcularo operador	 I � b̃ 
 � 1 � 1

1 
 �
b
� 2

,
I 
 b > b 
 b̃ - (149)

Substituindoo último resultadonaequa̧cão(146),obtemosaformaalgébricageraldooperador
rota̧cão

R 	 b 
�� I 
 2

1 
 �
b
� 2

�
b̃ 
 b̃b̃ � (150)

emtermosde trêspar̂ametros
,
b1 b2 b3 - . Comparandoa equa̧cão (94) coma última equa̧cão,

podemosdeduziraseguinterela̧cão

nsenφ � 2b

1 
 �
b
� 2 (151)

e,portanto,

b � n tan
φ
2

(152)

19



O conjuntodetrêspar̂ametrosbi definidosacimasão,normalmente,chamadosdepar̂amet-
rosdeRodrigues.O vetorb formadopelospar̂ametrosdeRodrigueśe tamb́emconhecidopor
VetordeGibbs(Wertz,1978,Shuster, 1993a).

Ospar̂ametrosdeRodriguesoferecema vantagemderepresentara rota̧cãoatravésdeuma
express̃ao simplesem função de apenastrêspar̂ametros.Elespodemserobtidosa partir do
operadorR, calculandoo traçoeo vetorassociadodeR

tr 	 R 
�� 3 �R�S�b �S� 2
1 
��S�b �S� 2 C �S�b �S� 2 � 3 � tr 	 R 


1 
 tr 	 R 

vect	 R 
�� 2b

1 
 �
b
� 2 C b � 1

2
6 1 
 �

b
� 2 9 vect	 R 
 (153)

Esteprocedimentode invers̃ao apresentaumasingularidadequandoφ �"� π. Paraobter-
mosasexpress̃oesdasvelocidadesangularesem termosdospar̂ametrosde Rodriguese suas
derivadas,podemosderivaraequa̧cão(152)

ḃ � ṅ tan
φ
2


 n
φ̇
2

1

cos2 φ
2

(154)

Pŕe-multiplicandoa últimaequa̧cãopornT , obtemosaexpress̃ao

φ̇ � 2cos2
φ
2

nT ḃ (155)

e,substituindoestaexpress̃aonaanterior, obtemos

ṅ � 1

tanφ
2

�
I � nnT � ḃ (156)

Substituindoos últimos resultadosna equa̧cão (123), obtemosasexpress̃oesdasvelocidades
angulares

W � T 	 b 
 ḃ w � TT 	 b 
 ḃ (157)

ondeo operadorT é

T 	 b 
�� 2

1 
 �
b
� 2

�
I � b̃ � (158)

As acelera̧cõesangularespodemserobtidasatravésdo mesmoprocedimentoutilizadona
sȩcãoanterior.

6.5 Representa̧cãoderotaçõesemtermosdosparâmetrosdeEuler

A representa̧cãodo operadorrota̧cãoemtermosdospar̂ametrosdeEuler, conhecidostamb́em
por par̂ametrossimétricosde Euler ou par̂ametrosde Euler-Rodrigues(ver Chenge Gupta,
1989,Wertz,1978e Shuster, 1993a),podeserobtidadiretamentedarepresenta̧cãoemtermos
dosinvariantesn e φ. Elesaparecematravésdaseguintemudaņcadevariáveis
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e0 � cos
φ
2

e � nsen
φ
2

(159)

onde � 1 T ei T 1 i �?	 0 �<;<;<; � 3
 (160)

Ospar̂ametrosei nãosãoquantidadesindependentesjá quesãorelacionadospelaseguintere-
strição

e2
0 
 e2

1 
 e2
2 
 e2

3 � 1 (161)

Podemos,tamb́em,observar queos par̂ametrosdeEulersão relacionadoscom os par̂ametros
deRodriguesdaseguinteforma

b � 1
e0

e (162)

A partir destaúltima rela̧cãoedaequa̧cão(150),podemos,facilmente,escrevero operador
rota̧cãoemtermosdospar̂ametrosdeEuler

R 	 e0 � e
�� I 
 2e0ẽ 
 2ẽẽ (163)

O operadorrota̧cão R tamb́em podeserexpressocomoprodutode dois operadores4 � 3
quesãoescritosemtermosdospar̂ametrosdeEulernaseguinteforma

R � HGT (164)

onde
H �U� � e e0I 
 ẽ � G �U� � e e0I � ẽ � (165)

A desvantagemdospar̂ametrosdeEulerérepresentararota̧cãoatravésdequatropar̂ametros
dependentes,masestarepresenta̧cão não apresentanenhumasingularidade.Elespodemser
obtidosapartir daoperadorR, calculandoo traçoeo vetorassociadodeR

tr 	 R 
�� 4e2
0 � 1 C e0 �V� 1

2 W tr 	 R 
.
 1

vect 	 R 
�� 2e0e C e � vect 	 R 

2e0

� e0 X� 0
(166)

Poŕem,esteprocedimentonãoapenassó é útil quandoe0 nãoé nulo, i.e., quandoφ X�)� π,
masénumericamenteineficientequandoe0 seaproximadezero.Portanto,apresentaremosuma
fórmula(Spurrier1978)quepermitea invers̃aocommáximasprecis̃aoeeficiência.

O primeiropassóe construirumamatrizsimétricaS a partir doselementosr i damatrizR,
tal que

S � �YY� 1 
 r11 
 r22 
 r33 r32 � r23 r13 � r31 r21 � r12

r32 � r23 1 
 r11 � r22 � r33 r12 
 r21 r13 
 r31

r13 � r31 r21 
 r12 1 � r11 
 r22 � r33 r23 
 r32

r21 � r12 r13 
 r31 r23 
 r32 1 � r11 � r22 
 r33

�[ZZ�
(167)
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sendoque,substituindooselementosdeR, podemosobservar facilmenteque

S � 4

�YY� e2
0 e1e0 e2e0 e3e0

e0e1 e2
1 e2e1 e3e1

e0e2 e1e2 e2
2 e3e2

e0e3 e1e3 e2e3 e2
3

�[ZZ�
(168)

Portanto,podemosusaro maiorelementodadiagonalparacalcularospar̂ametros

Sii � max
k \ Skk ]_^ ` ei � 1

2 a Sii

ek � Sik
4ei

k � 0 �<;=;<;=� 3 	 k X� i 
 (169)

Paraobtermosasexpress̃oesdasvelocidadesangularesemtermosdospar̂ametrosdeEuler
e suasderivadas,vamosderivar a equa̧cão (159)comrespeitoao tempo. Obtemoso seguinte
sistemadeequa̧cões bcd ce ė0 �*� 1

2
φ̇sen

φ
2

ė � ṅsen
φ
2


 1
2

nφ̇cos
φ
2

(170)

o qualpodeserinvertidonaformabcccd ccce φ̇ �*� 2

senφ
2

ė0

ṅ � 1

sen2 φ
2

'
ėsen

φ
2


 ė0ncos
φ
2 ( (171)

Substituindoaequa̧cãoacimanaequa̧cão(123)enomeandopT �f� e0 eT � , o vetordospar̂amet-
rosdeEuler, obtemos

W � 2G 	 p 
 ṗ w � 2H 	 p 
 ṗ (172)

ondeos operadoresH e G foram introduzidosna equa̧cão (165). As acelera̧cõesangulares
podemserobtidasatravésdadiferencia̧cãodasexpress̃oesdasvelocidadesangulares.

6.6 Álgebra dequaternios

A álgebrade quaternios(Wehage,1984) forneceuma maneiramuito elegantede descrever
rota̧cõesfinitas.Elaconduzaomesmoconceitodospar̂ametrosdeEulermas,demaneiracom-
pletamentediferente.A regrafundamentaldemultiplicaçãodequaterniosforneceumamaneira
eficientedeexpressaravelocidadeangulare, tamb́em,decombinarrota̧cõessucessivas.

6.6.1 Definiçãoepropriedades

Um quaternióedefinidocomoum númerocomplexo quadri-dimensional

q̂ � q0 
 iq1 
 jq2 
 kq3 (173)
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ondei, j ek sãośımbolostaisque

i2 � j2 � k2 �)� 1
jk �g� k j � i
ki �g� ik � j
i j �g� j i � k

(174)

Podemosadotartamb́emanota̧cãovetorial

q̂ � q0 
 q (175)

ondeq0 é a parteescalare q é a partevetorial do quaternio. A regra de multiplicação de
quaterniośederivadadapropriedade(174)dosśımbolos

r̂ � p̂q̂ � p0q0 � pTq 
 p0q 
 q0p 
 p̃q (176)

é importanteressaltarque a regra de multiplicação não e’ comutativa devido a preseņca do
produtovetorialno último termocujosinalé invertidoaoseinverteraordemdep̂ e q̂.
1. O quaternioconjugadóedefinidocomo

q̂ � � q0 � iq1 � jq2 � kq3 � q0 � q (177)

2. A normadeumquaternióedefinidacomo�
q̂
� 2 � q̂q̂ � � q2

0 
 qTq (178)

3. Um quaternióedefinidocomounitárioquando�
q̂
� � 1 (179)

4. Um quaterniovetorialé definidocomoumquaterniocujaparteescalaŕenula

q̂ � 0 
 q C q̂ 
 q̂ � � 0 (180)

6.6.2 Representa̧cão de rotaçõesemtermosdequaternios

Sejamq̂ e X̂ quaterniosunitárioevetorial,respectivamente

q̂ � q0 
 q onde
�
q̂
� � 1

X̂ � 0 
 X
(181)

podemosverificarquea rota̧cãodeumvetorx é dadapor

x̂ � q̂X̂q̂ � (182)

A prova éobtidaverificandoque
1. anormadeX̂ é preservadanatransforma̧cão:�

x̂
� 2 � x̂x̂ � � �

q̂X̂q̂ � � �
q̂X̂q̂ � � �� q̂X̂q̂ � q̂X̂ � q̂ � � q̂ hh X̂ hh 2

q̂ � �ihh X̂ hh 2
(183)
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2. o quaternioresultantêx é tamb́emumquaterniovetorial:

x̂ 
 x̂ � � �
q̂X̂q̂ � � 
 �

q̂X̂q̂ � � � � q̂X̂q̂ � 
 q̂X̂ � q̂ �� q̂
�
X̂ 
 X̂ � � q̂ �j� 0 (184)

A opera̧cãoderota̧cãoinversapodeserescritanaseguinteforma

X̂ � q̂ � x̂q̂ (185)

indicandoquea transposi̧cão inverteo sentidoda rota̧cão. Podemosnotara equivalênciados
quaternioscomospar̂ametrosdeEulercolocandoo quaterniounitárionaforma

q̂ � cos
φ
2


 nsen
φ
2

onde
�
n
� � 1 (186)

Utilizandoaequa̧cão(182)ea regrademultiplicaçãodequaternios,obtemos

x̂ � 0 
 �
I cosφ 
+	 1 � cosφ 
 nnT 
 ñsenφ � x (187)

Estatransforma̧cãoé a anteriormenteapresentadanaequa̧cão(94). Consideremos,agora,duas
rota̧cõessucessivasq̂1 e q̂2

X̂1 � q̂1X̂q̂ �1
X̂2 � q̂2X̂1q̂ �2 �?	 q̂2q̂1 
 X̂ 	 q̂2q̂1 
 � (188)

elasoriginama seguinterota̧cãoresultante

x̂ � q̂X̂q̂ � onde q̂ � q̂2q̂1 (189)

Esteresultadonospermiteafirmaro seguinte:“Duasrotaçõessucessivaspodemsercombi-
nadasmultiplicando-seosquaternioscorrespondentesnaordemapropriada”.

Paraobtermosas express̃oesdasvelocidadesangularesem termosde quaternios,vamos
derivaraequa̧cão(182)comrespeitoaotempoparaẊ � 0

˙̂x � ˙̂qX̂q̂ � 
 q̂X̂ ˙̂q � (190)

Substituindoaequa̧cão(185)naequa̧cãoacimaeutilizando(179),obtemos

˙̂x � ˙̂qq̂ � x̂ 
 x̂q̂ ˙̂q � (191)

Sederivarmosaequa̧cão(179)no tempo,obtemosa importanterela̧cão

˙̂qq̂ � 
 q̂ ˙̂q � � ˙̂qq̂ � 
 �
˙̂qq̂ � � � � 0 (192)

quemostraqueo quaternio˙̂qq̂ � é umquaterniovetorialepodeserescritonaseguinteforma

˙̂qq̂ �k� 1
2

ŵ � 0 
 1
2

w (193)

Substituindoestarela̧cãonaequa̧cão(191)obtemos
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˙̂x � 1
2

	 ŵx̂ � x̂ŵ 
�� 0 
 1
2

	 w̃x � x̃w 
 (194)

e,consequentemente,
ẋ � w̃x (195)

mostrandoquea partevetorial de ŵ é a velocidadeangularespacialcuja express̃ao podeser
desenvolvidaapartirde(193)

w � 2 	 q0q̇ � q̇0q 
 q̃q̇ 
 (196)

Podemos,tamb́em,obtera express̃aodavelocidadeangularmaterial,utilizandoa equa̧cão
(191)

˙̂X � q̂ � ˙̂xq̂ � q̂ � ˙̂qX̂ 
 X̂ ˙̂q � q̂ (197)

Analogamenteaocasoanterior, podemosescrevero quaternioq̂ � ˙̂q naseguinteforma

q̂ � ˙̂q � 1
2

Ŵ � 0 
 1
2

W (198)

Substituindoestarela̧cãonaequa̧cão(197)obtemos

˙̂X � 1
2

�
ŴX̂ � X̂Ŵ � � 0 
 1

2

�
W̃X � X̃W � (199)

e,consequentemente,
Ẋ � W̃X (200)

mostrandoquea partevetorialdeŴ é a velocidadeangularmaterialcujaexpress̃aopodeser
desenvolvidaapartirde(198)

W � 2 	 q0q̇ � q̇0q � q̃q̇ 
 (201)

6.6.3 Representa̧cão matricial dequaternios

Podemosrepresentaros quaterniosna forma matricial atravésde umamatriz colunaquadri-
dimensional

q̂ ��� q0 q1 q2 q3 � T
(202)

O produtodedoisquaternioŝa � p̂q̂ podeserescritonaseguinteforma

â � Apq̂ � Bqp̂ (203)

comasmatrizes4 � 4

Ap � '
p0 � pT

p p0I 
 p̃ ( e Bq � '
q0 � qT

q q0I � q̃ ( (204)

Na formamatricial,o operadorrota̧cão(182)emumquaterniovetorialpodeserescritocomo
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x̂ � AqBT
q X̂ (205)

ondeo produtomatricial

AqBT
q � '

1 0
0 R ( (206)

Destaforma,podemosextrair o operadorR

R 	 q̂ 
�� �
2q2

0 � 1� I 
 2qqT 
 2q0q̃ (207)

Podemosverificarquea express̃aoobtidaé similar a express̃aoemtermosdospar̂ametros
deEuler, portantopodemosfacilmenteescreverasvelocidadesangulares

W � 2G 	 q̂ 
 q̇ w � 2H 	 q̂ 
 q̇ (208)

ondeosoperadoresH e G foramintroduzidosnaequa̧cão(165),ounaformadequaternios

Ŵ � 2AT ˙̂q ŵ � 2BT ˙̂q (209)

As acelera̧cõesangularespodemserobtidasatravés da diferencia̧cão dasexpress̃oesdas
velocidadesangulares.

6.7 Representa̧cãoderotaçõesemtermosdo vetor rotaçãoconforme

O vetor rota̧cãoconforme(VRC) é obtidoaplicando-seum rota̧cão conformenospar̂ametros
deEuler(Milenkovic 1982)

ci � 4ei

1 
 e0
	 i � 0 �=;<;<;=� 3
 (210)

Estarota̧cãoproduzum conjuntode trêspar̂ametrosindependentesfunçãodaquartapartedo
ânguloderota̧cão

c � 4n tan
φ
4

(211)

e,onde

c0 � 1
8

6 16 � �
c
� 2 9 (212)

Umavantagemimportantedo VRC é suarela̧cãopraticamentelinearcomo ângulodero-
taçãoφ no intervalo

, � π � 
 π - , ilustradanaFigura4 queapresentaa rela̧cãodo ânguloφ e suas
primeirae segundaderivadascomo módulodoVRC.

A representa̧cãoderota̧cõesemtermosdovetorrota̧cãoconformepossuiumasingularidade
emφ �)� 2π, pois

�
c
� �7� ∞. Poŕem,aocontŕario dospar̂ametrosdeRodrigues,no intervalo

φ l , � π � 
 π - , o VRC nãoapresentanenhumasingularidadejáquenesteintervalo/ 0 T c0 T 2� 4 T ci TR
 4 	 i � 1 � 2 � 3
 (213)

Utilizandoalgumasrela̧cõestrigonoḿetricas,podemosobservar facilmenteque
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Figura4: Varia̧cãodo ânguloderota̧cãoesuasderivadasemtermosdoVRC

b � c
c0

(214)

Substituindoesteresultadonaequa̧cão(150)eutilizandoaequa̧cão(212),obtemosaexpress̃ao
dooperadorR emtermosdoVRC

R 	 c0 � c
�� I 
 2	 c0 � 4
 2 	 c0c̃ 
 c̃c̃
 (215)

A principalpropriedadedoVRC éo fatodequearota̧cãototalR podeserdivididaemduas
rota̧cõesF demesmaamplitude1

2φ, a qualpodesercomputadaemtermosdospar̂ametrosde
Rodriguesconsiderandomeiarota̧cão.

R � F2 (216)

ondeF podeserescritadaseguinteforma

F � I 
 1	 c0 � 4
 L c̃ 
 1
4

c̃c̃M (217)

Paraobtermosasexpress̃oesdasvelocidadesangularesem termosdo VRC e suasderivadas,
podemosderivaraequa̧cão(211)

ċ � 4ṅ tan
φ
4


 n

cos2 φ
4

φ̇ (218)

Pŕe-multiplicandoa últimaequa̧cãopornT , obtemosaexpress̃ao

φ̇ � cos2
φ
4

nT ċ (219)

e,substituindoestaexpress̃aonaanterior, obtemos

ṅ � 1

4tanφ
4

�
I � nnT � ċ (220)
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Substituindoosúltimosresultadosnaequa̧cão(123)eutilizandoalgumasrela̧cõestrigonoḿetri-
cas,obtemosasexpress̃oesdasvelocidadesangulares

W � T 	 c0 � c
 ċ w � TT 	 c0 � c
 ċ (221)

ondeo operadorT é

T 	 c0 � c
�� 2	 4 � c0 
 2 ' 	 4 � c0 
 I � c̃ 
 1
4

c̃c̃( (222)

As acelera̧cõesangularespodemserobtidasatravésdo mesmoprocedimentoutilizadona
sȩcãoanterior.

6.8 Representa̧cãoderotaçõesno plano

A rota̧cãomaissimplesquepodemosconsideraŕearota̧cãoplanadeumângulofinito emtorno
de um eixo coordenado.Sejamos eixosE1E2E3 e t1t2t3, apresentadosna Figura5. O eixo
E1E2E3 é fixo no espa̧co e o eixo t1t2t3 é solidário a um vetor X. Suponhamos,agora,que
giremoso vetorX deumânguloφ emtornodoeixoE3.

E
E

E3= t 3

φ

φ

φ

X x

t

t

1

2

1

2

Figura5: Rota̧cãonoplanoE1E2

Se considerarmosque o vetor X possuicomponentes
,
X1 X2 X3 - na basematerialE, as

novascomponentesdomesmovetornabaseespacialt, aṕosa rota̧cãoφ, podemserescritasda
seguinteforma: bd e x1 � X1cosφ � X2senφ

x2 � X1senφ 
 X2cosφ
x3 � X3

(223)

Seescrevermosemformamatricial,obtemos:

x � RX (224)
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ondeo operadorrota̧cãoR é daseguinteforma:,
R 	 z � ϕ 
�- tt � ,

R 	 z � ϕ 
�- EE � ��
cosϕ � senϕ 0
senϕ cosϕ 0

0 0 1

��
(225)

Damesmaforma,podemosobtero operadorrota̧cãopararota̧cõesnosoutroseixoscoorde-
nadosE1 eE2 deângulosψ e θ, respectivamente.,

R 	 x � ψ 
�-m� ��
1 0 0
0 cosψ � senψ
0 senψ cosψ

��
(226),

R 	 y � θ 
�-.� ��
cosθ 0 senθ

0 1 0� senθ 0 cosθ

��
(227)

6.9 Não-comutatividadederotações

Consideremosum corporı́gido submetidoa duasrota̧cõessucessivasR1 e R2 de90o emtorno
doseixosz ey, respectivamente(Figura6)

R1 � R1 	 z � 90o 
�� ��
0 � 1 0
1 0 0
0 0 1

��
; R2 � R2 	 y � 90o 
�� ��

0 0 1
0 1 0� 1 0 0

��
(228)

Sabemosqueo produtodematrizesnãoé comutativo, i.e.

R1R2 � ��
0 � 1 0
0 0 1� 1 0 0

�� X� R2R1 � ��
0 0 1
1 0 0
0 1 0

��
(229)

No casode rota̧cõesfinitas, a não-comutatividadesignificaquea invers̃ao da ordemdas
opera̧cõesde rota̧cão dá origema diferentesconfigura̧cõesgeoḿetricasdo corpono qual as
opera̧cõesforamaplicadas.Estapropriedadeimplica que,emqualquerdecomposi̧cãodeuma
rota̧cãofinita emtermosde rota̧cõeselementaressucessivas,a ordemnaqualasrota̧cõesele-
mentaressãoaplicadaśeessencial.

6.10 Representa̧cãoderotaçõesemtermosdosângulosdeEuler

OsângulosdeEulerformamumconjuntodetrêspar̂ametrosindependentesquepermitemrep-
resentaro operadorrota̧cãoatravésdasuperposi̧cãodetrêsrota̧cõesplanas(Junkinse Shuster,
1993). Existem12 diferentesconjuntosdeângulosdeEuler(Mayer, 1960,p.85,Wertz,1978,
Shuster, 1993a),6 simétricose 6 assiḿetricos. Nestasȩcão, usaremoso seguinte conjunto
simétrico(Figura7):

1. Umarota̧cãodeψ (precess̃ao)emtornodoeixoE3 : R1 	 z � ψ 
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Figura6: Ilustra̧cãodapropriedadedenão-comutatividadederota̧cõesfinitas

2. Umarota̧cãodeθ (nuta̧cão)emtornodoeixo r1 : R2 	 x � θ 

3. Umarota̧cãodeϕ (rota̧cãoprópria)emtornodoeixos3 : R3 	 z � ϕ 

Podemosescrevera transforma̧cãoresultantedaseguinteforma:

x � RX (230)

ondeo operadorrota̧cãoR é acomposi̧cãodastrêsrota̧cõesnaseguinteordem

R � R3 	 z � ϕ 
 R2 	 x � θ 
 R1 	 z � ψ 
 (231)

Paraobtermosa express̃aomatricialdo operadorR emtermosdosângulosdeEuler, deve-
mosent̃aodesenvolvero produtoacima,paratal, devemosescrever osoperadoresR1, R2 e R3

namesmabase,digamost i > t j . Onde,,
R 	 z � ψ 
�- rr � ��

cosψ � senψ 0
senψ cosψ 0

0 0 1

��
(232),

R 	 x � θ 
�- ss � ��
1 0 0
0 cosθ � senθ
0 senθ cosθ

��
(233)
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Figura7: Representa̧cãodosângulosdeEuler

,
R 	 z � ϕ 
�- tt � ��

cosϕ � senϕ 0
senϕ cosϕ 0

0 0 1

��
(234)

O operadorR podeserescritodaseguinteforma,
R - tt � ,

R3 	 z � ϕ 
�- tt , R2 	 y � θ 
n- tt , R1 	 z � ψ 
�- tt (235)

ondeamudaņcadebasepodeserescritadaseguinteforma,
R2 	 x � θ 
n- tt � Q3

,
R2 	 x � θ 
�- ssQ

� 1
3 (236),

R1 	 z � ψ 
�- tt � Q3Q2
,
R1 	 z � ψ 
�- rr Q

� 1
2 Q

� 1
3 (237)

Conforme,demonstradonasȩcãoanterior, asmatrizesdemudaņcadebasesãosimilaresàs
matrizesderota̧cão,deformaqueasmatrizesQ2 eQ3 são

Q2 � D R � 1
2 	 x � θ 
 G s

s
e Q3 � D R � 1

3 	 z � ϕ 
 G t

t
(238)

Substituindoasúltimasexpress̃oesnaequa̧cão(235)obtemos,
R - tt � ,

R1 	 ψ 
�- rr ,
R2 	 θ 
n- ss ,

R3 	 ϕ 
�- tt (239)

donde,podemosescreveraexpress̃ao,
R 	 ψ � θ � ϕ 
�- tt � ��

cψcϕ � sψcθsϕ � cψsϕ � sψcθcϕ sψsθ
sψcϕ 
 cψcθsϕ � sψsϕ 
 cψcθcϕ � cψsθ

sθsϕ sθcϕ cθ

��
(240)

com c � cosξ e s � senξ 	 ξ � ψ � θ � ϕ 
 . Os ângulosde Euler podemserobtidosa partir dos
elementsr i j damatrizR, atravésdasseguintesrela̧cões
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ϕ � tan
� 1 L r31

r32
M ; / senθ � r31senϕ 
 r32cosϕ

cosθ � r33
; / senψ � r11cosϕ � r12senϕ

cosψ � r21cosϕ � r22senϕ
(241)

Podemosobservarqueestainvers̃aoapresentaumasingularidadequandoθ � 0 � π, pois,
R - tt ooo θ H 0 p π � ��

cos	 ψ � ϕ 
 � sen	 ψ � ϕ 
 0
sen	 ψ � ϕ 
 cos	 ψ � ϕ 
 0

0 0 � 1

��
(242)

Paraobtermosasexpress̃oesdasvelocidadesangulares,vamosrelembrarasseguintesre-
lações

w̃ � ṘRT e W̃ � RTṘ (243)

Utilizando o resultadoobtido na equa̧cão (240), podemosescrever asexpress̃oesdasveloci-
dadesangulares.As componentesdavelocidadeangularespacialw nabaseE são,

w - E � ,
W - t � ��

0 cosψ senψsenθ
0 senψ � cosψsenθ
1 0 cosθ

�� ��
ψ̇
θ̇
ϕ̇

��
(244)

eassuascomponentesnabaset são,
w - t � ,

W - E � ��
senϕsenθ cosϕ 0
cosϕsenθ � senϕ 0

cosθ 0 1

�� ��
ψ̇
θ̇
ϕ̇

��
(245)

6.11 Representa̧cãoderotaçõesemtermosdosângulosdeBryant

OsângulosdeBryant(Figura8) fornecemumconjuntoassiḿetricodeângulosdeEuler(Wertz,
1978,Shuster, 1993a)permitindoderepresentaro operadorrota̧cãoatravésdasuperposi̧cãode
trêsrota̧cõesplanas.As rota̧cõessucessivassãonaseguinteordem:

1. Umarota̧cãodeψ (yaw) emtornodoeixoE3 : R1 	 z � ψ 

2. Umarota̧cãodeθ (pitch)emtornodoeixo r2 : R2 	 y � θ 

3. Umarota̧cãodeϕ (roll) emtornodoeixos1 : R3 	 x � ϕ 


Podemosescrevera transforma̧cãoresultantedaseguinteforma:

x � RX (246)

ondeo operadorrota̧cãoR é acomposi̧cãodastrêsrota̧cõesnaseguinteordem

R � R3 	 x � ϕ 
 R2 	 y � θ 
 R1 	 z � ψ 
 (247)

Paraobtermosaexpress̃aomatricialdooperadorR emtermosdosângulosdeBryant,deve-
mosent̃aodesenvolvero produtoacima,paratal, devemosescrever osoperadoresR1, R2 e R3

namesmabase,digamost i > t j . Onde,
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Figura8: Representa̧cãodosângulosdeBryant

,
R 	 z � ψ 
�- rr � ��

cosψ � senψ 0
senψ cosψ 0

0 0 1

��
(248),

R 	 y � θ 
�- ss � ��
cosθ 0 senθ

0 1 0� senθ 0 cosθ

��
(249),

R 	 x � ϕ 
�- tt � ��
1 0 0
0 cosϕ � senϕ
0 senϕ cosϕ

��
(250)

O operadorR podeserescritodaseguinteforma,
R - tt � ,

R3 	 x � ϕ 
�- tt , R2 	 y � θ 
�- tt , R1 	 z � ψ 
�- tt (251)

ondeamudaņcadebasepodeserescritadaseguinteforma,
R2 	 y � θ 
n- tt � Q3

,
R2 	 y � θ 
�- ssQ

� 1
3 (252),

R1 	 z � ψ 
�- tt � Q3Q2
,
R1 	 z � ψ 
�- rr Q

� 1
2 Q

� 1
3 (253)

Relembrandoarela̧cãodasmatrizesQ2 eQ3 comasmatrizesderota̧cãoesubstituindoasduas
últimasexpress̃oesnaequa̧cão(251)obtemos,

R - tt � ,
R1 	 z � ψ 
�- rr ,

R2 	 y � θ 
�- ss ,
R3 	 x � ϕ 
�- tt (254)

donde,podemosescreveraexpress̃ao,
R 	 ψ � θ � ϕ 
�- tt � ��

cψcθ � sψcϕ 
 cψsθsϕ sψsϕ 
 cψsθcϕ
sψcθ cψcϕ 
 sψsθsϕ � cψsϕ 
 sψsθcϕ� sθ cθsϕ cθcϕ

��
(255)
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ondec � cosξ e s � senξ (ξ � ψ � θ � ϕ). Os ângulosdeBryantpodemserobtidosa partir
doselementosr i j damatrizR, atravésdasseguintesrela̧cões

ϕ � tan
� 1 L r32

r33
M ; / senθ �)� r31

cosθ � r32senϕ 
 r33cosϕ ; / senψ �*� r12cosϕ 
 r13senϕ
cosψ � r22cosϕ � r23senϕ

(256)
Podemosobservarqueestainvers̃aoapresentaumasingularidadequandoθ �q� π r 2, pois,

R - tt ooo θ Hts π u 2 � ��
0 � sen	 ψ � ϕ 
 cos	 ψ � ϕ 

0 cos	 ψ � ϕ 
 sen	 ψ � ϕ 
� 1 0 0

��
(257)

Paraobtermosasexpress̃oesdasvelocidadesangulares,vamosrelembrarasseguintesre-
lações

w̃ � ṘRT e W̃ � RTṘ (258)

Utilizando o resultadoobtido na equa̧cão (255), podemosescrever asexpress̃oesdasveloci-
dadesangulares.As componentesdavelocidadeangularespacialw nabaseE são,

w - E � ,
W - t � ��

0 � senψ cosψcosθ
0 cosψ senψcosθ
1 0 � senθ

�� ��
ψ̇
θ̇
ϕ̇

��
(259)

eassuascomponentesnabaset são,
w - t � ,

W - E � �� � senϕ 0 1
senϕcosθ cosϕ 0
cosϕcosθ � senϕ 0

��i��
ψ̇
θ̇
ϕ̇

��
(260)

7 Conclus̃oes

O problemada representa̧cão de rota̧cõesfinitasparao estudoda dinâmicade corposrı́gidos
foi estudado.O operadorrota̧cãofoi derivadoa partir dediferentesabordagense aoproblema
deparametriza̧cãofoi dadoumtratamentoparticular. Váriossistemasdeparametriza̧cãoforam
apresentados,entreeles:� ÂngulosdeEuler� ÂngulosdeBryant� Par̂ametrosdeEuler� Par̂ametrosdeRodrigues� VetorRota̧cãoConforme(VRC)� VetorRota̧cão� Quaternios
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Podemos,agora, fazer uma exposi̧cão dos principais pontosfavoráveis e desfavoráveis
destessistemasdeparametriza̧cão.Váriosaspectospodemseranalisados,entreeles:

1. Os ângulosde Euler e Bryant são parametriza̧cõescriadasparaproblemasespećıficos
como,por exemplo,os ângulosde Euler parao problemado pião pesadoe os ângulos
de Bryant parao problemade direcionamentode aeronaves. Devido a estefato, pode-
seesperarqueelesnão sejamapropriadosparao estudode problemasgerais. Os dois
sistemasapresentampontosdesingularidade,i.e., a matrizT não é inverśıvel paraθ �
0 � π, no casodosângulosdeEuler, e paraθ �q� π r 2, no casodosângulosdeBryant. As
outrasparametriza̧cõessão derivaçõesdo teoremade Euler acercada representa̧cão de
rota̧cõesfinitasemtermosdoeixoedo ânguloderota̧cão.

2. Os par̂ametrosde Euler, o VRC e o vetor rota̧cão podemserutilizadospararepresen-
tar rota̧cõesde qualquermagnitudedentrodo intervalo φ l , � π � π - . Enquantoque,os
par̂ametrosde Rodriguestendema infinito quando �φ � ^ π. Fora do intervalo

, � π � π - ,
ospar̂ametrosdeEulere o vetorrota̧cãonãoapresentamsingularidades,poŕem,o VRC
tendea infinito quando�φ � ^ 2π.

3. Quantoàspropriedadesdediferenciabilidade,ospar̂ametrosdeEuler, o VRC e o vetor
rota̧cão possuemo operadortangenteT cont́ınuo e inverśıvel dentrodo intervalo φ l, � π � π - . Contudo,a únicaparametriza̧cão quepermitevaloresfora desteintervalo é o
sistemadospar̂ametrosdeEuler. O vetorrota̧cãoapresentaumpontodesingularidade(T
nãoé inverśıvel)quando� φ �<� 2π eo VRC quando�φ �=� 3 ; 709.No entanto,estalimitação
podeser facilmentesuperadatrabalhandono intervalo φ l , � π � π - e transformandoas
rota̧cõesqueexcedemestafaixaemrota̧cõesdentrodo intervalosomandooudiminuindo
o ânguloderota̧cãode2π. Sendoque,quando� φ � � π, o VRCest́amaispróximodoponto
desingularidadequeo vetorrota̧cão,portantopode-seesperarummelhorcomportamento
do último quantoaconvergênciadoalgoritmodeintegra̧cão.

4. O vetorrota̧cãoeo VRCtêmavantagemderepresentarrota̧cõescomumnúmeromı́nimo
depar̂ametros,enquantoospar̂ametrosdeEulerformamumconjuntodequatropar̂amet-
ros dependentesrelacionadospor um vı́nculo. Isto causao inconvenientede se tornar
necesśariaa adi̧cãodeum multiplicadordeLagrangeparadescrever o vı́nculoparacada
corpo. De formaque,sobo pontodevistacomputacional,setornanecesśario um algo-
ritmo queintegreEADs(Equa̧cõesAlgébrico-Diferenciais)e nãomaisEDOs(Equa̧cões
DiferenciaisOrdinárias).

5. Os par̂ametrosde Euler dão origem a express̃oesmais simplesque o VRC e o vetor
rota̧cão,especialmenteparaasacelera̧cõesangulares.

6. OsângulosdeEuleredeBryantfornecemumacaracteriza̧cãogeoḿetricaimediatadaro-
tação. Dentreossistemasdeparametriza̧cãoquenãoapresentamsingularidades,o vetor
rota̧cãoforneceumacaracteriza̧cãogeoḿetricamaissimplesdarota̧cão.Enquantoqueos
outrossistemasrequereminterpreta̧cãodosvaloresdandoorigemafunçõestrigonoḿetri-
casrazoavelmentecomplicadas.

Comoconclus̃aofinal, quantoa parametriza̧cãoderota̧cõesemproblemasdedinâmicade
corposrı́gidos,podemosdizer que,desdeque sepossaaceitaro custode integrar equa̧cões
algébrico-diferenciais,o sistemadeparametriza̧cãomaisindicadoéo dospar̂ametrosdeEuler,
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pois é o único quenão apresentasingularidadeparaqualquermagnitudede rota̧cão e, além
disso,estesistemadá origem a equa̧cõessimples. Entretanto,se é desejadoou necesśario
empregar um sistemade trêspar̂ametrosindependentes,tantoo VRC quantoo vetor rota̧cão
são apropriados.Poŕem, em geral, o vetor rota̧cão é uma opção mais adequadajá que ele
forneceumacaracteriza̧cãogeoḿetricamaissimplese melhorespropriedadesdeconvergência
dosalgoritmosdeintegra̧cão.
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