Paperto appeain theJ. of the Brazilian Soc. MechanicalSciences21(2), 2000 1

Umarevisao sobre a parametrizacao de rotacoes
finitas na dinamicade corposrigidos

M.A. Trindade e R. Sampaio
Departamentde EngenhariaMecanica,PUC-Rio
ruaMarquesde SaoVicente,225,Rio de JaneiroRJ,22453-900Brasil

e-mail: trindade@mec.puc-rio.l@rsampaio@mec.puc-rio.br

1 Intr oducao

A parametrizedo de rotagdesfinitastem sido objetode continuaarélise devido a suaextensa
aplicacdo a pesquisaerorauticae aeroespacialEntretantoo primeiro estudosobrerotacoes
foi publicadopor Eulerem1776.Varioslivrosclassicosledinamica(Arnold, 1976,Goldstein,
1980,Meirovitch, 1970,Whittaker, 1965)apresentarmaonhecimentobasicosdacinemnéticade
corposrigidos, poremsemdetalhara parametrizgdo de rotegdesfinitas. Ja Bottemae Roth
(1979)e Angeles(1988) se dedicarama cinematicapropriamentalita. Adicionalmenteuma
introducao simplesa algebrade rotacdespodeserencontradam (Mayer, 1964).

Atualmente o problemadarepresentggo de rotacOesfinitas continuasendobastantesstu-
dado. AlgunsautoregCardona 1989, Rochinhae Sampaio,1996b,Trindade, 1996)apresen-
tarama importanciada aralise de rotagdesfinitas na dinamicatridimensionalde multicorpos.
O desemolvimentoda aralise nao-linearde estruturasmotivado principalmentepelo estudo
de estruturaggeometricamentado-lineares de estruturasujeitasa grandesdeslocamentos,
despertow interesselacomunidadeledinamicaestruturaharepresentgioderotacoesfinitas
(Bathee Bolourchi, 1979,Betsch,Menzele Stein,1998, Ibrahimbeovic, Frey e Kozar 1995,
Simoe Wong, 1991). Argyris (1982)e Atluri e Cazzani(1995)apresentararamarevisaode
rotagdesfinitase de suasaplicagdesa dinamicaestrutural.

Mais precisamentesobrea parametrizeao de rotagdes, uma discusfo sobrea necessi-
dadede cincopa@metrogararepresentaglobalmenteotacdoesé apresentadpor Stuelpnagel
(1964). Sistemasom quatropametroscomoquaterniossao suficientegpararepresentaro-
tacOesnapratica,comapenasimpatametroredundanteNestetrabalhomostra-seueagrande
vantagende utilisar o numerominimo de paiametrosi.e. trés,é deeliminararedund@ncianos
patametrosde formanao originarequgdesde vinculo. Mesmose, nestecaso,singularidades
narepresentgo saoinevitaveis (Stuelpnagel1964). Maioresdiscus®essobresingularidades
podemserencontradagm (Sampaioe Trindade,1998). Uma revisao geral sobrediferentes
sistemagle parametrizgdofoi apresentadpor Géradine Rixen(1995).

O objetivo desterabalhce apresentanmarevisdodasposs$veisabordagenparao problema
dadescrgao dacinematicaespacialde corposrigidos,queconsistebasicamentem descreer
asrotacoesfinitasdecorposrigidos. Esteestudce basicoparaamodelagemsimulecdo,aralise
do comportamentdinamicode estruturas.



Nestetrabalhojnicialmente se@apresentadamadescrg¢aointrinsecalo operadorotagao,
i.e., semo usode componentesatentand@araas principaispropriedadeslo operadar Em
sqyuida,se@odescrito® movimentogeraldeum corporigido e osseuscampogievelocidades
e acelergoes.

Posteriormenteseo apresentadadiversasabordagenparaa parametrizeao de rotecoes
finitas. A representgioderotacOesfinitasé objetivo deintensio estudae numerososrabalhos
nestaareavem sendoapresentadoso longo da Gltima década.Nao é objetivo destetrabalho
esgotaro assuntode parametrizedo de rotegcdesfinitas, massim, apresentaumadiscusgo
acercalosmaisimportantesistemasle parametrizedo encontradosaliteratura.

SeBoapresentadoss seguintessistemagsie parametrizedo:

o Angulos de Euler e Angulos de Bryant: fornecemuma caracterizedo geonétrica da
rotacdo. Sao os sistemagie parametrizgdo maisencontradogalliteraturade dinamica,
principalmentepor apresentarerfacil visualizagaodo problema.

e ParametrosieEuler, ParametrogieRodriguesyVetorRotgsaoe VetorRotggaoConforme:
dervamdo teoremade Euler acercadarepresentgio de rotacOesfinitas emtermosdos
invariantes(eixo e angulode rotacdo). Possuemna vantagende ndo seremespedicos
paradeterminadogroblemascomo os angulosde Euler e Bryant, sendo,a principio,
maisapropriadoparao estudode problemagjerais.

e Quaternios:trata de forma bastantepeculiare eleganteo problemade rotacdo. Per
mite combinarrotacdessucessiasatraszésdamultiplicagdo de quaternioscausandam
nimerominimo de opergdesalgébricas.

Estaddiferentesabordagens suasrelecoesse@oapresentadagroblemagsomopontosde
singularidades propriedadesle diferenciabilidadese@otratados.Atravésda compargao dos
diversossistemasle parametrizgdo, seoapresentadaonclu®esfinaisacercadacorvenien-
ciadeumadadaparametrizedo,i.e.,suasvantageng deswantagens.

2 Descricaointr insecado operador de rotacoesfinitas
Sejao operadotinearR, representadoaFigural, tal que

x=RX (1)
A imagemde X € obtidaatravésde umarotagao naqualseumoédulo permanecénalterado
gualquemuesejaR. De modoquepodemosescreer
XTX =x"x = XTRTRX 2)

donde podemosbsenarque
RTR=1I 3)

portantoR™ = R~1, o quesignificaque o operadorR podeserrepresentadpor umamatriz
ortogonal.Sabend@ueosvetoresE; formamumabaseortonormalg, temos



Sy

Figural: Represeng@odeumarotagaofinita

E'Ej=38j e E3=EiE (4)
e, portanto,
= T
(EiE2) Esz=1 ()

Damesmamnaneirasabemosjueosvetores; formamumabaseortonormalt

thtj=8; e tz=Ttit2 (6)
e, portanto,
= \T
(tltz) t3=1 (7)
Vamosdefinir, enfio,asmatrizes
A:[El E> Eg] e B:[tl ) tg] (8)

que,devido asequgdes(5) e (7), ttmdeterminantainitario

det(A)=1 e det(B) =1 9)

Sabendaueosvetored; dabasd tamtemsaotransformadopelooperadoR, tal quet; = RE;,
podemosbsenarque

B=RA (10)

e, portanto,podemosafirmarque
defR) = +1 (11)

0 que mostraque o operadorR podeserrepresentad@or uma matriz ortogonale propria.
Consideremos® conjuntoA1,A2,A3 e 0 conjuntohy, hy,hz comoos autovalorese autovetores
dooperadoR, respectramente Portantopodemosscreer:

Rh; = Ajh; (i=1,2,3) (12)

Podemosenfio,concluirqueo produtodosautovaloresdeR éigualal.
det(R) = )\1)\2)\3 =1 (13)
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Alémdisso,de(12), podemosscreer

IRhill = Al lhi]l - (i1=1,2,3) (14)

Comofoi verificadoanteriormentep modulo de um vetor que efetuauma rotagao pura
permanecénalteradode modoquetodososautovalorestémmodulounitario

Al=1  (i=123) (15)

ComoR & um operadord x 3, aequaao caracteisticade R € umaequgao cubicaem A.
ComoR éreal, estaequaao deve possuirpelo menosumaraiz real. Devido aofatode queo
modulodosautovaloresé unitario, estaraiz realsb podeser+1.

Consideremosgnfio, todosos possveis autovaloresde R. Todosos trésautovaloresnao
podemserreaise diferentespoisraizesreaissd podemter valores+1. Setodososautovalores
foremreaise doisdelesiguais,o queé diferentedeve ser+1, serao o determinantele R nao
poderiaser+1. Comexcegao dasolugdotrivial ondetodosos autovalorestémvalor +1 (que
representa matrizidentidade)a Unicapossibilidadeemanescente um autovalor real e out-
ros dois complexos conjugadosMas, os autovalorescomplexos conjugadopossuenmodulo
unitario e, consequentementsgeuprodutoé iguala+1, portantoo autovalor realdeve ser+1.

Comofoi verificado,qualquertransformgao ortogonalnao-triial representando movi-
mentode rotacdo de um corporigido tem um, e apenasum, autovalor igual a +1. Estaafir-
macao podeserreescritaatravésdo teoremade Euler: “o movimentogeral deumcorporigido
comumpontofixo & equivalentea umarotacdo emtorno dealgumeixd'.

Consideremosa matriz/A comosendoa matrizdosautovaloresde R. Podemosscreer o
operadoiR como

R=QAQ ! onde Q*Q=I (16)
eonde
M 0 O
A=| 0 X O (17)
0 0 Az

sendoqueosautovaloresi1, A2, A3 podemserescritosdaseguinteforma

AM=1 Ax=exp(ip) Az=exp(—ip) (@arbitrario) (18)
O operadoR possuium autovetorn associad@aoautovalor 1, tal que:

Rn=n (19

e, portanto,permanecénalteradonatransformgao. O vetor unitario n € denominadale eixo
derotacdo. Osautoretoresassociadososoutrosdois autovaloresi, e A3 sAo complexoscon-
jugados.Podemo®screer o operadoiQ naforma

Q=[n u+iv u—iv] (20)



portanto
T
Q' =| (u—iv)! (21)
(u+iv)T

Utilizandoa propriedadelefinidanaequagao(16), podemosescreer
[ n'n n'(u+iv) n'(u—iv) "

Q*Q=1| (u—iv)Tn (u—iv)T(u+iv) (U—iv)T(u—iv)

(U+iv)Tn (u+iv)T(u+iv) (u+iv)T(u—iv)

-y (22)

dondepodemosescreer
nNflu=nTv=0
u'v=0 (23)
ulu+viv=1
Daspropriedadeacimadescritaspodemosieduzirqueosvetoresu e v formamumabase
ortogonalno planoperpendiculaao eixo derotagdon. Aléemdisso,podemobsenar queos
autovetoresu+iv) e (u—iv) obedecendsseguintesrelacdes:

R(u+iv) = exp(ig)(u+iv)

R(u—iv) = exp(—i@)(u—iv) (24)
guepodemserreescritaglaseguinteforma
Ru+iRv = (ucosp— vsenp) +i(usenp+ vcosy
! : (25)
Ru—iRv = (ucosp— vsenp) —i(usenp+ vcosy
donde
Ru = ucosp—vsenp (26)

Rv = usenp+ vcosp

Esteresultadamostraqueosvetoresu e v apresentammarotacdo planade um angulono
planoperpendiculaaoeixo derotagcao. OstltimosresultadognostramquequalquerotacaoR
podeserpensadalobalmenteeomoumarotagcaoplanade um angulog emtornodeumeixon.

3 Movimento geral de um corpo rigido

Na seao anterior descrgemoso operadorrotagao através de umatransformagao rigida de
um vetor, ondeeramconsideradagapenasas configurgoesinicial e final. Agora, desejamos
descrger o movimentode um corporigido. Paratal, passaremoa consideraiqueo operador
rotacaoé variavel notempo.lsto porqueo corporigido podeassumirariasconfigurgdes,uma
paracadainstantede tempo. Paradescrger estemovimentosao necesariosseispa@ametros,
dosquaistréssao paradescreer a translgao de um pontodo corpoe outrostrés,comosei
demonstradgaradescreer arotacaoemtornodeum eixo quepassgor esteponto.
Consideremoam corporigido semovendono espgo, comorepresentadonaFigura2. Se-
ja O um ponto do corpo que adotaremogomo origemdo referencialinercial, representado
na Figura2 pelabaseE. SejamX e xp 0s vetores-posiao de um pontoarbitrario P do cor
po. Suponhamosjue o movimentodo corposejaa composgao de dois movimentos,um de



translagao purae outro de rotagcao pura. No primeiro movimento, todosos pontosdo corpo
apresentano mesmodeslocamentogue representaremagselo deslocamentap do ponto O.
No segundomovimento,o corporigido giraemtornode um eixo quepassgelopontoO’. Tal
gue,o vetorposicaodo pontoP, apbso movimento,é

Xp = X0 + X (27)
ondexp = OP, X = OP, xo = 00 ex = O'P.

Figura2: Represengiiodeum corporigido no espgo

Comoo sggundomovimentoé umarotagcao pura,representadpelooperadoiR, o vetorx &
aimagemdo vetor X, demodoquepodemoseescreer aequgao(27) nasegyuinteforma:

Xp = Xo+ RX (28)
Podemo®xpressan deslocamentdo pontoP desuaposicaoderefe@ncianaforma

Up =Xp— X =Up+DX (29)

ondeup = Xp € o deslocamentdaorigem,e onde

D=R—I (30)

O operadoD tempelomenosum autovalor nulo, pois

Dn=D"n=0 (31)

Portantop sistema

Uo+DX =0 (32)

naotemsolucaoemageral,o quesignificaque,geralmentenenhumpontodo corpopermanece
fixo duranteatransformgaodefinidanaequagao (28) a naoserqueo deslocamentdaorigem
Up sejanulo. Poiém,podemogncontraum pontoC como deslocamentminimo ||uc||. A sua
postaopodeserencontradaesohendoo seguinteproblema



luc]| = min||DX +uo|* (33)

A solugaodo problemaacimaverificaa seguinteequaao

D" (up+DXc)=0 (34)

0 guemostraqueo deslocamentdo pontoC é paraleloaoeixo derotagao

Uc = Up+DXc =kn (35)
ondek & umaconstanteujo valor podeserobtido pré-multiplicandoa equazo (35) porn’

k=n"uo (36)

eapostcaodo pontoC é solugdode

DXc = (nnT —1)uo (37)

No entanto,ndo podemogesoler estesistemapois 0 operadoiD nao € inverdvel, como
podeserobseradoem (31). De modoa eliminar aindetermingao naescolhado pontoC no
eixoderotacao,podemogscolheumpontoM noeixoderotagaoquesatisbgao sistemaacima
guesejao maisproximo daorigemO. O vetorpostaodeM est sujeitoaoseguintevinculo

n"Xm=0 (38)

e é solusaodo sgyuintesistema

r? Xm = nnTO—I Uo (39)
BRI

Estesistemae formalmentesobre-determinadmmquatroequadesetrésincognitas.Poem,
suasobre-determirgiio € apenadormal, ja que, apenadrés dasquatroequgdessao linear
menteindependentedA solucaodo sistemaacimapodeserobtidautilizandoainversageneral-
izadade Moore-PenroséCampbelle Meyer1979)

D
[DT n] [ T ]xM =-D"ug (40)
donde o7
___PUo
Kn = 2(1— cosy) (41)

Podemowerificarqueo deslocamentdo pontoM consisteapenasie umatranslgao

um = kn—+ D(XM — Xc) =kn (42)

A partirdosultimosresultadopodemogscreero teoremale Chasles Emummovimento
qualquerde um corporigido, a posicdo dospontosdo corpo que possueno menordesloca-
mentoé definidapor umalinha paralela ao eixo de rotagdo que passapor um pontoM cujo
vetorposcao é definidonaequaéo (41)'.



4 Campode velocidadesde um corporigido

Podemosagora,analisarasvelocidade&nvolvidasemum movimentogeralde um corporigi-
do. Paratal, comonase&;ao anterior vamosconsiderao movimentode um pontoP do corpo.
O vetorvelocidadedo pontoP podeserobtidoatrastésdadiferencigao comrelagadoaotempo
daequgao(28) e &€ dadopelasgyuinteexpres&o

Xp = X0+ RX + RX (43)
Consideremo® casoondeo ponto materialé fixo com relagéo a basemateriale, portanto,
X = 0. Destaforma,aequgaoacimasereduza:

Xp = X0+ RX (44)

Podemosindaeliminar X da equa&ao acimaexprimindo X emfuncaoxp. Paratal, podemos
inverteraequgao (28) obtendo:

X =RT (xp—xo) (45)
substituindoa equaao (45) na equgao (44), obtemosa forma final do vetorvelocidadedo
pontoP

Xp = Xo+ RR' (Xp — Xo) (46)
ondeo operadoiRRT & um operadomnti-simétrico,jaque

d . . . .

a(RRT) =RRT+RRT=RRT+(RRT)T=0 (47)
portanto,podemoslefinir o operador

W=RRT (48)

comosendaoo operadornti-sinetricoassociad@aovetorvelocidadeangularespaciailv do cor

po rigido. O isomorfismoentreum operadoranti-sinrétrico e um vetor nos permiteescreer

wh = w x h. Tal que,emqualquerbase podemosscreer a seguinterelacdo entreascompo-
nentesdamatrizanti-sinétricae do vetor

0 —W3 W» W1
W= w3 0 —-w W)= | wp (49)
—Wo  Wp 0 W3

Deformaqueavelocidadevp do pontoP podeserescritacomo

Vp=Vpo+ \TV(Xp — XQ) (50)

ondevp = Xo € o vetorvelocidadedo pontode refeénciaO. Destamaneira,se sabemos
postaoeavelocidadeleumpontoqualquerdocorpoeavelocidadeangulardo corpo,podemos
determinano seumaovimento.

Podemodefinir, tamkem, a velocidadeangularmaterialque pode ser obtida através da
transformagao,apresentadaaFigura3,



W=R'w ou W=R"WR (51)
dondea velocidadeangulamaterialé expressagor

~

W=R'R (52)

R

7

\_R/

Figura3: Transformgaodo vetorvelocidadeangular

ComoaescolhadaorigemO é arbitraria, &€ interessantebtermosumadescr¢ao invariante
davelocidadedopontoP. Paraisso,analogamentaodeserolvimentodasecaoanterior vamos
definirum pontoC do corpocomosendoaquelequeapresentanenorvelocidade lsto consiste
emresoler o seguinteproblema

Y R - 2l 1,
min{ 58} = min{ o +ixe - x0)?} = 58 3)
Daequgaoacima,podemo®bsenarqueo vetorpostaoxc do pontoC verificaa seguinte
condicao
WT [Vo +W(xc —X0)] = 0 (54)
o quesignificaqueseuvetorvelocidade/c € paraleloa direcaodavelocidadeangular

Vc =Vo+ \TV(Xc - Xo) = (55)

u—
[lwll

O valor de u pode ser obtido projetandoa equgao acimana direcao de w, ou seja, pré-
multiplicandoa equgzoporw’

1
[[wl]

A posicaoxc do pontoC podeserobtidautilizandoasequades(55) e (56)

T
\TVXC = \7VXo — (| Ww ) Vo (57)

u Vo (56)

T
[Iwll

contudo,estesistemanao tem solugao Unicapois W nao tem postomaximo. Portanto,vamos
suporum conjuntode solucdesxc daforma



Xc = XM + oW (58)

ondexy € umasolugdo particularda equgao (57) e a € um padmetroarbitrario. Todosos
pontosxc possuenma mesmavelocidademinima definidana equgao (55). A equ&ao (58)
representamalinhaquepassaelopontoxy e seguenadiregaodavelocidadeangulamw. Esta
linha & chamadale eixo de parafusdnstanéneo(instantaneouscrev axis)do corporigido. O
pontoM podeserconsiderada@omosendoo pontomais proximo ao pontode refeencia,de
modoque

wixy=0 (59)
O vetorposcaodo pontoM &, ento,solugaodo seguintesistema
W Vixp — (1 — W)y,
[ o [ 0

Estesistema formalmentesobre-determinadmomquatroequadesetrésincognitasporem
essasobre-determirgo € apenadormal, ja que apenadrésdasquatroequadessao linear
menteindependentesf?odemo®btera solucao destesistemautilizandoa inversageneralizada
de Moore-Penrosel?arataI,vamospré-multiplicarestesistemapor[ W w ]

W] X = W' Wixo + Wvo 61)
donde 1 B
W W

M 5X0 5Vo (62)
[[wi [[wi

A partirdosultimosresultadopodemogscreero sgguinteteorema* A poscaodospontos
deumcorporigido que possuena menorvelocidades definidapor umalinha paralela a ve-
locidadeangularespacialquepassgpor umpontoM cujo vetorpostao é definidonaequaao
(62).

A componentel definidanaequaao (56) € chamadale deslizamentdsliding) do parafuso
instanéineoe o passado parafusgodeserdefinidocomo

21u
p=— (63)
[[wl]
A velocidadede um pontoP arbitrario do corporigido podeserescritadaseguinteforma
W
Vp = U—— +W(Xp — Xm) (64)

[[wll

0 quemostraquea velocidadede um corporigido &€ compostade umatranslagao aolongodo
eixoinstanfineoderota; aoe de umarotacaoemtornodo mesmaoeixo.
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5 Campode aceleradesde um corpo rigido

Por Gltimo, podemosanalisarasacelergdesenvolvidasem um movimentogeralde um corpo
rigido. Paratal, comonasseg;0esanterioresyamosconsiderao movimentode um pontoP do
corpo.O vetoracelergdodo pontoP podeserobtidoatrarésdadiferencigdaodaequaao (44)
e édadopelasguinteexpres&o

Xp = X0+ RX (65)
PodemosindaeliminarX daequgaoacimautilizandoaequa&ao (45) obtendo:

ap =ap+ RRT (Xp - Xo) (66)
O operadorRRT podeserescritoem termosdo operadont = RRT associada velocidade
angularespaciataseguinteforma

. d . . L

RRT = a(RRT) —RRT = W+ W (67)
O primeirotermo, que é anti-sinetrico, representa variagao da velocidadeangularespacial.
A acelergaoangularespaciapodeserdefinidacomoo vetorassociad@ooperado@d = W, ou

seja

o = vec(d) = vect(W) (68)
De maneiraquepodemoseescreer a equaao (66) naforma

ap = ao+ (G +W?) (Xp — Xo0) (69)
Estaequgao determinao campode acelergdesdo corporigido. Podemodefinir, comona
sgaoanterior aacelergaoangulamaterialquepodeserobtidaatravésdatransformgao

~

A=R'a ou A=R'aR (70)

6 Representgdesdo operador rotacao

A propriedadede ortogonalidadedo operadorrotagio RTR = | apresentadanteriormente
forneceasseisequgdesdevinculosayuintes:

frj=8&; (i=1,...,j;j=1,2,3) (71)

onder; representaimacolunade R. Destamaneiratemosnove incognitase seisequades
e portanto,podemogoncluirquesaonecesariostréespaametrosarbitrariosparadeterminaio
operadomR, ou

R = R(01,02,03) (72)

ondeestedréspa@metrosi, 0o, a3 podemserescolhidosie variasmaneiragiferentes.
Nasproximassec0es,apresentaremaosriasparametrizedespossveisquepermitemarep-
resentgaodo operadorotacaoR.
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6.1 Representgaode rotacbesemtermosde produtostensoriais

Podemosobsenar que os vetorest; componentesla baset tamlem sao transformadogpelo
operadoR, comorepresentadnaFigural, deformaque:

tt=RE (i=1,23) (73)

portantopodemosepresentap operadoiR naseguinteforma

R=t;QE1+t2,QE,+1t3QE3 (74)

o quesignificaqueo operadorR representadoabasemista(t; ® Ej) & apropriamatrizidenti-
dade,jaqueum vetor X operadgoor R gira solidario a baset, ou seja,o vetorx representado
nabaseE éigual aovetorx representadnabaset.

(75)

Pararepresentarmos operadoiR nasbaseqE; ® Ej) e (tj ®t;), devemosrepresentaos
vetorescomponentede umabasenaoutra. Destemodo,vamosescreert; nabasek;

ti= (tiE1)E1+ (tiE2)Ex+ (tiE3)Es  (1=1,2,3) (76)

substituindoestaexpres§o na equgao (74) obtemosa representgio do operadoR nabase
Ei ® Ej, emfungdodoscossenosliretores

R= (t1E1)E1®E1+ (t1E2)E2® E1+ (11E3)E3®@E1+
+(t2E1)E1 ® Ex+ (t12E2)E2 @ Eo + (12E3)E3 @ Ex+ (77)
+(t3E1)E1 @ E3+ (t3E2)E2 @ E3+ (t3E3)E3® E3
ou, naformamatricial,
t1E1 tOE1 t3Ep
RIE= | t1E2 tE> t3E> (78)
t1E3 toE3 t3Ej3

Analogamentepodemosescreer Ej nabaset;

Ei = (Eit1)t1+ (Eit2)t2+ (Eita)ts (i =1,2,3) (79)

substituindoestaexpres§o na equaao (74) obtemosa representgio do operadoR nabase
ti ®tj, emfuncdodoscossenosliretores

R= (Eit1)t1®t1+ (E1t2)t1@t2+ (E1ta)t1 @ta+
+(Eat1)to®t1+ (Ext2)to @ to + (Eotz)to @ ta+ (80)
+(Est)tz®t1+ (Esto)tz @ t2 + (Est3)tz ®t3
ou, naformamatricial,
t1E1 toE1 t3Eq
[R]E: t1E> toE> t3E2 (81)
t1Ez toE3 t3E3
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De modoquepodemosbsenrar queasrepresentgdoesde R nasbaseqE; ® Ej) e (tj ®t;) sao
iguais

[RIE = [R]; (82)

6.2 Representgaoderotacbesemtermosde seusinvariantes

Comoja foi apresentadanteriormentegualquerrotacdo R podeserrepresentad@or uma
rotacaoplana,deangulog, emtornodeum eixo n. Nestasecao,apresentaremasspassopara
representao operadorrotacdo R emtermosdestegoisinvariantesn e ¢. Podemosiecompor
osvetoresX e x = RX emsuagpartesparalelase ortogonaisaoeixo derotagcaon.

X=nn"X+ (I —nnT)X

x=nn"x+ (I —nnT)x (83)
obserandoque
nn'R =nn" (84)
e definindoaspartesortogonaisde X e x comoY ey
Y = (I —nn")X
y=(—-nn")x= (I —nnT)RX (85)
Podemoseescreer a equgao (83) naseguinteforma
X=nnTX+Y
X=nnTX+y (86)

Sabemogjue, natransformgao operadgor R, a parteortogonalde x apresentaimarotacao
planano planoortogonalan e, consequentemente,

Yy =||Y|[*nsenp

87
YTy = Y| cosp 0
reescreendoo sistemamformamatricial,obtemos
\% nse
ot |y=iviE | e (#9)

Estesistema formalmentesobre-determinadmmquatroequgdesetrésincognitas.Poem,
suasobre-determirgiio & apenadormal, poiso operadorY naoé inverdvel, jaqueYY = 0.
Portanto,apenadrés dasquatroequadessao linearmentandependentesPararesoher este
sistema,vamospré-multiplicaro sistemaacimapelainversageneralizadale Moore-Penrose
(Campbelle Meyer 1979)do primeirotermo[ YT Y |

ST ~ nse
VTV +YYT)y=[Y|P[ YT Y] { Cosgp] (89)
onde,a sgyuinteexpres&oé verdadeirgparaqualquery
YTY +YYT = Y| (90)
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Destaforma,podemosescreer

g nsenp
y=1[YT Y}[cosnp} (91)
ou
y = (fisenp+1cosp) Y (92)

Daequgao(85), podemosliminarY ey, obtendo

x = [l cosp+ (1— cosp)nn' + fiseny| X (93)
resultadajuenosforneceaformado operadorotacaoR, emfuncaoden e @

R(n, @) = | cosp+ (1—cosp)nn™ +fisenp (94)

dondepodemosobsenar queo operadoiR possuios seguintesinvariantedineares,que se@o
bastanteiteisparaobteros pametrosa partir de umadadamatrizde rotacdo

tr(R)=1+2cosp = (p:cogl[%}

- (95)
vect(R)=nsenp = n= "i‘é’ﬁw)
Sereescreermosatransformgaoatravésdarelacao
x=RX (96)
e dervarmosarelacdoemtermosdo anguloderotacao ¢, obtemos
dx dR dR
Ty TRT 97
dp~ dg* " dp" * o7
onde
dR | T
—— =ficosp— (I —nn') senp (98)
do
Podemowerificarque
drR
T RT = 99
il (99)

Portantosubstituindeesteresultadmaequaao(97) podemowerificarquex satishzaseguinte
equgao

dx
ap—nx:o onde X[y =X (1200)
cujasolucaoé

x = exp(fAig)X (101)

dondeconclimosqueo operadorotacdo R podetamlemserrepresentadpelosinvariantesn
e @ atravésdaseayuinterelacao

R(n, @) = exp(ig) (102)
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Agora, podemogepresentaasvelocidadesangularegspacialw e material W emtermos
dosinvariantesn e @, e de suasderivadasn e ¢. Paratal, vamosrelembraras seguintespro-
priedadesleinvarianciado operadorotacao

Rn=n R'n=n (103)

Derivandoasduasexpres®esacimanotempo

(R-n=-Rn  (RT—-1)n=-Rn (104)

Sepré-multiplicarmosa primeiraequazopor RT e asegundapor R, obtemos

(RT—1)hi=R™TRn=Wn  (1-R)n=-RR"Tn=Wn (105)

€,consequentemente,
(I-R")A=fAW  (R-1)n=rw (106)

Poem, ndo podemogesolher estaequadesja queos operadores{l — RT) e (R—1) ndosao
inverdveis,pois
(I-R")n=0 (R-1)n=0 (107)

Mas, sabemogamkem que o vetor n € unitario, portanto,podemosobter a seguinte relacao
adicional

%( Tn)=2n"n=0 (108)

donden é solugaodosseayuintessistemas

| -RT ]. AW R—117. fiw
ENL a0
Ossistemascimarepresentaramsistemdormalmentesobre-determinadidequatroequades
e trésincognitas. Poem, a sobre-determirgio destessistemas apenadormal, pois astrés
primeirasequgdesnao sao linearmentandependentesEstessistemagpodemserresolvidos

pré-multiplicando-opelainversade Moore-Penros€Campbelle Meyer 1979)do primeiroter-
mo

[20 - (R+RT)+nn"]n= (I - R) AW

110
[2l = (R+RT)+nn"]n= (RT —1) fiw (110)
Sendoque,daexpres@odeR, obtidanaequaao (94), podemowerificarque
[21 - (R+R") +nn"]n=2(1-cosp)n (111)
e
(I =R)fi = (1—cosyp) il — sengiin (112)
(RT—1) A = — (1 cosyp) it — senpii

Entdo,obtemosassauintesrelacdes
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BW=n B'w=n (113)
onde 1
~ senp T
B=|zA+=—————(I—nn 114
2 +2(1—coscp)( ) (114)
Poem, estessistemasiao podemserresolvidosporqueo operadoB nao tem postomaximo.
Portantoescreamosasseguintesrelagoesadicionaisentreasvelocidadesingulare$V ew ea
derivadado anguloderotacao @

tr(R) = tr(RW) = tr(WR) = % (tr(R)) = —2¢psenyp (115)
Vamosdecompoio operadoiR emsuagpartessimétricae anti-sinmétrica

R=S+a onde a=nsenp (116)

Podemosverificar, tamlkem, as duasseguintespropriedadewvalidasparaquaisquera, u e S
(simétrica)

tr(Sh) = tr(Q
tr(Ad) = tr(a%) = —2aTu (117)
donde,obtemos
tr(RW) = —2psenp=—2n"Wsenp (118)
tr(WR) = —2¢psenp=—2n"wsenp (119)
Agora,podemosbterosvetoresw e W resolvendoos sgyuintessistemas
B n BT n
o Lol [ )=l @20
cujassolucdespodemserescritasnaforma
17 oT n 1 n
W=A1[B n][-} w=A [Bn][-} (121)
¢ ¢
ondeo operadoA = BTB+nn' possuicomoinverso
At=[2(1-cosp) (I-nn") +nnT] (122)

Destaforma, obtemosas expres®esde w e W em termosdos invariantesn e ¢, e suas
dervadas

W=Mna+ne ; w=MTn+nge (123)

onde

M = senpl — (1—cos) fi (124)

Agora, podemostamkem, obter as expres®esdasacelergdesangularesem termosdos
invariantes e @, e suaderivadas, i, @, ¢, dervandodiretamente equaao (123)
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A=W =MiA+np+Mn+ne ; a=w=MTA+ne+M h+ne (125)

ondeo operadoM podesersimplificadonotandoque

fin =0 (126)
portanto,
A=Mi+ne+Na+ne ; o=MTA+ne+NTh+ne (127)
onde _
N = @(cosgl — serngpi) (128)

6.3 Representgaode rotacdbesemtermosdo vetor rotacao

A representgiodo operadorotacaoemtermosdosinvarianteq e ¢ possuio incorvenientede
serescritaemtermosde quatropa@metros:astréscomponenteden e o angulog. Portantog
interessantapresentarmasvetorrotacao. O vetorrotagao & definidocomoo vetorquepossui
adirecaodo eixo instan&ineoderotacaoe o comprimentdgual aamplitudederotagcao

WY =no (129)

Destaforma, podemosepresentao operadorR em termosdo vetor rotacao, substituindoa
equgao(129)naequaao(94) e utilizandoa expres§o(90)

sen|¥| ~ 1-—cos||¥| ~~
R(W) =1+ Wy (130)
B =1y WP
ou naformaexponenciakubstituinda equgao (129)naequgao (102)
R(Y) = exp(P) (131)

O vetorrotacdopodeserobtidoa partir do operadorotagcao, calculando-se traco e o vetor
associadaeR

tr(R)—1
tr(R)=1+42cos|¥| = [¥|= cosl%
1 ¥ (32
vect(R) = —Wsen|¥| = = vect(R)
[hdl sen|W||

Para obtermosas expres®esde velocidadeangularem termosdo vetor rotecao e de sua
derivadatemporal g interessanteotarasseguintesrelacdes

W=he+np e n'n=0 (133)
Invertendoo sistemaacima,obtemos

~ o~

Wiy ; h:(l—nnT)E:—qwqu (134)
¢ Ikdl

1
[hdl

P=n"Y
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Substituindcestesesultadosiaequaao (123) podemosescreer asvelocidadesangulares
naforma

W=TW¥Y w=T" (W)Y (135)
ondeo operadofT &
cos||W||—1) ~ ( sed|lP||) QY
TW=Il+| "= |WP+(1- (136)
e ( 92 AT

A aparentessingularidadem ||W|| = 0 queaparecaasexpres®es(130)e (136)dosoperadores
R eT éfacilmenteeliminadanotandoque

Jm T(W)= lim R(W)=I (137)

As acelergbesangularepodemserobtidasdervandoasequgoes(135)

A=TWY+TWY  a=TTWP+TT (W)Y (138)

6.4 FormadeCayleydeumamatriz ortogonal—Parametrosde Rodrigues

Sereiniciarmosdatransformgaodescritaatravésdarelacao

x=RX onde RTR=I (139)

sendoguesabemosjueestatransformgao presera o comprimentado vetorinicial. Podemos
expressaestefatodaseguinteforma

XTx—XTX = (x+X)T (x=X)=0 (140)
Podemosntroduzirdoisvetored e g definidospor

f=x—X=(R=1)X

g=x+X=(R+I)X (141)
substituindd e g naequgao (140)
gf=0 (142)
Utilizandoa equgao (141)obtemosa sgyuinterelacaoentref eg
f=(R-1)(R+1)"'g=Bg (143)
dondeobtemoso sgguinteresultado
g'Bg=0 (144)
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Atravésdaultimaexpres§o,deduzimogjueo operadoB &,necessariamentanti-sinétrico.
O isomorfismoentreuma matriz anti-sinétricae um vetor nos permiterelacionaras compo-
nentegddamatrize do vetorcorrespondente®ortantopodemodgiefinir o vetorb, cujascompo-
nenteemumabasequalquersio[b; by bs], tal queo isomorfismaentrea matrizanti-sinetrica
B e o vetorb nospermiteescreer a seguinterelacao

i 0 —by by
Bl=[b]=| bs 0 -b (145)
b, by 0

Podemosnvertera relacao entreB e R definidanaequaao (143), obtendoa seguinte ex-
pres§odeR

R=(I-b)"1(1+b) (146)

Estalltima expres&o corresponde umaescolhade trés paametrosparadescreer o oper
adorrotacao. Poem, & convenienteexpandirmoso primeirotermodamultiplicagaoda Gltima
equgao. Paratal, consideremoa seguinteidentidade

(al +Bh@h+vyh) 1 = (ail +Bih@h+yih) (147)
onde
U S
V[Ih[|* + 02
—a
(VI[N [I"+ o) (o + B [h]|7)
-y
YiI=—Z17 7
VIh)1*+a?
Baseadosestagualdadepodemoscalcularo operador
~ 1 -
l-b)yl=—— _[I+b®b+b (149)
(I-b) 1+“b”2[ ]

Substituindo Gltimo resultadanaequaao (146),o0btemosaformaalgébricageraldo operador
rotacao

2 ~
R(b) =1+ —=— (b+bb (150)
O e O

emtermosde tréspa@metrogb; b, bs]. Comparand@ equgao (94) coma Ultima equaao,
podemosieduzira seguinterelacao

2b
senp= (151)
1-+]|b?
e, portanto,
b= ntan(—zp (152)
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O conjuntodetréspa@metrody; definidosacimasao,normalmentechamadosle paamet-
rosde Rodrigues.O vetorb formadopelospametrosde Rodriguese tamkem conhecidgoor
Vetorde Gibbs(Wertz,1978,Shuster1993a).

Ospa@dmetrosde Rodriguesoferecema vantagende representaa rotagao atrasesde uma
expres&o simplesem funcao de apenadrés patametros. Eles podemserobtidosa partir do
operadomR, calculandm trago e 0 vetorassociadaeR

3—||b||? , 3-tr(R)
tr(R) = ———= bl|f=—"—">"~/
(R) 1+ ||b||? Il 1+tr(R) (153)
2b 1 >
eciR)=—— = b==(1+]b]|)vect(R

Esteprocedimentale inversao apresentaimasingularidadequandog = +1t. Paraobter
mosasexpresdesdasvelocidadesangulareem termosdos paimetrosde Rodriguese suas
derivadaspodemosiervaraequgao (152)

.9 ¢ 1
b=ntan= 4+n= 154
2 2co2? (154)

Prée-multiplicandaa Gltima equgaoporn’, obtemosa expres§io

o= 2c02 ‘—anTb (155)
e, substituindaestaexpres§onaanterior obtemos
. 1 T
n=——(-nn")b (156)
tan?

Substituindoos Gltimos resultadosha equaao (123), obtemosas expres®esdasvelocidades
angulares

W=T((b)b w=T"(b)b (157)

ondeo operadofT &

2
- 2
1+ ||

As acelergbesangularepodemserobtidasatrasés do mesmoprocedimentautilizado na
seaoanterior

T (b) (1-b) (158)

6.5 Representgaode rotacbesemtermosdosparametrosde Euler

A representgio do operadorotagao emtermosdospai@metrosde Euler, conhecidogamiem
por paametrossimétricosde Euler ou paametrosde EulerRodrigues(ver Chenge Gupta,
1989,Wertz,1978e Shuster1993a) podeserobtidadiretamentalarepresentgao emtermos
dosinvariantes e ¢. Elesaparecenatravésdaseguintemudargade variaveis
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€y = COS

¢ _ ¢
> e= nserE (159)

onde

-1<g<1 i=(0,...,3) (160)
Os pai@metrosg nao sao quantidadesndependenteg quesaorelacionadopelaseayuintere-
stricao

&+e+e5+e5=1 (161)

Podemostamkem, obsenar que os paiametrosde Euler sao relacionadosom os patametros
deRodriguegdasegyuinteforma
b= 1e (162)
€
A partirdestalltimarelagcaoe daequaao (150),podemosfacilmente gscr@er o operador
rotacaoemtermosdospatametrosde Euler

R(ep,e) = | + 2ep+ 288 (163)

O operadorrotagcao R tamkem podeserexpressocomo produtode dois operadored x 3
guesaoescritosemtermosdospa@metrode Eulernaseguinteforma

(164)

H=[ - el+&8] G=[-e el—2] (165)

A deswantagendospa@metrogieEulerérepresentaarotecdoatravésdequatropametros
dependentesnasestarepresentggo nao apresentanenhumasingularidade.Eles podemser
obtidosa partirdaoperadoiR, calculandm trago e o vetorassociadaeR

r(R)=4¢-1 = eo:i%\/m

=Y 0

Poem, esteprocedimentaao apenaso € Util quandoey nao € nulo, i.e., quandog # =T,
masé numericamentmeficientequandaey seaproximadezero.Portantoapresentaremasna
formula(Spurrierl978)quepermiteainversasocommaximasprecifoe eficiéncia.

O primeiro passce construirumamatriz simetricaS a partir doselementos; damatrizR,
tal que

onde

(166)

vect(R) =2epe = e

14r114+r22+1r33 r32—1ro3 ri3—raa ro1—riz
S— rs2—ro3 1+ri1—roo—rs3 rio+ro1 ri3+raz1
ri3—ra1 ro1+rio 1—-rig+ropo—rs3 r2z+ra2

ra1—ri2 r3+raa r23+1ra2 1-rig—roo+rs3

(167)
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sendoque,substituindmselementosie R, podemosbsenar facilmenteque

€& e &6 &6

s_4| @1 & @8 e (168)
e €& € e
€63 €163 €63
Portantopodemosisaro maiorelementadadiagonalparacalcularos paametros
a=13/Si

Si = mf\X{Skk} — { (169)

a=3t k=0,..,3(k#i)

Paraobtermosasexpres®esdasvelocidadesngulareemtermosdospa@metrosie Euler
e suasdervadas,vamosderivar a equgao (159) comrespeitoao tempo. Obtemoso seguinte
sistemadeequagdes

N = 1'sen(—p
S =—50sen,
AP J A ()
&= nsen; + 5ngcos;

(170)

o qualpodeserinvertidonaforma

(171)
ésen(—p + én cos(—p

serfd 2 2

Substituinda equagaoacimanaequaao(123)enomeand@’ = [eo eT] , 0 vetordospa@met-
rosdeEuler, obtemos

W=2G(p)p w=2H(p)p (172)

ondeos operadoredd e G foram introduzidosna equgao (165). As acelergdesangulares
podemserobtidasatravésdadiferencigaodasexpres®esdasvelocidadesangulares.

6.6 Algebra de quaternios

A algebrade quaterniog(\Wehage,1984) forneceuma maneiramuito elegantede descreer
rotagdesfinitas. Elaconduzaomesmaconceitodospa@metrosie Eulermas,de maneiracom-
pletamentaliferente.A regrafundamentatlemultiplicacdodequaterniogorneceumamaneira
eficientede expressan velocidadeangulare, tamkem,de combinarotacdessucessias.

6.6.1 Definicao e propriedades

Um quaternicé definidocomoum nimerocomplexo quadri-dimensional

G=do+iqL+ jop+kaz (173)
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ondei, j ek saosimbolostaisque
i2

jk ==kj =i
ki =—ik =j (174)
ij =—ji =k
Podemosdotartamkema notecao vetorial
d=qo+q (175)

ondeqp é a parteescalare q & a partevetorial do quaternio. A regra de multiplicagdo de
guaternio® dervadadapropriedad€174)dossimbolos

P = P§ = podo—P' g+ Poq -+ dop + Pq (176)

é importanteressaltamque a regra de multiplicagdo ndo e’ comutatva devido a presega do
produtovetorialno Gltimo termocujo sinalé invertidoao seinverteraordemdep e g.
1. O quaternioconjugadce definidocomo

q"=0o—iq1— jge—koz=0o—q (177)
2. A normadeum quaternicé definidacomo

16/°= 66" = og+a"q (178)
3. Um quaternicé definidocomounitario quando

lall =1 (179)
4. Um quaterniovetorialé definidocomoum quaterniocujaparteescala€ nula

g=0+q = g+ =0 (180)

6.6.2 Representgao derotacbesemtermosde quaternios

Sejamq e X guaterniosunitario e vetorial,respecttamente

g=0qo+q onde |§=1

X=0+X (181)

podemosrerificarquearotacaode um vetorx &€ dadapor
% = GXq* (182)

A provaé obtidaverificandoque
1. anormadeX é preseradanatransformgao:
IR = 8% = (aXq") (@Xa")"
AN A AW *AK A 112 A% 7112

= aXgraxtgr =a|x|"a = [x| (183)



2. o quaterniaresultantek € tamkemum quaterniovetorial:

R+X° = (XG7) +(aX4")" =aXa" +aX"q’
= §(X+X9)g* =0 (184)
A opergaoderotagaoinversapodeserescritanaseguinteforma
X = §*%§ (185)

indicandoque a transpogiao inverte o sentidoda rotagdo. Podemoshotara equvalénciados
guaternioxomos pametrogde Eulercolocandm quaterniaunitario naforma

(3]:cos(—2p+nsen(—2p onde |n||=1 (186)

Utilizandoa equgao (182) e aregrade multiplicagdode quaterniospbtemos

% =0+ (1 cosp+ (1—cosp)nn’ + fisenyp) x (187)

Estatransformgao é a anteriorment@presentadaaequaao (94). Consideremosagora,duas
rotacdessucessiasqy e 4o

X1 = 02Xa}

- NO Ak A AN A A 188

X2 =G2X105 = (4201) X (4201) (188)
elasoriginama seguinterotegaoresultante

Xx=0Xg*  onde §= 020 (189)

Esteresultadmospermiteafirmaro seguinte:“ Duasrotacdessucessivapodensercombi-
nadasmultiplicando-sesquaternioscorrespondentesa ordemapropriadd’.
Para obtermosas expres®esdasvelocidadesangularesem termosde quaterniosyamos
derivaraequa&ao(182)comrespeitcaotempoparaX = 0
X = 0Xa* +6Xxq" (190)
Substituindca equgao (185) naequgaoacimae utilizando(179),obtemos
X =G§" X+ Xa§" (191)

Sedervarmosaequgao(179)notempo,obtemosaimportanterelacao

44" +69" =qg"+ (a@*)" =0 (192)
guemostraqueo quaternioﬁq* € umquaterniovetoriale podeserescritonaseguinteforma
P S |
aq” = 2W_ 0+ 2W (193)

Substituindcestarelagaonaequgao (191)obtemos
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5 fo on 1.
X= (Wx—xw):O—i—é(wx—xw) (194)

NI =

e, consequentemente,
X = X (195)

mostrandaque a partevetorial de w € a velocidadeangularespaciakuja expres&o podeser
desemolvidaapartirde(193)

w = 2(0oq — Goq + Gq) (196)

Podemostambem, obtera expres§o davelocidadeangularmaterial,utilizandoa equaao
(191)

X=q"%q=0"aX+Xa'q (197)
Analogament@o casoanteriof podemosscreero quaternioﬁ*d naseguinteforma
A 1
q'q==-W=0+=-W 198
Substituindcestarelacaonaequagao (197)obtemos
A 1, ~ - A 1. -~ ~
xzi(wx—xw):0+§(WX—xw) (199)

e, consequentemente, . .
X = WX (200)

mostrandajue a partevetorial deW ea velocidadeangularmaterialcujaexpreséo podeser
desemolvidaapartirde(198)

W = 2(god — Goq — 49) (201)

6.6.3 Representgao matricial de quaternios
Podemogepresentaps quaterniosna forma matricial atraszés de umamatriz colunaquadri-
dimensional

. T
G=[0o 1 02 O3 | (202)
O produtodedoisquaternioss = pg podeserescritonaseguinteforma

A

comasmatrizes x 4

_[po —pT [ —q'
Ap_[p I00|+I5] © Bq_[q qol—d] (204)

Naformamatricial,0 operadorotacao (182) emum quaterniovetorial podeserescritocomo
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X =AqBIX (205)
ondeo produtomatricial

T 10
AqBq = [ 0 R ] (206)
Destaforma,podemosxtrair o operadoiR
R(8) = (203 — 1)1 + 209" + 2q0§ (207)

Podemogwerificarquea expres§o obtidaé similar a expres§o emtermosdos pa@metros
deEuler, portantopodemodacilmenteescreer asvelocidadesangulares

W=26(@)§ w=2H(@)q (208)

ondeosoperadoresi e G foramintroduzidoshnaequgao (165),ou naformade quaternios

W=2AT§ Ww=2BT§ (209)

As acelergdesangularegpodemser obtidasatrasés da diferencigao dasexpres®esdas
velocidadesngulares.

6.7 Representgaode rotacdbesemtermosdo vetor rotacdo conforme

O vetorrotagcao conforme(VRC) & obtido aplicando-seim rotagdo conformenos pametros
deEuler(Milenkovic 1982)

_ %
l+e
Estarotagdao produzum conjuntode trés paametrosindependentein¢cdo da quartapartedo
anguloderotacdo

G (i=0,...,3) (210)

c= 4ntan(£ (211)
e,onde L
_ 4 a2
co= 5 (16-lcl?) (212)

Umavantagemmportantedo VRC & suarelacao praticamentdinear com o angulode ro-
tacdo @ nointenalo [—Tt, 411, ilustradanaFigura4 queapresenta relacdo do angulog e suas
primeirae segundaderivadascomo modulodo VRC.

A representgioderotacdesemtermosdo vetorrotagaoconformepossuumasingularidade
em@= £2T, pois |c|| = . Pom,aocontiério dospa@metrosde Rodriguesno intervalo
@€ [-1,+T11, 0 VRC ndoapresentaenhumasingularidadga quenesteintervalo

0<c<2
-4<g<+4 (|:13273)

Utilizandoalgumagelagdestrigononétricas podemosbsenar facilmenteque

(213)
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
c=Iell

Figura4: Variagcdodo anguloderotacdo e suasderivadasemtermosdo VRC

b= (214)

Substituindcesteresultadamaequgao (150)e utilizandoa equgao(212),0btemosaexpresgo
dooperadoiR emtermosdo VRC

2
R(co,C) =1 + ———— (CoC+CC) (215)
(co—4)°
A principalpropriedadelo VRC é o fatodequearotacaototal R podeserdivididaemduas
rotecoesF de mesmaamplitude%(p, a qual podesercomputadaemtermosdospa@metrosde
Rodriguesconsiderandmeiarotacao.

R=F? (216)

ondeF podeserescritadaseguinteforma

1 ~ 1.
F=I +7(CO—4) <c+—cc> (217)

Paraobtermosas expres®esdasvelocidadesangularesem termosdo VRC e suasderivadas,
podemogslerivaraequgao(211)

. .0
¢ = 4ntan- +
4 cog?

Pre-multiplicandaa Gltimaequgaoporn’, obtemosa expres$o

® (218)

= cog (Z[jnT'c (219)

e, substituindaestaexpres§onaanterior obtemos

(I-nnT)¢ (220)



Substituindasultimosresultadosiaequaao(123)e utilizandoalgumaselagdestrigonomnétri-
cas,obtemosasexpres®esdasvelocidadesangulares

W=T(cpc)c w=TT"(cpC)C (221)
ondeo operadofT &
T (co c)—é (4—cp)l —E+}(~:€: (222)
 (4-o)’ 4

As acelergbesangularepodemserobtidasatrasés do mesmoprocedimentautilizado na
segaoanterior

6.8 Representgaode rotacdesno plano

A rotacaomaissimplesguepodemosonsideragé arotacao planadeum angulofinito emtorno
de um eixo coordenado.Sejamos eixosE1E>E3 e titots, apresentadosa Figura5. O eixo
E1E2E3 & fixo no espgo e 0 eixo tytotz € solidario a um vetor X. Suponhamosagora,que
giremoso vetorX deum angulog emtornodo eixo Es.

E;=t,3

Figura5: Rotegaono planoE1E;

Se considerarmosgjue o vetor X possuicomponente$X; X; X3] na basematerialE, as
novascomponentedo mesmovetornabaseespaciat, apdsarotagao @, podemserescritagda
seguinteforma:

X1 = X1COSP— XoSenp
X2 = X1 5enp+ Xp cosyp (223)
X3 = X3

Seescr@ermosemformamatricial,obtemos:

X = RX (224)
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ondeo operadorotagaoR € daseguinteforma:

cosp —senp O
[R(Z,¢)]§=[R(Z,¢)]E:[Seom COOS¢ 0] (225)
1

Damesmdorma,podemo®btero operadorotacaopararotagcdesnosoutroseixoscoorde-
nadoskE; e E; deangulos) e 6, respectramente.

1 O 0
[R(x,)]= | 0 cosy —seny (226)
| 0 senp cosy
cosB 0O serB
Ry,0]=| 0 1 0 (227)
| —serB 0 cos

6.9 Nao-comutatvidade derotacoes

Consideremosm corporigido submetidoa duasrotagdessucessiasR; e R, de 90° emtorno
doseixosz ey, respectramentgFigurab)

0 -10 0 01
Ri=Ri(z9°)=|1 0 O ; R2=Ry(y,90°)=| 0 1 0 (228)
0 0 1 -1 00
Sabemosgjueo produtode matrizesnao é comutatvo, i.e.
0 -1 0 0 01
RiR,=| 0 0 1|#RR;=]1100 (229)
-1 0 O 010

No casode rotacOesfinitas, a nao-comutatiidadesignificaque a inversao da ordemdas
opergdesde rotacdo da origem a diferentesconfigurgdes geonétricasdo corpo no qual as
operg0esforamaplicadas Estapropriedademplica que,emqualquerdecomposiao de uma
rotacao finita emtermosde rotacdeselementaresucessias,a ordemnaqual asrotacoesele-
mentaresaoaplicadas essencial.

6.10 Representgao derotacdesemtermosdosangulosde Euler

Osangulosde Eulerformamum conjuntodetréspa@metrosndependenteguepermitemrep-
resentaio operadorotacdo atravésdasuperpogiaode trésrotacdesplanas(Junkinse Shuster
1993). Existem12 diferentesconjuntosde angulosde Euler (Mayer, 1960,p.85,Wertz,1978,
Shuster 1993a),6 simétricose 6 assinétricos. Nestasecao, usaremo seguinte conjunto
simétrico(Figura7):

1. Umarotacaode (precesdo)emtornodoeixoEs : R1(z, )
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/@“é/ js 5/@
X Rl@ X X

z

R, [ |

X

Figura6: llustracaodapropriedade&le nao-comutatiidadede rotagoesfinitas

2. Umarotecdode® (nutecdo)emtornodoeixory : Ra(X, 0)
3. Umarotecdode ¢ (rotacdopropria)emtornodoeixo sz : R3(z, ¢)

Podemo®screeratransformgaoresultantalaseguinteforma:

X = RX (230)

ondeo operadorotacao R € acomposgaodastrésrotacbesnaseguinteordem

R= R3(Z, ¢)R2(X7 9) Rl(Z, LIJ) (231)

Paraobtermosa expres&omatricial do operadoiR emtermosdosangulosde Euler, deve-
mosenfiodeseriolver o produtoacima,paratal, devemosescreer osoperadorefR1, R> e R3
namesmabasedigamod; @ tj. Onde,

cosy —senp O

Rz W)= | senp cosp 0 (232)
0 0 1
1 O 0

[R(x,0)]s= | O cos® —serd (233)
0 serB cosB
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T By S,

Figura7: Represengiiodosangulosde Euler

cosp —senp O
[R(z,¢)li= | senp cosp O (234)

0 0 1

O operadoR podeserescritodaseguinteforma
[R]; = [Ra(z,9)]; [Ra(y. )] [Ra(z, W)]; (235)
ondea mudargade basepodeserescritadaseguinteforma

[Rz(x,8)]; = Qs[Ra(x,0)5Q3™ (236)
[Ra(z,W)]; = Q3Q2[Ru(z,W)]f Q2" Q5" (237)

Conforme demonstradmase;dao anterior asmatrizesde mudargade basesao similaresas
matrizesderotacdo,deformaqueasmatrizesQ, e Q3 sao

S t
Q2= [Ry'x8)|. e Qa=|Rs'z)| (238)
Substituindaastltimasexpres®esnaequgao (235)obtemos
[R]; = [Re(W)]; [R2(8)S[Ra(9)]; (239)
donde podemosescreer aexpresfo
cycd —spcBsp  —cysp —spcbep  sPsd
[R(W,0,0)); = | sbop +cycdsp —ssp +cpcdep  —cysh (240)

Osp sBch cO

comc = cost es=sert (§ = U,0,¢). Osangulosde Euler podemserobtidosa partir dos
elements;jj; damatrizR, atravésdasseguintesrelegoes
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b — tan far) . serb = rz;senp +rapcosp senp =ryycosp —ripsend
rsp) ' cosO =r33 ' cos =rp1cosh — ropsenp
(241)

Podemo®bsenar queestainversaoapresentamasingularidadejuandod = 0, 11, pois

cos(p+¢) —seny+¢) O
sen+¢) cos(px¢) O
0 0 +1
Paraobtermosas expres®esdasvelocidadesaangularesyamosrelembraras seguintesre-
lacbes

R~ = (242)

‘ 0=0,1t

W=RR"T e W=R'R (243)
Utilizando o resultadoobtido na equaao (240), podemosescreer as expres®esdasveloci-
dadesangularesAs componentedavelocidadeangularespacialv nabaseE sao

[ 0 cosp senpserd 1]
Wlg =[W];=| O senp —cospserd 0 (244)
1 0 cos ¢

e assuascomponentesabaset sao

W] =[W]g = | cospserB —senp O b
cosd 0 1 [0}

(245)

[ senbser® cosp O][lp]

6.11 Representgao derotacdesemtermosdosangulosde Bryant

OsangulogdeBryant(Figura8) fornecemum conjuntoassingétricodeangulosde Euler(Wertz,
1978,Shuster1993a)permitindoderepresentao operadorotacdo atravésdasuperposiaode
trésrotagcoesplanas As rotacdessucessiassaonaseguinteordem:

1. Umarotacaode  (yaw) emtornodoeixo Ez : R1(z, )
2. Umarotecdode® (pitch) emtornodoeixory : Ry(y, 0)
3. Umarotecdode ¢ (roll) emtornodoeixos; : R3(x,¢)

Podemo®screer atransformgaoresultantedaseguinteforma:

x=RX (246)
ondeo operadorotacaoR &€ acomposgaodastrésrotacbesnaseguinteordem

R =R3(x,$)Ra(y,0)Ra(z, W) (247)

Paraobtermosa expresgomatricialdo operadoR emtermosdosangulosde Bryant,deve-
mosentiodeserolver o produtoacima,paratal, devemosescreer osoperadorefR, Ro e R3
namesmabasedigamod; @ tj. Onde,
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Figura8: Represengiodosangulosde Bryant

cosy —senp O
R(zW)]F = | senp cosy 0 (248)
0 0 1
[ cosB 0O serd
[R(y,0)]s= o 1 0 (249)
| —ser6 0 cos9
1 0 0 '|
[R(x,0)]i=| O cosp —senp (250)
| 0 senp cosp J
O operadoR podeserescritodaseuinteforma
[R]; = [Ra(x, 0)]; [Ra(y, 8)]; [Ra(z W)]; (251)
ondea mudargadebasepodeserescritadaseguinteforma
[Ra(y,8)]; = Qa[Ra(y, )12Q3™ (252)
[Ri(z, W)} = Q3Q2[Ru(z, W)} Q;' Q5" (253)

Relembrand@arelacdodasmatrizesQ, e Q3 comasmatrizesderotagaoe substituindaasduas
Ultimasexpres®esnaequaao (251)obtemos

[R]; = [Ru(z, W)]r [Ra(y, B)I[Ra(x, 9)]; (254)
donde podemosescreeraexpresfo

cPcd —spcd +cpsBsh  sPsh + csbed
[R(W,0,0)) = | sWc® cyoch +spsBsh  —csh + spsBed (255)
—s0 cOsh cOcd
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ondec = cost e s=serg (£ = |,0,¢). Osangulosde Bryantpodemserobtidosa partir
doselementos;; damatrizR, atravésdasseguintesrelegcoes

. tarL r32) | serB = —r3; , senp = —ry2cosh +rizsend
raz/ ' cOos0 = rzpsend + rzzcosp cosy = rp2cosh — rozsend
(256)

Podemo®bsenar queestainverfoapresentamasingularidadejuand® = +11/2, pois

0 —seny+¢) cos(Y=¢)
0 cos(p=¢) senp=+o)
+1 0 0

Paraobtermosas expres®esdasvelocidadesaangularesyamosrelembraras seguintesre-
lacbes

RE|, = (257)

6=F1/2 N

W=RRT e W=R'R (258)

Utilizando o resultadoobtido na equaao (255), podemosescreer as expres®esdasveloci-
dadesangularesAs componentedavelocidadeangularespacialv nabaseE sao

0 —senp cospcosd U
Wlg=[W],=| 0 cosp senpcosd b (259)
1 0 —serd ¢
e assuascomponentesabaset sao
—send 0 1 1l
W], =[W]g=| senpcosB cosp O 0 (260)
cospcosB —senp O ¢

7 Concludes

O problemada representgho de rotagdesfinitas parao estudoda dinamicade corposrigidos

foi estudadoO operadorotagcaofoi derivadoa partir de diferentesabordagens ao problema
deparametrizedofoi dadoum tratament@articular Variossistemasle parametrizegdoforam

apresentadogntreeles:

AngulosdeEuler

AngulosdeBryant

Parametrosde Euler

Parametrosle Rodrigues
VetorRotaao Conforme(VRC)
VetorRotaao

Quaternios
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Podemos,agora, fazer uma exposicao dos principais pontosfavoraveis e destvoraveis
destesistemasie parametrizgdo. Variosaspectopodemseranalisadosgntreeles:

1. Os angulosde Euler e Bryant sdo parametrizedes criadasparaproblemasespedicos
como, por exemplo, os angulosde Euler parao problemado pido pesadae os angulos
de Bryant parao problemade direcionamentale aeronaes. Devido a estefato, pode-
se esperaique elesnao sejamapropriadogarao estudode problemaggyerais. Os dois
sistemasapresentanpontosde singularidadej.e., amatriz T nao é inverdvel parad =
0, 1, no casodosangulosde Euler, e parab = +11/2, no casodosangulosde Bryant. As
outrasparametrizedessao derivacbesdo teoremade Euler acercada representggo de
rotegOesfinitasemtermosdo eixo e do anguloderotecao.

2. Os patametrosde Euler, 0 VRC e o vetor rotacao podemser utilizados pararepresen-
tar rotacdesde qualquermagnitudedentrodo intervalo @ € [—11, 1. Enquantoque, 0s
padmetrosde Rodriguestendema infinito quando|@| — 1. Forado intervalo [Tt 11,
os paametrogde Eulere o vetorrotacdo nao apresentarsingularidadesporém,o VRC
tendeainfinito quandgg — 21t

3. Quantoaspropriedadesle diferenciabilidadeps paametrosde Euler, o VRC e o vetor
rotacao possueno operadortangenteT confnuo e inverdvel dentrodo intervalo ¢ €
[—1,1]. Contudo,a Unicaparametrizedo que permitevaloresfora desteintenalo & o
sistemalospa@ametrogdeEuler. O vetorrotagaoapresentam pontodesingularidad€T
naoéinverdvel) quanddg = 2rmeo VRC quanda@| = 3.709. No entantogstaimitacdo
podeser facilmentesuperadarabalhandmo intenalo @ € [—T1t, 11 e transformandas
rotacoesqueexcedemestafaixaemrotacdesdentrodo intervalo somandau diminuindo
o anguloderotacaode2rt. Sendajue,quandd@ = 11, 0 VRC estimaisproximodo ponto
desingularidadejueo vetorrotacao, portantopode-seesperaum melhorcomportamento
do tltimo quantoa corvergénciado algoritmodeintegracao.

4. Ovetorrotacdoe o VRC témavantagenderepresentamtacdescomumnimerominimo
depa@metrosgnquantmspa@metrode Eulerformamum conjuntode quatropa&met-
ros dependenteselacionadogpor um vinculo. Isto causao incorvenientede setornar
necesariaa adicaode um multiplicadorde Lagrangeparadescrger o vinculoparacada
corpo. De formaque,sobo pontode vistacomputacionalsetornanecesario um algo-
ritmo queintegre EADs (EquadesAlgébrico-Diferenciaisg naomaisEDOs(Equades
DiferenciaisOrdinarias).

5. Os paametrosde Euler dao origem a expres®esmais simplesque o VRC e o vetor
rotecao,especialmentparaasacelergdesangulares.

6. OsangulodeEulere deBryantfornecemumacaracterizgaogeonetricaimediatadaro-
tacdo. Dentreos sistemagle parametrizeédo quenao apresentarsingularidades) vetor
rotacaoforneceumacaracterizgaogeonetricamaissimplesdarotacao. Enquantajueos
outrossistemasequeremnterpretgaodosvaloresdandoorigemafuncdestrigononetri-
casrazoaelmentecomplicadas.

Comoconclugofinal, quantoa parametrizedo de rotacdesem problemadde dinamicade
corposrigidos, podemoddizer que, desdeque se possaaceitaro custode integrar equades
algébrico-diferenciaisy sistemade parametrizgao maisindicadoé o dospatametrode Euler,
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pois & o Unico que nao apresentaingularidadeparaqualquermagnitudede rotecao e, alem
disso, estesistemada origem a equgdes simples. Entretanto,se & desejadoou necesario
empregar um sistemade trés paidametrosindependentegantoo VRC quantoo vetor rotacao
sao apropriados. Poém, em geral, o vetor rotacdo € uma opgao mais adequadaa que ele
forneceumacaracterizedo geonetricamaissimplese melhoregropriedadesle corvergéncia
dosalgoritmosdeintegracao.
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