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Resumo. Este trabalho apresenta uma analise comparativa de custo-beneficio de trés
métodos de representacdo do amortecimento viscoelastico, a saber: Modal BBteagy,
Anelastic Displacement Fields e Golla-Hughes-McTavish. A avaliacdo u&o c
computacional e eficacia/precisdo na representacao € realizada com base rec&omdé

uma viga engastada-livre com tratamento viscoelastico restrito. Paradal considerados

trés critérios de custo computacional, a saber: complexidade de impbgéennimero de
operacbes necessarias, e tempo de calculo, e trés critérios deigficécisdo, para
avaliacdo do “beneficio”, a saber: erro médio dos fatores de amortecimeéosocinco
primeiros modos de vibracdo e dos cinco modos seguintes, e erro medio Iitackmh
resposta em frequéncia. A comparacao dos resultados obtidos com os trés rmoaf@ios

que o modelo MSE é menos preciso, mas também tem o menor custo comglutaci
Adicionalmente, para o caso estudado neste trabalho, no qual o modelo GHM fornece um
melhor ajuste das curvas de mdédulo complexo do material, os modelos ADM es&H
equivalentes em termos de custo-beneficio. Em particular para o castadst neste
trabalho, os modelos ADF e GHM com 5 séries de parametros sao considerades ague
melhor relagé@o custo-beneficio.

Palavras-chave: Controle de vibracdes, Materiais viscoelasticos, Modelos de amortecimento,
Dependéncia em frequiéncia, Custo computacional.



1. INTRODUCAO

O amortecimento passivo usando materiais viscoelasticos pargrole de vibracdes e
ruido tem sido utilizado em muitas aplicacdes nas industrias airaneoaeroespacial. De
fato, esta técnica ja era dominada pela industria aeronautittecada de 60. Mas avancos na
tecnologia do material e o aparecimento de novas e mais eficientamentas analiticas e
experimentais para modelagem do comportamento do material e Warastizeram surgir
muitas novas aplicacdes, como em cabines de helicOpteros, motgegssgesstruturas de
satélites, antenas, etc (Rao, 2003).

O controle passivo de vibragdes via tratamentos viscoelasticoseadoana energia
dissipada pelo material devido as deformacgfes nele induzidasat@sentos viscoelasticos
sdo normalmente usados como: i) camada livre, na qual o maiscizlastico reveste parte
da estrutura e, assim, a flexdo da estrutura gera uma deformagaal no material
viscoelastico; e ii) camada restrita, na qual a camada \éstioel € ainda recoberta por uma
camada elastica de restricao e, neste caso, a flexdowarasgera também uma deformacao
de cisalhamento no material viscoelastico, aumentando a energgodmacdo do material
viscoelastico e, portanto, a energia dissipada (Nashif, Jones e Henderson, 1985).

O primeiro estudo realizado sobre vibracbes em vigas com @at@snviscoelasticos
restritos foi apresentado por Kerwin (1959), no qual ele consideravaiganaimplesmente
apoiada, tipo sanduiche, que possuia superficies elasticas muitigidas do que a camada
viscoelastica, assim supunha-se que a camada viscoelasticfosmadse apenas em
cisalhamento e a rigidez de flexdo da estrutura fosse aqubksd elastica. Outro modelo foi
posteriormente desenvolvido por Mead e Markus (1969), para estudar vibi@agaelas para
diversas condicdes iniciais, através de uma equacao diferenaiaviteento de sexta ordem
na deflexdo transversal. Entretanto, algumas hip6teses usadasmoeste limitam sua
aplicacdo, como cisalhamento puro na camada viscoelastica, iredecieonal desprezivel, e
vibracdes harménicas. Mais recentemente, outros modelos de viga karfdtam propostos
(ver discussdo em Trindade e Benjeddou, 2002; Austin e Inman, 2000). Indeperaieat
das hipo6teses consideradas para a modelagem de vigas tipo sandencide, @special deve
ser prestada a modelagem do comportamento dos materiais viscoelasticos.

Os materiais viscoelasticos possuem caracteristicasdantm fluido viscoso quanto de
um sélido elastico. Por esta razdo, 0 seu comportamento é bastante dependemterdaita
e da freqUéncia de excitacdo. A temperatura € o fator queafetasas propriedades de um
material viscoelastico. Na regido de transicdo em temperatutla o fator de perda assume
seu valor maximo e o médulo elastico cai rapidamente. Ainda apsango a temperatura €
controlada ou suas mudancas séo lentas comparadas a dinAmicanti siste efeito pode
ser desprezado. O efeito da frequéncia também é bastanteaimg@ortm especial para
andlises dindmicas, pois o modulo elastico do material aumentaacivegiéncia. Este
aumento € mais evidente na regido de maior interesse para o e@dssivo, dita de
transicdo em frequéncia, pois é nela que o fator de perda woiahassume seu valor
maximo. Os efeitos da temperatura e da frequéncia podem sdé&inedos através da
utilizacdo de uma frequéncia multiplicada por um fator, que é funceorgeeratura absoluta
(Nashif, Jones e Henderson, 1985; Lima et al., 2005).

Por analogia a materiais elasticos e viscosos, 0s mater&ioelasticos podem ser
representados no dominio da frequéncia por modulos de elasticidade compterosanto,

a aplicacdo desta metodologia para o calculo dos amortecimentoss,mgetados pelo
tratamento viscoelastico, ou para a simulacdo da respostatdiiansia estrutura s6 é
interessante para sistemas de dimensao pequena. Johnson, Keinholz & (R8g&y
propuseram uma metodologia, conhecida por Modal Strain Energy (MSE)egtiamativa
dos amortecimentos modais sem necessidade de trabalhar comesmaimplexas. O método



MSE também pode ser utilizado em uma versao iterativa, paraelgvaonta a variagdo do
modulo complexo com a frequiéncia, e assim dar origem a basessmapdaximadas que
possibilitam escrever equacfes do movimento no dominio do tempo (TriBaaregddou e
Ohayon, 2000a). Motivados pela necessidade de um modelo capaz de @spustas no
dominio do tempo e da freqUéncia para uma estrutura que contenha congponente
viscoelasticos, Lesieutre e Bianchini (1995) e McTavish e Hudgt@33) desenvolveram
modelos baseados na inclusdo de variaveis internas, denominados Armgkgsacement
Fields (ADF) e Golla-Hughes-McTavish (GHM), respectivameAt@rincipal desvantagem
dos modelos ADF e GHM é que, por introduzir variaveis internasgdatesrigem a sistemas
de dimensdo muito elevada. Consequentemente, € geralmente necedsdncos sistemas
resultantes usando alguma técnica de reducdo de modelos (Trindade, 2006).
Comparacdes anteriores entre os métodos MSE, ADF e GHM raostae os métodos
ADF e GHM sao superiores ao método MSE para anélise dinamicanminidao tempo de
estruturas relativamente bem amortecidas (Trindade, Benjeddou erQH300a). No
entanto, ao conhecimento dos autores, 0 custo computacional envolvido com &oidelus
variaveis internas ainda ndo foi quantificado. Esta analisecudéo computacional é
importante para a tomada de decisdo quanto a metodologia apegada. Assim sendo,
este trabalho tem o objetivo de apresentar uma analise compametowsto-beneficio dos
métodos MSE, ADF e GHM realizada para uma viga engastaga-tiom tratamento
viscoelastico restrito. Para tal, trés critérios de custopatacional foram considerados, a
saber: complexidade de implementacdo, numero de operacdes nexessdsmpo de
calculo. lgualmente, trés critérios de eficacia/precisdarfaransiderados para avaliagdo do
“beneficio”, a saber: erro médio dos fatores de amortecimentoims primeiros modos de
vibracéo e dos cinco modos seguintes, e erro médio ha amplitude da resposta emdrequénci

2. MODELO DE VIGA SANDUICHE COM ELEMENTOS VISCOELASTICOS

Neste trabalho, utilizou-se um modelo de elementos finitos paaa g@nduiche com
elementos viscoelasticos ja desenvolvido (Trindade, Benjeddou e Ohayoin).2B&fa
facilitar a analise dos resultados, esta secdo resume afgpextos importantes da
modelagem usando os métodos MSE, ADF e GHM. O modelo utilizado considaraiga
sanduiche com faces elasticas e alma viscoelastica homogéeaae lisotropica, porém com
propriedades dependentes da freqiéncia. Supondo que o coeficiente ale $&pgssonstante
e que os fatores de perda em extensao e cisalhamento sejsmdguaodo que o mddulo de
cisalhamento é proporcional ao médulo de Young, a equacdo do moviment@ipederita
como (Trindade, Benjeddou e Ohayon, 2000b)

MG+ Dg+[K.+G (w,0)K,lq=F, (1)

Onde M, D, K, e G (w8)K, sdo as matrizes de massa, amortecimento viscoso e
rigidez das camadas elasticas e viscoelastica, respeetit@ F_, é a forca mecanicacgé o
vetor de graus de liberdade (gdl), resultado de uma discretizégaelementos finitos.
G (w,8) € o moddulo complexo de cisalhamento da camadaelésstica, dependente da
freqUiéncia e da temperatura. Entretanto, a temparéatsuposta constante, considerando que
as mudancgas de temperaturas sdo muito lentas casagai dindmica do sistema.

No método MSE, o fator de perda para cada modohbidacdo é calculado em termos da

fracdo da energia de deformacgédo contida no matgsiebelastico e do seu fator de perda, de
modo que (Johnson, Keinholz e Rogers, 1981)



My =n—+ (2)

Onde H. e H sd&o, respectivamente, as energias de deformac&@simo modo de
vibracdo associadas a estrutura toda e ao material viscuekstinas, que podem ser escritas
como: H) =®’K!® ; H! =d]K'®d . Onde K' e K/ s&o as matrizes de rigidez da
estrutura toda e do material viscoelastico, respectivamenrig,&or-ésimo modo proprio de
vibracéo, solucdo do problema real de autovall}refM + K'ICDr =0.

Este método fornece bons resultados apenas piaus dveis de amortecimento. Além
disso, a versdo original supde matrizes de rigidaastantes enquanto que os maodulos
elasticos e os fatores de perda variam fortememteafrequiéncia. Desta forma, uma versao
iterativa deste método é utilizada neste trabalbeando em conta a dependéncia em
freqUéncia da matriz de rigidez do material visésito (Trindade, Benjeddou e Ohayon,
2000a). Esta técnica consiste em avaliar, paradada frequéncia e de acordo com as curvas
fornecidas pelo fabricante, as propriedades dorrabtéscoelastico a serem utilizadas para o
calculo das frequéncias e modos proprios da estrutDesta forma, o problema de

autovalores é modificado pa[awa +K'(w )](Dr = 0. Este processo é entdo repetido até a

convergéncia das freqiéncias naturais de interesse.

Os modelos GHM e ADF sédo baseados na introducawad@veis internas para
representar a dependéncia em frequéncia do amoeetm viscoelastico. Os dois sdo muito
similares, contudo o ADF fornece uma formulacdo a@muacbes diferenciais de primeira
ordem, enquanto o GHM da origem a uma formulacdseatginda ordem no dominio de
Laplace. Mostrou-se que, apesar dos modelos GHIAe Usarem parametros com diferentes
significados fisicos, seus resultados sdo muitxiprds (Trindade, Benjeddou e Ohayon,
2000a). Normalmente, esses modelos representaro b as variacdes das propriedades
do material viscoelastico com a frequéncia para uwada temperatura constante. Os
parametros dos modelos GHM e ADF sdo normalmentieulados de modo a ajustar
satisfatoriamente as curvas, de mddulo elasticatar fle perda em funcédo da frequéncia,
fornecidas pelos fabricantes de materiais viscbetés Entretanto, na maioria dos casos, sao
necessarias varias séries de parametros parardjastaas curvas fornecidas. Para o modelo
ADF sdo necessarios 2 parametros por série, ermgaet para o GHM sdo necessarios 3
parametros por série.

No modelo GHM, o médulo de cisalhamento do mdtersgoelastico é representado por
séries de func¢des no dominio de Laplace (McTavidhghes, 1993)
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ondeGy é 0 médulo de cisalhamento relaxado, @ e ¢, sdo os parametros do material

determinados pelo ajuste das curv& (w dd material viscoelastico considerado.

Substituindo esta equacéo nas equacdes do movinesatitas no dominio de Laplace e para
condicdes iniciais nulas, tem-se
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A notagdo ~ determina variaveis transformadas para o domihiaptce. K =G,K, é
a matriz de rigidez estatica, isto é para frequéncia nala@achada viscoelastica. O modelo
GHM introduz ainda uma série devariaveis dissipativagy’ (i= 1,..., n) definidas no
dominio de Laplace por (McTavish e Hughes, 1993)
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Assim, multiplicando a Eq. (5) par, K. pode se obter o seguinte sistema:

($°M +sD+K, +K)d(s) ~KV D .G (s) =F(9) (6)
a, K$£s2é+s2f | +1]a:’<s>—fn KYa(s)=0 )
g @

onde Kj°=(1+zic?i)KV°. Transformando as Eqgs. (6) e (7) para o dominio do tempo
chegamos ao seguinte sistema matricial

Mg+Dg+Kq=F (8)

Da Eq. (7), observa-se as variavglys), correspondentesiasima série de parametros,

tem a mesma dimensao do vetor de gdl elastictsso significa que, no minimo, dobra-se o
namero de gdl e, conseqiientemente, a dimensdo das matrizeadassosssim, é previsto
que 0 custo computacional para andlise das equacgfes seja funcdoedo dénséries de
parametros necessarios para modelar adequadamente o masemalastico. Pode-se,
entretanto, utilizar o fato que normalmente a cobertura visticaeld&s apenas parcial e, por
ISso, a matrizK,, possui muitas linhas (colunas) nulas. Isto permite que se elinailgeimas
variaveis internas (Trindade, Benjeddou e Ohayon, 2000a) atravéesaelecomposicao
modalA =T"K,T, onded’ =T'q’ e A é a matriz de autovalores n&o nuloskde

Ja o modelo ADF é baseado na separagdo das deformagdes dal natelastico em
partes elastica, instantaneamente proporcional a tensdo, etidagléspresentada pela
relaxacdo do material. Neste caso, o médulo de cisalhamento con(léwn) é escrito
como uma série de funcées no dominio da freqiiéncia (Lesieutre e Bianchini, 1995)
. .

W+ R, ] ©)

G (0) = GO[1+ ;Ai 7ol

onde A, e Q, sdo parametros do modelo a serem calculados ia gistcurvasG’ (w )do
material e j=+/-1. A implementagdo em um modelo de elementos fintoasiste



basicamente em substituir o vetor de gdia Eq. (1) porg°=q-)_q'. g° e g’ s&o os

vetores de gdl associados com as deformacdes elasticassédas)aespectivamente. Assim,
a Eq. (1) pode ser reescrita da seguinte maneira (Trindade, Benjeddou e Ohayon, 2000a)

MG+Dg+(K +K)a-Ky D g = (10)

onde K = (1+ ziAi)Kf € a matriz de rigidez ndo-relaxada (ou para altas freqé@raaa

camada viscoelastica. O modelo ADF propde também um sistema quevdes evolucao
dos gdl associados com as forcas internas inelasticas (Lesieutre larsjdrg95)

%KC"q{’ -Kyq+CKyq' =0 (11)

onde C, = (1+ ziAi)/Ai. As Egs. (10) e (11) podem ser agrupadas, dandem a uma

equacdao similar & Eq. (8). Como para o modelo GHkhodelo ADF da origem a um vetor
de gdl adicionais, com mesma dimensao dos gdinaig)i para cada série de parametros ADF
considerada. No entanto, pode-se também elimiganss variaveis internas através de uma

decomposicdo modal da matrlg;, tal que apenas os autovalores n&o-nuloKde séo

mantidos. As matrizeé , D e K para os modelos ADF e GHM podem ser encontradas em
(Trindade, Benjeddou e Ohayon, 2000a).

Visto que, em geral, varias séries de paramets du GHM precisam ser consideradas
para ajustar bem as curv@s(w dJs materiais viscoelasticos, ambos os modelogdgem

a sistemas com muitos gdl e, consequentemente,ntatnizesM , D e K de dimensé&o
muito elevada. Assim sendo, em geral, se faz n@&ges®duzir o sistema resultante. Uma
reducdo modal pode ser aplicada aos sistemas &niesmde primeira ordem, ou na forma de
espacos de estados (Trindade, Benjeddou e Oha@@@aR Para isso, a Eq. (8), e sua similar
para o0 modelo ADF, é reescrita na seguinte forma

X=Ax+Bu+p
(12)
y =Cx

onde, para o modelo ADF, o vetor de estadasntém os gdl elasticag e suas primeiras
derivadas temporais, e os gdl dissipativos ou $tields adicionais. Para o modelo GHM, as
primeiras derivadas temporais dos gdl dissipattaosbém devem ser incluidas no vetor de
estadox. Maiores detalhes sobre a construcao do sistereaparo de estados, assim como a
forma das matrize#\, B, C para os modelos ADF e GHM, podem ser encontrados em
(Trindade, 2000). Comparando a dimenséo dos sistemaspaco de estados gerados pelos

modelos ADF e GHM, observa-se que o modelo GHM dgearia2n® +2nn" gdl, onden®

e n’s&o os nimeros de gdl elasticos e dissipativosgiataima série, respectivamente &

0 numero de séries de parametros utilizadas. Estenddo também estd associada as
matrizes e vetores do sistema de estados correspend este modelo. Ja para o modelo

ADF, o nimero de gdl resultante € e +nn", ou seja, se economiza’ gdl em relagéo
ao GHM, ounn’ (4n°® +3nn") elementos a menos na matiz



A reducdo modal dos sistemas no espaco de estados € obtidaddraliésnacao dos
modos de vibragdo que contribuem pouco a resposta dindmica da estruturadaalda

7

freqUéncia de interesse. Para isso, visto uedo € uma matriz simétrica, € necessario
calcular os autovalores e autovetores complexos a esquerda eta [dyee Ty para
diagonalizar o sistema:

AT, =AT, e A'T, = AT, (13)

onde os modos proprios s&o normalizadosTyar, = | . Em seguida, supde-se que a matriz
A, dos autovalores d& € composta dos autovalor@s e A, associados aos gdl elasticos e

dissipativos, respectivamente. Da mesma forma, os autovdtoeel; sdo compostos pelos
modos proprios associados aos autovaldves A, tal que:

/\:AEO'T:[T Tl To=[Te Tul (14)
0 /\d ! d de ddl: e ee ed

Em geral, os modos proprios associados aos gdipdis/os sdo sobre-amortecidos,
assim sup8e-se que sua contribuicdo a respostaidmdo sistema seja desprezivel, e, entao,
o vetor de estado é aproximado pela contribuic&® rdodos elasticos, tal que=T,X,.

Assim, pode-se reescrever o0 sistema na forma @eesie estados da seguinte maneira:

y = CTdeXe
Por outro lado, pode-se ainda reduzir o sistenmaaaconsiderando-se que, geralmente,
SO uma faixa de freqliéncias é de interesse. Assip@ie-se que a matrix, seja composta de
autovalores internos (retidag,e externos (desprezaddy, Pode-se entdo decompor a matriz
N\,, e reescrever os autovetofiese Ty:

/\:ArO-T:[T Tl T.=[T, T.] (16)
e O /\d ! de dr dd J: ee er ed

Assim, desprezando os autovalores fora da banffagiéncia de interesse, tem-se:

, — T T
Xr _Arxr +TerBU+Terp (17)
y = CTerr
O inconveniente da expressdo acima esta na difidel de utilizar matrizes complexas
para a analise do sistema. Assim, € interessagsersyer o sistema sob uma forma real, em
que as variaveis de estado sdo ainda associadesdogaimentos e velocidades modais. Isto
pode ser feito através de uma transformacéo lideastadox, , tal queX =T.x,, conforme

mostrado em (Trindade, 2000). Assim, a Eq. (1 Be&arita sob uma forma real equivalente.
Desta forma s&o obtidos sistemas de menor dimeas@ortanto, com menor custo

computacional para andlise posterior. No entangégtanetapa de reducdo, a dimensédo do

sistema no espaco de estados (isto é, a dimens@atdaA) é de grande importancia, pois



ela determina o custo computacional da solucdo do problema de aws\yeoa a reducao
modal do sistema. Alternativamente, pode-se tentar reduzir o gideesegunda ordem antes
de montar o sistema de primeira ordem como proposto recentemeiitendade (2006). No
entanto, uma avaliacdo do custo computacional envolvido ainda se faz muito importante.

3. CRITERIOS PARA ANALISE DE CUSTO-BENEFICIO DOS MODELOS

Esta secdo apresenta os critérios utilizados para avaliag@moparacdo dos resultados
obtidos usando os modelos MSE, ADF e GHM. Em particular, sdo defingdoeriterios de
custo computacional: complexidade de implementacdo, nUmero de opearacéssarias, e
tempo de calculo; e trés critérios de eficacia/precisdoo emedio dos fatores de
amortecimento dos cinco primeiros modos de vibracdo e dos cinco mododesege erro
médio na amplitude da resposta em frequéncia.

3.1 Critérios de custo computacional

Trés critérios para avaliacdo do custo computacional foram defin@osaber:
complexidade de implementacgdo, nimero de operacdes necessarias e tempade célcul

A complexidade de implementacdo pode ser considerada como urio atdéécarater
qualitativo. No entanto, pode-se registrar algumas dificuldades envohadagplementacao
de cada modelo para avaliar sua aplicabilidade em situacoeEmagpr&m particular, para o
modelo MSE nao foi necessario um ajuste das curvas experimenta&ddéo complexo, ja
gue as curvas sao utilizadas diretamente no célculo do médulo pafeegédéacia natural de
interesse. Ainda assim, uma interpolacdo dos dados experimenfais reecessaria para a
atualizacdo do modulo elastico e do fator de perda na solucdo do problemt\ddores.
Por outro lado, os modelos ADF e GHM requerem um ajuste prévio des @axperimentais
do modulo complexo para o calculo dos parametros respectivos, que postet@oserdo
utilizados para montagem das equac¢des do movimento. Este ajustespppode originar
um custo computacional elevado, pois até mesmo a adequacdo do numeaiesda sér
considerado sé é quantificada ap6s o célculo de erro no ajuste. Pastgmtmedimento
adotado neste trabalho foi de aumentar o nimero de séries progressévata se obter um
erro adequado no ajuste. Vale ressaltar, no entanto, que este proaegiin@émecessario em
uma etapa anterior as simulacdes, pois uma vez definidos os pagnpetra um dado
material viscoelastico, estes podem ser utilizados em diversatacdes posteriores. Outra
dificuldade envolvida na implementagédo dos modelos ADF e GHM venedsssidade da
montagem das matrizes do sistema no espaco de estados e sua posterior ethicdo m

O tempo de célculo foi calculado utilizando a fung#ofile reportdo MATLAB que
fornece o tempo total de calcuig entre o instante de tempo anteripre posteriorT; aos
calculos de fatores de amortecimento e resposta em freqiiéncia, tal que

te =T, -T, (18)

A funcaoprofile report também calcula o tempo gasto por cada funcdo (ou subrotina)
utilizada no calculo. Assim, foi possivel observar que, para os mod&eseAGHM, a
funcd@o que consome mais tempo é a furgi§aue calcula os autovalores das matrizes. Esta
informacéo foi bastante Util para a estimativa do nimero de @esragalizadas. As novas
versbes do MATLAB ndo mais fornecem o numero de operacdes dealizRortanto,
decidiu-se por estimar o numero total de operacfes através dagbaserealizadas para a
solucao dos problemas de autovalores (fureigo Supbe-se entdo que o nimero aproximado



de operacdes necessarias para se resolver o problema de ageig(yeseja igual ao cubo
da dimenséo da matrk (Golub e van Loan, 1989).

Para os modelos ADF e GHM, sdo necessérios 3 célculos de awsv&oprimeiro
deles é realizado na montagem da mairipara a qual se faz necessario eliminar os modos
de corpo rigido da matriz de rigidez viscoelaskg¢aPortanto, um célculeig(K,) € realizado
para identificar os autovalores nulos Idg e eliminar os autovetores correspondentes. Os
outros dois calculos de autovalores sdo necessarios para a reducadanodaiizA. Visto
que A € uma matriz ndo simétrica, se faz necessario calculantosetores a esquerda e a
direita para diagonalizar o sistema, 0 que equivale a calcutartogalores e autovetores da
matrizA e também de sua transpoéfa Portanto, os célculasig(A) e eig(A") sdo realizados.

O numero aproximado de operacdes para os modelos ADF e GHMmiédeser calculado a
partir das dimensdes das matri2eskK,.

n,,(ADF,GHM) = 2dim(A)® +dim(K,)* (19)

No caso do modelo MSE, sédo necessajdteracdes para calculan-#sima freqiéncia
natural e seu respectivo modo de vibragéo1,...M). Assim, a cada iteracdo, os autovalores
da matriz de rigidez viscoelasti&€q sao calculados. Portanto, 0 nimero de operac@is po
ser estimado através da multiplicacdo do cubo deemsdo da matriK, pela soma dah|
iteracOes para todos smodos de vibracdo considerados.

Ny, (MSE) = i N, dim(K,)? (20)

i=1

O célculo do numero total de problemas de autoealoesolvidos foi simplificado pelo
uso do numero de chamadas a furgigoelatado pela funcgarofile reportdo MATLAB.

3.2 Critérios de eficacia e precisdo

Trés critérios de eficacia e precisao foram wdizs, a saber: o erro médio dos fatores de
amortecimento dos cinco primeiros modos de vibragé@os cinco modos seguintes, e 0 erro
na amplitude da resposta em freqiiéncia. Para éimsldulo de erro, um modelo GHM com 9
séries de parametros foi utilizado como referéncia.

O erro médio dos fatores de amortecimento foiutatto através da média dos erros
percentuais dos fatores de amortecimento obtidosasomodelos MSE, ADF (com 3,5e 7
séries de parametros) e GHM (com 3, 5 e 7 sérigmdanetros), em relacdo aqueles obtidos
com o modelo referéncia. Para simplificar a anadlpés o calculo dos erros relativos para os
dez primeiros modos de vibracao, foi feita uma médis erros dos fatores de amortecimento
dos cinco primeiros e dos cinco seguintes, tal que

A _ 1 2 (Zic - ZiR)
TGl “
A _1 Zlo (ZiC _ZiR)

onde ¢ e ¢ s&o os fatores de amortecimento gaéaimo modo de vibragéo calculados
com o modelo referéncia e com o0 modelo em avaljaedpectivamente.



Para o célculo do erro na amplitude da resposta em frequém@m €alculados os
vetores amplitude de resposta em frequéncia para o modelo refezfuania os modelos em
avaliacdo (MSE, ADF e GHM) utilizando a funchodedo MATLAB. Em seguida, o erro
percentual do vetor amplitude, em relacdo a referéncia, fouladte Para simplificar a
andlise, a norma do vetor de erros foi calculada e utilizada para comparadgfies, ta

100(He|~[He|
[Hl

o =H 23)

onde|H| e|H.| s&o as amplitudes das respostas em frequiéncia calculadeswodelo de
referéncia e com o modelo em avaliagao.

4. RESULTADOS NUMERICOS
4.1 Propriedades geomeétricas e materiais

A configuracao de viga utilizada para comparacao e avaltagimodelos viscoelasticos
consiste em uma viga de aco engastada-livre, de 350 mm de coniprien8,2 mm de
espessura, recoberta com duas camadas iguais de materiasisoodM ISD112 a 27°C,
com 0,25 mm de espessura e 125 mm de comprimento, sendo a primeda pasicionada
a 90 mm de distancia da extremidade esquerda da viga, e a segucidagutes a 225 mm de
distancia da extremidade esquerda da viga. As duas camadas dal wiatarelasticos sédo
ainda recobertas por uma camada de restricdo de aco de 1,6 mm de espessura.

125mm 10 mm 125mm

- X '“ j
3
[ [T | =1

300mm
Figura 1- Desenho esquematico da viga utilizada para comparacéo e avaliaca

Gmm

0,25mm

1

A discretizacédo utilizada para o modelo de elementos finitos pot®e ser observada
na Fig. 1. Uma forca de perturbacdo na direcéo vertical fimagial na extremidade livre da
viga, a direita, e o deslocamento na direcao vertical no mesmo ponto foi calculado.

As propriedades materiais utilizadas foram para o aco: modukodeg 210 GPa e
densidade 7800 kgfne para o ISD112 & 27°C: densidade 1000 kgtoeficiente de Poisson
0,5 e modulo de cisalhamento conforme Tabela 1.

4.2 Ajuste do modulo complexo usando ADF e GHM

Para a implementacdo dos modelos ADF e GHM, primeiramentalaalse os
pardmetros necessarids, A, e Q, para ADF eG, ,a,, w e {;, para GHM, através de um

ajuste das curva8” (w Ysando um algoritmo de otimiza¢&o n&o-linear, baseado em minimos

quadrados, existente no MATLABs{nonlin. Para dados valores iniciais dos parametros
ADF ou GHM, o algoritmo retorna os parametros que minimizamarelativo do modulo

elastico e do fator de perda, calculado em relacédo as dBr¢as fornegidas (Tabela 1).



Tabela 1. Propriedades do material viscoelastico ISD112 a 27°C

Frequéncia (Hz) Fator de perddddulo elastico de cisalhamento (MPa)

20 0,365 0,541
40 0,520 0,604
60 0,634 0,658
100 0,779 0,759
200 0,978 0,956
400 1,178 1,277
600 1,256 1,565
1000 1,346 2,034
2000 1,438 3,026
3000 1,437 3,921
4000 1,434 4,694
5000 1,440 5,379

Os valores otimos para os parametros ABE (A, e Q,) séo apresentados na Tabela 2

para 3, 5 e 7 séries de parametros. Os erros percentuais méxidaogo elastico ou fator de
perda) encontrados para os ajustes de curva usando ADF foram 10,6163 4,08% (5
séries) e 3,36% (7 séries). A Figura 2 apresenta as compaentfeas curvas experimentais
(dados da Tabela 1) e o ajuste das curvas com 3, 5 e 7 sérieqrdetpes ADF. Pode-se
observar que o ajuste j4 € suficientemente adequado para Sdeépasametros ADF e a
inclusdo de mais duas séries melhora apenas marginalmente o ajuste.

4 T T
—— Referéncia
- 3 ADFs
-—- 5 ADFs
2.711.—. 7 ADFs

1.9

1.3

0.9

0.6

Mddulo de cisalhamento (MPa), Fator de perda

0.4

Ll " " " P SRR |

10° 10°

Frequéncia (Hz)
Figura 2- Ajuste das curva® (w usando 3, 5 e 7 séries de parametros ADF.

No caso do modelo GHM, o ajuste das curvas experimentais @deafiara se encontrar
0s parametros 6timoS, g,, w e ¢;. Eles sdo também apresentados na Tabela 2 para 3, 5,

7 e 9 séries de parametros GHM. Os erros percentuais oggknddulo elastico ou fator de
perda) encontrados para os ajustes de curva usando GHM foram (3,88%ges), 0,11% (5



séries), 0,10% (7 séries) e 0,04% (9 séries). A Figura 3 amesemomparacdes entre as
curvas experimentais e o ajuste das curvas com 3, 5 e § dénarametros GHM. Pode-se
observar que, o ajuste ja é suficientemente adequado para Sdeépesimetros GHM e a
inclusdo de mais duas ou quatro séries melhora apenas marginalmente o ajuste.

Tabela 2. Parametros 6timos dos modelos ADF e GHM para ISD112 a 27°C

ADF GHM
n i G (MPa) AY Q; (rad/s) Gy (MPa) a a (rad/s) ¢
1 0,6462 356,6374 0,7616 5 998,8299 7,0042
3 2 0,4864 3,2340 4 017,7091 0,4941 3,7225 50 031,6541 4,8982
3 43,4818 69 634,9682 44,0476 299 978,1832 1,9642
1 0,2657 133,9697 0,2398 4502,8545 21,5135
2 0,8200 819,6013 0,7096 9 753,8648 7,3524
5 3 0,4686 2,0957 4 247,2390 0,4624 2,2009 49 291,5939 6,8440
4 3,2586 12 713,2913 7,3340 99 901,7326 2,6491
5 53,7737 98 063,9532 64,6846 297 576,1162 0,9778
1 3,2484 11,1036 0,4104 1580,7074 104,3863
2 1,6794 380,6714 0,2890 8613,8570 32,3031
3 3,3131 1537,5342 0,9542 19595,4154 14,1108
7 4 0,1237 4,9264 4 381,5919 0,3429 2,9565 49 160,4165 6,7636
5 10,2684 11 475,6909 9,5038 100 140,0062 2,6894
6 3,8170 11 210,5713 11,5893 150 132,2798 1,1161
7 207,3000 100 545,5682 82,7464 293 385,6714 0,7363
1 0,1688 4502,8116 29,2288
2 0,1160 5999,9939 16,4437
3 0,8753 9 753,8677 6,6096
4 -0,2123 19 999,9991 9,4016
9 5 0,4566 2,2289 49 291,5939 6,9417
6 6,9772 80 000,0001 2,2109
7 13,7822 99 901,7316 0,4831
8 21,2700 149 999,9998 1,0466
9 63,8226 297 576,1166 0,0285

4 T T L T T T
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Figura 3- Ajuste das curva® (w usando 3, 5 e 7 séries de parametros GHM.



4.3 Avaliagdo dos modelos

Com base no erro de ajuste das curvas de mdédulo complexo do masenalastico
considerado, o modelo GHM com 9 séries foi considerado o caso masom@eportanto, foi
estabelecido como modelo de referéncia. Assim, os fatores decaimerto e a funcao de
resposta em frequéncia foram calculados usando o modelo GHM carie8, £ estes
resultados foram definidos como resultados de referéncia (T@peRara as simulagdes,
apenas os dez primeiros modos de vibracdo em flexdo foram retidaseferéncia, o tempo
de calculo e o nimero de operagcdes necessarias usando o modéixieetambém foram
calculados. Usando um PC Pentium IV 3,2GHz com 1GB de memdria RAdslculo dos
amortecimentos modais e da resposta em frequéncia levou 360,05 segurmlasne f
realizadas 13504,14 milhdes de operacdes (estimadas pelo nUmercaddaspaecessarias
para a solucao dos problemas de autovalores de acordo com a Eq. (19)).

Tabela 3. FreqUiéncias e fatores de amortecimento para a viga engastada-

Modo  Frequéncia (Hz) Fator de amortecimento (%)
1 23,20 4,9756
2 127,99 4,3961
3 355,25 4,3294
4 695,02 3,1177
5 1154,16 2,8405
6 1693,79 2,2180
7 2354,70 1,9066
8 3158,79 1,8992
9 4027,28 1,5569
10 5032,35 1,4141

Em seguida, os calculos de fatores de amortecimento e func@spdsta em frequéncia
foram repetidos usando os outros modelos, MSE, ADF (3, 5 e 7 séf@dMe(3, 5 e 7
séries). Para cada uma destas simulacdes, foram calculadosis®s critérios, de custo
computacional e de precisao e eficacia, definidos anteriormemtabéla 4 mostra os valores
obtidos para os critérios de custo, tempo de calculo e nimero de operacdes, sdle preci
na resposta em frequiéncia e nos fatores de amortecimento, usanutetssiviISE, ADF (3,
5 e 7 séries) e GHM (3, 5 e 7 séries) aplicados a viga engastadgtaserdada na Fig. 1.

Tabela 4. Resultados comparativos obtidos usando os diferentes modelos

MSE ADF GHM ADF  ADFr GHM ADF GHM
3 séries 5 séries 7 séries

te (s) 2,88 10,09 30,37 23,78 9,27 91,50 44,80 218,81
N, (milhdes) 46,01 291,41 99559 708,79 262,65 3139,97 1407,19 7507,56

tc /Ny, 0,06 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03
e (%) 1053,7 302,612 365,163 17,799 17,173 9,560 58,988 9,456

eﬁS (%) 1,465 2,468 1,994 0,598 0,609 0,025 0,649 0,066

e, (%) 1,050 3,746 3,170 1,784 1,777 0,031 1,680 0,067




Pode-se observar que o comportamento dos fatores de custo computatadisatios,
tempo de calculo e numero de operacdes, sdo bastante simdé&wes, b aumento na
complexidade e dimensdo do modelo aumenta tanto o tempo de calculo comero dém
operacdes. Na verdade, através do célculo da razdo tempo sobm® miemeperacdes,
observou-se que eles sdo de fato equivalentes. Desta forma, resolalisar o
desempenho dos modelos apenas em funcdo do tempo, ja que as conclusdegmbtidas
funcdo do nimero de operacdes seriam praticamente as mesmas.

Para facilitar a avaliacdo dos modelos, as Figs. 4, 5 e Geafaes respectivamente, 0s
erros da amplitude da resposta em freqiéncia e dos fatoremaie@mento dos cinco
primeiros modos de vibracdo (1 a 5) e dos cinco modos seguintes (6 anlfdypcdo do
tempo de calculo.

Analisando a Fig. 4, pode-se observar que, como esperado, o MSE é o mede$o
preciso, isto € possui erros maiores, mas também é o modelo decurstootomputacional.
Ja nas Figs. 5 e 6, observa-se que o modelo MSE € mais precisccpfmalo dos fatores de
amortecimento, sendo inclusive mais preciso que os modelos ADF edBiHM\8 e 5 séries
de parametros para o amortecimento dos modos 6 a 10. Isto confinogi@ de que o
modelo MSE é suficientemente preciso para modos pouco amorteadeass(hdos modos 6
a 10, ele apresentou fatores de amortecimento menores que 1,5%). @doysaras
modelos ADF e GHM, nota-se que o modelo GHM apresenta uma mellosapreue o
modelo ADF, mas também possui um maior custo computacional, pareesimo nimero de
séries de parametros consideradas. Também se observou queotia dagi vezes, quanto
maior o numero de séries utilizadas maior sera a precisdo, e também o custo do model
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Figura 4- Norma do erro da amplitude da resposta em freqiéncia em funcapdalée
calculo para os diferentes modelos.

Nas Figs. 4, 5 e 6, também foram tracadas linhas de tendéncasopgoontos
encontrados. Esta linha pode ser utilizada para se constatar dpréscimo no erro de
calculo é quase sempre acompanhado por um aumento no custo computaonmale P
também utilizar a linha de tendéncia para efeito de avaliacBdagdo custo-beneficio de um
determinado modelo. Isto foi feito observando-se que 0s pontos que se encontram aaima dess
linha ou possuem um erro muito elevado ou um custo computacional muitosalto, a
relacdo custo-beneficio pode ser considerada melhor para aquelel®sngue se situam
abaixo dessas linhas de tendéncias. Ainda, dentre estes melhonegetd®es pode-se dizer
que aqueles que se afastam mais dessa linha em direcadom doggxo coordenado séo



ainda melhores, pois estdo representando bem o comportamento do amaidecime
viscoelastico com um custo computacional relativamente baixo.

Com base nesta definicdo de custo-beneficio, observa-se na Fig. B1§&epmssui uma
boa relacdo custo-beneficio do ponto de vista dos fatores de amertecpara os modos
menos amortecidos (modos 6 a 10). Logo, o modelo MSE pode ser a medhuatist
quando se deseja apenas calcular os fatores de amortecimentoadestrutura pouco
amortecida. Por outro lado, observou-se que os modelos ADF e GHM cone$ de
parametros sdo mais interessantes que os modelos ADF e @HNM séries de parametros,
visto que o erro obtido nestes ultimos sao muito elevados, e tambéintaraissantes que 0s
modelos ADF e GHM com 7 séries de parametros onde a préagisBem € boa, mas o custo
ja passa a ser bastante elevado. De fato, na maioria dos dgsod @5), os modelos ADF e
GHM com 5 séries de parametros parecem ter a melhodoetagsto-beneficio (dentre os
modelos analisados e para os casos estudados).

Erro médio do amortecimento dos
modos 1 a 5 (%)

ADF5r
GHM5
0,0 : A : — A

0 50 100 150 200
Tempo de célculo (s)

Figura 5 — Erro médio dos fatores de amortecimento dos modos 1 a 5 em funcédo do tempo de
calculo para os diferentes modelos.
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Figura 6 — Erro médio dos fatores de amortecimento dos modos 6 a 10 em funcao do tempo
de célculo para os diferentes modelos.



Nas Figs. 4, 5 e 6, incluiu-se na analise também uma verséo redazAlaF com 5
séries de parametros (ADF5r). Este modelo foi obtido atravésdereducédo preliminar do
sistema de segunda ordem, com base na projecdo dos modos dissipatimodagaormais
nao-amortecidos, de acordo com a metodologia proposta por Trindade (2008). resde
caso, 44% dos modos dissipativos, com menor proje¢cdo sobre os modos nor@ais, for
eliminados (40 de um total de 91 modos dissipativos). Isto resultou emedogio de 200
gdl dissipativos (40 para cada uma das 5 séries) e, por consegiéreiducdo da dimensao
da matrizA de 707 para 507. Nota-se efetivamente, nas Figs. 4, 5 e 6 e tambébel4l
gue o modelo ADF5r da origem a erros muito proximos aos do ADF5 porémummm
reducao significativa do custo computacional. De fato, o custo computadm@dDF5r foi
ligeiramente menor que aquele do ADF3.

5. CONCLUSOES

Este trabalho apresentou uma analise comparativa de cust@ioedeftrés métodos de
representacdo do amortecimento viscoelastico, a saber: Modal &margy, Anelastic
Displacement Fields e Golla-Hughes-McTavish. A avaliacdo uktoccomputacional e
eficacia/precisdo na representacdo foi realizada com bassmmédacdo de uma viga
engastada-livre com tratamento viscoelastico restrito. Pdratrés critérios de custo
computacional foram considerados, a saber: complexidade de immeawnhimero de
operacdes necessarias, e tempo de calculo. Igualmente, t&®<rite eficacia/precisao
foram considerados para avaliacdo do “beneficio”, a saber: erdio ndés fatores de
amortecimento dos cinco primeiros modos de vibracdo e dos cinco modogesee erro
médio na amplitude da resposta em freqiiéncia.

A comparacao dos resultados obtidos com os trés modelos confirmou quel@ M®He
€ menos preciso, mas também tem o menor custo computacional. Adigntelpara o caso
estudado neste trabalho, no qual o modelo GHM deu origem a um melhor ajuste dadecurva
moédulo complexo do material, os modelos ADF e GHM foram equivalenezrenos de
custo-beneficio. Em particular, os modelos ADF e GHM com 5 séeigsmarametros foram
considerados aqueles de melhor relacdo custo-beneficio.
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