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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo apresentar uma introducéo a dinamica de sistemas de
multi corpas compostos por partes rigidas e flexiveis, através da exposicéo das diversas etapas.
Modelagem, Simulacd e Controle. A modelagem de sistemas de multicorpos é gresentada,
atentando para os problemas de representac@® de rotagdes, caraderizacd de deformagdes dos
corpos flexiveis e manipulac@® simbdlica para formulac@® das equagdes do movimento. A
parametrizacé® de rotagdes é gresentada utili zando pardmetros cléasscos como angulos de
Euler e Bryant, parametros de Euler e Rodrigues, assm como, vetor rotacé®, vetor rotacéd
conforme equaternios. O problema de singularidade das parametrizagdes é estudado, através
da omparac@® de diferentes parametrizagdes. Para a caaderizac® de deformagdes dos
corpos flexiveis € gresentado o método ce modos supastos. A formulacd das equagdes do
movimento é goresentada utili zando as equagdes de Lagrange e Maggi-Kane. O toabox de
manipulacé® simbdlicado MATLAB é utilizado para derivar as equagdes do movimento. O
controle linea de sistemas de multi corpos é gresentado uili zando a representacd no espago
de estados. Duas metoddogias de projeto de @ntrole sdo apresentadas. controle via
imposicéo de pdos e ontrole 6timo. A simulac@® de sistemas de multi corpos € gresentada
por meio de dguns exemplos il ustrativos da dindmica edo controle de multi corpaos, atentando
para a ecolha do méodo ke integracd®. Todas as etapas $0 redizadas no ambiente do
MATLAB, utilizando suas funcdes de manipulacd® simbdlica para a modelagem, suas
funcoes de lineaizacd e wntrole para o0 controle e seus algoritmos de integrac@® e funcdes
gréficas para a simulacao.

ABSTRACT

This work intends to present an introduction to the Dynamics of Multibody Systems,
with rigid and flexible bodes, by presenting the following stages: Modeli zation, Control and
Simulation. The modelization d multibody systems is presented, exploring finite rotation
parametrization, description o deformation o the flexible bodes and symbdlic derivation d
the equations of motion. Finite rotations parametrization is presented using classcd systems
of parametrization such as Euler’s and Bryant’s angles, Euler's and Rodrigues’ parameters
and conformal rotation vedor, rotation vedor and quaternions. The problem of singularity of
parametrization is gudied by the comparison d the various g/stems of parametrization. The
method d assumed modes is presented to describe the deformation o flexible bodes. The
formulation d the eguations of motionis dore using Lagrange’ s and Maggi-Kane' s equations.
The equations of motion are derived using the MATLAB’s Symbdic Math Toolbox. The
state-space linea control of multibody systems is presented. Two dfferent methods are
presented to design the ntrol system: eigenvalues impasition and ogimal control. The
simulation d some numericd examples of multibody systems is presented. An analysis of the
integration methods is dore. All the computations are dore in MATLAB, using the Symbadlic
Math Todbox functions to the modelization, the Control Todbox to the cntrol and the
OdeSauite to the integration of the equations of motion.
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Introducao

Atuamente, uma importante &dea da Engenharia moderna € a adise e predicédo do
comportamento de sistemas fisicos. A crescente e/olugéo temolégicamundal das indistrias
agonautica, agoespada e de aitomacd induwstrial fez com que asimulac® numérica de
sistemas fosse imprescindivel na fase de projeto, e a cpaddade computadonal dos micro-
computadores atuais permitiu que essafase de projeto fosse viavel. Na maioria das apli cages
indwstriais, os sstemas a serem analisados 80 extremamente complexos, pcsauindo um
numero muito grande de comporentes (ou corpos). Para andlisar esses gstemas € necessrio
dividi-los em vérios corpos, identificar os corpas, determinar como esss corpos estéo ligados
e determinar suas propriedades fisicas. Tendo caraderizado totalmente o0 sistema, é necessirio
construir um modelo matemético para representar uma idedizacd® do sistema fisico. E,
posteriormente, deve-se nstruir um agoritmo para sSmular numericamente o
comportamento mecéaiico do sistema e aaisar sua performance A escolha do mais
conveniente modelo matematico para representar eficientemente o sistema, assm como, a
andise da simulacd® numérica @mo base para aqualificac® do pojeto sdo tarefas ainda néo
automatizadas e que, patanto, dependem de uma eguipe humana mm experiéncia suficiente
no asunto. A andlise dinamica que é feita industriadlmente € baseada nos principios da
Mecanica Classica que descreve bem os problemas tecnolégicos atuais.

A Dindmica ®me@u sua e/olugcédo a partir do desenvavimento da Dinamica
Newtoniana quando foram formuladas as leis do movimento. Historicamente, o inicio do
desenvalvimento da Dindmica Newtoniana se deu devido as observagdes de Galil eo (1564
1642, paém Galileo ndo pbck ir muito longe por falta de meios predsos para medida de
tempo, o q so foi resolvido quando Huygens inventou oreldgio penduar em 1657.Newton
(16421727 foi o primeiro a wnseguir desenvolver uma formulacé predsa das equagdes do
movimento, beseado no trabalho de Galil eo. Posteriormente, Euler extendeu os concetos
postulados por Newton para 0 estudo da Dinamica de Corpos Rigidos. Apenas cem anos
depois, Lagrange desenvolveu a Medanica Andlitica onde formulou suas equagdes do
movimento, que empregavam concetos de energia dnética etrabaho, eseado no pincipio
de Hamilton.

Essas témicas tradicionais eram constituidas de cnhedmentos que, para a @oca
utili zavam matematica avancada, paém, so tratavam de problemas fisicos muito simples.
Depois do desenvavimento des computadores, houwve uma necessdade de se desenvalver
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novas témicas que se groveitaseem do fato de que a cpaddade de cdculo havia se tornado
enorme para poder tratar com problemas de grande porte. A partir dai, um nimero enorme de
témicas de andli se dindmicade sistemas de multi corpos foram desenvalvidas, sendo apli cadas
a problemas reds nas areas agoespada e de manipuladores robd&icos. Desde entéo, varios
codigos computadonais foram desenvolvidos para andlise e smulacd® de sistemas de
multicorpos. Hoje an dia, um método extremamente utili zado e que vem demonstrando ser
bastante versail na andlise de sistemas com um grande nimero de @rpos € 0 método
Maggi-Kane. No estudo ce sistemas de multi corpaos, as equagdes de Maggi-Kane mostraram
inumeras vantagens bre & formulagdes de Lagrange e Newton-Euler, apresentando menor
custo para se thegar as equagdes de movimento, equagdes mais smples, fadl tratamento de
vinculos ndo-holdnomos e mais facil interpretacéo dos resultados.

As principais aplicages indwstriais do estudo da Dinamica de Sistemas de Multi corpas,
s30 sistemas de grande porte ou com uma grande mmplexidade geométrica E, justamente,
para ess tipo e glicac® que o tipo e modelagem a ser utili zada € mais importante. A
maioria dos codigos estruturais < utilizam de hipdteses smplificadoras, como, pa exemplo,
lineaizac® de rotagdes, que dgumas vezes levam a aros bastante significaivos mesmo em
modelos relativamente simples.

No pessado, mra a maioria das aplicagdes praticas, os robds, agonaves, antenas e
satélites eram modelados como sistemas de multicorpas rigidos. A hipétese de que todos os
corpos eram rigidos dava bors resultados quando o sistema ndo apresentava grandes
deformagdes elésticas. Porém, hge, a necessdade de se ter mecanismos cada vez mais leves,
com menor consumo de poténcia e ©om velocidades cada vez maiores, tornou inadequada a
hipdtese de rigidez. Por is, hge, se faz necessario levar em considerac@® os efeitos da
flexibilidade dos corpos. Evidentemente, paga-se um pre@ pa is, jA que 0os modelos
matematicos s mais ofisticados. Porém, com o uso das microcomputadores muito paentes,
disponiveis atualmente, torna-se viavel a simulacdo numérica desses modelos.

Neste trabalho, € gresentada uma discussio sobre a modelagem de sistemas de
multi corpas rigidos e/ou flexiveis com o oljetivo de goresentar as principais dificuldades em
se onsiderar sistemas com movimentos tridimensionais complexos e sistemas com algum
grau de flexibili dade. No capitulo 2, um enfoque édado arepresentacé de rotagdes no espago
gue gresenta varias peauliaridades e pode influenciar no custo para se obter as equagdes do
movimento e nas caraderisticas numéricas dos resultados. S&o apresentados os angulos de
Euler e Bryant que @am usados tradicionalmente no estudo ¢ dindmica de multi corpaos; os
parametros de Euler que anda hgje sdo largamente utili zados na maioria dos programas por
ndo apresentarem singularidades, mas smam uma ejuacé de vinculo pa corpo ao sistema;
outros métodos 80 apresentados com a intengéo de representar rotagdes com apenas trés
pardmetros como os parametros de Rodrigues, o \etor rotacd® conforme e o vetor rotacé
sendo que os parametros de Rodrigues apresentam singularidade.

No caitulo 3, a derivac® das equagdes do movimento € redizada utilizando as
equagdes de Lagrange e de Maggi-Kane, com o oljetivo de desenvalver um algoritmo de
manipulacé® simbdlica utilizando o ambiente MATLAB para aderivac@® automética das
equagdes do movimento. Uma discussio acecadas vantagens e desvantagens de cala método
é realizada.

No cagpitulo 4, sdo apresentados 0 método e Rayleigh-Ritz e o méodo de modos
supostos para a caracterizacdo das deformacdes dos corpos flexiveis.
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Varios algoritmos de integracd® foram utilizados nas smulagdes redizadas neste
trabalho. Foi utilizado o @mte OdeSuite desenvolvido para 0 MATLAB por Shampine e
Reichelt (Shampine eReichelt 1995 que @ntém diversos integradores para sistemas rigidos
(stiff) e ndo-rigidos (non-tiff). Uma andlise acecados algoritmos de integrac@® utili zados no
trabalho é feita, no capitulo 5.

Uma segunda fase deste trabalho € desenvalver o controle linea de dguns sstemas de
multi corpos rigidos e/ou flexiveis. A partir da equac® do movimento, pode-se mnhece 0
comportamento do sistema sujeito a for¢cas externas determinadas, mas também pode-se
determinar as for¢as necessirias para estabili zar um sistema ou fazer com que de se mwmporte
de umamaneira espedficada. O controle aitomético, hge, é utili zado em sistemas de veiculos
espaciais, misseis, satélites, robos e, inclusive, em processos industriais e de fabricacao.

O primeiro trabalho significaivo em controle aitomético foi de James Watt ao construir
um controlador de velocidade para uma maquina avapor no séaulo XV III. Em 1934, Hazen
introdwiu 0 termo servomenismos para sistemas de @ntrole de posicédn. A teoria de
controle dassca se desenvolveu muito desde entdo, mas para o controle de sistemas com
muitas entradas e saidas como sistemas de multi corpas, ateoria de cntrole dassca que trata
apenas de sistema de entrada esaida simples, ndo foi suficiente. A partir de 1960, qando
computadores tornaram posdvel andlisar sistemas de @ntrole cmplexos no daminio do
tempo e devido aos procesos modernos de plantas industriais com mdltiplas entradas e
saidas, ateoria de controle moderno tem sido desenvolvida baseada na andli se de sistemas no
dominio do tempo wando \aridvels de estado. Atuamente, com o advento dcs
microprocessadores, € posdve projetar sistemas de cntrole bastante sofisticados e, par is9,
€ possivel controlar sistemas dinamicos complexos como sistemas de multicorpos.

Este trabalho réo tem a pretensdo de esgotar a teoria de ntrole, mas de desenvolver
uma metoddogia que possa ser usada para cntrolar o sistema. Nos porio de vista éque 0
estudo ch Dindmica € ssencial para que possamos controlé-la, o qLe pode ser feito através da
teoria de controle moderno. No cagpitulo 6, sGo apresentadas a teoria basica de Controle
Moderno e Controle Otimo e & suas aplicages ao controle de sistemas de multi corpos. Um
exemplo numérico é apresentado utilizando as fun¢des do toolbox de controle do MATLAB.

No cepitulo 7, sGo apresentadas algumas dificuldades impostas pelo ambiente do
MATLAB naimplementacé computadonal da modelagem, controle esimulac@® de sistemas
de multicorpos. Através de dguns exemplos, € demonstrada aintegrac@® das diversas etapas
de modelagem, controle e simulacao utilizando o ambiente do MATLAB.
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Cinematica de Corpos Rigidos

1. INTRODUCAO

O objetivo deste caitulo € goresentar uma exposicéo das posdveis abordagens para o
problema da descricéo da dnematica espadal de crposrigidos, que nsiste basicamente en
descrever as rotagdes finitas de crpos rigidos. Este estudo é basico para a modelagem,
simulacao, analise do comportamento dinamico de estruturas.

Neste caitulo, inicialmente, sera gresentada uma descricdo intrinseca do operador
rotacd, i.e, sem 0 uso de @mporentes, atentando para & principais propriedades do
operador. Em seguida, serdo apresentadas a descricd domovimento geral de um corporigido,
assim como, de seus campos de velocidade e aceleracao.

Posteriormente, serdo apresentadas diversas abordagens para a parametrizacd® de
rotagdes finitas. A representac® de rotagdes finitas € objetivo de intensivo estudo e
numerosos trabalhos nesta deavem sendo apresentados ao longo da Ultima década. Néo é
objetivo deste trabalho esgotar 0 asunto de parametrizac@® de rotagdes finitas, mas uma
discussio aceca dos mais importantes gstemas de parametrizacd® encontradas até hoje na
literatura sera apresentada.

Serdo apresentados 0s seguintes sistemas de parametrizacao:

« Angulos de Euler e Angulos de Bryant - fornecen uma caaderizac@® geométrica da
rotacd. S8 os gstemas de parametrizac® mais encontrados na literatura de dinamica,
principalmente, por apresentarem facil visualizacdo do problema.

» Parémetros de Euler, Parametros de Rodrigues, Vetor Rotacé e Vetor Rotacd Conforme -
derivam do teorema de Euler aceca da representac@® de rotagdes finitas em termos dos
invariantes (eixo e agulo de rotac®). Possiem a vantagem de ndo serem espedficos para
determinados problemas como os angulos de Euler e Bryant, sendomais apropriados para o
estudo de problemas gerais.

* Quaternios - trata de forma bastante pealliar e degante o problema de rotac@®. Permite
combinar rotagdes sucessvas através da multiplicac@® de quaternios, causando um numero
minimo de operacdes algébricas.

Todas estas diferentes abordagens e & relagdes entre das s0 apresentadas. Problemas
de pontos de singularidade e propriedades de diferenciabili dade sdo tratados. Conclusdes
finais aceaca da @nweniéncia de uma dada parametrizac®, i.e., Suas vantagens e
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desvantagens, sdo apresentadas atravées da @mparacd® dos diversos sstemas de
parametrizacao.

2.ROTACOES FINITAS

Seja o operador line&&, representado na Figura 2.1, tal que

x = RX (2.2.1)

e

'\Rl/

Figura 2.1: Representacdo de uma rotagéo finita.

A imagem de X € obhtida dravés de uma rotacd® ma qual seu moéduo permanece
inalterado qualquer que sdfa De modo que podemos escrever

XTX =xTx =XTRTRX (2.2.2)
donde, podemos observar que
RTR=1I (2.2.3)

portanto RT = R™, o qe significaque o operador R poce ser representado pa uma matriz
ortogonal.
Sabendo que os vetoriésformam uma base ortonorntal temos

E'E;=%; e E;=EE, (2.2.4)
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e, portanto,
(EE,) B =1 (2.2.5)
Da mesma maneira, sabemos que os vetpi@snam uma base ortonorntal
tTt. =8, e ty=tt, (2.2.6)
e, portanto,
(Gt) ts =1 (2.2.7)
Vamos definir, entdo, as matrizes
A=[E, E, Ej] e B=[t; t, tg] (2.2.8)
que, devido as Egs. (2.2.5) e (2.2.7) , tém determinante unitario
det(A)=1 e  det(B)=1 (2.2.9)

Sabendo qLe os vetores t; da base t também sdo transformados pelo operador R, tal que
t, = RE,, podemos observar que

B=RA (2.2.10)
e, portanto, podemos afirmar que

det(R) = +1 (2.2.11)
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0 que mostra que o operaddpode ser representado por uma matriz ortogonal e propria.
Consideremos o conjunto {A1, A2, Az} e o conjunto {h1, h,, hs} como os autovalores e
autovetores do operadBr respectivamente, podemos escrever:

Rh, =Ah, (=129 (2.2.12)

Acerca dos autovalores sabemos que

det(R) = A A A5 =1 (2.2.13)

e gue todos eles tém maodulo unitario ja que

Rh=nfn] (=123 (2.2.14)

e, como foi verificado anteriormente, 0 moduo de um vetor que detua uma rotacé® pua
permanece inalterado, de modo que

Al=1 (=123 (2.2.15)

Como R é um operador 3x3, a equac@® caaderisticade R € uma equacd cubica an A.
Como R éred, esta equacd deve posalir pelo menos umaraiz red. Devido ao fato de que o
modulo dos autovalores € unitario, esta raiz real s6 podd ser

Consideremos, entéo, todas os posdveis autovalores de R. Todos os trés autovalores
ndo podem ser reds e diferentes, pas raizes reas ¥ podem ter valores +1. Se todcs os
autovalores forem reds e dois deles iguais, o que é diferente deve ser +1, sendo o
determinante de R ndo poderia ser +1. Com excecd® da solugéo trivial onde todos os
autovalores tém valor +1 (que representa a matriz identidade), a Unica paosshilidade
remanescente € um autovalor red e outros dois complexos conjugados. Mas, os autovalores
complexos conjugados possuem moduo untario e, consequentemente, seu produo é igual a
+1, portanto o autovalor real deve ser +1.

Como foi verificado, qualquer transformac@ ortogonal ndo-trivial representando o
movimento de rotac@® de um corpo rigido tem um, e genas um, autovalor igual a +1. Esta
afirmac@® pock ser reescrita aravés do teorema de Euler: o movimento geral de um corpo
rigido com um ponto fixo € equivalente a uma rotacdo em torno de algum eixo.

Consideremos a matriz A como sendo a matriz dos autovalores de R. Podemos escrever
o operadoR como
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R=QAQ™? one QQ=I

e onde

m, 0 OC
_0 C
A=g0 A, Of
H 0 ASE

sendo que os autovalores; {A,, Az} podem ser escritos da seguinte forma

A =1 A, =exp(ip) Ay =exp(-ip) (parbitrario)

O operadoR possui um autoveter associado ao autovaldy, tal que:

Rn=n

(2.2.16)

(2.2.17)

(2.2.18)

(2.2.19)

e, patanto, permaneceinaterado ratransformac@®. O vetor unitario n € denominado ce @xo

de rotacéo.

Os autovetores associados aos outros dois autovalores A, e Az s80 complexos

conjugados. Podemos escrever o oper@doa forma
Q=[n u+iv u-iv]
portanto

O n' C
Q =gu-i¢
Hu+iv)"F

Utilizando a propriedade definida na Eq. (2.2.16) , podemos escrever

(2.2.20)

(2.2.21)
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0 n™n n'(u+iv) n"(u-iv) O
QQ=qu-iv)Tn (U-i)Tu+iv) U=-iv) u-iv)o= (2.2.22)
Hu+iv)'n (u+iv)"(u+iv) (u+iv)"(u-iv)H

donde podemos escrever

nfTu=nTv=0
u'v=0 (2.2.23)
uTu+viv=1l

Das propriedades adma descritas, podemos deduzir que os vetores u e v formam uma
base ortogonal no plano perpendicular ao eixo de rotacao
Podemos observar que os autovetores (u+iv) e (u—iv) obedecen as sguintes

relacoes:

R(u+iv) = exp(ig)(u +iv)

R(u —iv) = exp(=i@)(u —iv) (2.2.24)
gue podem ser reescritas da seguinte forma
Ru +iRv =(u coscp—vsen(p)+?(usencp+vcoscp) (2.2.25)
Ru —iRv = (ucos@ - vsen@) — i(useng+ v cosy)
donde
Ru = ucosg - vseng (2.2.26)

Rv = usen@+ v cos@

Este resultado mostra que os vetores u e v apresentam uma rotac@® plana de um angulo

@ no plano perpendicular ao eixo de rotacao.
Os ultimos resultados mostram que qualquer rotac® R poce ser pensada globalmente
como uma rotagéo plana de um angpiom torno de um eixo.
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3. MOVIMENTO GERAL DE UM CORPO RIGIDO

Na secé anterior, descrevemos 0 operador rotacé através de uma transformaca rigida
de um vetor, once @am consideradas apenas as configuragdes inicial e fina. Agora,
desgjamos descrever 0 movimento de um corpo rigido. Paratal, passaremos a considerar que o
operador rotacd® € variavel no tempo. Isto paque o corpo rigido pod aumir varias
configuragdes, uma para cala instante de tempo. Para descrever este movimento séo
necessrios Eis parametros, dos quais trés sio para descrever a trandacd de um porto do
corpo e outros trés para descrever a rotagdo em torno de um eixo que passa por este ponto.

Consideremos um corpo rigido se movendo noespago, como representado ma Figura
2.2. Sga O um porto do corpo que alotaremos como aigem do referencia inercia,
representado ra Figura 2.2 pela base E. Sgjamn X e Xp 0S vetores-posicdo de um ponto
arbitrério P do corpo. Suponkamos que 0 movimento do corpo sgja a @mpaosicédo de dois
movimentos, um de translacé pua eoutro de rotac@® pua. No primeiro movimento, todacs 0s
portos do corpo apresentam 0 mesmo deslocamento, qLe representaremos pelo deslocamento
Xo do porto O. No segundo movimento, o corpo rigido gira en torno de um exo gue passa
pelo ponto O'. Tal que, o vetor-posicédo do ponto P, apdés o movimento, é

Xp =Xg +X (2.3.1)

ondexp=OP’, X = 0OP,xo =00’ ex=0'P'.

Es , Corpo rigido ap6s moviment
Corpo rigido no instante inicia
Figura 2.2: Representacdo de um corpo rigido no espaco.
Como o segundomovimento € uma rotac@® pua, representada pelo operador R, o wetor
X é a imagem do vetot, de modo que podemos reescrever a Eq. (2.3.1) na seguinte forma:

Xp =Xg +RX (2.3.2)
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Podemos expressar o deslocamento do ponto P de sua posicéo de referéncia na forma
Up =Xp—X =Ug +DX (2.3.3)
ondeugy =X, € 0 deslocamento da origem, e onde
D=R-I (2.3.4)
O operadob tem pelo menos um autovalor nulo, pois
Dn=D"n=0 (2.3.5)
Portanto, o sistema
Uo+DX =0 (2.3.6)

ndo tem solucé em geral, o gLe significaque, geralmente, nenhum porto docorpo permanece
fixo duante atransformacé@ definida na Eq. (2.3.2 ando ser que o deslocamento da origem
Uo seja nulo. Porém, podemos encontrar um porto C com o deslocamento minimo |uc|. A

sua posicao pode ser encontrada resolvendo o seguinte problema
2 . 2
Juc]? = minfDX +uo| (2.3.7)
A solucéo do problema acima verifica a seguinte equacao
D" (uy +DX.)=0 (2.3.8)

0 que mostra que o deslocamento do ponto C € paralelo ao eixo de rotacdo

Uc =Ug +DX =kn (2.3.9)
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onde k é uma constante cujo valor pode ser obtido pré-multiplicando a Eq. (2.319) por
k=nTug (2.3.10)

e a posicao do ponto C é solucéo de
DX =(nn" =1ug (2.3.11)

No entanto, no podemos resolver este sistema, pds o operador D ndo € inversivel,
como pock ser observado em (2.3.5 . De modo a diminar a indeterminac@® na escolha do
porto C no eixo de rotacd, podemos escolher um porto M no eixo de rotac@® que satisfacao
sistema aéma eque segja 0 mais proximo da origem O. O vetor-posicdo de M esta sujeito ao
seguinte vinculo

n'X, =0 (2.3.12)

e é solucéo do seguinte sistema
D hn™ -10
Hﬁ%M -0" ~'Ai, (2:3.13)
00 O

Este sistema é formamente sobredeterminado com quatro equagdes e trés incognitas.
Porém, sua sobredeterminacé € goenas formal, ja que, apenas trés das quatro equagdes 0
lineamente independentes. A solugéo do sistema aéma pode ser obtida utili zando a inversa
generalizada de Moore-Penrose (Campbell e Meyer 1979)

o7 n]EhDT%(M =-D"ug (2.3.14)

donde
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_ D'ug
2(1-cosy)

Xy = (2.3.15)

Podemos verificar que o deslocamento do ponto M consiste apenas de uma translacéo

A partir dos ultimos resultados podemos escrever o teorema de Chasles:
“Em um movimento qualquer de um corpo rigido, a posicéo dos portos do
corpo qLe posaiem o menor deslocamento € definida por uma linha paralela a
eiXxo de rotacd® que passa por um porto M cujo vetor-posicéo € definido ma Eq.
(2.3.15) "
4. CAMPO DE VELOCIDADES DE UM CORPO RIGIDO
Podemos, agora, analisar as velocidades envalvidas em um movimento geral de um
corpo rigido. Para tal, como na se¢é@ anterior, vamos considerar 0 movimento de um ponto P

do corpo. O vetor-velocidade do porio P pocde ser obtido através da diferenciacd com relacé®
ao tempo da Eq. (2.3.2) no referencial inercial e € dado pela seguinte expressao

Xp =Xo +RX +RX (2.4.1)

Consideremos 0 caso onck 0 porto materia € fixo com relac® a base material e,
portanto,X = 0. Desta forma, a equacéo acima se reduz a:

Xp =Xg +RX (2.4.2)

Podemos ainda diminar X da euac@® adma eprimindo X em fungéo xp. Para tal,
podemos inverter a Eq. (2.3.2) obtendo:

X =R"(Xp—Xg) (2.4.3)

substituindoa Eq. (2.4.3 naEq. (2.4.9 , olxemos aformafina do wetor-velocidade do porio
P
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onde o operad&R " é um operador anti-simétrico, ja que
%(RRT) =RRT+RR" =RR"T +(RRT)T =0 (2.4.5)

portanto, podemos definir o operador anti-simétrico
w=RR’ (2.4.6)

como sendo o orador anti-simétrico associado a velocidade angular espada w do corpo
rigido. Onde o isomorfismo entre um operador anti-simétrico e um vetor nos permite escrever
wh=wxh. Ta que, em qualquer base, pocemos escrever a seguinte relac® entre &
componentes da matriz anti-simétrica e do vetor

oo -w, w,[C W, C

~1_ [0 L _ L

[W]=gw, 0 -w, [w]= BNZE (2.4.7)
Fw, w, O0E BW;E

De forma que a velocidade do ponto P pode ser escrita como
Vp = Vg +W(Xp = Xg) (2.4.8)

once v, = X, representa avelocidade do porto de referéncia O. Desta maneira, se sabemos a

pasicéo e avelocidade de um porto qualquer do corpo, assm como a velocidade angular do
corpo, podemos determinar 0 movimento do corpo.

Podemos definir, também, a velocidade angular material que pode ser obtida dravés da
transformacéao (Figura 2.3)

W=R™w ou W=RT#R (2.4.9)
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donde podemos escrever a velocidade angular material como

W =R'R (2.4.10)

< &

Figura 2.3: Transformagé&o do vetor velocidade angular.

Como a escolha da origem O é abitréria, € interessante obtermos uma descricéo
invariante da velocidade do porio P. Para is®, analogamente a desenvolvimento da secé@®
anterior, vamos definir um porto C do corpo como sendo agquele que gresenta menor
velocidade. Isto consiste em resolver o seguinte problema

: . . ~ 201
r;w(lpn%vﬁﬁ: mxlpn%”xO +W(Xp = Xo)| H: Evé (2.4.11)

Da euacd® adma, pocemos observar que o vetor-posicéo Xc do porto C verifica a
seguinte condicao

W [Vo +W(Xe —Xg)] =0 (2.4.12)

0 gue significa que seu vetor-velocidaget paralelo a direcdo da velocidade angular

Ve =Vgo +W(Xe —Xg) = U (2.4.13)

[wi
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O valor de u pock ser obtido projetando a equacé® admanadirecé® de w, ousga, pré-
multiplicando a equacéo p

1 7
U=—W Vg (2.4.14)
w]

A posigaoxc do ponto C pode ser obtida utilizando as Egs. (2.4.13) e (2.4.14)

~ ~ O ww'O
WX = WXg —%I —W%VO (2.4.15)

contudo, este sistema ndo tem solucdo Uricapois W ndo tem posto maximo. Portanto, vamos
supor um conjunto de solu¢gdesda forma

Xc =Xy taw (2.4.16)

onde Xy € uma solucdo particular da Eq. (2.4.15 e a é um pardmetro arbitré&rio. Todos 0s
portos Xc possuem a mesma velocidade minima definida na Eq. (2.4.13 . A Eq. (2.4.19
representa uma linha que passa pelo porto xy e segue na dire¢c@® da velocidade angular w.
Esta linha é dvamada de é@xo de parafuso instanténeo (instantaneous srew axis) do corpo
rigido.

O pornto M pode ser considerado como sendo 0 poto mais proximo ao porto de
referéncia, de modo que

w'x, =0 (2.4.17)

O vetor-posi¢cdo do ponto M €, entdo, solugdo do seguinte sistema

%x - R
HVTQ( ° 7 ”WHZ [ 0[ (2.4.18)
E 0 E

Este sistema é formalmente sobredeterminado com quatro equagdes e trés incognitas,
porém essa sobredeterminac® é genas formal, ja que genas trés das quatro equagdes S0
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lineamente independentes. Podemos obter a solucdo deste sistema utilizando a inversa
generalizada de Moore-Penrose. Para tal, vamos pré-multiplicar este sistefﬁn?i pw]

WP Xy, = WTWx, + Wy, (2.4.19)
donde
X Ww X w % (2.4.20)
M 2 0 2 Vo 4.
[wi [wi

A partir dos ultimos resultados podemos escrever 0 seguinte teorema:

“A posicéo dos portos de um corpo rigido gque possuem a menor velocidade
€ definida por uma linha paralela avelocidade angular espadal que passa por um
ponto M cujo vetor-posicéo é definido na Eq. (2.4.20) .”

A comporente u definida na Eq. (2.4.14 é chamada de deslizamento (sliding) do
parafuso instantaneo e o passo do parafuso pode ser definido como

p=— (2.4.21)
Iw]

A velocidade de um porto P arbitréario do corpo rigido pod ser escrita da seguinte
forma

Vp = U— +W(Xp = Xy) (2.4.22)

\W
[wi

0 que mostra que avelocidade de um corpo rigido é composta de uma translacé ao longo do
eixo instantaneo de rotacdo e de uma rotacdo em torno do mesmo eixo.

5. CAMPO DE ACELERACOES DE UM CORPO RIGIDO

Por dltimo, podemos anali sar as acderagdes envolvidas em um movimento geral de um
corpo rigido. Para tal, como nas egdes anteriores, vamos considerar 0 movimento de um
porto P do corpo. O vetor-acderacd® do porto P pode ser oltido através da diferenciac@® da
Eq. (2.4.2) e é dado pela seguinte expressao
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Xp =X +RX (2.5.1)
Podemos ainda eliminar da equacéo acima utilizando a Eq. (2.4.3) obtendo:

O operador RRT poce ser escrito em termos do operador W = RR' asciado &
velocidade angular espacial da seguinte forma

RRT :%(RRT)—RRT =W +WW (2.5.3)

O primeiro termo, que é ati-simétrico, representa a variagd® da velocidade angular
espada. O segundo, qe ésimétrico, representa a ackerac® centrifuga. A acderacd angular
espaciab pode ser definida como o vetor associado ao opetadow , ou seja

o = ved(da) = ved(w) (2.5.4)
De maneira que podemos reescrever a Eq. (2.5.2) na forma
ap = a, +(a + W2 )(xp ~Xo) (2.5.5)

Esta equaca® determina o campo ¢k acéeragdes do corpo rigido. Podemos definir, como
na secao anterior, a aceleracdo angular material que pode ser obtida através da transformacé

A=R"a ou A=RTaR (2.5.6)
6. REPRESENTACOES DO OPERADOR ROTACAO

A propriedade de ortogondidade do operador rotac® R'R =1 apresentada
anteriormente fornece as seis equacodes de vinculo seguintes:
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=8 (i=1...,);1=123) (2.6.1)

i

onck r; representa uma oluna de R. Desta maneira, temos nove incognitas e seis equagies e
portanto, podemos concluir que sdo necessarios trés parametros arbitrarios para determinar o
operadoR, ou

R=R(a,,0,,053) (2.6.2)

onde estes trés parametiws o, ea; podem ser escolhidos de varias maneiras diferentes.
Nas proximas ®gdes, apresentaremos varias parametrizagdes posdveis que permitem a
representacdo do operador rotaBao

6. 1. Representacao de rotacdes em termos de produtos tensoriais
Podemos observar que os vetores t; componrentes da base t também sdo transformados
pelo operadoR, como representado na Figura 2.1, de forma que:
t. =RE; (i=123) (2.6.3)
portanto podemos representar o oper&loa seguinte forma

R=t,0E, +t,0E, +t,0E, (2.6.4)

0 que significa que o operador R representado ra base mista (t; O E;) € apropria matriz

identidade, j& que um vetor X operado pa R gira solidario a base t, ou sgja, 0 wetor X
representado na bakeg igual ao vetox representado na batse

1 0 OoC
_ L
[RIE= 1 of (2.6.5)
B 0 1F
Para representarmos o operador R nas bases (E; U E; ) e (t; U t;), devemos representar
0s vetores componentes de uma base na outra. Deste modo, vamos g ser daesd;
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t, =(t,.E))E; +(t;.E,)E, +(t;.E3)E; (1 =123) (2.6.6)

substituindo esta expressio na Eq. (2.6.4 obtemos a representac® do omrador R na base
E; OE,, em fungdo dos cossenos diretores

R = (t,.E\)E, O E, +(t,.E,)E, D E, +(t,.E5)E; O E, +
Ht, E)E, D E, +(t,.E,)E, DE, +(t, E)Es OE, + (2.6.7)
+(ts. E))E; DB +(t5.Ex)E, UE; +(t5.E5)E; U E,

ou, na forma matricial,

C
[RIE=H1E, t,.E, t,.E,¢ (2.6.8)
HiEs t.E3 t3.E3F

Analogamente, podemos escreltena baseé;
Ei =(E;.t)t, +(E;.t))t, +(E; . to)t; (1=123) (2.6.9)

substituindo esta expressio ma Eq. (2.6.4 obtemos a representac® do omrador R na base
t; U't;, em funcao dos cossenos diretores

+H(E,.t)t, Oty +(Eyty)t, Oty +(Epty)t, Oty + (2.6.10)

ou, na forma matricial,

C
R =H1.E, t,.E, t,.E,r (2.6.11)
@l'E3 t2'E3 t3'E3E
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De modo que podemos observar que & representagdes de R nas bases (E; D E;) e
(t; Ot;) sdo iguais

[RIE =[RI; (2.6.12)

6. 2. Representacdo de rotacdes em termos de seus invariantes

Como ja foi apresentado anteriormente, qualquer rotac@® R pocde ser representada por
uma rotac@® plana, de &gulo ¢, em torno ce um eixo n. Nesta se¢®, apresentaremos 0S
passos para representar o operador rotagdo termos destes dois invariamesq.

Podemos demmpor os vetores X e x =RX em suas partes paraelas e ortogonais ao
eixo de rotacao.

X=nn"X+(l -nn")X

(2.6.13)
x=nn"x+(l -nn")x
observando que
nn"R=nn" (2.6.14)
e definindo as partes ortogonaisXiex comoY ey
Y =(I -nn")X
(2.6.15)
y=(I-nn")x=( -nn")RX
Podemos reescrever a Eq. (2.6.13) na seguinte forma
X=nn"X+Y
(2.6.16
X=nn"X+y

Sabemos que, na transformac@® operada por R, a parte ortogonal de x apresenta uma
rotacao plana no plano ortogonal &, consequentemente,
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Yy = |Y|Pnsen
y=I¥Fnseng 2617
YTy =|Y|* cosp
reescrevendo o sistema em forma matricial, obtemos
Oy O msenqr
B(T[FIIYIIZH n (2.6.18)
0 cosQ

Este sistema é formamente sobredeterminado com quatro equagdes e trés incognitas.
Porém, sua sobredeterminacéd € goenas formal, pds o operador Y ndo € inversivel, ja que

YY =0. Portanto, apenas trés das quatro equagdes 90 lineamente independentes. Para
resolver este sistema, vamos pré-multiplicar o sistema adma pela inversa generalizada de

Moore-Penrose (Campbell e Meyer 1979) do primeiro te{r’mo Y]

(YT¥+vyTly= ||Y||2['\?T Y]Eze:(;p% (2.6.19)

onde, a seguinte expressao € verdadeira para qualquer
YTY +YYT =Y (2.6.20)

Desta forma, podemos escrever

_[oT msenpr
y—[Y Y]EcoscpE (2.6.21)

ou
y = (Mseng+1 cosg)Y (2.6.22)

Da Eq. (2.6.15) , podemos eliminarey, obtendo
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X = [I cos@+ (1-cos@)nn’ + ﬁsen(p]x (2.6.23)

resultado que nos fornece a forma do operador roRgém funcédo de e @

R =1cos@+(1-cos@)nn’ +nNseng (2.6.24)

dondke podemos observar que 0 operador R posali 0s fguintes invariantes lineaes, que seréo
bastante Gteis para obter os parametros a partir de uma dada matriz de rotacéo

tr(R)=1+2cosp 0O ¢@= cos 1R 710
H 2 E
oct(R (2.6.25)
vect(R)=nsenp O n - ved(R)
seng
Se reescrevermos a transformacao através da relagédo
X =RX (2.6.26)
e derivarmos a relagdo em termos do angulo de rogagddemos
X _dRy _OR Ty (2.6.27)
dp do  do
onde
dR _ -~ T
d_(p =ncosQ- (I -nn )sen(p (2.6.28)

Podemos verificar que
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R -7 (2.6.29)
do

Portanto, substituindo este resultado ra Eq. (2.6.27 podemos verificar que x satisfaz a
seguinte equacao

dx -
ap—nxzo ondex|(p=0:X (2.6.30)

cuja solucéo é
X = exp(n@)X (2.6.31)

donce mncluimos que o operador rotacd® R pode também ser representado pel os invariantes
n e@através da seguinte relagcéo

R = exp(ny) (2.6.32)

Agora, pocemos representar as velocidades angulares espadal w e material W em
termos dos invariantes n e @ e de suas derivadas n e @. Paratal, vamos relembrar as sguintes
propriedades de invariancia do operador rotacao

Rn=n R™n=n (2.6.33)
Derivando as duas expressfes acima no tempo
(R-1)n=-Rn (R"-1)a=-R"n (2.6.34)
Se pré-multiplicarmos a primeira equacdoRbe a segunda pé&t, obtemos

(R™-1)n=R"Rn=wWn (I -R)h=-RR"n =Wn (2.6.35)
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e, consequentemente,

(1-RT)n=nAw (R-1)i = fw (2.6.36)

Porém, ndo pocemos resolver estas equagdes ja que os operadores (I - RT) e(R-1)
nao sao inversiveis, pois

(1-RT)n=0 (R-1)n=0 (2.6.37)

Mas, sabemos também que o vetor n € unitario, patanto, podemos obter a seguinte
relacdo adicional

%(nTn) =2n"n=0 (2.6.38)

donden é solugcdo dos seguintes sistemas

\W

U RTO WO [
w87 HoH  Bam BT HoF (26:39)

Os gstemas adma representam um sistema formalmente sobredeterminado de quatro
equagdes e trés incognitas. Porém, a sobredeterminacé destes sstemas € goenas formal, pas
as trés primeiras equagdes ndo sdo lineamente independentes. Estes gstemas podem ser
resolvidos pré-multi plicando-os pela inversa de Moore-Penrose (Campbell e Meyer 1979 do
primeiro termo

[2| -(R+R")+ nnT]n = (1 - R)AW
(2.6.40)
[2| -(R+RT)+ nnT]h =(R" - 1)Aw

Sendo que, da expressaoRjeobtida na Eq. (2.6.24) , podemos verificar que
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[2| —(R+RT)+nnT]n = 2(1- cos@)n (2.6.41)

e
(I =R)N = (1- cos@)n — sengnn

- _ N (2.6.42)

(R - I)n = —(1- cos@)n — sengnn

Entdo, obtemos as seguintes relacées
BW =n B'w=n (2.6.43)
onde

~ L
B= ﬂn+ﬂ(l -mn")E (2.6.44)

% 2(1- cose) C

Porém, estes sstemas ndo podem ser resolvidos porque 0 operador B ndo tem posto
maximo. Portanto, escrevamos as seguintes relagdes adicionais entre & velocidades angulares

W ew e a derivada do angulo de rotaggio
tr(R) = tr(RW) = tr(WR) = %(tr(R)) = —2qseng (2.6.45)

Vamos decompor o operad@rem suas partes simétrica e anti-simétrica
R=S+a onde a=nsen® (2.6.46)

Podemos verificar, também, as duas seguintes propriedades vali das para quaisgquer a, u
e S (simétrica)
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tr(Su) =tr(uS) =0

. . (2.6.47)
tr(al) = tr(Ua) = —2a'u
donde, obtemos
tr(RW) = -2 = -2n"Wsen
(RW) = ~29sen@ @ (2.6.48)
tr(WR) = —2@sen@ = —2n " wsen@
Agora, podemos obter os vetoreg W resolvendo os seguintes sistemas
B @N mO B0 mC
= OrW= (2.6.49)
mTH T RH Mg
cujas solucdes podem ser escritas na forma
; mo . ML
w=A"[8" n]BPE w=A"[B n]BPE (2.6.50)
onde o operadoA = BB +nn' possui como inverso
AL :[2(1—coscp)(l —nnT)+nnT] (2.6.51)

Desta forma, oltemos as expresHes de w e W em termos dos invariantes n e @ e suas
derivadas

W =Mn+n@
- . (2.6.52)
w=M'n+nge

onde
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M =sen@l - (1-cos@)n (2.6.53)

Agora, podemos, também, olter as expresHes das acderagdes angulares em termos dos
invariantes e @ e suas derivadas ii, g e ¢, derivando diretamente a Eq. (2.6.52)

A=W =Mi+ne+Mn+ne

L : (2.6.54)
a=Ww=MT"lA+ne+MTn+ne
onde o operadd pode ser eliminado notando que
nn=0 (2.6.55)
portanto,
A=M rT1+ ni|')“+ Nh:.h¢. | (2.6.56)
a=M'fHi+ne+N n+ne
onde
N = ¢(cosql - sengn) (2.6.57)

6. 3. Representacéo de rotagcdes em termos do vetor rotacao

A representac@® do operador rotac® em termos dos invariantes n e @ posai 0
inconveniente de ser escrita en termos de quatro parametros. as trés comporentes de n e 0
angulo . Portanto, € interessante goresentarmos o vetor rotacd. O vetor rotacd € definido
como 0 \etor que posali a dire¢@® do eixo instantaneo de rotac@® e 0 comprimento igua a
amplitude de rotagao

W =ng (2.6.58)

Desta forma, podemos representar o operador R em termos do \wetor rotacé,
substituindo a Eq. (2.6.58) na Eq. (2.6.24) e utilizando a expresséo (2.6.20)
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=1+ ¥, 19 g (2.6.59)
hd hdl
ou na forma exponencial substituindo a Eq. (2.6.58) na Eq. (2.6.32)
R = exp(¥) (2.6.60)

O vetor rotac@® pock ser obtido a partir do operador rotac®, cdculando-se o trag e o
vetor associado de

(R)=1+2codW| O |¥]|= cos‘ltr(R—z)_l
. ” (2.6.61)
ved(R)=—Wseen|¥| O W=—""rved(R)
¥ sen|W|

Para obtermos as expreses de velocidade angular em termos do \etor rotacé e de sua
derivada temporal, é interessante notar as seguintes relacdes

W=np+np e n'n=0 (2.6.62)

Invertendo o sistema acima, obtemos

p=nT= ”_:J”ww
I (2.6.63)
r'1=(| —nnT) =-—
&

Substituindo estes resultados na Eq. (2.6.529 podemos escrever as velocidades angulares
na forma

W=TWY)¥ w=TT(V)¥ (2.6.64)
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onde o operadcdr é

Ceoq|W| - 10~ sen|W|0 YW
|+ ”2 + - Sl ”D—2 (2.6.65)
O v o O ¥ gw

T(W) =

A aparente singularidade em ||W| = 0 que garecenas expreses (2.6.59 e (2.6.65 dos
operadoreR eT é facilmente eliminada notando que

lim T(W) = fim R(¥) =1 (2.6.66)

As aceleracdes angulares podem ser obtidas derivando as Egs. (2.6.64)

A=TW)P+T(V)¥ a=T(V)P+TT (W)W (2.6.67)

6. 4. Forma de Cayley de uma matriz ortogonal - Parametros de Rodrigues

Se reiniciarmos da transformacao descrita através da relacdo

x=RX ondke R'R=I (2.6.68)

sendo que sabemos que esta transformacé preserva o comprimento do \etor inicial. Podemos
expressar este fato da seguinte forma

x"x=-XTX=(x+X)"(x=-X)=0 (2.6.69)

Podemos introduzir dois vetoree g definidos por

f=x-X=(R-1)X

Q=X+ X =(R+1)X (2.6.70)
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substituindd eg na Eqg. (2.6.69)
g'f=0 (2.6.71)
Utilizando a Eq. (2.6.70) obtemos a seguinte relacdo eafe
f=(R-1)(R+1)g=Bg (2.6.72)
donde obtemos o seguinte resultado
g'Bg=0 (2.6.73)

Através da Ultima expressio, deduzimos que o operador B é, necessariamente, anti-
simétrico. Existe um isomorfismo entre uma matriz anti-simétrica eum vetor, tal que, dada
uma base qualquer, as comporentes da matriz e do vetor sdo reladonadas. Portanto, podemos
definir o vetor b, cujas componrentes em uma base qualquer sdo [b; b, bs], tal que aisometria
entre a matriz anti-simétrida e o vetob nos permite escrever a seguinte relacéo

[B]=[b]=pbs 0 by (2.6.74)
Eb, b, OE

Podemos inverter a relac@® entre B e R definida na Eq. (2.6.729 , oltendo a seguinte
expresséao dB

R=(1-b)™( +b) (2.6.75)

Esta Ultima epressio corresponce a uma escolha de trés parametros para descrever o
operador rotacd. Porém, € mnveniente expandirmos o primeiro termo da multiplicac® da
tltima equacéo. Para tal, consideremos a seguinte identidade

(@l +BhOh+yh)™=(a, I +B, hOh+y, h) (2.6.76)
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onde

0‘1:%
y<[h|* +a
Br="— 2(y2;aB) 2
(y<lh(* +o<)(a +B|h|*)
y1:2+yz
y<[h[* +a

Baseados nesta igualdade, podemos calcular o operador

L1

= | +b0Ob+b
1+ bf ! !

(1 -b)

32

(2.6.77)

(2.6.78)

Substituindo o dtimo resultado ra Eq. (2.6.75 , oktemos a forma dgébrica gera do

operador rotacao

R=1+

1+ﬁb”2 (5+5b)

em termos de trés parametros b bs].

(2.6.79)

Comparando a Eqg. (2.6.24) com a ultima equacédo, podemos deduzir a seguinte relagéo

sng= 2b
1+ b|®
e, portanto,
b= ntan(—p
2

(2.6.80)

(2.6.81)

O conjunto de trés parametros b; definidos adma sdo, namamente, chamados de

parametros de Rodrigues
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Os parametros de Rodrigues oferecan a vantagem de representar a rotaca através de
uma expressao simples em funcé de goenas trés parametros. Eles podem ser oltidos a partir
do operadoR, calculando o traco e o vetor associad®de

3-|b|? 3-tr(R
tr(R) = ” ”2 Io]J? =3-t(R) (2.6.82)
1+ 1+tr(R)
e
2b 1 2
ved(R) =—— b=={1+]|b|" Jvea(R 2.6.83
R)= 115 5 (L+ bl Jvea(R) (2.683)

Este procedimento de inversédo apresenta uma singularidade gpaido

Para obtermos as expreses das velocidades angulares em termos dos parametros de
Rodrigues e suas derivadas, podemos derivar a Eq. (2.6.81)

b=ntenP+n?® L _ (2.6.84)
2 2cos” ¥
Pré-multiplicando a dltima equac&do podr obtemos a expressao

o 2@ Ty

@=2cos En b (2.6.85)
e, substituindo esta expressao na anterior, obtemos
n=—(l-nnT)p (2.6.86)
tang

Substituindo ¢ Ultimos resultados na Eq. (2.6.52 , oltemos as expreses das
velocidades angulares

W=T()b w=T"(b)b (2.6.87)
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onde o operadcor é

_ 2 T
ﬂm_IﬁHFO @ (2.6.88)

As acderagdes angulares podem ser oltidas através do mesmo procedimento uili zado
na secao anterior.

6.5. Representacéo de rotacdes em termos dos parametros de Euler
A representacd do oprador rotac@ em termos dos parametros de Euler pode ser obtida

diretamente da representacd® em termos dos invariantes n e @. Eles aparecem através da
seguinte mudanca de variaveis

€ = cos? e=nsen? (2.6.89)
2 2
onde
-1<e <1 i =(0...3 (2.6.90)

Os parametros ¢ ndo sdo quantidades independentes j& que sdo reladonados pela
seguinte restricao

et+ef+el+el=1 (2.6.91)

Podemos, também, observar que os parametros de Euler sdo reladonados com os
parametros de Rodrigues da seguinte forma

b=1le (2.6.92)

A partir desta Ultima relac® e da Eq. (2.6.79 , podemos, fadlmente, escrever o
operador rotacdo em termos dos parametros de Euler
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R=1+2e,e+2ee (2.6.93)

O operador rotacd R também pode ser express como produto de dois operadores 4x3
gue sao escritos em termos dos parametros de Euler na seguinte forma

(2.6.94)

onde
H=[-e el +§ G=[-e &l -§ (2.6.95)

A desvantagem dos parametros de Euler € representar a rotacd® através de quatro
pardmetros dependentes, mas esta representacd® ndo apresenta nenhuma singularidade. Eles
podem ser obtidos a partir da operadpcalculando o traco e o vetor associad®de

tr(R)=4e3 -1 O eO:J_r% tr(R) +1

_ved(R) (2.6.96)

€o

ved(R)=2e,e O e € %20

Porém, este procedimento ndo apenas $ € Util quando e ndo € nulo, i.e, quando
Q% £1, mas é numericamente ineficiente quando e se groxima de zero. Portanto,
apresentaremos uma formula (Spurrier 1978 que permite ainversdo com maximas predsao e
eficiéncia.

O primeiro pas é @nstruir uma matriz simétrica S a partir dos el ementos da matriz R,
tal que

Q+r, +ry,+ry, E7 R P M3 =Ty M1 =T E
M3 =Ty 1+ T PP PSR PP Fg + 15 C (2 6 97)
M3 =Ty My + 1, 1-ry 4y, —ry Mg + 15, E

M1 ~ T Mg+ 15 PR ) 1-r—rp+ M3

s=U
O
O
O

sendo que, substituindo os elementoRdpodemos observar facilmente que
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B e ee, €€, el
2
e e e,e e,e
S= 450 1 & 221 3 1E (2.6.98)
0 € €6, €, €6 C
2
€€ €€; €e; €3 [

Portanto, podemos usar o maior elemento da diagonal para calcular os parametros

1

H
n& = 5 Sii
Sii = mkaX{Skk} D |:| Sik . (2699)
[ekzg k=0..3 (k#i)
i

Para obtermos as expreses das velocidades angulares em termos dos parametros de
Euler e suas derivadas, vamos derivar a Eqg. (2.6.89 com respeito ao tempo. Obtemos o

seguinte sistema de equacdes

é r'lsen(—p+1nc'pcos(—p
2 2

_Llon®
éeo 22 (2.6.100)
s

o qual pode ser invertido na forma

2,
Py
S (2.6.101)
éh =5 %senc—zpﬂaon COS(_ZPE
ent

Substituindo a ejuaca adma na Eq. (2.6.59 e nomeando p' = [eo eT], 0 etor dos

parametros de Euler, obtemos

(2.6.102)

W=2G(p)p w=2H(p)p
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onde os operadorés e G foram introduzidos na Eq. (2.6.95) .
As acderagdes angulares podem ser obtidas através da diferenciac@ das expresses das
velocidades angulares.

6. 6. Algebra de quaternios

A dgebra de quaternios (Hamilton 1899,Wehage 1984 fornece uma maneira muito
elegante de descrever rotagdes finitas. Ela mndw ao mesmo conceto das parametros de Euler
mas, de maneira completamente diferente. A regra fundamental de multiplicac® de
guaternios fornece uma maneira diciente de expressar a velocidade angular e, também, de
combinar rotacdes sucessivas.

Definicao e propriedades:

Um quaternio € definido como um niumero complexo quadri-dimensional

d=0do +ig; +jd, +kd; (2.6.103)

onde i,j e k sdo simbolos tais que

i2:j2 :k2:_1

k=K =i (2.6.104)
ki =—-ik =
ij =-ji =k
Podemos adotar também a notacéo vetorial
=0, +qQ (2.6.105)

onde @ € a parte escalargeé a parte vetorial do quaternio.
A regra de multiplicac® de quaternios € derivada da propriedade (2.6.1094 dos
simbolos

7 =P8 =pedo —P'd+Ped+doP +Pg (2.6.106)

E importante ressltar que aregra de multiplicac® néio é mmutativa devido a presenca
do produto vetorial no dltimo termo cujo sinal é invertido ao se inverter a ordéra gle
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O quaternio conjugado € definido como

¢ =0o-ig;—jd, —kds =g -9
A norma de um quaternio € definida como

l6|* =66" =a2+q"q

Um quaternio é definido como unitario quando

=
1
[

q

38

(2.6.107)

(2.6.108)

(2.6.109)

Um quaternio vetorial € definido como um quaternio cuja parte escalar € nula

G=0+q

e gque, consequentemente, verifica a seguinte propriedade

Representacédo de rotagdes em termos de quaternios

Sejamq e X guaternios unitario e vetorial, respectivamente

podemos verificar que a rotacdo de um vitérdada por

% = GXg

(2.6.110)

(2.6.111)

(2.6.112)

(2.6.113)
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A prova é obtida verificando que
1. anorma d&X é preservada na transformag&o:

=gXq 6x"q =X (2.6.114)
G 2
2. 0 quaternio resultante é também um quaternio vetorial:
4% =(aXq")+(aRe") =aRa’ +ax'q
o (2.6.115)
=g(X+X')a’ =0
A operacao de rotacdo inversa pode ser escrita na seguinte forma

X =§'%q (2.6.116)

indicando que a transposicéo inverte o sentido da rotacao.
Podemos notar a ejuivaléncia dos quaternios com os parametros de Euler colocando o
guaternio unitario na forma

g =cosg+nsen? once|n|=1 (2.6.117)
Utilizando a Eq. (2.6.113) e a regra de multiplicacdo de quaternios, obtemos
§<:0+(I cos@+ (1-cos@)nn’ +ﬁsencp)x (2.6.118)

Esta transformacéo é a anteriormente apresentada na Eq. (2.6.24)
Consideremos, agora, duas rotacfes sucesgjvaq,
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)A(l = 611;(61; (2.6.119)
>A(2 = élz)A(lq*z = (qZ%))A((%éh)

elas originam a seguinte rotacao resultante
(2.6.120)

) onceq = 0,0,

>
]

O
>

ie)

Este resultado nos permite afirmar o seguinte:

Duas rotagfes sucessvas podem ser combinadas multi plicando-se os
guaternios correspondentes na ordem apropriada.

Para obtermos as expresses das vel ocidades angulares em termos de quaternios, vamos
derivar a Eq. (2.6.113) com respeito ao tempo no referencial ineXciaD()

(2.6.121)

(2.6.123)

que mostra que o quaterniy’ € um quaternio vetorial e pode ser escrito na seguinte forma

(2.6.124)

O
e
1
N
=
1
o
+
N
=

Substituindo esta relacdo na Eq. (2.6.122) obtemos
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x>
1
N

(WK - &W) = o+%(v'vx—>“<'w) (2.6.125)

e, consequentemente,
X = WX (2.6.126)

mostrando qie aparte vetorial de W € avelocidade angular espadal cuja expressio poce ser
desenvolvida a partir de (2.6.124)

w = 2(q40 — 400 + G4) (2.6.127)

Podemos, também, ohter a expressio da velocidade angular material, utilizando a Eq.
(2.6.122)

14 (2.6.128)

Analogamente ao caso anterior, podemos escrever o quaiegnita seguinte forma

d*d=%\fv:0+_w (2.6.129)
Substituindo esta relacdo na Eq. (2.6.128) obtemos
PO DA 1/~ ~
X =—(wx—xw):o+_(wx—xw) (2.6.130)
2 2

e, consequentemente,

X = WX (2.6.131)
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mostrando qe aparte vetorial de W é avelocidade angular material cuja expressio pocdk ser
desenvolvida a partir de (2.6.129)

W = 2(0o4 — 80 — ) (2.6.132)

Representacdo matricial de quaternios

Podemos representar os quaternios na forma matricial através de uma matriz coluna
guadri-dimensional

a=[de o d g (2.6.133)

O produto de dois quaternios

a=pnq (2.6.134)
pode ser escrito na seguinte forma
a=A,0=B.p (2.6.135)
com as matrizesx4
A, = D P D B, = G, —a' L (2.6.136)
0P Pol PO 4 dol —aC

Na forma matricial, o operador rotac® (2.6.113 em um quaternio vetorial pode ser
escrito como

x=A_BIX (2.6.137)

onde o produto matricial
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Q o'C
A Bl = O¢ (2.6.138)
0 RC

Desta forma, podemos extrair o operador
R=(202-1)l +2qq7 +2q,9 (2.6.139)

Podemos verificar que a epressio oltida é similar a epressio em termos dos
parametros de Euler, portanto podemos facilmente escrever as velocidades angulares

W =2G(q)g  w=2H(q)q (2.6.140)

onde os operadorés e G foram introduzidos na Eg. (2.6.95) , ou na forma de quaternios

W=2AT§ w=2B"§ (2.6.141)

As acderagdes angulares podem ser obtidas através da diferenciaca das expresses das
velocidades angulares.

6. 7. Representacdo de rotacdes em termos do vetor rotacdo conforme

O vetor rotac® conforme (VRC) é ohtido aplicando-se um rotag@® conforme nos
parametros de Euler (Milenkovic 1982)

i~ | (i

1+e,

I
o

.3 (2.6.142)

Estarotac@® produz um conjunto de trés parametros independentes fungéo da quarta parte do
angulo de rotacao

c=4ntan— (2.6.143)
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e, onde

Co = %(16— I<?) (2.6.144)

Uma vantagem importante do VRC é sua relac@® praticamente linear com o angulo de
rotac® @ nointervalo [-Tt+1], ilustrada na Figura 2.4a que gresenta arelagé® doangulo e

suas primeira e segunda derivadas com o VRC.

Oe
|—-—dg/dc
---d?@dc?

-4 -2 0
c=|Ell
Figura 2.4 - Variacdo do angulo de rotacéo e suas derivadas em termos do VRC.

A representacd® de rotagdes em termos do wetor rotacd® conforme posaui uma
singularidade em @ = +211, pds ||c| = £ . Porém, ao contréario dcs pardmetros de Rodrigues,
no intervalog O[-m,+17], 0 VRC n&o apresenta nenhuma singularidade ja que neste intervalo

J0=C=2 2.6.145
Hasc s+ (=123 26149

Utilizando algumas relacdes trigonométricas, podemos observar facilmente que

b="C (2.6.146)
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Substituindo este resultado ra Eq. (2.6.79 e utilizando a Eq. (2.6.144 , oktemos a

expressao do operad@rem termos do VRC
(2.6.147)

- (co + TE)

R=1+
(co-4

A principa propriedade do VRC é o fato de que arotacé total R poce ser dividida en
duas rotagdes F de mesma amplitude 3@, a qua pode ser computada en termos dos

parametros de Rodrigues considerando meia rotacao.
(2.6.148)

R=F?

ondeF pode ser escrita da seguinte forma
(2.6.149)

Para obtermos as expreses das velocidades angulares em termos do VRC e suas

derivadas, podemos derivar a Eq. (2.6.143)

¢=antan 2+ 1 (2.6.150)
4 cos” g
Pré-multiplicando a dltima equac&do podr obtemos a expressao
- 52(_[) T
@ =co 4n c (2.6.151)
e, substituindo esta expressao na anterior, obtemos
(2.6.152)

N = (I —nnT)C

¢
4tan
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Substituindo & Ultimos resultados na Eg. (2.6.59 e utilizando algumas relagbes
trigonométricas, obtemos as expressdes das velocidades angulares

W=T(c)e w=T'(c)¢ (2.6.153)

onde o operadcor é

T(c) :ﬁg4—co)l —E+%EEE (2.6.154)

As acderagdes angulares podem ser ohtidas através do mesmo procedimento utili zado
na secao anterior.

6. 8. Representacao de rotacdes no plano
A rotacd® mais smples que podemos considerar € arotac@® plana de um angulo finito
em torno ce um eixo coordenado. Sejam 0s eixos xyz e X'y'Z', apresentados na Figura 2.5.0

eiXxo xyz é fixo noespag e 0 eixo X’'y'Z' é solidario a um vetor X. Suponkamos, agora, que
giremos o vetoK de um angulgem torno do eixo z.

PEs=ts

Figura 2.5: Rotacéo no plaBqE,.

Se mnsiderarmos que 0 vetor X posaui comporentes [ X1 X, X3] na base material E, as
novas comporentes do mesmo vetor na base espadal t apds arotacd® @ podem ser escritas da
seguinte forma:
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[X, = X, cos@—X,sen@
Exz =X sen@+ X, cose (2.6.155)

B’<3:X3

Se escrevermos em forma matricial, obtemos:
x = RX (2.6.156)

onde o operador rotac&é da seguinte forma:

[cos¢ -senp OC
Rz )] =[REO)]E = %enq) cost oE (2.6.157)
50 0o 1F

Da mesma forma, podemos obter o operador rotac@ para rotagdes nos outros eixos
coordenadog&; e E, de angulog e 6, respectivamente.

1 0 0 r
[Rx W)= cosy -sinyr (2.6.158)
B sny cosy E

[Jcos6 0 snd[C
[Ry®]=050 1 of (2.6.159)
(Fsin® 0 cosBE

6. 9. Nao-comutatividade de rotacoes

Consideremos um corpo rigido (Figura 2.6) submetido a duas rotagdes sicessvas R; e
R, de 90 em torno dos eixos z e y, respectivamente

M -1 0OC
R, =R,(z90)=H 0 0F (2.6.160)

B 0 1F
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mo 0 1r
R, =R,(y,90°)=0 1 O- (2.6.161)
F1 0 OF

Sabemos que o produto de matrizes ndo € comutativo, i.e.

0 -1 0O M 0 1rC
RR,=0 0 1#R,R;= 0 0O (2.6.162)
51 0 OF M 1 OF

No caso de rotagdes finitas, a ndo-comutatividade significaque ainversdo da ordem das
operagdes de rotac@® da origem a diferentes configuragdes geomeétricas do corpo no qa as
operagdes foram aplicadas. Esta propriedade implicaque, em qualquer decomposicéo de uma
rotacd finita an termos de rotagdes elementares gucessvas, a ordem na qua as rotagdes
elementares séo aplicadas é essencial.

Figura 2.6 - llustracdo da propriedade de ndo-comutatividade de rotacdes finitas
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6. 10.Representacao de rotacfes em termos dos angulos de Euler

Os angulos de Euler formam um conjunto de trés parametros independentes que
permitem representar o operador rotacd através da superposicdo de trés rotagdes planas.
Como ainda ndo h& um padréo estabeleddo, reste trabalho, usaremos a seguinte notacé® para
os angulos de Euler (Figura 2.7):

1- Uma rotacdo déy (precessdo) em torno do eixer Ri(z,W)

2- Uma rotacao de (nutacéo) em torno do eixe: R2(x,0)

3- Uma rotacao dé (rotacéo prépriagm torno do eixas: R3(z,$)

Figura 2.7 - Representagéo dos angulos de Euler.

Podemos escrever a transformacao resultante da seguinte forma:

x = RX (2.6.163)

onde o operador rotac&é a composicao das trés rotacbes na seguinte ordem

R =R,(z,9)R,(X,0)R,(z, ) (2.6.164)

Para obtermos a expressio matricial do operador R em termos dos angulos de Euler,
devemos entdo desenvolver o produo adma, paratal, devemos escrever os operadores R;, R»
e Rz na mesma base, digampdlt;.

Onde,
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[cosy -seny OC

[R(z,w)]£=§enw cos| OE (2.6.165)
g0 0o 1E

1 o 0 r
[R(x6)]S=0 cosd -senbr (2.6.166)
M senB® cosb £

[cos¢p -senp OC

[R@ )] = 3end  cosp O (2.6.167)
g0 0 1F

O operadoR pode ser escrito da seguinte forma
[R]; =[Rs(z.0)][Ro(v.O)][R.(z W)], (2.6.168)
onde a mudanca de base pode ser escrita da seguinte forma
[R,(x.0)]; = Q[R,(x.0)]:Q5" (2.6.169)

[RizW)]: = Q:Q,[Ri(z w)]' Q5'Q5 (2.6.170)

Conforme, demonstrado ra sec@ anterior, as matrizes de mudancade base sdo simil ares
as matrizes de rotacao, de forma que as matgize€Q; sao

- S _ t
Q :[Rzl(x1e)]s € Qs :[R31(21¢)]t (2.6.171)
Substituindo as ultimas expressées na Eq. (2.6.168) obtemos

[R]; =[Ro(W)]: [Ro®)][R5(0)]; (2.6.172)
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donde, podemos escrever a expressao

cPYcd—-sPcbsp -cPsd-sPcOecd sPsb C
[R]: = %UJ ch+cychbsp -sysd+cPchbed —CLUSGE (2.6.173)
H sOsd sfco cO E

onde € = co< e £ = serk (€ = Y,8,0).
Os angulos de Euler podem ser ohtidos a partir da matriz R, através das seguintes
relacdes

L., U
¢ =tan 3L (2.6.174)
[5en0 = ry, sen¢ + ry, COSP
U
0sO =r
o ® (2.6.175)

[seny = 1; COS$ —, send
[ _
[FOSY =y COSP — Iy, SEN

Podemos observar que esta inversdo apresenta uma singularidade quando 8 = 0 ou Tt,
pois

os{W+9) -sen(Wt¢) OLC
[R]; = %e”(w +¢) cos(yx¢) O E (2.6.176)
5 O 0 +1F

Para obtermos as expreses das velocidades angulares, vamos relembrar as sguintes
relacoes

W=RRT e W=R'R (2.6.177)

Utilizando oresultado oliido ra Eq. (2.6.173 , podemos escrever as expreses das
velocidades angulares. As componentes da velocidade angular espaibhsé sdo
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[0 cosy senysend MWL
[w]g =[W], = E) seny —coswsene%g (2.6.178)
A O cosO HHHE

€ as suas componentes na lias#

[Fenpsen® cosp OMWC
[W], =[W]; = Bospsen® -sen¢ OTH- (2.6.179)
H cos6 0 1HHE

6. 11.Representacao de rotacBes em termos dos angulos de Bryant

Os angulos de Bryant (Figura 2.8), como os angulos de Euler, fornecen um conjunto de
trés parametros que permitem representar 0 operador rotaca através da superposicéo de trés
rotacoes planas. As rotacdes sucessivas sao na seguinte ordem:

1- Uma rotacéo dgy (yaw) em torno do eix&s: Ri(z,W)

2- Uma rotacéo dé (pitch) em torno do eixo: R2(y,0)

3- Uma rotagéo deé (roll) em torno do eix@;:R3(x,$)

ts r.3:E3 S
U 0 0
¢
¢ g =
r2
Y
@) -E,
¢
E, P
o '
t1v st

Figura 2.8 - Representa¢cao dos angulos de Bryant.

Podemos escrever a transformacéao resultante da seguinte forma:

x = RX (2.6.180)
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onde o operador rotac&é a composicao das trés rotacdes na seguinte ordem
R =R;(%,$)R,(Y.0)R(z V) (2.6.181)

Para obtermos a expressio matricial do operador R em termos dos angulos de Bryant,
devemos entdo desenvolver o produto adma, paratal, devemos escrever os operadores Ry, R»
e Rz na mesma base, digampd1t;.

Onde,

[cosy -seny OC
[R(zW)]; = %enm cos| OE (2.6.182)
g0 0 1F

[Jcos® 0O senB[

[Ry0)=g 0 1 0 (2.6.183)

Fsen® 0 cosBE

1 o0 0 C
[R(x,¢)]i=§) cosd —sen¢E (2.6.184)
B send cosp E

O operadoR pode ser escrito da seguinte forma

[R]; =[Rs(x,0)];[Ro(y.0)] [Ra(z W), (2.6.185)

onde a mudanca de base pode ser escrita da seguinte forma
[Rz(%e)]z = Q3[R2(y,9)]zQ§1 (2.6.186)

[Rl(ZJJJ)]: = Q3Q2[R1(Z1L|J)]: Q_le_gl (2.6.187)
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Relembrando arelacé das matrizes Q, e Q3 com as matrizes de rotacé e substituindo
as duas ultimas expressoes ha Eqg. (2.6.185) obtemos

[R]; =[Ruz W)] [Ro(v.B)[[Ra(x.0)]; (2.6.188)
donde, podemos escrever a expressao

CcPcd -syco+cPsbsd sPsd+cyPsded C
[R]: = %LU cO cych+sPsdshp -—cysh +qusec¢E (2.6.189)
H-s6 cOsf coco E

onde € = co< e £ = ser (€ = Y,8,0).
Os angulos de Bryant podem ser obtidos a partir da matriz R, através das seguintes
relacdes

O
b= tan_lm—g (2.6.190)

[5en0 = —ry,

Epose =3, Send + ry; COSP
[seny = —r;, Cosd +r;send
[ _

[FOSY =y, COSO — Iz send

(2.6.191)

Podemos observar que esta inversdo apresenta uma singularidade quando 6 =+ 1/2,
pois

0 -sen(@F¢) cos(WF¢)C
[RI=50  cosws) sen(wo)- (2.6.192)
Bl 0 0o E
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Para obtermos as expresses das velocidades angulares, vamos relembrar as sguintes
relacdes

W=RRT e W=R'R (2.6.193)

Utilizando oresultado okiido ra Eq. (2.6.189 , podemos escrever as expreses das
velocidades angulares. As componentes da velocidade angular espaibhsé sdo

M -seny cosycosOprC
[w]g =[W], = E) cosy senwcose%g (2.6.194)
il 0 -sen® HEhE

€ as suas componentes na lias#

0 —-sen¢ 0 1mC
[w], =[W]; = %enq)cose cosf 0%[ (2.6.195)
ftospcos® -send OHRDE

7. CONCLUSOES

Uma eposicédo da dnemética de wrpos rigidos foi apresentada. Podemos notar que a
maior dificuldade para a determinac® da dnemética de rpos rigidos consiste na
representacao de rotacdes finitas.

O problema de representacd de rotagdes finitas para o estudo & rpos rigidos foi
estudado. O operador rotacé foi derivado a partir de diferentes abordagens e @ problema de
parametrizacé foi dado um tratamento particular. Vérios sstemas de parametrizac@ foram
apresentados, entre eles:

 Angulos de Euler

 Angulos de Bryant

o Paréametros de Euler

» Parametros de Rodrigues

» Vetor Rotacdo Conforme (VRC)

« Vetor Rotacao

* Quaternios

Podemos, agora, fazer uma exposi¢cdo das principais portos favoraveis e desfavoraveis
destes sistemas de parametrizacdo. Varios aspectos podem ser analisados, entre eles:
1. Os angulos de Euler e Bryant sdo parametrizagdes criadas para problemas espedficos

como, pa exemplo, os angulos de Euler para o problema do pédo pesado e os angulos de
Bryant para o problema de diredonamento de a€onaves. Devido a este fato, pode-se
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esperar que des ndo sgjam apropriados para 0 estudo e problemas gerais. Os dois
sistemas apresentam portos de singularidade, i.e.,, a matriz T ndo € inversivel para
©=0ouT, nocaso das angulos de Euler, e para 8 =+ 172, no caso dos angulos de

Bryant. As outras parametrizagdes 0 derivagdes do teorema de Euler aceca da
representacdo de rotagdes finitas em termos do eixo e do angulo de rotacao.

2. Os parametros de Euler, 0 VRC e 0 vetor rotacd® podem ser utili zados para representar
rotagdes de qualquer magnitude dentro do intervalo @O[-T, 1. Enquanto que, os
parametros de Rodrigues tendem a infinito quendo |@ — 1. Foradointervalo [~ 1], os

parametros de Euler e 0 vetor rotac® ndo apresentam singularidades, paém, o VRC
tende a infinito quandfyg — 2.

3. Quanto as propriedades de diferenciabili dade, os parametros de Euler, o VRC e o0 vetor
rotacd® pesem o operador tangente T continuo e inversivel dentro do intervalo
@ O[-m, 1] . Contudo, a inica parametrizacé® que permite valores fora deste intervalo é o

sistema dos parametros de Euler. O vetor rotac@ apresenta um porto de singularidade (T
n&o éinversivel) quando |¢ = 2m e o VRC quando |¢f = 3.709. No entanto, esta limitaga

poce ser fadlmente superada trabalhando nointervalo @ O[-Tt 1] e transformando as

rotagdes que excedem estafaixa em rotagdes dentro dointervalo somando ou @mninuindo
0 angulo de rotac@® de 2rt Sendo que, quando |@ = T, 0 VRC estd mais préximo do

porto de singularidade que o vetor rotac®, patanto pode-se eperar um melhor
comportamento do ultimo quanto a convergéncia do algoritmo de integracéo.

4. O vetor rotac® e 0 VRC tém a vantagem de representar rotagdes com um numero
minimo de par@metros, enquanto os parametros de Euler formam um conjunto de quatro
parametros dependentes reladonados por um vinculo. Isto causa o inconveniente de se
tornar necessiria a alicdo de um multiplicador de Lagrange para descrever o vinculo para
cada oorpo. De forma que, sob o poto de vista omputadonal, se torna necessario um
algoritmo que integre EADs (Equagdes Algébrico-Diferenciais) e ndo mais EDOs
(Equacbes Diferenciais Ordinarias).

5. Os parametros de Euler ddo arigem a expresHes mais smples que o VRC e o vetor
rotacao, especialmente para as aceleracfes angulares.

6. Os angulos de Euler e de Bryant fornecen uma caaderizac® geométrica imediata da
rotacd. Dentre 0s gstemas de parametrizac@® que ndo apresentam singularidades, o vetor
rotaca forneceuma caaderizacd® geométricamais smples darotacd. Enquanto que os
outros sstemas requerem interpretac® dos vaores dando aigem a funcbes
trigonométricas razoavelmente complicadas.

Como conclusdo final, quanto a parametrizaca® de rotagdes em problemas de @rpos
rigidos, podemos dizer que, desde que se possa acéar o custo de integrar equagdes al gébrico-
diferenciais, o sistema de parametrizacd mais indicado € o dcs parametros de Euler, pds € o
anico gue ndo apresenta singularidade para qualquer magnitude de rotacé e, dém dis, este
sistema da origem a equagdes smples. Entretanto, se édesgjado ou recessario empregar um
sistema de trés parametros independentes, tanto o VRC quanto o \etor rotac® sdo
apropriados. Porém, em geral, o vetor rotac@® é uma opcdo mais adequada ja que de fornece
uma caaderizacd® geométrica mais smples e melhores propriedades de wnwvergéncia dos
algoritmos de integracao.
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EquacOes do movimento

1. INTRODUCAO

O objetivo deste caitulo € gresentar os métodcs de Lagrange e Maggi-Kane para
formulacd® das equagdes do movimento. A metoddogia utilizada para aformulacd® das
equagdes do movimento se torna particularmente importante para amodelagem de problemas
tridimensionais de sistemas de multi corpos que traduz parte dos objetivos deste trabalho. A
forma final das equacfes do movimento é apresentada visando a implementacdo numérica.

2.SISTEMAS HOLONOMOS

Vinculos bilaterais - Consideremos um sistema @nstituido de N particulas.
Suponhamos que apaosicéo destas particulas estejam reladonadas por m equagdes de vinculo
do tipo

fi (X0, Y1,21:%2,Y2: 25, XNy YN 2y 1) = 0 (j=1,...,m) (3.2.1)

Vinculos deste tipo sdo chamados de vinculos holébnomos bilaterais.

Como exemplo de vinculos haénamos bil aterais, consideremos uma particula forcada a
permanece sobre uma esfera de raio r. A equacd de vinculo, neste cao, poce ser definida
através da equacéo da esfera

f(x,y,z2)=x*>+y?>+z>-r>=0 (3.2.2)

Este vinculo hdénamo particular € dassficado também como esclerbnamo pds ndo depende
explicitamente do tempo. Quaisquer vinculos que sdo funcdes explicitas do tempo sdo
conhecidos como vinculos rebnomos.
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Vinculos ndo-holbnomos - Vinculos que ndo podem ser descritos na forma da Eq.
(3.2.1) , mas tém que ser escritos em termos de derivadas das coordenadas e, possvelmente,
do tempo sdo chamados de vinculos ndo-holénomos.

As expreses dos vinculos ndo-hodbnamos 0 caaderizadas por ndo serem
integraveis, pas, sefosem, aformaintegrada da equacé de vinculo seria ejuivalente aguela
apresentada na Eq. (3.2.1) .

Vinculos unilaterais - Consideremos, agora, que o sistema de N particulas é for¢cado a
satisfazer as seguintes equacdes de vinculo

fi (X0, Y1,21: %2, Y2120, XNy YN 2y 1) 2 0 (j=1,...,m) (3.2.3)

Vinculos deste tipo sdo chamados de vinculos unilaterais.

Como exemplo de vinculos unilaterais, consideremos uma particula forcada a
permanece sobre ou dentro de uma esferade raio r. A equacd de vinculo, reste cao, pode
ser definida através da seguinte inequacao

f(x,y,z) =x>+y?>+z2-r><0 (3.2.4)

Graus de Liberdade - Quando né& investigamos o equilibrio de um sistema, supamos
gue, para posicoes proximas agquelas investigadas, os vinculos bil aterais consistem no fato de
as coordenadas dos pontos do sistema satisfazerem as Egs. (3.2.1) .

Em geral, supamos que @ fungdes f; sdo continuas e independentes em uma regido de
valores ¥X,...,4, definindo a posicéo do sistema.

Ovaor n=3N-m € damado ce nimero de graus de liberdade. Sabendo n \aridveis
dentre & 3N varidveis Xy,...2Zn, podemos cdcular, através das Egs. (3.2.1) , a m=3N-n
variaveis restantes.

3. TRABALHO VIRTUAL

Deslocamentos virtuais - Supontamos que um ponto deve permanece em uma
determinada superficie S e esta localizado em um ponto A desta superficie.

Vamos deslocar este porto da posicio A para aposicéo B. O deslocamento AB é dito
possvd se 0 porto B também estd contido ra superficie S. Do contrério, 0 deslocamento €
dito impossivel

Se um porto ma posicédo A tem velocidade v, entdo esta velocidade édita possvd ou
compativd com os vinculos se 0 porto pock posalir tal velocidade enquanto se move na
superficie. Do contrério, a velocidade € dita imposdve ou incompativd com os vinculos.
Podemos ver fadlmente que qualquer vetor tangente asuperficie no porio A representa uma
velocidade possivel.

Deslocamentos proparcionais as velocidades posdveis no porio A sdo chamados de
deslocamentos virtuarseste ponto.
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De modo que, supontamos que os vinculos de um sistema sgjam definidos pelas
equacoes

f(Xy2y) =0  (j=1...,m) (3.3.1)

Derivando estas equagdes e utili zando a definicéo de deslocamentos virtuais, pocemos
escrever

S B o + gy + Mg B0 (=1.m) (33.2)
X +— z =1..., 3.
;D@xi 'y, Yit oz, 'O :

onde, qualquer conjunto de valores dx,,...,0z, que satisfagao sistema de ejuagdes (3.3.2

define um deslocamento virtual.

Um deslocamento virtual de um sistema édito revesive se, ao se inverter o sentido das
deslocamentos de todos os portos, oltemos novamente um deslocamento virtual do sistema.
Podemos concluir, patanto, que no caso de vinculos bil aterais, os deslocamentos virtuais 80
reversiveis.

Principio dos trabalhos virtuais - Sgja um sistema @nstituido pa N particulas
Aj,... AN Sobre & quais forgas Ps,... PN S0 aplicadas. Suponkamos que o sistema sofra um
deslocamento virtual arbitraridr,,...,or . O trabalho destas forgas €

N
OW =P8, +...+Py.0ry = z P,.dr; (3.3.3)

O trabaho definido pela formula (3.3.3 € damado e trabalho virtual das forgcas
P1,...Pn nos deslocamentos virtuads,, ..., ory, .

Se as forcaPB;,...,Py possuem um potencial V, podemos escrever

ANV, ov O
W = ZE{&I&J 6yi+a—2i§zig—év (3.3.4)

As for¢as que obrigam o sistema asatisfazer as equagdes de vinculo sdo chamadas de
forgas de reac® e & forgas que agem sobre os portos do sistema endo sdo forgas de reac®
séo chamadas de forgas ativas.
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Suponhamos que um sistema estegja an equili brio. Consequentemente, em cada porto do
sistema s forgas ativas aplicadas Dbre este pornto sdo anuladas pelas rea@es. Denominando
Fi1,...Fn de forcas ativasRs,... Ry de forcas de reacdo, obtemos

F,+R,=0 F,+R,=0 .. Fy+Ry=0 (3.3.5)

Consideremos, agora, um deslocamento virtual arbitrario ory,...,0ry . O trabalho das
forcas ativas e de reacdo neste deslocamento é

(FL+Ry).8r +(F, +R,).8r,+..+(Fy +Ry).0ry =0 (3.3.6)
ou
(Fp.or +.. +Fy.0ry ) + (Ry.8r +.. +Ry.8ry ) = 0 (3.3.7)

Podemos verificar que, se 0 sistema ndo apresenta arito, otrabalho das rea@es em cada
deslocamento virtual € ndo-negativo.
Desta maneira, podemos afirmar que

R,.8r,+.. +R.8ry =0 (3.3.8)

De (3.3.7) obtemos

F,.8r,+.. +Fy.8r, <0 (3.3.9)

once a &pressio no lado esquerdo desta inequacd representa o trabalho virtual das forgas
ativas. Donde podemos afirmar: “Se ndo héa #rito e um sistema esta em equilibrio, otrabaho
das forcas ativas para cada deslocamento virtual ou € zero ou é negativo.

Se 0 deslocamento virtual or,,...,0r, €reversivel, entdo —or,,...,—0r, & também, um

deslocamento virtual. De modo que, em caso de equilibrio temos

_F1.6rl_..._FN.6rN < 0 (3.3.10)
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De (3.3.9) e (3.3.10) , podemos afirmar que

F,.8r+.. +F.8r, =0 (3.3.11)

Portanto, nocaso de equilibrio de um sistema, o trabalho virtual das forcas ativas € igual
a zero para qualquer deslocamento virtual reversivel.

4. PRINCIPIO DE D’ALEMBERT
O principio des trabalhos virtuais, como definido adma, apenas estabelece ondc¢oes de
equilibrio estatico de sistemas, ndo podendo ser aplicado em problemas dindmicos. Mas ele

pode ser extendido para problemas dinamicos através do principio de d’Alembert.
Consideremos a segunda equacao de Newton escrita da seguinte forma

P-p =0 (3.4.1)

once P; é aresultante das forgas e p; = m.r; representa aquantidade de movimento linea da
particula i. E se separarmos a resultante das for¢cas nas suas partes ativa e de reagcao, obtem

FF+R,-p, =0 (3.4.2)

Facamos, agora, as mesmas consideragdes que foram feitas, na secé anterior, a respeito
dos deslocamentos virtuais, multiplicando escdarmente a Eq. (3.4.2 pelos deslocamentos
virtuais.

(F +R,-p;).0r, =0 (3.4.3)

Reescrevendo o pincipio dcs trabalhos virtuais a partir da Eq. (3.4.3 e, considerando o
trabalho das forcas de reacédo nulo (vinculos bilaterais), temos

S (F - p,).5r, =0 (3.4.9)

=1

Esta Ultima equac® €, frequentemente, chamada de principio de d’ Alembert. O termo
F. —p; é namamente, chamado e for¢a detiva. O que nos permite definir o principio de
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d Alembert como: O trabdho virtual realizado pelas forcas efetivas através de
deslocamentos virtuais reversiveis é zero.

Para sistemas conservativos, podemos, aplicar o principio de d’ Alembert para derivar o
principio de mnservac® de eergia, bastando lembrar a definicdo de p;. Se escrevermos
or; =1,.0t, podemos reescrever a Eq. (3.4.4) da seguinte forma

N N d
ZFi.ESri - a(mri).r'i&:o (3.4.5)

1=1 1=1

se & forgas ativas possuem um potencia V, i.e., se 0 sistema € onservativo, o pimeiro termo
€ smplesmente -6V, once V € a @ergia potencial e 0 segundo termo pock ser reescrito
tirando ddt parafora do somatério, ficando claro que o segundotermo naverdade é4T, once
T é a energia cinética do sistema. Portanto, notamos que a Eq. (3.4.4) equivalente a

o(T+V)=0 (3.4.6)
que, por sua vez, é equivalente a
T+V =E =const. (3.4.7)

0 gue significa que a energia total do sistema se conserva .
5. EQUAQOES DE LAGRANGE

Podemos notar fadlmente que, para sistemas com vinculo, s deslocamentos virtuais
ndo sdo independentes. Neste cao, € interessante reescrevermos o principio de D’ Alembert
em termos de um nimero minimo de mordenadas, as quais denominaremos coordenadas
generalizadas. Desta maneira, os coeficientes dos deslocamentos virtuais podem ser anulados
separadamente, oltendo-se um sistema de equagdes diferenciais ordinarias em termos das
coordenadas generalizadas denominadas equagdes de Lagrange.

As equagdes de Lagrange goresentam, como uma das principais vantagens, o fato de que
as equagdes do movimento pocem ser derivadas de uma Unica funcd, chamada de
Lagrangeano, para um sistema com vinculos holénomos.

Para definirmos as equagdes de Lagrange, primeiro vamos introdwzir as coordenadas
generalizadas através da seguinte transformacao:

ri = (01, ;- Chyt) (3.5.1)
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donde, utilizando a regra da cadeia, obtemos a expressao para a velocidade da particula
or,; q
Z —q, +— (3.5.2)
aq;
]
e os deslocamentos virtuais podem ser relacionados por

Z Rl esqJ (3.5.3)

Agora, pocemos escrever o trabalho virtual das for¢as F; em funcd das coordenadas
generalizadas

ZF or; —ZF —zsqJ ZQjaqj (3.5.4)
]

onde Qs&o escalares chamadas de forgas generalizadas, definidas como

_ or;
Q = Z i (3.5.5)

Apesar de serem chamadas de forgas generalizadas, as Q; ndo necessriamente tém
dimensbes de forga assm como 8¢, ndo necessriamente tem dimensdo de @mprimento,
apenas o produo delas (Q;00;) tem que ter dimensdo de trabalho. Por exemplo, se uma
coordenada generalizada for um angulo, a forca generaliizada crresponcente a d¢a sera um
momento.

Com o obetivo de escrevermos o principio de d’ Alembert em termos das coordenadas
generali zadas, escrevamos agora 0 segundotermo correspondente avariacé® da quantidade de
movimento linear como funcao das coordenadas generalizadas

'Zpi.é')ri :zmr .o, —Zmr '5qJ (3.5.6)

Consideremos a seguinte relacao
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podemos ainda dizer que

d o g of
dt [og; 0 dq;

Substituindo as Egs. (3.5.8) e (3.5.9) na Eq. (3.5.7) , obtemos

Esta ultima equacédo pode ser escrita também da forma abaixo

N —— 7] 1
Zmiri.ﬁéqj—zgtgi—mrz% aqjéz

onde podemos identificar o aparecimento da energia cinética total do sistema.

,
m;¥;“L1dq;
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(3.5.7)

(3.5.8)

(3.5.9)

(3.5.10)

(3.5.11)

Reescrevendo o principio de d’Alembert e substituindo @ resultados encontradas,

temos

Dot 0 o7 @
gﬁ"ﬂ%a—Tm
EH

q

D]]BI:I

2

(3.5.12)
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Se o sistema € hadnamo, as coordenadas generalizadas ¢ ndo sdo reladonadas por
vinculos, e, partanto, queisguer deslocamentos virtuais 0g; s80 independentes uns dos outros,
0 que nos permite dirmar que a Unica maneira da Eqg. (3.5.129 ser satisfeita € se 0s
coeficientes déqg; forem nulos, donde

d A o1 oT
—)-—=0, 3.5.13
dt(aqj) aq, ) ( )

Consideramos, agora, que @ forgas generali zadas Q; podem ser decompostas em forgas
conservativas e for¢cas ndo-conservativas. Deste modo, as for¢as conservativas podem ser
derivadas de uma funcao potencial V (energia potencial do sistema) e podemos escrever

ov
=+ Q) 3.5.14
Q=59 (3.5.14)

onde Q; representam as for¢as ndo-conservativas aplicadas ao sistema.
Desta forma, como V néo € funcéo de ¢;, aEqg. (3.5.13 para sistemas ho 6namos pode
ser reescrita da seguinte forma

d.ooL. oL __, . _
E(a_qj) a—qj—Qj (i=1....n) (3.5.15)

onde L = T-V é chamado de Lagrangeano.

As n Egs. (3.5.15) sdo chamadas dfoéma das equacbes de Lagrange.

Se o sistema €néo-holénamo, as coordenadas generalizadas ¢ sdo reladonadas por m
equacdes de vinculo do tipo

n

ZAij(ql,...,qn,t)5qj =0 (i=1..,m) (3.5.16)
=1

Podemos multiplicar a equacd® adma por um fator A; denominado multiplicador de
Lagrange, obtendo
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n
ZAiAij(ql,...,qn,t)qu =0 (i=1...,m) (3.5.17)

Somando as m equacdes acima a Eq. (3.5.12) , obtemos

m

O DdDa 0 o7 0 o
ZE’ & QE At 2 g

—

Se escolhermos os valores de A; tal que os coeficientes dos deslocamentos virtuais 8¢
sejam zero, podemos escrever

m

d, oT
- = + AA 3.5.19
i) g O > A, (35.19)

Analogamente @ caso hdonamo, pocmos decompor as forgas Q; em forgas
conservativas e nao-conservativas, obtendo

m

d oL . -
E(a_qj)_a_qj Z)\iAij—Qj (j=1...,n) (3.5.20)

Estas n equacfes em conjunto com as m equacgdes de vinculo

n

ZAij(ql""’qmt)qj =& (A, dn,t)  (1=1...,m) (3.5.21)
=

formam um sistema de n+m equac¢des do movimento.
5. 1. Exemplo de formulacéo das equacgdes de Lagrange - Péndulo Duplo

Consideremos, como exemplo, o poblema do penduo dugo, descrito na Figura 3.1. O
sistema € omposto de dois corpos A e B que se movem no gdano xy. Onde 6; € o angulo de

rotacé relativo entre o corpo A e averticd, e 6, € 0 angulo de rotacé relativo entre o corpo
B e o corpo A.
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Figura 3.1 - Péndulo duplo

O corpo A possli massa ma, momento de inérciala € mmprimento Ia=2d, € 0 corpo B
posali massa mg, momento de inércia Ig e comprimento lg=2ds. Este sistema posaii dois
graus de liberdade edefineremos como suas coordenadas generali zadas os angulos de rotacé®
0, e B,. Em seguida, vamos apresentar 0s pass para derivar as equagdes do movimento
utilizando as equacdes de Lagrange.

1) Posicao do centro de massa dos corpos em termos das coordenadas generalizadas

2) Velocidade do centro de massa dos corpos em termos das coordenadas generali zadas e suas
derivadas

X, =d,8, cos8, Y =d,0,5en0,
Xg =1,0, 0080, +dg(6; +0,)cos(6; +6,) Vg =1,0,5en0, +dg (8, +6,)sen(6, +6,)

3) Energia CinéticaT =T, + T,
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R T INE S R A
TA_§|A61+§mA(XA+yA)_

1 ., 1 : :
:EIAG% +§mA|ie% :_(IA +mAdi)eJZ.

N[

Tg :%IB(el +92)2 +%mB(Xé +y§) =
:%IB(91+92)2 +%mBBf\Gf #d3(68,+6,)" +1,158,(6, +8,)c0s0,

4) Energia PotencialV =V, +Vg

V5 =—m,0d, cosb,
Vg = —mBg[IA cos6, +dg cog(6, +62)]

5) LagrangeanoL =T-V

L :%[IA +(mp +2mg)d3 +1g +mgd3 + mBIAIBcosez]Gf +%(I 5 +Mgd3 )63 +

+(I 5 +mgd3 +mgd,lg 00562)61(92 +(m, +2mg)gd, cosB; +mggdg cog(6, +6,)

6) Equactes de Lagrange

d oL, oL _ . _
a(a—qj) a—qj—QJ (1=1..,n)

Substituindo L na equacéo acima, obtemos o seguinte sistema de segunda ordem

My, Mlz[mlm_ (G, C

H"'m Mzz%zg_ E':‘zE

onde

69



Cap.3 - Equacbes do movimento 70

My =1, +mudi +mgla +15 +mgd3 +mgl A5 cose,
My, =My =15 +mgd3 +mgd,l; cos,

_ 2
M, =1g +mgdg

G, =mgl156,0,5en0, +mgd,1505sen6, —m,gd, sen®, —mggl , send, +
- mBgsten(el +92)

6. EQUACOES DE MAGGI-KANE

Na décala de 1970, qando se mmegu a estudar agonaves, manipuladores rob&icos e
sistemas dindmicos complexos, utilizando a dindmica de multicorpas, foi constatado e os
métodas classcos de formulac® das equagdes do movimento como os métodos de Newton,
Lagrange eHamilton, todcs datando doséaulo XV Il ou menacs, ndo mais eram satisfatorios.
Os métodos classcos para estes tipos de problemas exigiam quantidades enormes de tempo
dos andli stas e das maquinas para formulac@® das equagdes do movimento, e aformafinal das
equacdes tornava as solucdes e analises numéricas muito dificeis e demoradas.

O método & Magg-Kane para formular as equagdes do movimento apresenta
caaderisticas basicas que fadlitam demasiadamente aformulacd®. O método centra sua
atencd em movimentos ao invés de onfiguragdes, o que fadlita aandlise das equagdes.
Enquanto as equagdes de Lagrange dédo origem a ejuagdes diferenciais envolvendo as
coordenadas generdizadas e suas derivadas, no método e Maggi-Kane, as equagdes de
movimento envolvem as coordenadas generalizadas e & velocidades generalizadas. Onde &
velocidades generdlizadas ndo sd0 nrecessriamente & derivadas das coordenadas
generalizadas, mas s80 fungles destas derivadas, 0 que permite a andista escolher estas
velocidades generalizadas de modo g das tenham um significado fisico mensurével e que
facilitem a analise, como por exemplo, as proprias velocidades angulares de um corpo rigido.

As equagdes de Magg-Kane gresentam como uma de suas principais vantagens, o
tratamento de forgas de reac®. O método se baseia ean escrever os vetores de velocidade e
velocidade agular como uma mbinagd® de produos de variaveis cinematicas
independentes, chamadas velocidades generalizadas, e vetores de velocidades parciais. As
equagdes de Maggi-Kane podem ser caraderizadas como a projecé@® das equagdes de Newton
sobre & velocidades parciais. No método e Maggi-Kane, se desgjado, as forgas de reac®d que
ndo prodwem trabalho sdo eliminadas automaticamente, evitando assm a necessdade de se
inclui-las no cdculo como nas equagdes de Newton-Euler ou da utili zagd® de multiplicadores
de Lagrange como nas equagdes de Lagrange. Apesar de que, pode-se utili zar multi plicadores
de Lagrange nas equagies de Maggi-Kane an algumas stuagdes como, pa exemplo, quando
se desgja evitar o trabalho de escolher velocidades generali zadas independentes ou quando se
deseja calcular as forgas de reacao.

Consideremos um sistema dindmico composto pa NP particulas P(r = 1,...NP) cuja
configuracd® € representada por n coordenadas generdizadas ¢ = 1,...0. Se & n
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coordenadas generdli zadas forem independentes, o nimero de graus de liberdade do sistema &
igual a n. Porém, namamente, o sistema estd submetido a vinculos que, de maneira geral,
podem ser representados pela seguinte equacéao:

n

S Aj(GyUn 08 =8 (G G t) (=L1em) (3.6.1)

=1

As Egs. (3.6.]) s@o equagdes de vinculo ndo-hddnamas £ ndo forem redutivels a
equagdes em fungéo apenas de g; e t. Os sstemas holdnamos 50 agquelestais que & equagdes
de vinculo (3.6.1) podem ser reduzidas a ejuagdes em funcéo apenas de g; e t, ou nocaso em
gue A = [O]mxn. Para os sstemas haénamos, as equagdes de vinculo podem ser escritas da
seguinte forma:

fi(9,..-,0,,t) =0 (i=1...,m) (3.6.2)

Para os gstemas halénamos, € posdvel eliminar m coordenadas generali zadas através
de (3.6.2 , oltendo assm um sistema @m NS coordenadas generalizadas independentes,
procedimento que é denominado método de Maggi-Kane com vinculos implicitos, onde

NS =n-m (3.6.3)

Outra maneira éresolver o sistema cm n coordenadas generali zadas dependentes e m
equagdes de vinculo, através do método ce multi pli cadores de Lagrange, denominado método
de Magg-Kane @mm vinculos explicitos. No caso, das equagdes de Maggi-Kane, o0 mesmo
procedimento utilizado para sistemas holdonamos pode ser usado para 0os ndo-hodnamos,
devido a posshili dade de se escolher velocidades generali zadas que ndo necessariamente sao
as derivadas das coordenadas generalizadas. O segundo método € utilizado, nomamente,
guando se pretende determinar as forgas de reacéo.

6. 1. Método de Maggi-Kane com Vinculos Implicitos

Segja NS = NG o nimero de graus de liberdade do sistema. Devido as equagdes de
vinculo apenas NS das derivadas das coordenadas generdizadas ¢;(j = 1,..,) sdo

independentes e vamos sIpa que sgjam as primeiras NS (y,...,0qys)- Se & ultimas m

colunas de A formarem uma matriz inversivel, podemos escrever arelac® (3.6.1 da seguinte
forma:



Cap.3 - Equacbes do movimento 72

NS

Onsei = ) Cij(@y 1 Gn DY +di (1At (1=10,m) (3.6.4)

=1

Sejam as NS velocidades generalizadagow 1,...,NS) definidas por:

NS

w, = Zij(ql,...,qn,t)qj +Wy(dy,...,dpet)  (P=1...,N9 (3.6.5)
=1
onde a matriz W € inversivel, e a relacdo inversa pode ser escrita da seguinte forma:
NS
q; :zsz(wp—w’p) (i=1...,NS (3.6.6)
p=1

Seja x™ o vetor de posicép da particula P,. A velocidade @soluta de P, poce ser escrita
da seguinte forma:

V7= 1 + 3.6.7
Zaqj a4+ (3.6.7)

NS [ m ] O m P. P,
VP = @%" +Zaax Cy el +Zaax d + % (3.6.8)
S 004 & Olnsyi = OQNs+i ot
Definindo
axt & axT .
Vi = Z (j=1...,NS (3.6.9)

Utilizando (3.6.6) , obtemos:



Cap.3 - Equacbes do movimento 73

NS
V= Voiwg V) (3.6.10)
p=1
onde
P S P,
V= qu;sz (p=1...,NS (3.6.11)
=1
NS m P P,
Vi =-S5 Vi, + S LS (3.6.12)
p=1 =1 anS+i ot

onde a relacao inversa de (3.6.11) pode ser escrita como:

NS
Ver = ng’rwpj (j=1...,NS (3.6.13)
p=1

)

Os vetores VpF’r (p=1,...NS) séo chamados de velocidades parciais do porio P, relativas

a wp. As velocidades parciais constituem uma importante definicdo no método de Maggi-
Kane, pads elas que permitem escrever aformafina das equagdes de Maggi-Kane. Na prética,
as velocidades parciais ndo sdo oltidas pela Eq. (3.6.1) e sim andlisando a expressio da
velocidade absoluta de uma particula (3.6.10) , donde as velocidades parciais serdo

Vii=— (p=1..,NS (3.6.14)

As velocidades parciais $ predsam ser cdculadas em alguns portos, naormamente, ncs
centros de massa dos corpos e nos pontos de aplicagéo de forca.
Escrevendo o principio de d’Alembert para a particula P

NP
Z (FFr —mra™).ox™ =0 (3.6.15)
r=1
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ja que, as forcas de reagaondo realizam trabalho

NP
ZFCPr.éxPr =0 (3.6.16)

r=1

O vetor de deslocamentos virtuais pode ser escrito da seguinte forma
P < P,
X' = qu;aqj (3.6.17)
I=1

Podemos reescrever a equacgéao (3.6.15) da seguinte forma

NS NP O
ZD (Fy -m%a™).v, 0dq; =0 (3.6.18)
=1 “r=1 : 0

Como a eguagd adma esatisfeita para valores arbitrarios de dq; (j = 1,...,rs), pocemos
escrever:

NP
Y (FF-m7a%).vg =0 (j=1..,N§) (3.6.19)
=1

Utilizando a equacé® (3.6.13 , podemos reescrever a guacd® adma an funcéo das
velocidades parciais:

NP
Z(Fapr _mPraPr)V;f =0 (p:l,’NS) (3620)

r=1

Separando & dois termos da equacd® adma, definiremos o primeiro como forgas ativas
generalizadas do sistema, relativag,a w
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NP -
F, = Z SURVAL (p=1...,NS (3.6.21)
=1

e 0 segundo como forgas inerciais generalizadas do sistema, relatyyas a w

NP
F =—Z ma. v} (p=1...,NS (3.6.22)
r=1

Utizando as equagdes (3.6.20 , (3.6.2) e (3.6.22 , podemos escrever as equagies de
Maggi-Kane da seguinte forma:

F+F =0 (p=1..,NS (3.6.23)

De forma que teremos NS equagdes de movimento. Nas quais, no caso ndo-holénamo,
as m equagdes de vinculo j& estdo incluidas. E importante observar que & NS equagdes de
movimento resultantes sao equagdes escalares.

A contribuicdo de umaforca édada por suas projegdes bre & velocidades parciais do
porto de glicacd®, assm como, a mntribuicdo de um momento aplicado em um corpo é sua
projecé sobre avelocidade angular parcial do corpo. De forma que, as velocidades parciais
sd0 o0 porto principal da metoddogia de Maggi-Kane. Por esta razdo, é importante que &
velocidades parciais sjam escritas da forma mais smples posdvel, consequentemente, a
escolha das vel ocidades generali zadas tem uma enorme influéncia na complexidade da forma
fina da equac®. E importante escrever a velocidade de um corpo, sempre, na base fixa neste
corpo, ja que & forcas aplicadas neste crpo também estardo escritas nesta base. Deve-se
evitar escrever as velocidades de todos 0s corpos em uma Unica base, ja que esta ditude da
origem a epresHes trigonamétrices complicadas que, nessa metoddogia, ndo sdo
necessarias.

Consideremos, agora, um sistema mmposto pa NB corpos rigidos. Seja P (r =
1,...,NR) uma particula do corpo rigido k (k = 1,...,NB).

Seja Ry um porto arbitrario do corpo rigido k e sgja t“ um triedro ortogonal fixo no
corpo k com origem emRA velocidade da particula pode ser escrita da seguinte forma:

v =vRe+ @ xrf (r=1,...,NR) (3.6.24)

onde vR é avelocidade de Ry, QX é avelocidade angular do referencial fixo t* relativa a
referencial inercial® e r é o vetor de posicéo da particula® referenciat®.
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Usando a mesma forma utili zada para escrever a velocidade de uma particula, podemos
escrever a velocidade angular do corpo k em funcéo das velocidades generalizadas

NS
Q=% Qpw, +Qf (3.6.25)
p=1

ondeQr‘j (p = 1,..,NS) séo as velocidades angulares parciais do corpo k, relatiras a w

As velocidades angulares parciais 90 determinadas analisando a expressio (3.6.25 da
velocidade angular do corpo k, donde as velocidades angulares parciais seréo

k —
Qf =7 (3.6.26)

Das equagdes (3.6.25 , (3.6.29 e (3.6.19 , podemos mostrar que & velocidades
parciais de Pe R séo relacionadas através da seguinte expressao

V=V QF xrf (r=1...,NP;p=1...,NS (3.6.27)

Seja F™ (r = 1,...NP,) aresultante das forgas exercidas obre aparticula P; do corpo k.
A contribuigdo do corpo k a forca ativa generalizBglpode ser escrita como

NP
FY = ZFP'.Vpr (p=1,...,NS) (3.6.28)
=1
Substituindo a Eq. (3.6.27) na Eq. (3.6.28) , obtemos
NR NP
ngv;*k.ZFPr +Qg.zrperPr (p=1,...,NS) (3.6.29)
r=1 r=1

No primeiro somatério da ejuacd® adma, todas as forgcas de reacd internas € anulam
duas aduas, assm como nosegundosomatorio, todos 0s momentos causados por estas forgas
também se anulam. Sejam F* a resultante do somatdrio das forcas exercidas ®bre o corpo ke
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M "« aresultante dos momentos causados por estas forgas com relaca ao porto Ry. Podemos
escrever a Eqg. (3.6.29) como

k —_\/R R k R —
FE=vReFRo+ @k MR (p=1,...,N9) (3.6.30)

Porém, pock ser que existam NPy portos P; (r = 1,...NPg) do corpo sobre os quais s
exercidas forgas externas F.', assm como, pock s que &istam momentos externos

aplicados a0 corpo kcujo somatorio sgja M £ . Desta maneira, pocemos reescrever a expressio
da forca ativa generalizada da seguinte forma:

NPy

FF';:ZVF?,FE +QSME  (p=1..,N9 (3.6.31)
=1

Desta forma, devemos cdcular as velocidades parciais apenas dos portos de aglicacé®
das forcas ativas e a velocidades angulares parciais apenas dos corpos bre os quais 0
exercidos momentos ativos.

A contribuicdo do corpo k a forca inercial generalizﬁgiq)ode ser escrita como:

NR,
P :—Z m*v;a®  (p=1..,NS) (3.6.32)
=1
Substituindo (3.6.27) em (3.6.32) , obtemos:
NR, NP,
Pl ==V Z m*a” - Q. z mrf xa®™  (p=1...,NS (3.6.33)
r=1 r=1

Seja G o centro de massa do corpo k 'eaxmassa do corpo k. Podemos escrever

NP,
> mfa® = m*a® (3.6.34)
r=1

Sabemos também que
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a" =a+r"  (r=1..,NR) (3.6.35)

portanto

NR .
zmprrpr XaPr = mker xaRk +HRk (r ::L...,Npk) (3636)
=1

onde r® é o vetor de posici do centro de massa Gy no referencia t“ e H® é o momento
angular do corpo k com relagcéo ao pongpdefinido por:

NP,
H? = > mfrf x "™ (3.6.37)

r=1
Podemos escrever o momento angular também da seguinte forma:

H™% = J% QX (3.6.38)

HR% = JR. Q% + Q" x (J%.Q%) (3.6.39)

onde J™ é o tensor de inércia do corpo k.
Substituindo as equacdes (3.6.34) e (3.6.36) na equacdao (3.6.33) , obtemos:

F X =-m*vica® -mkQf.(r® xaR) QX H® (p=1..,NS)  (3.6.40)

Podemos mostrar que

HRe = H% + m*r® x ¢ (3.6.41)
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Substituindo (3.6.41 em (3.6.4Q e utilizandoarelac® (3.6.27 , oktemos a forma fina
das forcas inerciais generalizadas

FF*)k :—mkVka.aGk _Q[L(_HGk (p:l"NS) (3642)

onde
H® = J%.Qk + Q% x(3%.Q¥) (3.6.43)

Para o cdculo das for¢as inerciais generalizadas, somente & velocidades angulares
parciais e as velocidades parciais dos centros de massa dos corpos precisam ser calculadas.
6. 2. Método de Maggi-Kane com Vinculos Explicitos

SejaNS =n o numero de wordenadas generali zadas do sistema. Diferente do método ce

Maggi-Kane com vinculos implicitos, vamos escrever NS velocidades generali zadas wy, (p =
1,...,NS) definidas por

NS

w, = Zij(ql,...,qn,t)qj +Wy(dy,-.,qp,t)  (P=1...,N9) (3.6.44)
=1

onde a matriz W é inversivel, e a relacdo inversa pode ser escrita da seguinte forma:
NS
a4 = > Zpw, - wp) (3.6.45)
p=1

A velocidade absoluta de pode ser escrita da seguinte forma:

b oxT . ox”
Vo= q, +
& 0, ot

(3.6.46)

Substituindo (3.6.45) em (3.6.46) , obtemos:
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NS

R - R R

v z Voiw, +V,
p=1

onde
NS P
P aX r _
V' = o Z, (p=1...,NS
=1 J
NS P
ox'"
Vi ==5 Viiwg + ——
e

aXPr NS 5 .
a—:varwjp (j=1...,NS)
Q; p=1

Podemos reescrever o principio de d’Alembert
NP
Z(Fef>r -mTa™).ex" =0
=1

onde

L ooxFr
oq

=1 j

ox™ =

5, (r=1..,NP)

80

(3.6.47)

(3.6.48)

(3.6.49)

(3.6.50)

(3.6.51)

(3.6.52)

Os dedocamentos virtuais 8qy,...00ns devem satisfazer as equagdes de vinculo

instantaneas

NS
ZAijéqj =0 (i=1....,m)
=1

(3.6.53)
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Por causa destas m equagdes de vinculo, somente NG = NS—-mdos &q; (j = 1,...NS)
s80 independentes e vamos supa que des Erdo os NG primeiros 0qy,...00ne. A matriz
(mxm) formada pelas dltimas m colunas da matriz A € inversivel.

Introdwziremos, agora, m multiplicadores de Lagrange A; (i = 1,...m) arbitrarios. De
forma que podemos escrever a Eq. (3.6.53) da seguinte forma

NS m 0
ZEZ)\iAU 0dg, =0 (3.6.54)
ERE O

Substituindo (3.6.52) em (3.6.51) e somando com (3.6.54) , obtemos

NS NP o - ax" m [l
F "-ma’'’").——+ )\A 5 .:O 3655
2 D (R0 -t Gt 5 My @659

=1 i =

Sendo que oq,...00ns N80 S80 independentes e ndo podcem ter valores arbitrarios.
Porém, como os multiplicadorgs,... A\, S0 arbitrarios, podemos escolhé-los de modo que

NP x7
Z(F:r —mprapr)_a—+2)\iAij =0 (j=NG+1,...,NS) (3.6.56)
r=1 i i=1

De (3.6.55) e (3.6.56) , podemos escrever

NG [NP PV

O
Z (F> —mPraPr).a—+ ZAiAij %esqj =0 (3.6.57)
=1Lr=1

j i=1

Como 803, ....90nc S0 independentes, podem ter valores arbitrérios e aEq. (3.6.57 s
sera satisfeita se

NP b P p aXPr m
(Fr-mPa”) 2+ $AA =0  (j=1..,NG) (3.6.58)
; a aqj ; 170
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As EqQs. (3.6.56) e(3.6.58) constituem NS equacdes

NP aXPr m
Z(FaF’r_mPraPr)_a_+z)\iAij =0 (j=1...,N9 (3.6.59)
r=1 j

qJ =1

Multiplicando (3.6.59 por Zj,, adicionando as NS equagdes resultantes e relembrando
(3.6.48) , obtemos

- P P .P P i L 4
Z(Far -mPa®)Vvi + z)\i @ZA”ZH@: 0 (p=1...,N9 (3.6.60)
r=1 1=1 =1

De forma que, poemos escrever as equagdes de Maggi-Kane com multi plicadores de
Lagrange através da seguinte expressao:

m
Fp+F;+z)\iBip=O (p=1...,NS (3.6.61)
=1
onde
NP
F, = ZVprFan (p=1,...,NS) (3.6.62)
=1
NP
F = —z m*Via®  (p=1..,NS) (3.6.63)
=1
NS
Bp=% AyZp  (i=1...mp=1..,NS (3.6.64)
=1

As equagdes de Magg-Kane (3.6.6) fornecen NS equagdes para NS + m incognitas
(W1,...WnsA1,...Am), patanto estas equagdes devem ser acompanhadas das m equagdes de
vinculo que podem ser expressas em termos,de w1,...,NS) por
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NS
Z B,w, = b, (i=1...,m) (3.6.65)
=1
onde
NS
b, =a + Z Bow, (i=1...,m) (3.6.66)
p=1

Para cdcularmos as forcas de reac®, relembrarmos a segunda lei de Newton,
expressando a forca externa em forca ativa e forca de vinculo:

Fir-mPa® =-FF  (r=1...,NP) (3.6.67)

Substituindo (3.6.67) em (3.6.60) , obtemos:
NP 5 o m
zvp'.FCf =Z)\iBip (p=1...,NS (3.6.68)
r=1 =1

A contribuicéo das forcas de reac® para @& equagdes de Maggi-Kane é tamada de
forca de reacdo generalizada relativa,&w definida por:

NP m
o= Zv;’rFf =Z AB, (p=1...,N9 (3.6.69)
r=1 1=1

e, a contrario das equagdes de Maggi-Kane sem multi plicadores de Lagrange, estas forgcas
ndo sdo nuas ja que & velocidades generalizadas wa,...W,, assm como as derivadas das
coordenadas generalizadas...,(, , ndo sdo independentes.

6. 3. Roteiro para a formulagéo das equacdes do movimento via Maggi-Kane

Apresentaremos nesta se¢@®, um roteiro com 0S pPasws hecessarios para derivar as
equacdes do movimento utilizando o método de Maggi-Kane.
1.Escolha das coordenadas generalizadas qu,...,0 € das velocidades generalizadas

Wi,...,W\s,
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2 Escrever, em termos das velocidades generalizadas wy, as velocidades angulares Q k
dos corpos;

3.Escrever, em termos das velocidades generali zadas wy, as velocidades v do centro

de mass dos corpos e @ velocidades v dos portos P; (r=1,...NP,) de glicac® de
forcas ativas;

4.1dentificag® das velocidades parciais V;* e V' e das velocidades angulares parciais
k.

Q)

5.Se desgado, lineaizar as velocidades, as velocidades angulares, as velocidades

parciais, as velocidades angulares parciais e as equacdes de vinculo;

6.Calculo das aceleracéa§* do centro de massa dos corpos;

7.Célculo das aceleracdes angula@&sdos corpos;
8.Calculo das forcas inerciais e dos momentos inerciais dos corpos:

F'k=—mka®  (k=1...,NB)
MK = F1G = —38Ok — Ok x(JGk_Qk) (k=1...,NB)

9.Cédlculo das forgas ativas F; aplicadas nos portos P; e dos momentos ativos M;

aplicados nos corpos k (k=1,...,NB):
10.Célculo das forgas inerciais generalizadas:

NB

F = Z(vfk.lz*" +Qf M) (p=1..N9

11.Calculo das forcas ativas generalizadas:

NP, NB

F, = ZVpr.F:' + ZQg.Mg (p=1..,NS
r=. =

12.Escrever as equacdes do movimento:
* Se NS=NG:

F+F =0 (p=1..,N9



Cap.3 - Equacbes do movimento 85

e Se NS=n:

m

F,+F, +Z>\iBip =0 (p=1...N9

1=1

6. 4. Exemplo de formulacdo das equac¢fes de Maggi-Kane - Péndulo Duplo

Consideremos, como exemplo, o poblema do pnduo dugo, descrito na Figura 3.1,
formulado anteriormente dravés das equagdes de Lagrange. Para formular este problema

utilizando o método de Maggi-Kane, vamos seguir o roteiro apresentado na secéo anterior.
la.Coordenadas generalizadése0,

1b.Velocidades generalizadas:

B, = .1
O .
Hv, =6, +6,
2.Velocidades angulares:
Q* =w,k
QB =w,k

3.Velocidades dos centros de massa:

G _ .
voA =w,d,i,

Gr _ . .
V7B =wylai, +W,dgig

4 .Velocidades parciais e velocidades angulares parciais:

p=1|p=2
Q)| k | 0
Q> | 0 | k
VoA | daip | O
VS | Iai, | dgig

6.Aceleracbes dos centros de massa:

G s . 2 .
a =wydpi, —wid,j,

Gr _ . . 2 . . . 2 .
a”® =Wyl pip, =Wilaj, +W,dgis —W5dgj s
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7.Aceleracbes angulares:
Q" =W,k
QP =w,k
8a.Forcas inerciais:
FA= _mAaGA =~My (WldAiZ _WfdAjZ)

*B _ Gg — . . 21 R . 2 .
F~==-mga™ = _mB(WllAIZ ~Wilaj, +Wodgis _WdeJ3)
8b.Momentos inerciais:

M4 =-3% 0% -0 x(3%.Q%) = -1 ik

M™B =-3%0P - O x(3%.Q°) = -IW,k
9a.Forcas ativas:

Fo = —Mugjy

FG = —Mgdj,
9b.Momentos ativos:
MA =0
MB =0
10.Forcas inerciais generalizadas:
F=VAFA+QAM™A +v FB+QB M™
F =VoA FA+Q0 M™A +VIe F'B+ QB M™
= —(I gt deé)\/‘v2 —mgl xdgW, cosB, — mgl ,dgw? send,
11.Célculo das forcas ativas generalizadas:

F = VoA Fo +Qf MA +V,e FC +QF MB
F, =VoA Fe + QM MA +V7e FC + QB MB
= -mggdg sen(6, +6,)
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12.Escrever as equacdes do movimento:
F+F =0
F,+F, =0

Substituindo as for¢cas generalizadas na equacd® adma, oltemos o0 seguinte sistema de
equacOes diferenciais de primeira ordem

My MpOow, 0 6G,C

Mo MW, 16,0

onde

_ 2 2
My =14 +mudy +mgly
My, =M, =mgl,dg cosB,

_ 2
My, =1g +mgdg

G, = —mgl,dgw; sen6, —mggdg sen(8, +6,)

Estas equagdes <0 dferentes das equagdes de Lagrange, pds as velocidades
generali zadas escolhidas ndo sdo as derivadas das coordenadas generali zadas. Para obtermos
as equacdes de Lagrange, basta observarmos a seguinte relacao

DN]_D Ij- O[ﬂ:ﬂlm 1

L®,C
W H e R

Substituindo esta relacé nas equagdes de Maggi-Kane obtidas adma e pré-multi plicando as
equacdes por'Z obtemos as equacdes de Lagrange.

6.5. Exemplo de formulacdo das equagOes de Maggi-Kane - Pido pesado com ponto fixo

Nesta se¢c®, apresentamos formulagdes das equagdes do movimento, através do método
de Maggi-Kane, para o pido pesado com porto fixo, descrito na Figura 3.2.. Obtemos duas
formulagdes distintas, uma utilizando ¢ angulos de Euler para parametrizar as rotagies, e,
outra, utilizando o vetor rotagéo.
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O pido pesado tem as seguintes caraderisticas: massam, momentos principais de inércia
I1, 12, e 13 em relac® ao centro de mass, e | é adistancia do centro de massa do péo até o
ponto fixo na origem do referencial inercial.

F 3

Figura 3.2 - llustrac® do pdo pesado com porto fixo (Angulos de Euler - 1,8, e Vetor
rotacad¥)

Paraformular as equagdes do movimento do pdo pesado uilizando ométodo ce Maggi-
Kane, vamos seguir o roteiro apresentado anteriormente.

la.Coordenadas generalizadas:
Componentes do vetor rotacd, (W, W3) com respeito ao referencial inercial.
1b.Velocidades generalizadas:

Comporentes do \etor de velocidade agular w=T"W (w1, Wy, Ws) com respeito ao
referencial inercial.

2.Velocidade angular:
Q=w;ni+wny+WwWsn3
3.Velocidade do centro de massa:

Ve=Wo lni—wilno
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4 .Velocidades parciais e velocidades angulares parciais:

5.Aceleracéo do centro de massa:
ac = (Wp +wyw3)l.ng = (Wy —wows)l.n, = (wp? +wy?)lng
6.Aceleracdo angular:
Q =W,.n; +W,.Nn, +W,.n,
7a.Forcas inerciais:
F=-ma, =-mlL[(W, +W,w3)l.n; — (W, —w,w3)l.n, —(W,? +w,?)l.n,]
7b.Momentos inerciais:

M =[=lW, + (1, = I3)wows].ng +
+[=1Wy + (13— 1)waws].n, +

H[=laWg + (1 —15)waW,].ng

8a.Forcas ativas:

1-cos sin O
F.= _mg-%iz(p)wlws __(pwz ong +
() () O
—_ 1 |:|
+E(Dl Cz(?s_(p) qJ2W3+—Sm(pwlmnz"'
0o ¢ () 0
- O 0O
+E([-,71 CS 5) W2 + cos@n, [
o ¢ U O

9.Forcas inerciais generalizadas:
F*=Q,.M+V,.F
R = =Wy + (1, = L)Wowg = mi? (W —w,ws)

Fp* = =l oWy + (15 = 1)WWa —mIZ (W, +Wyw,)
F* = =lgWy + (I, = 1,)w,w,
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10.Forcas ativas generalizadas:

F=V,.F,
F = {1- cos®) W, + sm(pquD
U
E, | [{1- cos®) WY, sn(pLIJ2 =
F,=0
11.Equacbes do movimento:
F+F*=0

. C
A0, + M2, = (1, ~ 1+ mi2w,w, + mgl. S0P gy SNy

C
0 L
0
0 B .
E(I2+ml Wiy = (15 1, ~ mi2)wyw, — mgl. - 059 gy, - SNy, =
0
0
0 IgWg = (1, = 1)w,w,
0
E w=T"y
ondeT é
_ D~ D~~
II‘PII o | | Ow|

Utilizando omesmo procedimento, podmos escrever as equagdes do movimento para
os angulos de Euler.
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O(1, +ml*)Ww, = (1, =15 +ml?)w,W, + mgl cos send
I, + mI?)W, = (I5 -1, - ml*)w,w, — mgl sen¢ senB

IaWs = (I = 1)wyw,

o o o o o e

W:T[LD ¢ d)]T
ondeT é

senpsen® cosp OC

— _ L
T= %osq)sene send 0[

H cos6 0 1E

7. CONCLUSOES

Neste caitulo foram apresentadas formulagdes das equagdes do movimento através das
equagdes de Lagrange eMaggi-Kane. Ambos os métodos 80 bastante utili zados na literatura,
mas, atualmente, naa-se uma preferéncia pelas equagdes de Maggi-Kane no caso de grandes
estruturas como estruturas espadais. Nao € objetivo deste trabalho esgotar 0 asaunto acecada
melhor escolha de método fara calatipo de problema, mas, em seguida, apresentamos alguns
aspectos positivos e negativos de cada um dos métodos.

As principais vantagens do wso das equagdes de Lagrange para obter as equagdes do
movimento sao:

» Asequagies de Lagrange sdo escdares, 0 e torna sua derivacd® mais smples que
a das equacdes de Newton;

» Apenas deslocamentos e velocidades predsam ser cdculados, evitando ocdculo de
aceleracoes;

» As forcas de reac® que ndo produzem trabalho ro predsam ser incluidas na
formulacd® das equagdes do movimento, como nma formulac@® das equagdes de
Newton;

» Toda aderivac® das equagdes do movimento é redizada apartir do conhedmento
do lagrangeano L;

As principais desvantagens das equacdes de Lagrange sao:
e Para sistemas com numero muito grande de graus de liberdade, escrever o
Lagrangeano é bastante trabalhoso;
* A necessgdade da redizac® de um numero muito grande de derivadas smbdlicas
pode inviabili zar a derivagd® computadonal das equagdes do movimento de dguns
problemas.
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As principais vantagens do wso das equagdes de Maggi-Kane para obter as equagdes do
movimento s&o:

* Se desgado, as forcas de reac® gue ndo prodwem trabalho sdo eliminadas
automaticamente na formulacédo das equacdes do movimento;

* A posshilidade da escolha das velocidades generalizadas fadlita a adlise do
resultado, ja que a velocidades generdlizadas podem representar as velocidades
mensuraveis do sistema;

» A forma fina das equagdes do movimento é namamente, mais smples e mais
conveniente para a integracao do que pela formulacédo de Lagrange;

» A guantidade de derivagdes smbdli cas requeridas pela formulacd® de Maggi-Kane
€ bastante inferior a formulacéo de Lagrange.

As principais desvantagens das equacdes de Maggi-Kane séo:
* A derivacd® simbdlica das equagdes de Maggi-Kane émais dificil de implementar
gue a das equacdes de Lagrange.
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Vibracoes de Sistemas Continuos

1. INTRODUCAO

Até o momento, toda adiscussio aceca da representac@® e modelagem de sistemas de
multi corpas foi baseada no fato de que todas os corpos do sistema eam rigidos. Na dinamica
de orposrigidos, € suposto que adistancia entre dois portos arbitrarios do corpo permanece
constante sob quaisquer cond¢des. Desta maneira, o0 comportamento dindmico do corpo é
completamente definido pelo movimento de translacd de um porto do corpo amplado com
uma rotacdo em torno de um eixo variavel no tempo.

Recentemente, o desenvavimento tenoldgico causou a necessdade de se projetar
sistemas mecanicos de dta velocidade, leves, com alta predsdo e baixo consumo de energia.
Porém, para projetar sistemas com esss requerimentos, namamente, a hipdtese de wrpos
rigidos ndo fornece resultados stisfatérios. Por is®, em muitas aplicag@es industriais e
tecnadgicas, os $stemas mecani cos considerados devem ser modelados como um conjunto de
corpas rigidos e arpos elasticos que podem deformar, tais como barras, vigas, placa e
cascas. Muitos destes elementos estruturais 80 constantemente utilizados em  muitas
aplicages industriais e teaogicas, tais como manipuladores rob&icos de dta velocidade,
sistemas veiculares, avifes e estruturas espadais. O projeto e a adlise de tais sstemas, que
podem ser modelados como sistemas de multicorpos compostos por corpos rigidos e
deformavels interconedados, podem ser bastante melhorados com o auxilio da smulacé® da
din&mica.

O movimento de um corpo rigido pock ser descrito pa seis coordenadas, fornecendo
seis equagdes diferenciais ordinérias de segunda ordem independentes. No entanto, um corpo
deformavel sO poce ser completamente descrito uilizando um ndmero infinito de
coordenadas. Isto faz com que arepresentacd® de sua dindmicasegja feita por um conjunto de
equagdes diferenciais parciais dependentes do tempo e, também, da posicéo. Neste caitulo,
apresentaremos métodos aproximados para discretizacd® das corpos deforméveis, once séo
necessarios apenas um numero finito de parametros.

A dificuldade em obter solucdes fechadas para os problemas de sistemas de parametros
distribuidos € causada, principalmente, pela necessdade de se resolver sistemas de equagdes
diferenciais parciais. Esta dificuldade pode ser contornada diminando a dependéncia da
posicéo dos problemas através da discretizac@® no espag. Existem duas grandes classes de
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procedimentos de discretizacé, uma baseada ha expressio da solugéo como uma combinagé
linea de determinadas funcbes e, oura @nsistindo em simplesmente @ncentrar as
propriedades do sistema. Esta forma de discretizac@® simplesmente transforma um conjunto
de equacdes diferenciais parciais em equac0des diferenciais ordinarias.

Existem duas classes de esquemas de discretizac® baseados em expansdo de séries,
métodas do tipo Rayleigh-Ritz, como o métodoclassco de Rayleigh-Ritz, o méodo ce modos
supcstos e 0 método e dementos finitos; e métodas de residuas ponderados como o método
de Galerkin. Neste trabalho serdo tratados apenas os métodos de Rayleigh-Ritz e de modcs
supostos.

2.METODO DE RAYLEIGH

O método e Rayleigh € baseado em um principio enurciado pa Lord Rayleigh em seu
trabalho “The Theory of Sound (Rayleigh 1877. O principio de Rayleigh pock ser escrito da
seguinte forma: A frequéncia de vibracdo de um sistema conservativo € estacion&ia quando o
sistema oscila em um modo natural de vibracao

Para alicamos este principio para o0 problema de vibragdes, € @nweniente

determinarmos a frequéncia en termos das energias potencial e dnética do sistema.
Consideremos o principio da conservacao de energia

T(t) + V(t) = E = constante (4.2.1)

Quando ascilando em um modo retural de vibrac®, os deslocamentos de um sistema
variam harmonicamente com frequénoja.e.

w(t,Xx) = c(x)senwt (4.2.2)
As velocidades associadas séo igualmente periddicas
W(t,Xx) = c(X)wcoswt (4.2.3)

As energias potencial e cinética sdo do tipo

|
T= %J’pAv‘vzdx = T, COS? Gt
0
o 2 (4.2.4)
= EJ'OEIW” dx =V, sen” ot
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De maneira que, T e V também sao harmdnicas com frequéncia 2

2
T(t) = 0T, COS° Wt = @ -IZ-max (1+ cos2wt)

y (4.2.5)
V(1) =V, SEn° ot = %(1— cos2wt)

onde mnsideramos que, noinstante inicial, o sistema passa por sua posicéo de euilibrio. Para
gue & Egs. (4.2.]) e (4.2.5 sgam satisfeitas para qualquer instante de tempo t, a seguinte
relacdo deve existir

(V)
<

e
I

max (4.2.6)

max

—

Como V max € Tmax dependem do modo retural de vibrac®, a Ultima equacd estabelece
uma relac@® entre afrequéncia natural e o modo retural de vibrac&® corresponcente. O
método ke Rayleigh estima & frequéncias naturais usando fungdes que groximam os modos
naturais. Na prética, este método € glicado apenas a0 primeiro modo fra o qual pode-se
fazer aproximagdes fadlmente. Apesar de que, para estruturas complexas, fazer aproximagdes
satisfatérias pode ser dificil até mesmo para o primeiro modo.

Para demonstrar este método, \amos aplicar as equagdes obtidas adma para o caso da
vibracéo tranversal de uma viga engastada (Figura 4.1).

Figura 4.1 - Deflexdo de uma viga engastada.

Consideremos a deformac@® da viga no dano haizontal, de modo que, a ewergia
potencial gravitadona possa ser eliminada. Desta maneira, a energia potencial V da viga é
igual a energiade deformacd U. As expressdes das energias cinética ede deformacé daviga
séo
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|
T= %J’pAv‘vzdx
. 0 (4.2.7)
= —J' Elw' °dx
2Jo

onde p é adensidade volumétrica A é a deada secd transversal, El é arigidez de flex&o, | €
o comprimento, w € adeflexdo e x € mordenada que indica aposicdo da se¢cd®. Como a
deflexdo w(x), em cada sec@® x daviga, € harmbnicano tempo com frequéncia angular igual a
w, podemos escrever

|
T = 1J’pAw,%(x)dx
2Jo
(4.2.8)

|
U = 1J’ Elw!, ?(x)dx
2Jo

ondewn(x) é a maxima amplitude de vibrac&o da sec¢éo x da viga.
Utilizando a Eq. (4.2.6) obtemos

l Elw!, 2dx
w? =4 (4.2.9)

|
J’pAWrzndx
0

Supondo ge aviga vibra no r-ésimo modo retural, a amplitude wy(x) se torna o r-
ésimo modo de vibracab,(x) e, portanto, a Eq. (4.2.9) fornece a frequéncia neste modo.

|
[ Eld! "2 (x)dx
w? =420 (4.2.10)

|
J’pA(Df(x)dx
0

A expressao no lado direito desta equacéo é chamaypedente de Rayleigh

Nem sempre épasdvel determinar exatamente os modacs naturais, paém, namalmente,
podemos estimar 0 primeiro modo. Desta forma, podemos utili zar o quaiente de Rayleigh
para determinar o valor aproximado da frequéncia sssciada a primeiro modo. Como
exemplo, consideremos 0 caso da viga engastada. Vamos escolher a seguinte funcé para
aproximar o primeiro modo
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®, = b~ COS%Q (4.2.11)

onde b é uma constante. Substituindo (4.2.11) em (4.2.10) obtemos

J' El Eli cosmgdx

J' pA@ cosgdx

(4.2.12)

onde @, € afrequéncia groximada. Supondo ge aviga éfeita de um material homogéneo e
resolvendo as integrais, obtemos

__— _ 36667 |E
©L= O =T oa

(4.2.13)

A frequéncia associada ao primeiro modo de vibracdo de uma viga engastada é

_ 35156 [E
LT A

(4.2.14)

Ou sga, 0 erro da groximacd® usando o método e Rayleigh é menor que 5%. Mas, é
importante enfatizar que o uso do quaiente de Rayleigh para estimar a frequéncia de vibracé
sempre da origem a uma frequéncia aproximada maior que a real.

E importante notarmos que o modo aproximado satisfaz todas as cond ¢des de @mntorno
geométricas, mas 9 satisfaz uma das condc¢des de @ntorno returais na extremidade livre
(®"'(1,t) =0). No método ¢k Rayleigh, as funcBes sipostas tém que satisfazer apenas as
condicBes de contorno geométricas.

3.METODO DE RAYLEIGH-RITZ

Este método, desenvavido pao Ritz (Ritz 1911, é uma etensdo do método
Rayleigh. Ele ébaseado ra cmombinac® linea de um ceto nimero de fungbes para fornece
uma melhor aproximac@® dos modacs naturais de vibracé, dferente do método e Rayleigh
gue s6 uili za uma funcéo. Se a funcbes forem bem escolhidas, este método réo s6 fornece
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melhores aproximagdes para 0 primeiro modo, mas também permite etimar as outras
frequéncias e modos naturais.

No méodo & Rayleigh-Ritz, a deformacd® de um sistema @ntinuo é groximado
usando uma ambinac® linea de funcdes que devem satisfazer as condcbes de @ntorno
geomeétricas do problema. Se N fungdes &;(x), &2(X),..., En(X) sd0 escolhidas, a deflexdo w(x)
pode ser representada por

W(X) = C1&;(X) + Co&,(X)+...+C & (X)

N 4.3.1
= Zcizi(x) ( )
1=1

As fungdes &1(x), &2(X),..., En(X), que podem ser autofungdes ou fungdes palinomiais,
sdo0 consideradas conheddas. Os coeficientes C;,C,,....Cn, chamados de coeficientes de Ritz,
devem ser determinados de maneira que a superposicdo de fungbes forneca amelhor
aproximacé@® pasdvel dos modos naturais de vibragd®. O método e Ritz é baseado nofato de
gue amelhor aproximaca € ohtida gustando-se os coeficientes de tal modo qe afrequéncia
sga estadonaria nos modacs naturais, de aordo com o principio de Rayleigh. Portanto, cs
coeficientes de Ritz sdo gjustados minimizando o quaciente de Rayleigh com respeito a cala
um destes coeficientes.

Como exemplo, vamos aplicar este método @ra o problema da vibragd® de uma viga

engastada gresentado ra sec@® anterior. Substituindo a expressio (4.3.1) na Eq. (4.2.8
obtemos

1 N N
Toax = Z Z m,C,C, (4.3.2)
U =1iik.cc (4.3.3)
max 2 L L q] | r

onde my; e k;; s8o coeficientes de massa erigidez que dependem das funcdes de forma. Para o
caso da viga engastada em questao, os coeficientes de massa e rigidez sdo

|
my = J’ PAE, (X)E; (x)dx
; (4.3.4)
ki = J’O EIE;(X)€; (x)dx
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Podemos reescrever as Eqgs. (4.3.2) e (4.3.3) na forma matricial

T e Z%CTMC (4.3.5)
17
U ZEC KC (4.3.6)

onde M e K sdo as matrizes de massa e de rigidez, respedivamente, e C € o vetor dos
coeficientes de Ritz definido por

c=[c, ¢, - ¢ (4.3.7)
Substituindo as Eq. (4.3.5) e (4.3.6) no quociente de Rayleigh da Eq. (4.2.6) obtemos

o = Ymac _ C'KC
T.x C'MC

(4.3.8)

Para minimizar os quacientes de Rayleigh com respeito aos coeficientes de Ritz, vamos
escrever

oT

0’ _Tma a0 ~Umaoe
3C = 5 =0 (4.3.9)
(Tnex)
ou seja,
T OU ey -U I =0 (4.3.10)

T oC T aC
Se dividirmos a ultima equagéo pakafe usarmos a Eq. (4.2.6) obtemos

OV e _ 2 OTmac _ (4.3.11)
aC aC
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Utilizando as Egs. (4.3.5) e (4.3.6) observamos que

Winax _ o7y %:CTM (4.3.12)

aC

e, consequentemente, a Eg. (4.3.11) pode ser reescrita como
[K - oon]C =0 (4.3.13)

Esta equacd representa um sistema de N equagdes algébricas. Para que este sistema tenha
uma solugéo nédo-trivial, o determinante da matriz de coeficientes deve ser nulo. Portanto,

K -w’™™|=0 (4.3.14)

As N raizes desta euagdes 0 0 quadrado dbs freguéncias naturais do sistema
w2, w3,...,w5. Asociado a cala frequéncia natural x, existe pelo menos um vetor de

coeficientes de Rit€, que pode ser determinado resolvendo o sistema
[K-wimlc, =0 (4.3.15)

O modo natural associado a frequénagi@ode ser obtido a partir da Eq. (4.3.1)

Wr (X) = Crlzl(x) + CrZEZ(X)+-"+CrNE N (X)

N (4.3.16)
:ZCriEi(X) (r :l,,N)

Uma vez que & frequéncias e modaos naturais de vibragd® foram determinadcs, o
sistema @ntinuo poe ser representado pa um sistema discreto de N graus de liberdade
equivalente. Neste cao0, a vibrag® do sistema pode ser determinada usando-se separacé® de
variaveis
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N

wW(x,t) = Z w, (X)q, (t) (4.3.17)

onde q(t) sdo coeficientes dependentes do tempo apenas.
Pode ser mostrado qLe se & fungdes supostas forem exatamente iguais as autofuncoes, o
método de Rayleigh-Ritz fornece as frequéncias e modos naturais de vibracdo exatos.

4. METODO DE MODOS SUPOSTOS

O método ce modos supcstos € baseadlo nométodo e Rayleigh-Ritz, apresentado ra
secd anterior. Neste método, omodo & deformacé de um sistema cntinuo é groximado
usando un conjunto de modas supacstos de deformacé. Este procedimento pock ser utili zado,
por exemplo, para a caaderizacd® da deformacd® de estruturas complexas e/ou com
cond¢des de cntorno complexas. Para tais gstemas, é dificil determinar, exatamente, as
autofungdes. Porém, se aforma de deformacé de tais estruturas é paredda com a forma de
deformacé@® de dgum sistema simples, ou com uma superposicéo delas; as autofuncdes dos
sistemas gmples podem ser consideradas como a funcd de forma do sistema complexo.
Outramaneira éutili zar testes experimentais para determinar o modo ¢k deformaca, medindo
os deslocamentos em determinados portos. De maneira que, 0 modo e deformacd pode ser
definido uili zando funcdes polinomiais cdculadas a partir das medidas experimentais. Isto
pode ser feito excitando osistema @m frequéncias proximas as desgjadas e medindo omodo
de vibracd® peara cala frequéncia de excitacd®. Desta maneira, pode-se determinar
experimentalmente uma groximac@® dos modos de vibrac® desgados e, com €les,
representar o sistema.

Outra maneira de utilizar o méodo ce modos supcstos € quando, até mesmo para
sistemas smples, desgase reduzir o nimero de graus de liberdade. De maneira que,
utili zando este método, po@-se goroximar a vibrac@® de uma viga engastada, pa exemplo,
considerando que a sua deformacd® é uma acmbinacd® dos dez primeiros modcs de
deformacap. E natural pensar que quanto maior o nimero de modas considerados mais predsa
serd a gproximac@®. Porém, uma hipdtese importante, e que sera vastamente utili zada neste
trabalho, é que os primeiros modas de vibracd contribuem mais que os restantes pelo fato de
gue os primeiros modcs, namamente, possuem menor energia de deformac, i.e., € mais
facil o sistema se deformar nos primeiros modos de vibracao.

O método de modos supostos consiste em representar a deformacéo na seguinte mane

N

wW(x,t) = Z w, (X)q, (t) (4.4.1)

ondew,(x) sdo os modos supostos@)gsao coeficientes dependentes apenas do tempo.
Como exemplo, consideremos o problema da vibrac® transversal de um viga bi-
apoiada (Figura 4.2). Vamos representar a vibracd® da viga utilizando apenas sus dois
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primeiros modas de vibrac@®. Os modcs de vibrac@® desta viga podem ser fadlmente
calculados (Timoshenko 1974)

IMmx

W, (X) = senT (r=1,...,00) (4.4.2)
ou seja, os dois primeiros modos sao
w,(X) = senlE W, (X) = senzTT[X (4.4.3)
ty
e Y
Pl - X
E J—
wANSI -W - '@
R R
i |

Figura 4.2 - Primeiro modo de vibragcédo de uma viga bi-apoiada.

As energias cinética e de deformacdo podem ser escritas na seguinte forma geral
.70,
T= Eq Mq (4.4.49)
1T
U :Eq Kq (4.4.5)

ondeq é o vetor dos coeficienteseas matrize® eK sdo tais que seus elementos sédo

My =IIDAWr (x)w; (x)dx
; (4.4.6)

k= I Elw," (X)W’ (x)dx
0
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Aplicando as equacfes de Lagrange para este problema, obtemos

d0oTO_oT , ou
dtoa, 0 ag,  oq,

=Q, (r=212) (4.4.7)

donde, utilizando as Eqgs. (4.4.4) e (4.4.5) obtemos
MGg+Kqg=Q (4.4.8)
Calculando as matrizéd eK de (4.4.6)

S
M = J’O PA E{Vz @wl W, |dx

_pAlIl 0O

_TB) 1H
K= J' El H\jw{ wj]dx

:Eln“[l 0Q

21 B 164

O vetor de forcament@ é igual a
Wy [
Q= J’ F(x,t) lﬂj

Portanto, a equacd® domovimento dosistema ejuivalente de dois graus de li berdade pode ser
escrita como

pAI Oo®,0 EIm* i om0 QL

2 B 1H6.H 27 B 16,0 R.F

podemos verificar que as frequéncias natungaiswy, Sao
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A solucdo da equacdo homogénea deste sistema pode ser escrita como

;0 OA;cos(wt + @) C

Hb H_ Hl‘z cos(w,t + (Pz)E

onde A;,AL,@ e @ sdo constantes determinadas pelas condgdes iniciais do poblema, de
maneira que, podemos escrever a deflexdo da viga como

w(x,t) = A, cos(w,t + (pl)senlE + A, cos(w,t + (pz)senZTT[X +W, (X, t)

ondewy(x,t) € uma solugédo particular que depende do for¢cani@nto
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Algoritmos de Integracao

1. INTRODUCAO

Neste caitulo, apresentaremos uma introdugéo aos problemas envolvidos na integracé
numeérica das equagdes do movimento de sistemas de multicorpos. Ndo é objetivo deste
capitulo descrever em detalhes cada dgoritmo de integracé, e Sm apresentar uma visao geral
dos algoritmos existentes e como eles se aplicam a dinamica de multicorpos.

Problemas de valor inicial provenientes da descricéo da dindmicade sistemas de multi-
corpos $80, namalmente, problemas de dificil andlise numérica Isto se deve a fato de que &
equagdes do movimento e amaneira que sdo simuladas dependem tanto da formulacd® do
problema como doformalismo aplicado (Schiehlen 1990. As equagdes do movimento podem
ser equagdes diferenciais ordinérias (EDO) explicitas ou lineamente implicitas ou equagdbes
algébrico-diferenciais (EAD). Podemos classificar os diferentes casos da seguinte forma:
* A formaminimaou formareduzida (5.1.1) ocorre quando r&o existem vinculos ou quando

todos os vinculos foram eliminados na formulac®, de forma que épaossvel a escolha de
um ndmero n minimo de @ordenadas, i.e., 0 nUmero de ejuagdes € igual a0 numero de
graus de liberdade. Este € o maximo grau de reducao possivel.

M(t,q)g =f(t,q,9) (5.1.1)

» A formadescritiva (5.1.2 e (5.1.3 ocorre quando osistema pasaui vinculos e dguns deles
sd0 modelados por m equagdes algébricas do tipo (5.1.3 , i.e, ndo sdo eliminados na
formulac®. Esta forma € onveniente quando se desgja aoplar diversas subestruturas de
uma bibli otecade modelos para formar o sistema em estudo, ou,ainda, redizar os cdculos
de cala subestrutura en paradelo e deixar que & equagdes de vinculo redizem o
acplamento. Esta Ultima vem tendo grande avanco desde o advento da mputacé®
paralela. Nestes casos, os modelos tém um médio grau de reducao.
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M(t,q)d - @4 (t,a)A =f(t,q,G) (5.1.2)
®(t,q)=0 (5.1.3)

once @, € o Jambiano da ejuacd de vinculo hdénama (5.1.3 e A é o vetor dos

multi plicadores de Lagrange. A combinac® das Egs. (5.1.2 e (5.1.3 constituem um sistema

de n + m equac0bes algébrico-diferenciais de indice 3 (Andrzejewski et al 1993).

* Nenhum grau de reducéo é obtido ra forma totalmente descritiva, once todos os vinculos
s80 modelados através de ejuagdes algébricas. Este cao € interessante porque cala @rpo
pode ser tratado separadamente.

A principal vantagem de obter as equagdes do movimento de sistemas de multi corpos na
forma minima € que quaisquer métodos de integrac® de equagdes diferenciais ordinérias,
bastante conheddos e testados, pocem ser utilizados. Enquanto que, os agoritmos de
integracd® de equagdes agébrico-diferenciais existentes, em geral, so tratam de EADs de
indice 1. Como as equagdes da dindmica de sistemas de multi corpas com vinculos explicitos
sd0 namalmente escritas naforma (5.1.2 e (5.1.3 que representam uma EAD de indice 3, é
predso encontrar uma maneira de cntornar este problema. Em seguida, apresentamos
algumas metodologias encontradas na literatura que expdem uma solucao para este problem

1. Eliminacéo dos vinculos - A primeira solugdo pcsdvel consiste an eliminar os
vinculos na formulac® das equagdes do movimento. Uma das maneiras de fazer is9,
apresentada no capitulo 3 deste trabaho, € utilizar a formulac® de Kane com vinculos
implicitos. Outra maneira, é utilizar uma formulacé® lagrangeana modificada (Bayo et d
1988, onck os vinculos 80 incorporados as equagdes do movimento através da inclusdo de
trés termos na expressio do gincipio de Hamilton. Estes termos representam um potencial,
uma energia dnética eum termo de disspac ficticios associados aos vinculos. Ambos 0s
métodos dao origem a n equacdes diferenciais ordinarias.

Em aguns casos, ndo é interessante trabalhar com a forma minima, ja que & equagdes
resultantes, narmalmente, sGo muito complexas e dtamente ndo-lineares (Andrzejewski e von
Schwerin 1995. Além de que, a forma descritiva permite uma modelagem mais intuitiva eo
calculo direto das forcas de vinculo.

2. Utili zacdo de métodos de EDO para resolver EADs - Uma outra possvel solugéo é
obter a forma descritiva na formulac@® (EADs), mas utili zar métodaos de integrac@® de EDOs
convencionais para resolver as EADs (Gea e Petzold 1984, Knorrenschild 1993. Eles =
baseiam no fato de que dgumas EADs podem ser resolvidas utili zando métodos utili zados
para integracd de sistemas rigidos (stiff) de EDOs. No entanto, alguns sstemas de EADs ©
podem ser resolvidos desta maneira gp6s muitas modificag@es no algoritmo, e dguns outros,
simplesmente, ndo podem (Petzold 1982).

3. Reducédo de indice de EADSs - Pode-se também resolver o sistemas de EADs direta-
mente. Porém, devido ao fato de que dgoritmos pararesolucéo de sistemas de EADs de indice
3 ainda ndo sdo conheddos, se faz necessrio reduzir o indice das EADs. Alguns agoritmos
estéo sendo desenvalvidos baseados na reducd de indice (Andrzejewski e von Schwerin
1995).

Neste trabalho, s6 seréo resolvidos problemas escritos na forma minima (5.1.1) , i.e,
caaderizados por equagdes diferenciais ordinarias. Além dis, os integradores a serem
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estudados s80 algoritmos desenvalvidos para asolucéo de equagdes diferenciais ordinarias de
primeira ordem, patanto, uma manipulac@ agébricapara reducéo da ordem das EDOs ainda
€ necessria quando se obtem as equagdes do movimento na forma da Eqg. (5.1.7) ou dbs Egs.
(5.1.2 e (5.1.3 Convwem relembrar que na formulac® de Maggi-Kane, apresentada
anteriormente neste trabalho, as equagdes do movimento sdo oltidas diretamente na forma de
EDOs ou EADs de primeira ordem.

Serdo apresentados, neste caitulo, métodos explicitos para sistemas ndo-rigidos (non
stiff) na forma

y =F(t,y) (5.1.4)

e métodacs implicitos para sistemas rigidos (stiff) de EDOs. Sendo qgue os agoritmos para
problemas rigidos admitem a forma mais geral’

M(t)y =f(t,y) (5.1.5)

onde a matriM (t) € ndo-singular e, normalmente, esparsa.

Um dos objetivos do trabalho € gresentar um algoritmo de simulacé de sistemas de
multi corpos utilizando ocodigo MATLAB, um ambiente largamente usado para computacé
cientifica Por essa razdo, todos os agoritmos de integracd® uilizados 0 baseados no
MATLAB (The MathWorks, Inc. 1999 e, muitos deles, encontrados no “The MATLAB
OdeSuite” (Shampine e Reichelt 1995. Este pamte cntém diversos integradores para
sistemas rigidos ou réo e, também, incorpora uma funcédo que ailita a utilizac® dos
integradores contidos no SIMULINK. Aumentando lestante a cpaddade do MATLAB de
resolver equacdes diferenciais ordinarias.

2. METODOS EXPLICITOS

Nesta sec@ sera goresentada uma breve exposicéo das métodas explicitos de integracé
para sistemas ndo-rigidos (nonstiff) utili zados neste trabalho. Dos quatro algoritmos baseados
em métodas explicitos utili zadaos, trés fazem parte do“ The MATLAB OdeSuite” (Shampine e
Reichelt 1995), sdo eles:

0 ODE45
0 ODE23
0 ODE113
e o outro faz parte dos integradores do SIMULINK (The Mathworks, Inc. 1994):
O ADAMS
Os quatro métodos s6 admitem equacdes na forma da Eq. (5.1.4) .

Algoritmo ODEA45 - Este dgoritmo, contido no OdeSuite, é baseado res formulas
explicitas de Runge-Kutta. Ele substitui o agoritmo de mesmo nane que a®mpanha o
MATLAB, pas aformula desenvalvida por Dormand e Prince utili zada na nova versdo, tem
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demonstrado ser bastante mais eficiente que a férmula de Fehlberg utilizada na verséo
anterior. Além dis, s graficos obtidos usando o algoritmo ariginal, algumas vezes, ndo
apresentam a resolucdo adequada, ja que, em um intervalo de tempo mudancas substanciais
podem ocorrer nas variaveis. Para cntornar este problema, o novoalgoritmo de integracé
também posaui, internamente, um algoritmo bastante diciente de interpolacd® que cdcula
guatro valores entre cala intervalo de tempo. Isto, apesar de demandar um certo tempo dce
CPU, propaciona gréficos bem mais siaves. Convém mencionar que esta funcé pode ser
desabilit ada quando desnecessario.Na Figura 5.1, apresentamos um exemplo da importancia
do algoritmo de interpolacd, através da simulac¢d® do poblema rigid, contido no OdeSuite,
gue representa & equagdes de Euler de um corpo rigido sem forca eterna. As curvas
continuas resultam da saida padréo do ODE45, s valores discretos s0 os resultados ao final
de cala intervalo de tempo e & curvas tracgadas resultam da ligac&® dos portos discretos.
Através deste exemplo percebe-se daramente aimportancia dos portos adicionais cdculados
pelainterpolac@® para arepresentacd® adequada da solugéo. Apesar de, em alguns casos, 0s
outros métodas para problemas néo-rigidos apresentarem melhor desempenho, o ODE45 €,
normalmente, o método de escolha.

105
0.8
0.6
0.4
02l
X O
-0.2f
-0.4f
-0.6f
-0.8f

o 2 4 "6 8 10 12
tempo
Figura 5.1 - Solugéd do poblema rigid utilizando oalgoritmo ODE45. As linhas continuas
representam a saida padréo do ODE45. Os valores discretos s os resultados ao final de cala
intervalo de tempo. As linhas tracgadas representam o que aontece quando se desabilita a
interpolacao.

Algoritmo ODE23 - Este dgoritmo, contido no OdeSuite, também ¢é baseado res
formulas explicitas de Runge-Kutta. Ele substitui o algoritmo de mesmo nane que
ammpanha 0 MATLAB. Esta nova versdo € baseada na formula desenvolvida por Bogadki-
Shampine. Esta formula éde dta qualidade ebastante mais eficiente que aférmula utili zada
na versdo anterior. Para toleréncias padréo, o ODE23 apresenta asto maior, paém €
preferivel para tolerancias grosseiras.
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Algoritmo ODE113 - O agoritmo ODE113 € descendente da formula de ordem
variavel de Adams-Bashforth-Moulton. Os métodos de Adams s0 baseados em polindmios
de interpoacé® que sdo uili zados para obter o resultado em portos espedficos. Esta formula
foi desenvalvida para obter, da maneira mais eficiente posdvel, solugdes de dta predséo para
problemas once o cdculo de F(t,y) apresenta aisto elevado. Desta maneira, as formulas para
cdculo de F sdo de ordem elevada e consequentemente, de wsto elevado. Portanto, pod se
esperar que o algoritmo ODE113 sgja 0 mais eficiente en termos do cdculo de F, mas ndo o
mais rapido. Porém, no caso de um problema onde o cdculo de F € de austo elevado €/ou
guando o calculo de deve ser realizado com alta precisdo, o ODE113 € o mais rapido.

Algoritmo ADAMS - Este dgoritmo € o0 unco dentre os utili zados neste trabalho para
sistemas ndo-rigidos que ndo estd contido no OdeSuite. Ele ébaseado no método peditor-
corretor de Adams e éparte integrante do SIMULINK. Uma fun¢éo fornedda pelo OdeSuite
permite autilizac3 deste dgoritmo no ambiente do MATLAB e fora do SIMULINK. E um
algoritmo bastante rapido e predso, paém, pelo fato de ndo posalir interpolagé interna seus
resultados ndo sdo apropriados para se obter uma representacd gréfica satisfatéria. Ele é
espedamente goropriado para sistemas ndo-lineares desde que ndo apresentem singul aridades
ou variacdes bruscas.

3.METODOS IMPLICITOS

Nesta sec®, seguindo a mesma metoddogia da sec@® anterior, serd gresentada uma
breve expaosicdb dos métodas implicitos de integrac@® pera sistemas rigidos (stiff) utili zados
neste trabalho. Um sistema rigido € um sistema an que dgumas das equagdes possuem
dindmica rapida e, outras, dinamica lenta.
S80 trés os algoritmos baseados em métodaos implicitos utili zados, dos quais dois fazem
parte do “The MATLAB OdeSuite” (Shampine e Reichelt 1995), sdo eles:
0 ODE15s
0 ODE23s

e o outro faz parte dos integradores do SIMULINK (The Mathworks, Inc. 1994):
0 GEAR

Os dois métodos do OdeSuite (ODE15s e ODE23s) permitem que equacé sgja escrita
naformadakEg. (5.1.5 , noentanto, apenas o agoritmo ODE15s admite que amatriz M sgja
variavel no tempo.

Algoritmo ODE15s - Este método é baseado em uma familia de NDFs (Numericd
Differentiation Formulas) desenvalvida por Klopfenstein-Shampine. Os métodas NDF séo
variagdes dos métodos BDF (Badkward Differentiation Formula), indulitavelmente, os mais
utili zados para solucéo sistemas rigidos. A partir da formula NDF de ordem k (NDFk)
definida por Klopfenstein (Shampine eReichelt 1999, a férmula utili zada pelo ODE15s pode
ser escrita como

K k
z%ﬂmynﬂ =V (Ya ~YS0) + > Yn™a (5.3.1)

m=1 m=1
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k

ondey, = ZE
= |
J_

Esta equacé implicita éresolvida por um método e Newton simplificado. O OdeSuite
também posaui um agoritmo eficiente para o cdculo numerico do Jacobiano e F(t,y), fator
gue, diado a diciéncia erapidez em agebralinea do MATLAB, torna o agoritmo ODE15s
muito rapido e predso para problemas rigidos. Este dgoritmo, noentanto, € menas eficiente
para problemas ndo-rigidos que os algoritmos desenvolvidos para problemas ndo-rigidos
apresentados na secao anterior.

Algoritmo ODE23s - Este dgoritmo é baseado ra formula modificada de Rosenbrock
(Shampine eReichelt 1995. Ele ébaseado em um método ce ordem constante, espedamente
eficiente en tolerdncias grosseiras, once méodos de pas Urico tém vantagens hre
métodas com memdria. Porém, em geral, € um algoritmo lento paque aintegracd® avanca
utili zando uma férmula de ordem baixa € partanto, néo faz extrapolagé locd como as outros
métodos.

Algoritmo GEAR - Este dgoritmo € parte integrante do SIMULINK, mas pode ser
utilizado no ambiente do MATLAB e fora do SIMULINK utilizando uma funcd do
OdeSuite. Ele éum agoritmo rapido para sistemas rigidos, mas ndo é diciente para sistemas
ndo-rigidos e para sistemas que possiem singularidades ou variagdes bruscas. Deve ser usado
para sistemas nao-lineares suaves.

4. EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta secé, apresentaremos uma mmparac® dos métodos apresentados, através da
simulac@® do pdo pesado (Figura 5.2), descrito no cgpitulo 3. O motivo da utilizacd® deste
exemplo é basicamente porque adinamicado péo pesado varia bastante quando as cond ¢oes
iniciais 0 ateradas. Como veremos por meio da simulac@®, o pao podce gresentar efeitos
como dinamica rapida e lenta ou singularidade para determinadas condicfes iniciais.

WY=q@n

Figura 5.2 - Representacao do pido pesad@d - &ngulos de Eulek - vetor rotagéo)
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As equagdes do movimento do pdo pesado representadas em termos dos angulos de
Euler formuladas no capitulo 3 poam ser escritas na forma do seguinte sistemas de equagdes
diferenciais ordinarias de primeira ordem

O(, +mlI*)Ww, = (1, =15 +ml?)w,W, + mgl cos send

0
0
E(I2 +ml?)W, = (I5 -1, - ml*)w,w, — mgl sen¢ sen
O (5.4.1)
B laWs = (I~ 1)wyw,
0
g w=Tly 0 ¢f
ondeT é
senpsen® cosp OC
T=tospsend -sen¢ O- (5.4.2)
H cos6 0 1E

Podemos, também, escrever as equagdes do movimento em termos do \etor rotacé. O
gue da origem ao seguinte sistema de equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem

— 1 |:
| FLC0SR) gy 4 SNy,

0
O(1y +mI*)Wey = (1, = 15+ mi*)w,w, +mg C
L

_ ' 0
Iy +mIZ )Wy, = (15 =15, —mi?)w,w, _mQI-MW1w3 _ﬂpwzm (5.4.3)

I W3 = (1, = 1,)w,w,

w=TTy

I o B B

onde o angulo de rotacdm=|W| e a matriZl é
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~10~ Oy
ceeosl -1y  sen|WD ‘P”; (5.4.4)

T(W) =1
¥) O wiF o O ¥ Ow

Em seguida, apresentaremos os resultados das smulagdes redizadas utilizando &
diversos integradores apresentados anteriormente. Em ambas os casos, vamos considerar que
0 pido tem as sguintes caraderisticas 1, =1, = 0,8 ky.m? 13 = 1,4 lgm?>, m=5kgel =1,3m.
Na primeira simulaca, cujos resultados s50 mostrados nas Figuras 5.3e 5.4, 0 péo posali as
seguintes condgoes iniciais: 8= %rad e ¢ =50rad/s. Para estas condg0es iniciais, como
pode ser observado ra Figura 5.3, 0 pdo permanece longe do porio de singularidade dos
angulos de Euler (6=0,11). Neste cao, todes 0os méodos apresentaram resultados

satisfatérios. A Tabela 5.1 apresenta aperformance dos algoritmos de integrac@® para 0 caso
da simulacao das equacdes em termos dos angulos de Euler e do vetor rotacéo.

Tabela 5.1 - Peformance dos algoritmos de integrac@®. Exemplo 1. (Goz%rad e
¢, =50rad/s)

Algoritmo Tempo de CPU (seg] Tempo de CPU (sed
(tol. erro=1e-6) (Angulos de Euler) (Vetor Rotacao)
Mét. Explicitos

ODEA45 160 374
ODE?23 565 1155
ODE113 158 405
ADAMS 121 380
Mét. Implicitos
ODE15s 111 421
ODE23s 2281 5431
GEAR 163 379

Observando a Tabela 5.1, po@mos notar que aintegracé® das equagdes expressas em
termos do \etor rotacd € mais lenta. Isto pock ser explicado, pelo fato de que: 1) as equagdes
do movimento em termos do \etor rotacd sdo mais complexas e 2) as comporentes do vetor
rotacd variam com uma frequéncia muito ata, enquanto que os angulos de Euler ndo. A dta
frequéncia de variac® das comporentes do wetor rotacd® forca um intervalo de tempo
pegueno. O comportamento das comporentes pocde ser observado através do grafico do
moduo do \etor rotacd (angulo de rotacd) na Figura 5.4. Na integracd das equagdes em
termos dos angulos de Euler, afrequéncia de variacé® das componrentes da velocidade angular
€ dta e afrequéncia de variac® das angulos de Euler € baixa. Este fendbmeno ce dinamica
rapida elentafaz com que aintegrac@® dométodoimplicito ODE15s sja mais rapida, como
pode ser observado na Tabela 5.1.
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Figura5.3- Simulac® das equagdes do movimento do péo pesado em termos dos angulos de
Euler. Condi¢des iniciais8g = %rad e, =50rad/s) .

Esta simulacé representa o comportamento do pdo pesado mais comum, e mais fadl
de ser observado ra prética O pido apresenta uma nutac@® periddica, como poce ser
observado nogréfico 6x0 daFigura5.3, ck frequénciamaior que aprecessio de aordo com
a aproximacédo dada por Goldstein (Goldstein 1980) para o pido rapido.
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Figura 5.4 - Simulacd® das equagdes do movimento do pdo pesado em termos do wetor
rotagéo. Condicdes iniciaisf{ = % rad e$, =50rad/s).

Na segunda simulag, cujos resultados 5o mostrados nas Figuras 5.5 e 5.6, conside-
ramos que O p&o tem as <guintes condcdes iniciais: 6, = %rad, ¢, =50rad/s e
Y, =-10rad/s. Para estas cond¢Oes iniciais, a velocidade inicial de precesssio negativa faz

com que 0 pido apresente um comportamento dferente da primeira simulagd®, com uma
amplitude de nutac@® bem maior. A Tabela 5.2 mostra aperformance dos integradores para
estas condicdes iniciais.

Tabela 5.2 - Performance dos agoritmos de integrac@®. Exemplo II. (eoz%rad,
¢, =50rad/s ey, =-10rad/s)

Algoritmo Tempo de CPU (seg] Tempo de CPU (sed
(tol. erro=1e-6) | (Angulos de Euler) (Vetor Rotacao)
Mét. Explicitos

ODEA45 168 275
ODEZ23 695 1071
ODE113 139 301
ADAMS 95 262
Mét. Implicitos
ODE15s 104 290
ODE23s 3026 4812
GEAR 115 262
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Figura5.5- Simulac® das equagdes do movimento do péo pesado em termos dos angulos de
Euler. Condig8es iniciais9( = %rad, ¢, =50rad/s e, =-10rad/s).

Observando a Tabela 5.2, poeé@mos notar que arazdo entre o tempo e CPU da
integrac@ com o vetor rotagd® e @m angulos de Euler diminuiu, i.e., a integrag® com o
vetor rotacd ficou mais rdpida, em relacé aintegracd com os angulos de Euler, que no caso
anterior. Isto pock ser explicado pelo fato de que afrequéncia de oscilac@® das comporentes
do vetor rotagédo dimimui em relagdo ao caso anterior (Figura 5.6).
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Figura 5.6 - Simulacd® das equagdes do movimento do pdo pesado em termos do wetor
rotagdo. Condicdes iniciaif, = 7}/9 rad, ¢, =50rad/s e, = -10rad/s.

Na tercara simulacé, cujos resultados sio0 mostrados nas Figuras 5.7 e 5.8, 0 péo
posali as eguintes condgdes inicias: 60=%rad, $¢,=50rad/ls e Y, =1rad/s. Os
resultados desta smulac® sdo proximos aos da primeira simulagé, entretanto, estas
condcoes iniciais ddo origem a um comportamento particular do déo dficil de ser observado

deveras interessante que serd anadisado a seguir. A Tabela 5.3 mostra a performance dos
integradores.

Tabela 5.3 - Performance dos algoritmos de integragd®. Exemplo III. (eoz%rad,
¢, =50rad/s ey, =1rad/s)

Algoritmo Tempo de CPU (seg] Tempo de CPU (sed
(tol. erro=1e-6) | (Angulos de Euler) (Vetor Rotacao)
Mét. Explicitos

ODEA45 161 398
ODE23 558 1184
ODE113 160 415
ADAMS 121 356
Mét. Implicitos
ODE15s 117 422
ODE23s 2193 5606
GEAR 86 357




Cap.5 - Algoritmos de Integracéo 117

Neste cao, como podemos observar naFigura5.7, oangulo de nutacé 0 € praticamente
constante e consequentemente, a dtura do centro de massa também. Podemos notar, ainda,
gue o angulo de precessio P varia quase lineamente no tempo. Por esta razdo, o péao € dito

estar girando com velocidade uniforme em torno do eixo vertical.
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Figura5.7 - Simulac® das equagdes do movimento do péo pesado em termos dos angulos de
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Euler. Condi¢8es iniciai®, = % rad, ¢, =50rad/s ey, =1rad/s.
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Figura 5.8 - Simulac&® das equagdes do movimento do pdo pesado em termos do \etor
rotacdo. Condicdes iniciaig;,, = ’}/grad, ¢, =50rad/s e, =1rad/s.

Na ultima simulac®, cujos resultados s80 mostrados nas Figuras 5.9 e 5.10,
consideramos que 0 pido passli as eguintes condgdesiniciais: 6, = %rad e ¢, =0,01rad/s.
Neste ca0, 0 pdo se groxima bastante do porio de singularidade inferior dos angulos de
Euler (6=T11). A Tabela 5.4 mostra aperformance dos integradores, once podemos observar
gue o tempo de CPU diminuiu bastante em relaca aos exemplos anteriores. Isto é explicado
pelo fato de que as frequéncias de oscilac@ das componrentes da velocidade angular e do vetor
rotacao diminuiram sensivelmente.

Tabela 5.4 - Performance dos agoritmos de integragd. Exemplo IV. (8, :%rad e
¢, =0,01rad/s)

Algoritmo Tempo de CPU (seg] Tempo de CPU (sed
(tol. erro=1e-6) | (Angulos de Euler) (Vetor Rotacao)
Mét. Explicitos

ODEA45 35 18
ODEZ23 81 54
ODE113 111 78
ADAMS 38 27
Mét. Implicitos
ODE15s 58 23
ODE23s 302 216
GEAR 49 27
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Figura5.9- Simulac® das equagdes do movimento do péo pesado em termos dos angulos de
Euler. Condicdes iniciais, = Vg rad e¢, = 0,01rad/s.

Podemos observar na Tabela 5.4 qle aintegracd com o vetor rotacé foi mais répida
gue com os angulos de Euler. Isto € devido, pincipamente, a daois fatores: 1) as equagdes em
termos dos angulos de Euler se tornam singulares para (0 =T11), j& que, neste cao como
mostrado nocapitulo 2, cet(T) = 0 e 2) a frequéncia de oscilac@® das comporentes do vetor

rotacao (Figura 5.10) diminuiu muito.
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Figura 5.10 - Smulac@® das equagdes do movimento do pdo pesado em termos do wetor
rotagdo. Condicdes iniciai, = %rad e, =0,01rad/s.

Neste ca0, podemos observar na Tabela 5.4 qie o agoritmo ODE45 foi 0 mais répido
para os angulos de Euler e para o vetor rotac@®. O algoritmo ODE15s foi bastante lento em
relacdo ao ODE45 no caso dos angulos de Euler, mas teve quase a mesma performance no
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Figura 5.11- Resolucéo da saida do algoritmo ADAMS com (linha portil hada) e sem (linha
continua) limitacd® de tamanho e pas maximo nasimulacéd® do pdo pesado em termos dos

angulos de Euler. Condiges inicias; = % rad e$, = 0,01rad/s.
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caso do \etor rotacd. Isto se deve a fato de que, os angulos de Euler apresentam variagdes
bruscas (quase descontinuidades) e, consequentemente, os algoritmos tém que detuar
mudancas bruscas no pas de integracd®, de maneira que 0 nimero de pass perdidos
aumenta e sdo prejudicados os métodos cujo custo pa paso € dto, como o ODE113 pa
exemplo. Os métodos ADAMS e GEAR néo apresentaram resultados satisfatorios, par is,
uma limitac&® notamanho e pas maximo teve que ser feita para que aresolucéo da saida
fose acéavel. NaFigura5.11,apresentamos o grafico davariac@® doangulo de nutac@® 6 no
tempo simulado pelo algoritmo ADAMS com e sem limitacdo de tamanho de passo maximo.

5. CONCLUSOES

Uma das principais dificuldades ainda encontradas na simulac@® numérica de sistemas
de multicorpos é a necessdade de escolher entre integrar equagdes diferenciais ordinarias
complexas e ndo-lineaes, as quais podem ser de dificil formulac®, e integrar equagdes
algébrico-diferenciais, para as quais ainda nao existem métodos suficientemente confiaveis.

Neste capitulo, apresentamos o tratamento numérico das equagdes do movimento na
forma de equagdes diferenciais ordinérias, dividindo as equagdes em rigidas (stiff) e néo-
rigidas (nonstiff). Véarios algoritmos de integracé, explicitos e implicitos, foram utili zados e
comparados por meio da smulacd® do p&o pesado com porto fixo. A integracd® das
equagdes foi redizada no ambiente do MATLAB, utlizando @& cinco integradores do
MATLAB OdeSuite (Shampine e Reichlet 1995 e dais integradores do SIMULINK (The
MathWorks, Inc. 19949. Foram redizadas quatro simulagbes do péo pesado com diferentes
condgdes iniciais, atentando pra a questdo da singularidade dos angulos de Euler,
mencionada no cagpitulo 2. Todcs os integradores, com exce¢c® dos dois do SIMULINK,
apresentaram resultados satisfatoriamente predsos e cm a resolucéo adequada. Porém, os
algoritmos ODE23 e ODE23s demonstraram ser muito caros, para este cao. O algoritmo
ODE15s mostrou ser amelhor opcéo para sistemas rigidos. Os algoritmos ADAMS e GEAR
mostraram ser algoritmos rapidos pois s métodos de pas variavel e, podem utili zar pasos
de integrac® arbitrariamente grandes, porém, esta caaderistica prejudica aresolucéd da
saida euma limitacd® dotamanho e paso maximo, como apresentado ra se¢@® anterior, é
necessria O méodo mas regular foi o ODE45, cemonstrando ser pouwco sensivel a
mudancas bruscas nas constantes de tempo. Além dis, foi 0 méodo que gresentou
melhores predséo e resolucéo de saida, 0 que nos permite wncluir que, salvo casos espedais,
0 ODEA45 é o método de escolha.
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Controle Linear de Multicorpos

1. INTRODUCAO
1. 1. Controle de sistemas no espaco de estados

Nateoria de mntrole dassca a andise eo projeto de mntroladores so redizados no
dominio de Laplace utilizando funces de transferéncia assm como graficos de lugar das
raizes e diagramas de Bode. Porém, a teoria dassca € geramente, aplicavel somente a
sistemas lineaes invariantes no tempo tendo uma Unica entrada euma Unica saida, ndo sendo
portanto aplicavel para sistemas variantes no tempo, réo-lineaes e de mdltiplas entradas e
multiplas saidas. Portanto, as témicas convencionais da teoria de ntrole dassco ndo se
aplicam ao projeto de controle 6timo e adaptativos.

A teoriade controle pelo método e espag de estados, par outro lado, permite o projeto
através da impaosicéo de pdos de maha fechada ou o pojeto de cntrole étimo através da
imposicéo de indices de desempenho desgjados. Do porto de vista computadonal, o projeto
de ontrole pelo método e espag de estados posali grandes vantagens por redizar todcs 0s
cdculos através da dgebra matricial e por ser redizado no daninio dotempo. Além dis, a
ligac@ entre amodelagem de sistemas dinamicos de multi corpaos redizada anteriormente eo
projeto de mntrole pelo método & espag de estados € automatica, pas a forma fina das
equagdes encontradas na modelagem depais de lineaizadas é aforma requerida para o projeto
do controle.

Nesta sec® abordaremos a metoddogia para representar sistemas dindmicos de
multi corpos no espag de estados, a andli se de estabili dade de sistemas dinamicos, a definicéo
de propriedades do sistema importantes para o projeto do controle cmo controlabili dade e
observabili dade. Nas ®g@es subsequentes, apresentaremos 0 projeto de cntrole dravés da
imposicao de polos com e sem observadores de estado e o projeto de controle 6timo.

1. 2. Linearizacdo das equac¢des do movimento

Os gstemas dindmicos de multicorpos cujo controle é tratado reste trabalho séo,
geramente, sistemas ndo-lineaes. Portanto, pararedizar o projeto docontrole linea devemos
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lineaizar estes gstemas em torno de um porto de operacé. No controle de estruturas, isto €
perfeitamente acéavel, ja que & caraderisticas de ndo-lineaidade geométrica devidas a
grandes deslocamentos e/ou grandes deformagdes S0 pequenas. Isto pague estas,
normalmente, sdo as caraderisticas do sistema que devem ser minimizadas pelo controle.
Mesmo se tratando ¢k estruturas que devem apresentar grandes deslocamentos, namamente
0 sistema pode ser lineaizado em torno de cala ponto da trgjetéria de operacd® da estrutura.
Ambos o0s casos serdo apresentados nesta secao.

Para introduwzirmos a lineaizacd® de um sistema devemos primeiro definir o que séo
pontos de equilibrio. Um pont@ 8 um ponto de equilibrio de um sistema

dx _
o =f(x) (6.1.1)

sef(x,) =0, isto &, o campo de vetores f(x) se anula no pajto x
Consideremos, agora, a expansdo em série de Taylor da funcdo néo-linear f(x)

fu):Au—x@+$Q00,mMeA:g£ R, =0O(x?) (6.1.2)

Xo
onde o operador linear A esta associado a matriz a

of,

an

(AX); = > ayXj, & = (6.1.3)
j

Desta maneira, pocemos introdwzir a lineaizac@® de um sistema. A lineaizac@® de um
sistema na forma da Eq. (6.1.1) é a passagem deste sistema para um sistema na forma

dy
“ =A 6.1.4
ot y ( )

1. 3. Representacao de sistemas dinamicos por espaco de estados

O método e espaq de estados € bastante gropriado para arepresentacd® de sistemas
dindmicos. Usando-se notac@® matricial podemos reduzir uma equac@® de ordem n a n
equagdes diferenciais de primeira ordem. Serd demonstrado qle esta notacd® € bastante
conveniente tanto para o projeto do controle quanto para a simulacéo do sistema.

Seja um sistema de ordem n, representado na Figura 6.1
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ugg™ Estado yoo*

—— -
xOo"

Figura 6.1 - Sistema de mdltiplas entradas e saidas

y(n) +aly(n_1) +...+an_ly+any =u (615)

neste cao, pocemos considerar y(t),y(t),---,y" Y (t) como um conjunto de n variaveis de
estado. Renomeando estas variaveis de estado

X1 =Y
Xz =Y
(6.1.6)
Xn = y(n—l)
Desta maneira, podemos escrever a Eq. (6.1.5) da seguinte forma
X1 =X
X3 =X3
(6.1.7)
Xn-1 = Xnp
Xp ==X~ —ayX, +U
ou, escrevendo em notacdo matricial
X =Ax+Bu (6.1.8)

onde
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oy 0o 1 0 0°C or
1 O L L
5, pt o 1 Or o
x=0C A=0: : : L B=0OC (6.1.9)
0: C O C C
" %an “8p-1 "y _alE @-E
A saida pode ser dada por
y=Cx+Du (6.1.10)
ondeC= [1 o - 0] e D =0 para ter como saida a variavel de primeira ordem do estado.

Reunindoas equagdes (6.1.8 e (6.1.10 , temos aforma final da equacd® domovimento
no espaco de estados referente a um sistema como representado na Figura 6.1

X =AX+Bu

= Cx+ Du (6.1.11)

onde xJO", yOO*, uOO™, ADO™" BOO™™, cOO®™", pOO™.
1.4. Andlise de estabilidade de sistemas dinamicos

A estabili dade de um sistema dindmico que se desgja ntrolar €, namamente, o fator
mais importante aser analisado. O controle éutili zado pera estabili zar um sistemainstével ou
para dterar 0 comportamento de um sistema estével. Nesta se¢c@® apresentaremos 0 segundo
método e Liapunov(método dreto de Liapunoy) pelo fato de de ser o mais geral dentre os
existentes para determinac® da estabili dade de sistemas n&o-lineaes e/ou lineaes variantes
no tempo.

Consideremos um sistema definido pela seguinte equagao

x=f(t,%) (6.1.12)

Supamos que 0 sistema representado pela equacd® adma tem uma unica solucéo
comegando em uma dada condigé&o inicial. Denotaremos esta solucap(ttyme), portanto

d(t;ty,X0) = Xo (6.1.13)



Cap.6 - Controle Linear de Multicorpos 126

Consideremos, agora, um estado de equilirioxseja, um estadq tal que
f(t,xg) =0 (6.1.14)

Se 0 sistema élinea invariante no tempo, ousga, f(t,x) =Ax, entdo ha4 genas um
estado e equilibrio, se A for ndo-singular. Para sistemas ndo-lineaes, poce haver um ou mais
estados de auilibrio. A determinacé das estados de euilibrio envolve goenas a solugéo da
equacao (6.1.14) .

A seguir, denotaremos uma regido esféricade raio k ao redor de um estado de euilibrio
Xe COMO

Ix = xg| < (6.1.15)
onde|x - x| € chamada de norma euclidiana, definida por

1/2
= xel =[x = x16)? + (xz = Xge)2 (X =Xpe)? (6.1.16)

Seja S§) um conjunto de todos os pontos tais que
IXo =X¢| <3 (6.1.17)
e seja &) um conjunto de todos os pontos tais que
Ib(tte. ) —X|se Otzto (6.1.18)

Um estado ce equilibrio X do sistema representado pela Eq. (6.1.12 é dito estavel no
sentido ¢k Liapunovse, para cala S(g), houwver um S(d) tal que &s trajetdrias partindo e S(0)
ndo saem de S(€) quandot tende a infinito. Ainda, se, dém de satisfazer a wnd¢éo anterior,

a trajetoria tender a,xjuando t tende ao infinito, o estado é dito assintoticamente estavel.

Para um sistema linea invariante do tipo x = Ax, a @ond¢éo necessaria e suficiente
para a etabili dade assntéticada origem do sistema €que todas os autovalores de A tenham
partes reds negativas, paém a determinacé® dos autovalores s torna dificil ou, as vezes, até
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imposdvel no caso de sistemas de ordem ata. Uma dternativa € utilizar os critérios de
estabili dade de Routh ou ae Hurwitz para verificac@ dosinal da parte red dos autovalores de
A. Outra dternativa é utili zar o segundométodo ¢k Liapunov @ra determinar a estabili dade
do sistema. Neste trabaho, vamos utilizar esta dltima. Para is©, vamos apresentar a
abordagem de Liapunov na analise da estabilidade de sistemas lineares invariantes no tempc

Da teoria dassca de mecaica um sistema é atdvel se sua energia tota €
continuamente deaescente no tempo até que um estado e auilibrio sga dcancado. O
segundo método ¢k Liapunov é baseado ma generdizac® deste fato. Se 0 sistema tem um
estado e euilibrio asgntoticamente estavel, entdo a energia amazenada do sistema
deslocado dentro do daninio de drac@® deaesce dé que um porto de minimo sgja dingido
no estado ce equilibrio. Entretanto, 0 método ce Liapunov réo uili za necessariamente a
energia do sistema, e Sim uma energia ficticia chamada fungéo de Liapunov.Uma funcéo de
Liapunov consiste an qualquer fungéo escdar que satisfaca & hipateses de estabili dade de
Liapunov, que neste trabalho chamaremos de V(t,x).

No segundo método ¢ Liapunov, ocomportamento do sinal de V(t,x) e 0 de sua
derivada temporal V(t,x) forneceinformagBes aceacada estabili dade, estabili dade asdgntdtica
ou instabilidade de um estado de auilibrio sem que hga a necessdade de se resolver
diretamente as equacoes.

Se a funcao escalar V(t,x) for positiva definida entédo os estados que satisfazem

V(t,x)=C (6.1.19)

onde C é uma mnstante positiva, estdo contidos em uma hipersuperficie fechada no espago de
estados n-dimensional, pelo menos préximo da origem. Se V(t,x) -  quando ||x|| - o,
entdo estas superficies fechadas se estendem por todo o espaco de estados.

Para um dado sistema, caso se possa adiar um fungéo escdar positiva definida aja
derivada temporal ao longo de uma trgjetéria sgja sempre negativa, entdo, quando otempo
aumenta, esta funcd asume valores cada vez menores que C. Is implica que o estado é
assintoticamente estavel.

Portanto, para um sistema representado pela Eq. (6.1.19 se houwer uma fungéo escdar
V(t,x) tendo primeiras derivadas parciais continuas e satisfazendo as seguintes condi¢des,

1. V(t,x) é positiva definida
2. V(t,x) é negativa definida

entdo o estado de equilibrio é assintoticamente estavel uniformemente.

Introdwziremos, agora, a dordagem de Liapunov f@ara sistemas lineaes invariantes no
tempo do tipo

X = AX (6.1.20)
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once A é ndo-singular. Desta maneira, o sistema sO tem um estado ce ejuilibrio que é a
origemx =0.
Para este sistema, vamos escolher a seguinte possivel funcéo de Liapunov

V(x) = x Px (6.1.21)

onde P € uma matriz pasitiva definida hermitiana. A derivada de V(x) em relagé ao tempo ao
longo de qualquer trajetoria

V(x) =x (A"P+PA)X (6.1.22)

Como V(x) foi escolhida como pdsitiva definida, € necessario, para a etabili dade
assintética, que/(x) seja negativa definida. Portanto, requeremos que

V(x) = -x Qx (6.1.23)

once Q= —(A*P+ PA) é pasitiva definida. Portanto, para que o sistema seja assntoticamente
estavel, é necessxrio que ista uma matriz paositiva definida P que origine uma matriz Q
positiva definida. Para efeito de calculo de P, € conveniente utilizar Q = 1.

1.5. Controlabilidade e observabilidade

Um sistema édito controlavel no instante ty se for posdvel, sem restricdes, pa meio de
um sinal de wntrole u, transferir o sistema de qualquer estado inicia X(to) para qualquer outro
estado em um intervalo finito de tempo.

Um sistema é dito olservavel no instante ty se, com 0 sistema no estado x(tp), for
possvel determinar este estado a partir da observac@® da saida durante um intervalo de tempo
finito.

Os concetos de controlabili dade eobservabili dade foram introdwzidos por Kaman. Eles
tém papel muito importante no rojeto de sistemas de wntrole no espa de estados. Na
verdade, as condc¢des de controlabili dade e observabili dade podem governar a eisténcia ou
ndo de solucd completa para o problema de projeto de sistemas de cntrole. Embora, a
maioriados gstemas fisicos sgjam controlaveis e observaveis, seus model os matematicos nem
sempre 0 sdo0. Por is®, rnesta sec¢d®, dscutiremos os concetos de ntrolabilidade e
observabilidade.

1.5.1.Controlabilidade

Seja o sistema dinamico definido pela seguinte equacao
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X =Ax+Bu (6.1.24)

onde u é um sinal de controle escalar.

O sistema descrito pelaEqg. (6.1.29 é mnsiderado ce estado controldvel em t= ty sefor
posdvel, através de um sina de @ntrole ndo-limitado, transferir um estado inicia para
qualquer estado final em um intervalo de tempo finito t,<t<t;. Se todo estado for

controlavel, entdo o sistema € considerado de estado completamente controlavel.
Para deduzirmos, agora, a ondcéo para cntrolabilidade completa de estado, vamos
supa gque o estado final que se desgja aingir € aorigem do espag de estados e que 0 tempo
inicial & zero (¢=10).
A solucéo da Eq. (6.1.24) pode ser escrita como

x(t) = e*tx(0) + J’(;eA(t_T)Bu(T)dT (6.1.25)
Substituindo as condi¢cdes desejadas na equacao acima temos
x(t;) = 0= eM1x(0) + I(t)l eAtIBy(T)dr (6.1.26)
ou, simplificando a expressao acima
x(0) = - I(t)l e ATBu(T)dt (6.1.27)
Lembrando que_AT pode ser escrita como
e AT = nfak(r)A" (6.1.28)
k=0
Substituindo a Eq. (6.1.28) na Eq. (6.1.27) , obtemos

x(0) = —nilAkBJ’(t)lak(T)u(T)dT (6.1.29)
k=0
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Vamos fazer
t
J'Olo(k(T)u(T)dT =By (6.1.30)

Desta maneira, a Eq. (6.1.29) pode ser reescrita

X(0)=- 3 A¥BB,
k=0
(6.1.31)
OBy C

O,
=[B AB | - | A“‘lB]ﬂ-,l-E
DA 0:C

Boa’

Para que o sistema sga de estado completamente cntroléavel, a ejuacd® deve ser
satisfeita, dado qualquer estado inicial x(0). Isto requer que o posto da nxatriz n

BiAB .- 1 A"B (6.1.32)

seja n.
Este resultado pod ser estendido para 0 caso em que 0 vetor u de @ntrole é€r-
dimensional.

1.5.2.Observabilidade
Seja o sistema dinamico descrito pelas seguintes equacdes

X =Ax+Bu

= Cx+ Du (6.1.33)

Este sistema é onsiderado otservavel setodoestado inicia X(to) puder ser determinado
a partir da observagd de y(t) durante um intervalo de tempo finito ty<t<t,. O sistema
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portanto € cmpletamente observavel se toda dteracd noestado pudr ser observado atraves
do vetor de saiday.

O conceto de observabilidade é muito importante porque, na pratica, o controle de
redimentac® de estado é dificultado pela necessdade de se medir todas as variavels de
estado, sendo que nem sempre todas 80 mensuraveis. Desta maneira, € necessario estimar as
variaveis de estado rnéo mensurdveis a partir das mensuraveis no minimo espago de tempo
possivel.

A solucéo para o sistema descrito pelas Eq. (6.1.33) pode ser escrito como

X(t) = €*x(0) + [, "VBu(t)d (6.1.34)
e a saida y(t) pode ser escrita como
y(t) = Ce"'x(0) + C[, " "VBu(r)dr + Du (6.1.35)

Como as matrizes A, B, C e D e o vetor u(t) sdo conheddos, os dois Ultimos termos da
Eq. (6.1.35 sdo conheddos e, patanto, podem ser subtraidos do valor observado y(t). Desta
forma, para investigar uma @mnd¢éo necessaria esuficiente para observabili dade completa, é
suficiente considerar apenas o seguinte sistema

X = AX
(6.1.36)
y = CX
O vetor de saida y(t) pode ser reescrito da seguinte forma
y(t) = Ce™'x(0) (6.1.37)
relembrando que
n-1
el = Yo (DA (6.1.38)
k=0

Desta forma, obtemos o seguinte resultado
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y(t) = nfo(k(T)cA"x(O) (6.1.39)
k=0

Para que o sistema seja mmpletamente observavel, € necessario que dada uma saida y(t)
durante um intervalo de tempo, x(0) é unicamente determinado a partir da Eq. (6.1.39 . Isto
requer que a matriz

* o

C 1A C 11 (A" IC (6.1.40)

tenha posto n. Esta matriz € chamada de matriz de observabilidade.
2.PROJETO DE CONTROLADORES VIA IMPOSICAO DE POLOS

Nesta se¢c@ apresentaremos uma témica para projeto de controladores que @nsiste na
imposicZo de pdlos. E suposto que todas as varidveis de estado sB0 mensuréveis e estdo
disponiveis para redimentacd®. Se o sistema for completamente @ntrolavel, os pdos de
mal ha fechada do sistema podem ser colocados em quaisquer lugares desgjados por meio da
redimentacd® de estado uilizando uma matriz de ganho & redimentacd® de estado
apropriada. O projeto de controladores via impaosicéo de pdos consiste en cdcular a matriz
de ganho de realimentacéo de estado que coloca os polos de malha fechada no lugar desejac

Os pdlos de maha fechada, naomamente, sGo determinados de aordo com a resposta
desgjada para 0 sistema en termos de caaderisticas como tempo e aentamento e
sobrevalor (Ogata 1990. Estas caaderisticas fadlmente determinéveis em sistemas de 2°
ordem com uma entrada euma saida, ndo sdo tdo simples de se cdcular para sistemas multi-
variaveis e/ou e ordem elevada. Portanto, o gque normalmente se faz € determinar dois pdlos
dominantes em fungéo das caraderisticas desgadas para o sistema ecolocar 0s outros pdolos
distantes da origem. Desta forma, o efeito das pdos de malha fechada ndo-dominantes bre a
resposta do sistema se torna desprezivel.

Consideremos o sistema descrito pela equacéo

X =Ax+Bu (6.2.1)
onde o sinal de controle u € escalar e definido pela seguinte relacédo
u=-Kx (6.2.2)

Desta forma, o sina de mntrole épropacional ao estado. A matriz K é denominada
matriz de ganho de realimentacédo de estado.
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Substituindo a Eq. (6.2.2) na Eq. (6.2.1) , obtemos

X = (A - BK)x (6.2.3)

A solucéo desta equacéao é dada por

x(t) = eA Bty (0) (6.2.4)

once x(0) € o estado inicia do sistema. As caaderisticas de resposta transitéria e de
estabilidade do sistema sdo, agora, determinadas pelos autovalores da matriz A-BK.
Escolhendo a matriz K adequadamente, podemos tornar a matriz A-BK assntoticamente
estavel.

Vamos definir um operador T tal que

T=MW (6.2.5)
onde M é a matriz de controlabilidade
M=[BiAB -1 A"!B (6.2.6)
e
[(An-1 8p-2 a 1C
%n—z an-3 1 OE
w=0: : L (6.2.7)
Ha 1 0 ot
H1 0 0 OF

onde os coeficientes s8o coeficientes do polinbmio caracteristico de A

1

Isl-A|=s" +a,8" "+ -+a,_;s+a, (6.2.8)
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Vamos definir um novo vetate estadx dado por

x = TR (6.2.9)

Se 0 sistema € ompletamente wntrolavel, a matriz M € inversivel e, patanto, a matriz
T €, também, inversivel e a Eq. (6.2.1) pode ser reescrita como

£ =T 1ATx+T'Bu (6.2.10)
onde
0o 1 oOrC
So 0 1 oE
TlAT=0" : : P C (6.2.11)
Uo o o .. 1°C
0 C
E'an —8p-1 “Qu-2 - —3-1E
or
C
_1 |:
TB=0C (6.2.12)
C
C
HE

Destaforma, a EqQ. (6.2.10Q estd naforma candrnica ontrolavel. Uma equacd de estado
pode ser transformada na forma canbénica @ntrolavel sempre o sistema for completamente
controlavel.

Vamos definir, agora, os autovalores desgjados como i, M2, ... ,Mn. A equac®
caracteristica desejada pode ser escrita como

1

(S—H1)(S—Hp)...(S— M) =S" +08" "+ 40, _s+0a, =0 (6.2.13)

Vamos escrever
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K=KT=[3, 8, 5] (6.2.14)

O sina de ontrole utilizado para ontrolar esta sistema é u=-KX = -KT&, desta
forma, a equacao de estado pode ser reescrita como

K =T ATR-TIBKTX (6.2.15)
A equacdo caracteristica para este sistema €

sl -TAT+T71BKT|=0 (6.2.16)

Desnvolvendo esta equacao caracteristica obtemos
"+ (al + 61)Sn_1+‘ ’ ‘+(an—1 + 6n—1)5+ (an + 6n) =0 (6-2-17)

Como € desgado (e esta ejuacd® caraderistica sgja igual a euac® caaderistica
desejada, podemos igualar os coeficientes das poténcias semelhantes, portanto, obtemos

a+o, =0,
8 +02 =0 (6.2.18)

a,+90,=0a,
Resolvendo as equacdes acima em relaggie aubstituindo na Eq. (6.2.14) , obtemos

K=KT ™ =[a,=a, | Oqg =8y | | Oy =ay | oy —ay|T (6.2.19)

Desta maneira, se 0 sistema for completamente cntrolavel pelo estado, todcs os
autovalores podem ser arbitrariamente locdizados definindo a matriz de ganho &

realimentacao de estado K de acordo com a equacao acima.
Ha outras formas de cdcular a matriz de ganho K, como a bem conhedda férmula de

Ackermann, que apresentaremos em seguida.
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_ -1
K=[0 0 - 0 1][B!AB!---!A” 8| "@(A) (6.2.20)
onde
OA)=A" +o, A" ta A +a (6.2.21)

2. 1. Exemplo numérico do projeto de controladores via imposicéo de polos

Nesta sec®, apresentaremos um exemplo ilustrativo do pojeto de controladores no
espaco de estados via imposi¢ao de polos.

o7
(]

Figura 6.2 - Péndulo invertido

Este sistema € omposto pa um caro de masa M e um pénduo de massa m e
comprimento |. O caro pock se mover apenas na horizontal, i.e., sobre 0 eixo i e 0 pénduo
pode girar em torno do poto O. Este sistema posaui dois graus de liberdade. Consideremos a
pasicéo X do caro e 0 angulo de rotacd® 6 do penduo como coordenadas generalizadas. A
equacd® do movimento deste sistema pode ser fadlmente determinada. Se lineaizarmos as
equacgdes em torno @e= 0, obtemos

X = AX +Bu
onde
X0 0 0 1 0O 0 C
Op O 0 On C
(=0 A:#%) 0 0l 5. 1 OF
X O (4AM+m)I -3mgl 0 0O (4M +m)l A C
Oa O 0 0 .C
P © 6M+m)g 0 Of 6L
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Podemos observar fadlmente que este sistema éinstavel, pasamatriz A tem dois autovalores
nulos e outro pasitivo. Porém, este sistema é ompletamente controlavel, ja que amatriz de
controlabilidade M é inversivel e possui a inversa M

[ 0 (M +m) m C
. (4M+m)>  2(aM +m)’ =
0 (M+m)l ml? 0 o C
U L
M_1:(4M+m)2D (4M +m) 2(4M +m) P P C
[ 0 0 - -— L
: L
3 4
EI—(4M +m)l° (4M +m)l 0 0 C
= 69 99 E

Consideremos, agora, os sguintes parametros. M=2kg; m=0,1kg; 1=0,5m. Vamos
projetar o controle dravés da imposicéo de pdlos. O cdculo da matriz de redimentacé foi
redizado noMATLAB, utili zando seu todbox de @ntrole que contém duas funcdes place e
acke. As duas funcbes cdculam amatriz K a partir das matrizes A e B e de um vetor P que
determina os pdlos desgjados. A primeira utiliza aEq. (6.2.19 e aoutra utili za aférmula de
Ackermann (6.2.20 . Os pdos ou autovalores desgjados foram gjustados de modo a fornece
um tempo de ssentamento ts = 2seg. Para deito de teste do sistema de @ntrole, colocamos o
pénduo inicialmente en uma pasi¢céo instavel com um angulo inicia de 6, = 0,5rad. A forca
de mntrole u deve mover o carro para euili brar o pénduo naposicéo vertica superior 6 = 0.
Em seguida, na Figura 6.3, apresentamos os resultados da simulag&® do sistema. Podemos
observar que 0 pénduo é estabilizado ma posicéo verticd superior através da movimentacé
do carro como esperado.

025
0z
015
Xc (M)
01

0.05

0 0.5 1 1.5 p 25 3 35 4
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Figura 6.3 - Resultados da simulacdo do péndulo invertido com controle proporcional.

3.PROJETO DE OBSERVADORES DE ESTADO

Na se¢d anterior, 0 projeto dos controladores foi redizado considerando que todas as
variaveis de estado sGo mensuravels. No entanto, esta hipGtese é pouwco redista, ja que, na
prética nem todas as variavels estdo disponiveis para redimentacé. Portanto, nocaso red, €
necessrio estimar as variaveis ndo-mensuraveis. O dispositivo gue estima estas variaveis €
chamado um observador de estado.

O observador de estado € um sistema dinamico cuja saida se goroxima, a medida que o
tempo aumenta, do estado que predsa ser reconstruido. Um observador de estado pock ser de
ordem plena ou ce ordem minima. Um observador de ordem plena estima todas as variaveis
de estado independente de das frem ou réo dretamente mensuraveis. Porém, nem sempre €
necessrio se estimar todas as variaveis, mas sosmente aquelas ndo dretamente mensuraveis. O
observador que estima genas a quantidade minima necessria de variaveis de estado é
chamado de observador de ordem minima.

Um observador de estado estima @& variavels de estado beseado res medidas das
variaveis de saida e de controle. Consideremos um sistema descrito pelas equacdes

X =AX+Bu

6.3.1
y =Cx ( )
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Vamos admitir que o estado x deve ser aproximado pelo estaidomodelo dindmico

X = AX +Bu+K (y - CX) (6.3.2)

que representa o observador de estado. O Ultimo termo da equagd adma representa um termo
de correcdo que envolve a diferenca entre a saida medida y e a saida &imada
Subtraindo a primeira das Egs. (6.3.1) da Eq. (6.3.2) , obtemos

X=X =(A-KC)(x-X) (6.3.3)
onde definimos a diferenca entre o estado x e o0 estado estimenimo o vetor de erro e
e=x-X (6.3.4)
Desta maneira, a Eq. (6.3.3) se torna
e=(A-K,.C)e (6.3.5)

Esta equacé define o comportamento dnamico doerro do olservador, ou dh diferenca
entre 0 estado e 0 estado estimado. Desta equacd, podmos observar que o comportamento
dindmico do olservador (estavel ou instavel) € determinado pelos autovalores da matriz A-
KC. Se amatriz A-K¢C for uma matriz estavel o vetor de aro convergira para zero qualquer
gue sgja o erro inicia &0), ousga, o estado estimado X convergird para o estado x em um
intervalo de tempo finito.

Da mesma maneira que fizemos, na se¢@ anterior, pocemos definir o comportamento
dindmico doerro através do gjuste goropriado da matriz de ganho K¢, pa exemplo, podmos
gjustar a matriz de ganho K. de forma que o vetor de aro sga asdgntoticamente estavel e
adequadamente rapido.

Para projetar o olservador de estado adem plena, € mnveniente transformarmos as
equagdes de estado rma forma canbnica observavel. Para is, vamos definir uma matriz de
transformacgéo Q por

Q=(WN")1 (6.3.6)
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onde N é a matriz de observabilidade
|

N=|C" 1A'C i 1 (AH)"IC (6.3.7)

e W é definida na secéo anterior pela Eq. (6.2.7)

[Bn-1 82 - & 1C
%n—Z ap-3 -+ 1 OE
W=[0: : : L (6.3.8)
Qa1 - 0 OF
51 0 - 0 OF

Vamos definir um novo vetor de estadpor

x = Qe (6.3.9)

De forma que podemos reescrever as Egs. (6.3.1)

¢ =Q1AQe +Q™1Bu

(6.3.10)
y =CQe
onde
m 0 - 0 -a, C
40 0 -ayk
Q'AQ=M 1 - 0 -a,,C (6.3.11)
O . o C
] : C
@ 0 1 _al E
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0 by-ab, €
Q_lB _ %)n—l an—lboE
] ; L
] L
0 bi—ab, [

cQ=[0 0 - 0 1]

Reescrevendo a Eg. (6.3.3) obtemos

E-¢€

QHA-KO)Qe-?)

Definindo

A Eq. (6.3.14) se torna

1=Q " (A-KL)Qn

141

(6.3.12)

(6.3.13)

(6.3.14)

(6.3.15)

(6.3.16)

E requerido que adindmicade aro sgja assntoticanente estavel e que n acance zero
com velocidade alequada, patanto devemos determinar a matriz K, que faz com que is

aconteca.
Podemos escrever a seguinte relacao

QO
iR
A
®
1
N O P A
=} (o]
=
[N

[y
rrrrir

(6.3.17)

Utilizando as relagGes anteriores podemos escrever a r@éfr@ -K.C)Q como
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M O 0 -a,-9%, C
C
% 0 0 -a,;-0, B
QY A-K,0Q=D 1 0 -a,_,-0,_,C (6.3.18)
L . C
[l C
B 0 1 -9 R
Desta forma, podens escrever a equacao caracteristica da matriz acima
"+ (8 + 61)Sn_1+"'+(an—1 +0,-1)st(a, +0,) =0 (6.3.19)

Supomos que a equacao caracteristica desejada para a dinadmica de erro seja

1

(S—H1)(S—Hp)...(S—H,) =" +08" "+ 4a,,_s+0, =0 (6.3.20)

Como é desgjado gle esta ejuacd® caaderistica sgja igual a equacd® caaderistica
desejada, podemos igualar os coeficientes das poténcias semelhantes, portanto, obtemos

a1+51=(]1
8 *0, =05 (6.3.21)
a,+0,=0a,

Desta maneira, determinamos os elementos & e, consequentemente, através da Eq.
(6.3.17) , podemos determinar a matriz de ganho K

O
C
* L — 1 —ad,_
Ko=(WN") 1%’” v (6.3.22)
O
0

Da mesma maneira que no pojeto de cntroladores, podemos utilizar a formula de
Ackermann para calcular a matriz de ganhko K
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_1[0C
0 C d'gr
O O

CA C
Ke=@A) O 0OC (6.3.23)

U : U orc

Aty OL

HE

onde

®A)= A"+, A" o A (6.3.24)

3. 1. Exemplo numérico do projeto de observadores de estado

Nesta sec®, apresentaremos um exemplo ilustrativo do pojeto de observadores de
estado.

Consideremos o problema do pénduo invertido (Figura 6.2) apresentado anteriormente.
Em adicdo a equac® do movimento do sistema, vamos escrever a equacd® da saiday em
termos do estado x. De modo, que o sistema € representado por

X =Ax+Bu
y =Cx

onde as matrizes A e B foram definidas anteriormente na secdo 2.1 e a matriz C é
C= [1 00 O]
Na secé 2.1foi demonstrado qle este sistema écontrolavel. Podemos demonstrar que de é

completamente observavel também, ja que amatriz de observabilidade N é inversivel e posai
a seguinte inversa

mt 0 0 0 C
0 0 (4M +m)| 0 .
2
N'lzg) _(4M +m)“I 0 0 E
- 3mg C
0 0 _(aM+m)’i2
3mg [

O cdculo da matriz de ganho do oBervador foi redizado noMATLAB. Os pdos do
observador foram gjustados multiplicando pa 20 s pdlos desgjados do controle. Para deito
de teste do sistema de ontrole com observadores de estado, colocamos o pénduo
inicialmente en uma posi¢éo instavel com um angulo inicia de 6p = 0,5 rad e cnsideramos
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um erro inicial namedicd doangulo de 6, - 50 =0,05rad . A forgade ontrole u deve mover

o caro para equilibrar o penduo na posicéo verticd superior 6 = 0. Em seguida, na Figura
6.4, apresentamos os resultados da simulacéo do sistema.

0.15 .
Xc (M) ;
0.1 : .
0.05 : .
0 | i
0 3 35 4
T T T T T T
0 (rad) : : : ' ' :
: z
02k f .
| i |
0 25 3 35 4
T T T
1000 L L i .
500 | .
| | i i i i
1 15 2 25 3 35 4

t (seg)
Figura 6.4 - Resultados da simulacd® do m@nduo invertido com controle propacional e
observador de estado de ordem plena.

4.PROJETO DE CONTROLE OTIMO

Nas ges anteriores, foi discutido o pojeto de cntroladores que estabilizam um
sistemainstavel num intervalo de tempo finito através de um controle proparcional ao estado.
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De fato, como s pdos de malha fechada podem ser locdizados em qualquer lugar do semi-

plano esquerdo, a mnvergéncia do sistema a estado desgjado pock ser feito téo rapido guanto

se queira. Porém, para fazer com que o sistema estabili ze rapidamente, sdo necessrios snais

de oontrole de valor elevado e, na prética 0s snais de @ntrole devem ser limitados. Isto

significaque alocdizac® dcs pdos é limitada. Este fato, ncs leva a importante problema de

otimizac®, once se desga levar em considerac® tanto a velocidade de conwergéncia do

sistema ao estado desejado quanto os sinais de controle necessarios para que iSso ocorra.
Para introdwir o problema de otimizac®, consideremos 0 sistema descrito pelas

equacoes

X =Ax+Bu (6.4.1)

Desgla-se que este sistema se mova de um estado inicial arbitrario para aorigemx =0 o
mais répido pcesdvel. Existem diversos critérios para expressar qudo rapido um estado inicia
€ levado a origem, um deles que € o critério da integracdo quadratica

I:l X(6) T Ox(t) dit (6.4.2)

onde amatriz Q € uma matriz simétrica positiva definida (ou paitiva semidefinida). A
quantidade x"Qx é uma medida de quanto o estado se desvia da origem, a matriz Q

determina o peso de cala wmporente do estado. A integral representa o erro acumulado do
estado durante o intervalo de tempotii.

Se tentarmos encontrar o sinad de mntrole Gtimo minimizando a integra adma,
podemos encontrar valores indefinidamente grandes para o sinal de @ntrole. Para evitar este
tipo ce problema, incluimos no critério un termo relativo ao sinal de cntrole. De forma que
obtemos o seguinte critério

b T T
It [x(t)" Qx(t)+u(t)"' Ru(t)] dt (6.4.3)

onde amatriz R € uma matriz simétrica positiva definida. A inclusdo deste segundotermo no
critério reduz a anplitude do sina de wntrole e consequentemente, 0 gasto de energia, jaque
minimizamos a Ultima integral. A importancia relativa dos dois termos € definida pelas
matrizes Q e R.

Em aguns casos, € muito importante que o estado fina X(t;) estgja 0 mais préximo
posdvel da origem, pa is©, podmos incluir um tercearo termo referente a erro fina do
estado
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b T T T
J't [x(t) Qx(t)+u(t) Ru(t)] dt +x(t;) Px(tq) (6.4.4)
0

onde P; € uma matriz simétrica positiva definida (ou paitiva semidefinida). Esta expressio é
chamada de indice de desempenho.

O problema de otimizac¢a envolvido reste cao € aminimizac® da expressio (6.4.4) .
Porém, podemos listar outros tipos de problemas que podem ocorrer, tais como:

1. Minimizar o erro acumulado doestado com o sinal de @ntrole aeimulado e o erro final do
estado restringidos a certos valores maximos;

2. Minimizar o sinal de @ntrole aemulado doestado com o erro aaumulado e o erro fina do
estado restringidos a certos valores maximos;

3. Minimizar o erro fina do estado doestado com o sinal de @mntrole acmulado e o erro
acumulado restringidos a certos valores maximos.

Estes problemas podem ser escritos através de uma generalizacé® da expressio (6.4.4) ,
escrita da seguinte forma

plj:l X(t)" Qx(t) dt +p, L " u(t)TRu(t) dt + pax(ty) T Px(t;) (6.4.5)

onde p1, P2, P3 SA0 constantes arbitrariamente escolhidas de aordo com o problema em
estudo. Por exemplo, se o erro final do estado réo for importante e édesgado minimizar o
erro do estado acumulado com o sina de ntrole awmulado restrito a um certo valor
maximo. Como oerro final do estado réo é importante, podemos fazer com que pz = 0 e mwmo
estamos minimizando o erro do estado aaumulado, poamos fazer p; = 1. Neste cao,
devemos considerar a minimizagcéao da quantidade

[ 1T QX(0)+p2u) T Ru()] (6.4.6)

onde a onstante p, faz o papel de um multiplicador de Lagrange. Para determinar o valor
ided de p,, resolvemos o problema para diferentes valores de p,. A medida que diminuimos
P2, 0 erro doestado aaumulado dminui, paém o sina de ontrole awimulado aumenta. Desta
maneira, pocemos escolher um valor de p, que forneceum valor suficientemente pequeno ce
erro do estado acumulado sem provocar valores muito grandes para o sinal de controle.

Consideremos o sistema descrito pela Eqg. (6.4.1) sendo controlado através de um
controle proporcional ao estado, da forma —-Kx.

Desta forma, a equagéo do sistema se torna



Cap.6 - Controle Linear de Multicorpos 147
X =(A -BK)x (6.4.7)

Para 0 desenvalvimento do projeto de @ntrole 6timo que segue, vamos supa que a
matriz A-BK é uma matriz estavel.

Vamos considerar no indice de desempenho somente o erro do estado acumulado e 0
sina de mntrole awmmulado, fazendo ps = 0 e p; = p2 = 1. Desta maneira, o indice de
desempenho pode ser escrito como

t1
3= [ 1) Qx(®) +u(t) " Ru(v)] ot (6.4.8)
Substituindo a lei de controle na expressao acima, obtemos

3= J’:l[x(t)TQx(t) +x(0)TKTRKx(1)] dt

(6.4.9)
b nT T
:J’t x(t)' (Q+K 'RK)x(t) dt
Vamos supor, agora, que

x()T(Q+K TRK)x(t) = —%[x(t)T Px(t)] (6.4.10)

Desenvolvendo a derivada temporal do segundo termo, obtemos

T T — —on\T v\ T Dy

X(t) " (Q+ K 'RK)x(t) =—x(t) ' Px(t) = x(t) " Px(t) (6.4.11)

= —x(t) "[(A - BK)T P+ P(A - BK)]x(t)

Como a equacd adma deve ser valida para quaisquer valores de x(t), podemos escrever
a seguinte relacéo

(A -BK)TP+P(A -BK) = -(Q+K RK) (6.4.12)
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Pelo segundométodo e Liapunov,se A - BK é uma matriz estével, existe uma matriz
paositiva definida P que satisfaz aEq. (6.4.9 . Entdo, substituindoa Eq. (6.4.10 naEq. (6.4.9
e notando x¢) € muito pequeno se o sistema €é estavel, obtemos

J=x"(ty)Px(ty) (6.4.13)

Para obter a solu¢cd do poblema de ntrole 6timo, procedemos definindo a matriz
nao-singular T tal que

R=T'T (6.4.14)

jAque amatriz R € umamatriz simétricapositiva definida. Desta maneira, pocdemos escrever a
Eq. (6.4.12) da seguinte forma

(AT -KTBT)P+P(A-BK)+Q+KTTTTK =0 (6.4.15)

gue pode ser reescrita como

ATP+PA+[TK —(THBTPT[TK —(TT)B"P|-PBRBTP+Q=0 (6.4.16)

A minimizacdo de J com a relacdo a K é equivalente a minimizacao de

XT[TK=(TH™BTP[TK =(TT)*BTP|x (6.4.17)

com relacdo a K. Como esta expressao é nao-negativa, ocorre quando ela é nula, ou

TK=(TT)1BTP (6.4.18)

De onde podemos calcular a matriz de ganho K

K=TY1")*B"P=RIBTP (6.4.19)
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Portanto, a lel de cntrole 6timo para este problema de cntrole com o indice de
desempenho desejado € dada por

u(t) = -Kx(t) = -R BT Px(t) (6.4.20)

A matriz P deve satisfazer a seguinte equacao

ATP+PA-PBR™IBTP+Q=0 (6.4.21)

ohtida substituindo a Eq. (6.4.19 na Eq. (6.4.19 . Esta ejuacé® € denominada ejuacéd® de
Riccati de matriz reduzida.

Desta forma, para resolver o problema de ntrole 6timo, devemos primeiramente
resolver a equacd de Riccai (6.4.2) e, em seguida, substituir a matriz P encontrada, na Eqg.
(6.4.19 para obter a matriz de ganho dima. O todbox de wntrole do MATLAB posli
diversas funcdes para cdculo de matrizes de ganho c redimentacé@® (LQR, LQR2, LQRD e
LQRY) e de observadores (LQE, LQE2, LQED e LQEW).
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Implementacao Computacional

1. INTRODUCAO

O objetivo principal deste trabalho foi redizar a modelagem, o controle e asimulacé®
de sistemas de multi corpos utili zando oprograma MATLAB. Neste caitulo, apresentaremos
a metoddogia utilizada e & dificuldades encontradas na implementacd® computadona da
modelagem, controle e simulacdo no ambiente do MATLAB, através de alguns exemplos.

2.CONTROLE DO PENDULO INVERTIDO FLEXIVEL

Nesta sec®, apresentaremos a metoddogia utili zada para implementar o controle e a
simulacé® do gnduo invertido flexivel. O sistema do penduo invertido flexivel, mostrado ra
Figura 7.1, consiste de um pénduo B pinado, no poto O, ao centro de massado caro A que
pode se mover na dire¢d® x de um plano haizonta C. O pénduo B pode se deformar no
plano xy e serd modelado como sendo uma viga de sec® retangular uniforme de base b e
aturah. O pénduo posaii massa m,, comprimento |, méduo de dasticidade E e momento de
inércia da secd transversal I. O caro A posali massa m;. O movimento do gnduo B pode
ser representado pela superposicédo de uma rotacd rigida de agulo @t) em torno e O e de
uma deformacé pua w(t,s) em relacd® a onfiguracd® indeformada. Onde s € adistancia de
um ponto da viga ao ponto O quando a viga esta indeformada.

Figura 7.1 - Péndulo invertido flexivel.
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Para derivar as equacdes do movimento, utilizaremos as equacdes de Lagrange.

Considerando ge a &ura h da secé transversal € muito pequena, pocemos considerar
apenas a deformacé@ da sua linha neutra, patanto a posicéo de um porto da viga pode ser
escrito da seguinte forma:

X, [X.+SSN@+w.cos@r

B/bH: H S.COS@—W.SIN@ E
A velocidade de um ponto da viga pode ser obtida derivando a equacédo acima

X, g(c + (S(p+ W).cos@—w@.singr
Yol 0 (sp+w).sng-wicosp T

Se utili zarmos 0 método e modaos supastos, apresentado nocapitulo 4, fara discretizar
a deformac& da viga w, pocemos escrever a sua deformac@ como uma mmbinac® linea
dos primeiros modos naturais de vibracao

w(st) = Z @, (9a;(t)
£

Desta forma, podemos ver que a coordenadas generalizadas 0 a posicéo docentro de
massa do carra.xo angulap e os coeficientes dos modos naturais de vibragéo

A energia dnéticado sistema pode ser representada por duas parce as, energias cinéticas
do caro e daviga. A energia dnéticado caro € simplesmente, a energia de translacé® do
centro de massa. Na energia dnética da viga, ndo foi considerada ainfluéncia da inércia
rotadonal das ®gdes transversais, admitindo que qualquer sec® transversal permaneceplana
e perpendicular a linha neutra. Considerando a hipétese de pequenas deformagdes para aviga,

. m : ~
podemos considerar que dm Dl—zds. De maneira que, pocemos escrever a expressso da
energia cinética total da seguinte forma:

|

1 Im

T="mx2+=—2((x.2+vy.%)ds
5 MXe ZI.!(b Yb°)
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A energia potencial do sistema pode também ser representada por duas parcdas. Como
avariac® da energia potencia do caro é zero, fixamos uma referéncia de energia potencial
gravitadonal na posicdo y = 0. A energia patencial da viga € asoma da energia potencial
gravitadonal e a @ergia de deformacé devido a flex8o. Foi desprezada a ontribuicdo da
deformacéo de cisalhamento, hipétese que € satisfatéria para vigas esbeltas.

|
\Y; :Ig(scoscp—w.sin(p)dst]'El wds
0 0

A manipulacd® simbdlica para prodwzir as equagdes do movimento, uilizando as
equagdes de Lagrange, foi redizada aravés de um algoritmo desenvolvido com auxilio do
toobox de manipulac® simbdica do MATLAB. Em seguida, apresentamos a subrotina
realizada no MATLAB para a derivacdo das equacoes de Lagrange.

[Subrotina de Derivacéo das Equacdes de Lagrange]
clear
global H Q

%Energia Cinética

n=4;

T1="1/2*m1*x5"2";
T2aux="'x5"2+s"2*x6"2+2*s*x6*x5*C0os(x2)";
T2=symmul('1/2*m2/I'int(T2aux,'s',0,'");

T3=0;

for j=3:n,

w=['X" num2str(j) *(@ numz2str(j-2) *(1/2*exp(b’ num2str(j-2) *s/1)-1/2/exp(b' num2str(j-2) *s/l))+sin(b’
numa2str(j-2) *s/1))1;

wp=['xX" num2str(j+n) *(@ numa2str(j-2) "*(1/2*exp(b’ num2str(j-2) "*s/l)-1/2/exp(b’ num2str(j-2)

*s/l))+sin(b’ num2str(j-2) *s/l))7;
T31laux=symmul('2*(s*x6+x5*cos(x2))',wp);
T31=int(T31laux,'s',0,";

T32aux=sympow(wp,2);

T32=int(T32aux,'s',0,'l);

T33aux="-2*x1*x6*sin(x2)";
T33=symmul(T33aux,int(w,'s",0,'");
T3=symop(T3,'+,'1/2*m2*',"*" ,symop(T31,'+',T32,'+,T33));
end
T=symop(T1,+,T2,'+,T3);
T=simplify(T);
clear T1 T2 T2aux T3 T31 T31laux T32 T32aux T33 T33aux

%Energia Potencial

V1=0;

for j=3:n,

w=['X" num2str(j) *(@ numz2str(j-2) *(1/2*exp(b’ num2str(j-2) *s/1)-1/2/exp(b' num2str(j-2) *s/l))+sin(b’
numa2str(j-2) *s/1))1;

V1laux=sympow(diff(w,'s',2),2);

V1l=symmul('El',int(V1laux,'s',0,'");

V12aux="-m2*g/l*sin(x2)’;

V12=symmul(V12aux,int(w,'s",0,'");
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V1=symadd(V1,symadd(V11,V12));
end

V2="1/2*m2*g*I*cos(x2)";
V=symadd(V1,V2);

V=simplify(V);

clear V1 V2 V11 V1laux V12 V12aux

%Lagrangeano

L=symsub(T,V);

clear TV

% .

% Hg=Q

H=[];

Q=[1;

for k=1:n,

xk=['x",num2str(k)];

xkn=['x',num2str(k+n)];

dLdxp=diff(L,xkn);

for i=1:n*2,
Xi=['x',num2str(i)];
H=[H," ", diff(dLdxp,xi)];

end

Q=[Q," " diff(L,xK)];

end

H=[[.H.7);

Q=[T.Q.1T;

clear L dLdxp ijk nw wp xi xk xkn

[Fim da subrotina]

As equagdes encontradas nesta subrotina sdo néo-lineaes do tipo H(q)g = W(q), once

qT:[xC @ o, O, X, @ 4, dz],pdsforamconsideradosnamodelagemdadefor-

macd® do gnduo os dois primeiros modos de vibrag®. Estas equagdes foram utili zadas
como entrada para uma segunda subrotina que exeauta alineaizag&® em torno da posicéo
instavel superior (Xc= @= q; = 0), cdcula amatriz de ganho e redimentaca e, se desgjado, a
matriz de ganho do olbervador e, pa fim, rediza asimulac@® do sistema @ntrolado. Em
seguida, apresentamos a segunda subrotina.

[Equacéao s/ observador]

function xp=contr_1(t,x)

% Equacao p/ controle proporcional (A,B,K devem ser calculados anteriormente)
global AB K

xp=(A-B*K)*x;

[Equacéo c/ observador]

function xp=contr_2(t,x)

% Equacao p/ controle proporcional ¢/ observador de estado (A,B,C,K,Ke devem ser calculados
anteriormente)

global AB C K Ke

xp=[ A-B*K B*K;
zeros(size(A)) A-Ke*CJ*x;
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[Subrotina para linearizacéo, controle e simulacéo das equa¢des do movimento]
global EEIm1Im2ImuHQxonABCKKe
n=4,
1=4.17e-13;

E=200e9;

EI=E*l;
1=0.5;m1=2;m2=0.1;
x0=[0;0;0;0;0;0;0;0];
p=20;

% Linearizacao
[A,B,C,D]=linmod(‘eqpend?;
C=[10000000j;

% Calculo das matrizes de ganho (de realimentacéo K e do observador Ke)
L=poly(A);
Ac=[-2-0.5i -2+0.5i -p*ones(1,2*n-2)];
Ace=Ac*47;
Lc=poly(Ac);
Lce=poly(Ace);
Mi=[B A*B A"2*B A"3*B A"4*B A"5*B AN6*B A"N7*B]; %Matriz de controlabilidade
N=[C' A*C' A2*C' A'N3*C' A'M*C' ANS*C' AM6*C' A7*C']; %Matriz de observabilidade
W=[L(8) L(7) L(6) L(5) L(4) L(3) L(2) 1;

L(7) L) LGB)LE)LB)LR)1L o

L) LGB)LE)LB)LE2)1 0 O

LO) LG LB)L@21L 0 0 o
L4)LB)LE2)1 0 0 0 O
L@B)L21 0 0 0 0 O
L)1 0 0 0O 0 O O
10 0 0 0 O O O
T=Mi*W;
Qi=inv(W*N";

disp(GANHO REQUERIDO:')

K=[Lc(9)-L(9) Lc(8)-L(8) Le(7)-L(7) Le(6)-L(6) Le(5)-L(5) Le(4)-L(4) Le(3)-L(3) Le(2)-L(2)]*inv(T)
Ke=Qi*[Lce(9)-L(9) Lce(8)-L(8) Lce(7)-L(7) Lce(6)-L(6) Lce(5)-L(5) Lce(4)-L(4) Lce(3)-L(3) Lce(2)-

LT

% Simulacdo das equacdes
to=0;
tf=4;
x00=[0;0.5;0;0;0;0;0;0; 0;0.05;0;0;0;0;0;0];
[t,x]=ode45(‘contr_1',[to tf],x00(1:8)); Y%Equacéo s/ observador
[t1,x1]=oded5('contr_2',[to tf],x00); %Equacéo c/ observador

[Fim da subrotina]

Para a smulagcé®, vamos considerar 0s mesmos valores numéricos dos parametros
considerados no caso rigido, apresentado no capitulo anterior. Sejam a massa do caro
m;=2kg, a massa do penduo m,=0,1kg e o comprimento do g@nduo 1=0,5m. Para deito de
teste do sistema de cntrole, colocamos o pénduo inicialmente en uma posicéo instavel com
um angulo @=0,5ad. Apresentamos, na Figura 7.2, & resultados da ssimulacé® do poblema
do penduo invertido flexivel com redimentacéd® de todo oestado, i.e., sem a inclusdo de
observadores.
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Figura 7.2 - Resultados da simulacé@® do(cor%t)role do pénddo invertido flexivel sem
observador
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Podemos natar que a; é muito maior que a,. Este fato significaque, como esperado, o
primeiro modotem menor energia de deformacé e, patanto, € mais fadl o pénduo deformar
no primeiro modo.

E importante ressltar que esta metoddogia de projeto de wntrole éineficiente quando
arigidez El aumenta muito. Isto pock ser explicado pelo fato de que, quandoarigidez € muito
ata, a deformacé da viga passa aser muito pequena eo ganho e redimentacéd® para esta
variavel passa a ser muito grande. Por is®0 a matriz M passa a ser ma-condcionada €
consequentemente, a suainversdo se tornaimpredsa. O mal-condcionamento poce ser notado
pelos elementos do vetor K que variam da ordem depida x, a 16, parao.

0.4

0.3

Xe ()21
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0.2 i
8 (rad) o i
02 _
|
35 4
u (N)
| | I | | |
1 1.5 2 2.5 3 25 4




Cap.7 - Implementacdo Computacional 157

'Irlo T T T T T T
]
ﬂ . |
10 O A
--01 Illl]l ,_A____H____r_‘__‘_
o7
P B 01 - NS SRR MSNNS NN SN S
Y | . | . | j
] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4

t (seq)
Figura 7.3 - Resultados da simulac® do controle do pénduo invertido flexivel com
observador de ordem plena.

Agora, consideremos a inclusdo de um observador de estado de ordem plena. Vamos
considerar os mesmos parametros da simulagé anterior, sendo e, neste cao, é mnsiderado

que o olservador poswui um erro inicial do angulo @ de @, — @, = 0,05rad . Os resultados da

simulacao sdo mostrados na Figura 7.3.

Podemos observar que o deslocamento do carro, o angulo ¢, a deformac@® daviga eo
sina de ontrole aimentaram devido a inclusdo de um erro de observac®. Isto amntece
porque o observador demora um tempo para estimar o estado e apartir dai o controle passa a
estabilizar o sistema.

3. SIMULACAO DE UM MANIPULADOR ROBOTICO FLEXIVEL

Nesta se¢cd, apresentaremos a modelagem e simulac@® de um manipulador robd&ico
flexivel. O sistema aser analisado, representado ra Figura 7.4, consiste de um manipulador
rob&ico composto pa dois bragos. O bragp A € um tuborigido que poce girar de um angulo 6
em torno ce O nadirec® z. O brag B é um cili ndro flexivel que desliza sem atrito dentro do
bragp A. A parte, de comprimento Ig-r, do bragp B que dedliza dentro do bragp A é
consideradarigida e aoutra, de comprimento r, € flexivel e pode ser modelada a caa instante
de tempo como uma viga engastada.

Figura 7.4 - Manipulador robotico com braco flexivel de comprimento variavel.
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Consideramos que o dametro do cilindro flexivel € pequeno ce modo que o efeito da
inérciade rotacd da secd transversal € desprezivel. Portanto, representamos o movimento da
viga pelo movimento da sua linha neutra.

O brag A é caaderizado pa um comprimento |4, uma massa my € um momento de
inércia la. O brago B é caaderizado pa um comprimento indeformado Iz, uma massa mg
uniformemente distribuida pelo seu comprimento, un momento de inércia da secé®
transversal | e um modulo de elasticidade E.

Para formular as equa¢des do movimento utilizaremos as equacdes de Lagrange.

Para utili zar as equagdes de Lagrange, devemos cdcular as energias cinética epotencial
dos corpos. Vamos considerar, primeiramente, o lragp A. A sua energia dnética pode ser
escrita como

1 A2
T, ==1,6
A 2 A

e a energia potencial gravitacional
1 .
Va =EmAgIA sin®

Agora vamos considerar o brago B. Primeiramente, devemos escrever a posicéo de um
porto P do corpo. A posicéo de P em N poce ser caaderizada pelas suas duas comporentes

Xc € Ve

X =(l5 —1g +r+x)cosd

if0sx<(ly-
= -lg+rexsing 1Osx<(s7D)

Xe =(I5 =lg +r+x)cosB+wsind

if(lg—-rN=<x<l
«=(l4 =g +r+x)sin8-wcos 1l = <x<ls

Portanto, a energia cinética do braco B é
TB = 1J.().(c2 + YCz)dm
2

m
ondedm = I_de , € portanto
B

m ls
T =B (%2 +y2)dx
B 2|BJ’0(C yc)

Podemos, agora, escrever a energia potencia que € o©mposta en uma parte
gravitacional e outra de deformacéo
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f
A BgJ’ycdx+EI § D—WD dx
lg— rDaX U

j& que apenas a parte do bragco B que esté livre contém energia de deformacao.
A deformacaav da viga sera modelada utilizando o método de modos supostos

w(t,X) = Z P, (x)ar; (t)
=

As equacdes de Lagrange deste problema podem ser escritas como

d (BT, | 0Tsd_[BT, 0Ty V4 _0Vs

-
dtbog, og; 0 Cog; og; dq, oq,

.

:Qi

O resultado ce qualquer operacd efetuada pelo toolbox de cadculo simbdico que foi
utili zado reste trabalho € expres em uma caleia de caaderes. Por este motivo, qualquer
cdculo simbdlico é limitado pela cgpaddade de gresentacd® doresultado, i.e., pelo tamanho
maximo de uma caleia de caaderes na awnfigurac® doMATLAB utili zada. Porém, como as
expreses de energia dnética epotencial do corpo B sdo muito complexas, devido ao fato de
o comprimento do lrago ser variavel, este limite foi alcancado, inclusive, para o caso mais
simples considerando apenas um modo ce vibrac®®. Esta dificuldade foi parciamente
ultrapassada desenvolvendo os termos relacionados ao corpo B

aTB Mg ls . a).(c . ayc

—=—=( (x + dx

aq; B -[O ( ¢ g, Ye ach)

0Tg _mg Js,. 0X, . 0.

P =_ 2 + d

2 jo (% 5q, Ve aqi) X
0Vg _ aych+E| s 9*w 9 [? WDX
oq; IB I o=t OX2 00|, HoxZ 0

De modo qle, apenas as guintes derivadas smbdlicas devem ser redizadas pelo
MATLAB

0x. 0y, 0x. ay. dy. d°w 0 EBZWE
04; ' 9¢; '9q; "9q; "dq; ' x> "aq; Dox* O

Este procedimento reduz consideravelmente a @mplexidade das expresHes que devem
ser manipuladas pelo MATLAB. Além dis®, noestégio final, quando se deve recompor 0s
termos para obter a forma final equacd® do movimento, varios termos ja foram simplificados
anteriormente. Na verdade, o conhedmento prévio dos termos que se cancdam durante a
derivacé@ das equagdes é bastante Util na implementacd do cdculo simbdlico. Infelizmente,
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para um sistema dinamico genérico, esta informacao néo é conhecida.

Para demonstrar a dificuldade encontrada para otimizar a derivag@® das equagdes do
movimento uilizando manipulacd® simbdlica apresentamos agora a duas versdes da
subrotina desenvalvida para o problema en questdo. A primeira subrotina desenvalvida é
baseada naquela desenvalvida para a derivac@® das equagdes do movimento do p@Enduo
invertido, onek toda aderivacé® parte diretamente do lagrangeano. A segunda é baseada no
desenvolvimento dos termos relativos ao corpo B, como apresentado anteriormente.

[Subrotina 1 para derivacéo das equacdes do movimento]
clear

global Hx Qx

n=3;

% Modos de vibracdo
f="sin(d*(x-Ib+r))-(exp(d*(x-Ib+r))-exp(-d*(x-Ib+r)))/2+da*(cos(d*(x-Ib+r))-(exp(d*(x-Ib+r)) +exp(-d*(x-
[b+r)))/2)";

w="f*x3";

w=subs(w,f,'f");

xc="(la-Ib+x2+x)*cos(x1)+w*sin(x1)';

yc="(la-Ib+x2+x)*sin(x1)-w*cos(x1)’;

xc=subs(xc,w,'w");

yc=subs(yc,w,'w");

disp('-- ENERGIA CINETICA --)

% -- A --

Ta='1/2*la*x1p"2";

% B - Parte rigida

xcr=subs(xc,0,'x3");

ycr=subs(yc,0,'x3");
Tbrl=int(symop(dt(xcr,n),”~',2),'x',0,'1b-x2");
Tbr2=int(symop(dt(ycr,n),"*,2),'x",0,'lb-x2);
Tbr=simple(symop('1/2*mb/Ib',"”*',symop(Tbrl,'+', Thr2)));
% B - Parte flexivel
Tbfl=int(symop(dt(xc,n),”~',2),'x’,'Ib-x2",'lb");
Tbf2=int(symop(dt(yc,n),"™,2),'x",'Ib-x2','Ib");
Tbf=simple(symop('1/2*mb/Ib’,"*',symop(Tbf1,'+', Thf2)));
% -- B --

Tb=simple(symop(Thbr,'+', Thf));

% -- A+B --

T=simple(symop(Ta,'+',Th)); % I

disp('-- ENERGIA POTENCIAL --")

% -- A --

Va="1/2*ma*g*la*sin(x1)";

% B - Parte rigida
Vbr=simple(symop('mb*g/Ib',"*int(ycr,'x',0,'lb-x2"));

% B - Parte flexivel
Vbfl=simple(symop('mb*g/Ib',"*,int(yc,'x','Ib-x2','lb")));
Vbf2=simple(symop('E*I',*,int(simple(symop(diff(diff(w,'x’),'x"),"*",2)),'x’,'Ib-x2",'Ib"));
Vbf=symop(Vbfl,'+',Vbf2);

% -- B --

Vb=simple(symop(Vbr,'+',Vbf));

% -- A+B --

V=simple(symop(Va,'+,Vb)); % n

disp(-- LAGRANGEANO --Y);
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L=simple(symop(T,-',V));

disp(-- EQUACAO DO MOVIMENTO --):
Eq=sym(zeros(1,n));
for k=1:n,
xk=['x" num2str(K)];
xkp=['x" num2str(k) 'p';
dLdxp=diff(L,xkp);
dLdxpdt=dt(dLdxp,n);
dLdx=diff(L,xk);
Eq=sym(Eq,1,k,simple(symop(dLdxpdt,'-',dLdx)));
end
Fk=sym('Ma, Fb, 0%;
Eq=symop(Eq,-',Fk);
disp(" . )
disp(-- H.g =W --%;
H=sym(zeros(n,2*n));
Q=sym(zeros(n,2*n));
gp=sym(zeros(2*n,1));
for k=1:n,
xkpp=['x' num2str(k) 'pp';
for j=1:n,
dxpp=diff(sym(Eq,1,j),xkpp);
H=sym(H,j,k+n,dxpp);
end
ap=sym(qp,k+n,1,xkpp);
end
Eqnew=simplify(symop(Eq,'-',transpose(symop(H,"™*,qp))));
for k=1:n,
xkp=['x" num2str(k) 'p';
Eqaux=subs(Eqnew,0,xkp);
Hxp=symop(Egnew,'-',Eqaux);
for j=1:n,
H=sym(H.j,k,symop(sym(Hxp,1,j),"/ ,xkp));
end
gp=sym(qp,k,1,xkp);
Egnew=Eqaux;
end
H=simplify(H);
Eqnew=simplify(symop(Eq,'-',transpose(symop(H,"™*,qp))));
Q=transpose(Egnew);

disp('-- FORMATACAO --;

Hx=H;

Qx=Q;

for i=1:n,
Hx=subs(Hx,['x(' num2str(i) )T,['X' num2str(i)]);
Hx=subs(Hx,['x("' num2str(i+n) )7,['x' num2str(i) 'p;
Qx=subs(Qx,['xX(* num2str(i) )'1,['x' num2str(i)]);

end

[Fim da subrotina 1]

Esta subrotina forneceduas matrizes H e Q tal que a €uacd® domovimento pock ser
escrita da seguinte forma

H(t,g,g)x = Q(t,q)
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onde x € o vetor de estadc=[0q; 9, - q, 4, G, - qn]T.

A principal evolucéo desta subrotina com relacé aguela desenvalvida para aderivacé
das equagdes do penduo invertido € que seu resultado poce ser utilizado dretamente pela
funcao, apresentada @aixo, gLe determina aequacd® domovimento para simulacd® numérica
Isto foi conseguido com o0 desenvolvimento de uma subrotina diciente que cdcula amatriz
numeérica mrresponcente auma dada matriz smbdlica Neste procedimento, a cala pas de
integracd a subrotina cdcula & matrizes H e Q. Esta evolugéo permitiu o desenvolvimento
de uma subrotina geral de simulacéo.

[Equacédo do movimento]
function xp=apcom(t,x)
global Hx Qx
global lalb ma mb g E | Ma Fb x
n=3;
Hn=[eye(n) zeros(n);
num(Hx)I;
Qn=[x(n+1:2*n)";
num(Qx)J;
xp=inv(Hn)*Qn;

Agora, apresentaremos a segunda subrotina desenvalvida baseada no desenvalvimento
dos termos das equagdes de Lagrange, como apresentado anteriormente. Pode-se notar que de
deixa de ser gera pelo fato de ter sido dimizada para este problema espedfico, com o
objetivo de ultrapassar a dificuldade de manipular equagdes complexas. Esta foi a subrotina
utili zada para obter as equagdes do movimento que serdo simuladas. Porém, seu resultado,
como no caso da subrotina anterior, s8o dues matrizes H e Q que podem ser utili zadas
diretamente na funcdo que determina as equacdes do movimento, apresentada acima.

[Subrotina 2 para derivacéo das equacdes do movimento]

clear

global Hx Qx

o s
disp(-- INICIALIZACAO --";
n=3;

% Modos de vibracdo
f="sin(d*x)-(exp(d*x)-exp(-d*x))/2+(cos(d*x2)+(exp(d*x2)+exp(-d*x2))/2)/(sin(d*x2)-(exp(d*x2)-exp(-
d*x2))/2)*(cos(d*x)-(exp(d*x)+exp(-d*x))/2)";
w="f*x3";

w=subs(w,f,'f");
xc="(la+x2-Ib+x)*cos(x1)+w*sin(x1)';
yc="(la+x2-Ib+x)*sin(x1)-w*cos(x1)’;
xc=subs(xc,w,'w");

yc=subs(yc,w,'w");

xcp=dt(xc,n);
xcpl=symop(xcp,'-',subs(xcp,0,'x1p"));
xcp2=symop(xcp,'-',subs(xcp,0,'x2p");
xcp3=symop(xcp,'-',subs(xcp,0,'x3p");
ycp=dt(yc,n);
ycpl=symop(ycp,'-',subs(ycp,0,x1p");
ycp2=symop(ycp,'-',subs(ycp,0,'x2p"));
ycp3=symop(ycp,'-',subs(ycp,0,'x3p’));
xcr=subs(xc,0,'x3");
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ycr=subs(yc,0,'x3");
xcrp=dt(xcr,n);
ycrp=dt(ycr,n);
Dw2Dx2=diff(diff(w,'x"),'x");

Ta='1/2*la*x1p"2";

Va="1/2*ma*g*la*sin(x1)";

La=simple(symop(Ta,'-',\Va));

disp( D

disp(-- EQUACAO DO MOVIMENTO --Y;

Eq=sym(zeros(n,1));

for k=1:n,
xk=['x" num2str(K)];
xkp=['x" num2str(k) 'p';
disp([' -- DLDxpDt -- X' num2str(k)]);
DLaDxp=diff(La,xkp); %xKkp
DxcpDxp=diff(xcp,xkp);
DycpDxp=diff(ycp,xkp);
DxcrpDxp=diff(xcrp,xkp);
DycrpDxp=diff(ycrp,xkp);
intauxr=symop(xcrp,™',DxcrpDxp,'+',ycrp,*',DycrpDxp);
intauxfx1=symop(xcpl,™*',DxcpDxp);
intauxfx2=symop(xcp2,™*',DxcpDxp);
intauxfx3=symop(xcp3,™*',DxcpDxp);
intauxfyl=symop(ycpl,™*',DycpDxp);
intauxfy2=symop(ycp2,™*',DycpDxp);
intauxfy3=symop(ycp3,™*',DycpDxp);
clear DxcpDxp DycpDxp DxcrpDxp DycrpDxp
disp(" -- INT --");
DLbDxp1=simple(int(intauxr,'x',0,'lb-x2");
DLbDxp2=simple(int(intauxfx1,'x','Ib-x2",'lb"));
DLbDxp3=simple(int(intauxfx2,'x','Ib-x2",'lb"));
DLbDxp4=simple(int(intauxfx3,'x','Ib-x2",'lb"));
DLbDxp5=simple(int(intauxfyl,'x','Ib-x2",'lb"));
DLbDxp6=simple(int(intauxfy2,'x','lb-x2",'lb"));
DLbDxp7=simple(int(intauxfy3,'x','Ib-x2",'lb"));

DLaDxpDt=simple(dt(DLaDxp,n));

DLbDxpDt1=simple(dt(DLbDxp1,n));

DLbDxpDt2=simple(dt(DLbDxp2,n));

DLbDxpDt3=simple(dt(DLbDxp3,n));

DLbDxpDt4=simple(dt(DLbDxp4,n));

DLbDxpDt5=simple(dt(DLbDxp5,n));

DLbDxpDt6=simple(dt(DLbDxp6,n));

DLbDxpDt7=simple(dt(DLbDxp7,n));

DLbDxpDt=symop(‘mb/Ib',"*",symop(DLbDxpDt1,'+',DLbDxpDt2,'+',DLbDxpDt3,'+',DLbDxpDt4,'+',
DLbDxpDt5,'+',DLbDxpDt6,'+',DLbDxpDt7));

clear DLaDxp DLbDxp1 DLbDxp2 DLbDxp3 DLbDxp4 DLbDxp5 DLbDxp6 DLbDxp7

clear intauxr intauxfx1 intauxfx2 intauxfx3 intauxfyl intauxfy2 intauxfy3

DLDxpDt=simple(symop(DLaDxpDt,'+',DLbDxpDt));

disp(' -- DLDx --");
DLaDx=diff(La,xk); % xk
DxcpDx=diff(xcp,xk);
DycpDx=diff(ycp,xK);
DxcrpDx=diff(xcrp,xk);
DycrpDx=diff(ycrp,xKk);
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DycDx=diff(yc,xk);

DycrDx=diff(ycr,xK);

Dw2Dx2Dx=diff(Dw2Dx2,xk);
intauxfl=simple(symop(Dw2Dx2,*',Dw2Dx2Dx));
intauxr2=simple(DycrDx);

intauxf2=simple(DycDx);
intauxr3=simple(symop(xcrp,™',DxcrpDx,'+',ycrp,"™* ,DycrpDx));
intauxf31=simple(symop(xcpl,™* ,DxcpDx));
intauxf32=simple(symop(xcp2,"™*',DxcpDx));
intauxf33=simple(symop(xcp3,™*',DxcpDx));
intauxf41=simple(symop(ycpl,™*,DycpDx));
intauxf42=simple(symop(ycp2,™*,DycpDx));
intauxf43=simple(symop(ycp3,™*',DycpDx));

disp(" -- INT --");
DLbDx=symop(-2*E*I',*",simple(int(intauxfl,'x’,'Ib-x2",'lb")));
DLbDx=symop(DLbDx,'+','-mb*g/Ib',"*',simple(int(intauxf2,'x','Ib-x2",'lb")));
DLbDx=symop(DLbDx,'+','mb/Ib',"”*',simple(int(intauxf31,'x','Ib-x2','lb")));
DLbDx=symop(DLbDx,'+','mb/Ib',"”*',simple(int(intauxf32,'x','Ib-x2','lb")));
DLbDx=symop(DLbDx,'+','mb/Ib',"”*",simple(int(intauxf33,'x','Ib-x2','Ib")));
DLbDx=symop(DLbDx,'+','mb/Ib',"”*',simple(int(intauxf41,'x','Ib-x2','lb")));
DLbDx=symop(DLbDx,'+','mb/Ib',"”*',simple(int(intauxf42,'x','Ib-x2','lb")));
DLbDx=symop(DLbDx,'+','mb/Ib',"”*',simple(int(intauxf43,'x','Ib-x2','lb")));
DLbDx=symop(DLbDx,'+','-mb*g/lb',"*",simple(int(intauxr2,'x',0,'lb-x2"));
DLbDx=symop(DLbDx,'+','mb/Ib',"*',simple(int(intauxr3,'x',0,'lb-x2"));

DLDx=simple(symop(DLaDx,'+',DLbDXx));
Eq=sym(Eq,k,1,simple(symop(DLDxpDt,'-',DLDX)));

disp(" . )
disp(-- H.g =W --Y;
H=sym(zeros(n,2*n));
Q=sym(zeros(n,1));
gp=sym(zeros(2*n,1));
disp(' -- xpp --);
Egnew=Eq,;
for k=1:n,
xkpp=['x" num2str(k) 'pp';
for j=1:n,
dxpp=diff(sym(Eq,j,1),xkpp);
H=sym(H,j,k+n,dxpp);
end
Eqgnew=subs(Eqgnew,0,xkpp);
end
disp(' -- xp --);
for k=1:n,
xkp=['x" num2str(k) 'p';
Eqaux=subs(Eqnew,0,xkp);
Eqgnew=collect(Egnew,xkp);
Hxp=simplify(symop(Eqgnew,'-',Eqaux,'-',sym('0;0;0"));
for j=1:n,
H=sym(H.j,k,symop(sym(Hxp.j,1),/',xkp));
end
Egnew=Eqaux;
end
H=simple(H);
Fk=sym('Ma; Fb; 0%;
Q=simple(symop(Fk,-',Eqnew));

164
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save apcom H Q
clear

[Fim da subrotina 2]

Parailustrar a complexidade das equagdes do movimento deste problema, apresentamos,
a seguir as matrizessid e s« obtidas

[H3xe]

H11l =

1/20160*mb*(206*x3p*d"8*x2"9*x3-11088*x2p*d 4*x2"4*x3"2-
7392*x3p*d"4*x2/5*x3+72576*x3p*x3*x2+40320*x2p*la*Ib*d"2*x2/2+40320*x2p*x2"3*Ib*d"2+721*Xx2
p*d"8*x2/8*x3"2-36288*x2p*x3/2-20160*Ib"2*x2p*d"2*x2/2)/Ib/d"2/x2"2

H12 =
1/48*mb*(24*x2/2*d"4*x3*x2p*la+18*x2"3*d N 4*x3*x2p+24*x3p+13*x3p*d"4*x2"4+16*x3p*x2/3*d"4*la
)/b/d

H13 =

0

H14 =

la+mb*la”"2+mb*x2/2+1/3*mb*Ib"2+103/20160*mb/Ib*d"6*x2/7*x3"2-mb*Ib*x2-
11/60*mb/Ib*d"2*x2/3*x3"2+9/5*mb/Ib/d"2/x2*x3"2+2*mb*la*x2-mb*Ib*la

H15 =

5/4*mb/Ib/d*x3+1/6*mb/Ib*d"3*x2"3*x3*la+3/32*mb/Ib*d"3*x2"4*x3

H16 =

17/480*mb/lb*x2"5*d"3-3/4*mb/lb*x2/d+1/24*mb/lb*x2"4*d"3*|a-mb/Ib/d*la

H21 =

-1/5760*mb*(5760*x1p*la*Ib*d"2*x2"2-5184*x 1p*x3"2-
2880*x1p*Ib"2*d"2*x2"2+103*x1p*x2/8*d 8*x3"2-1584*x 1 p*x2"4*d"4*x 3" 2+5760*x 1 p*x2/3*Ib*d"2-
11520*x3p*d*x2/2+480*x3p*d"5*x26)/Ib/d"2/x2"2

H22 =

1/960*mb*x3*(192*x3*x2p*d"4*x2/4+155*x3*x2p*x2"8*d"8-
1728*x3*x2p+768*x3p*x2"\5*d 4+124*x3p*x2"9*d"8+2304*x3p*x2)/Ib/x2"4/d"2
H23 =

0

H24 =

5/4*mb/Ib/d*x3+1/6*mb/lb*d"3*x2/3*x3*la+3/32*mb/lb*d"3*x2/4*x3

H25 =
mb+6/5*mb/Ib/d*2/x2/3*x3"2+31/480*mb/Ib*d"6*x2"5*x3"2+2/5*mb/Ib*d"2*x2*x 32
H26 =
103/5760*mb/Ib*d"6*x2"6*x3-9/10*mb/Ib/d"2/x2"2*x3-11/40*mb/Ib*d"2*x2/2*x3

H31 =

-1/20160*mb/x2*(36288*x3*x1p-3696*x3*x1p*d"4*x2/4+103*x3*x1 p*x2"8*d"8+40320*x2*d*x2p-
1680*x2/5*d"5*x2p)/d"2/Ib

H32 =

1/2880*mb/x2"3*(123*x3*x2p*x2"8*d"8-2736*x3*x2p*d 4*x2"N+1728*x3*x2p-5184*X3p*x2-
1584*x3p*x2"5*d"4+103*x3p*x2"9*d"8)/d"2/Ib

H33 =

0

H34 =

1/40320*(1680*mb*x2/9*d"5*la-40320*mb*x2"5*la*d+1428*mb*x2"10*d"5-
30240*mb*x2°6*d)/d"2/x2"\5/Ib

H35 =
1/40320*(-36288*mb*x2/3*x3-11088*mb*x2"7*d"4*x3+721*mb*x2/11*d"8*x3)/d"2/x2"5/Ib
H36 =
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1/40320*(206*mb*x2/12*d"8+72576*mb*x2/4-7392*mb*x2/8*d"4)/d"2/x2"5/Ib

[Q3xl

Ql=
Ma-1/2*ma*g*la*cos(x1)+1/2*mb*g*lb*cos(x1)+1/24*mb*g/Ib*d"3*x3*sin(x1)*x2"4-mb*g*cos(x1)*x2-
mb*g*cos(x1)*la-mb*g/Ib/d*x3*sin(x1)

Q2=

Fb-mb*g*sin(x1)+216*E*I*x3"2/x2"6/d"2-21/8*E*I*x3"2*x2"2*d"6-6*E*[*x3"2/x2"2*d"2-
1/6*mb*g/lb*x3*cos(x1)*d"3*x2"3

Q3=

-72[d"2/x2"5*E*I*x3-43/24*d"N6*x2"3*E*I*x3+18*d"2/x2*E*I*x3+1/d/Ib*mb*g*cos(x1)-
1/24*d"3*x2"4/Ib*mb*g*cos(x1)

Para simular este sistema, consideremos 0s seguintes parametros. ma=2kg, 1a=4m,
1a=10,67lg.m? mg=1kg, [g=3m, 1=5x10°m* e E=200x10°N/m?. Para a modelagem da
deformacé@ do brag B foi utilizado o método e modacs supastos considerando 0 pimeiro
modo de vibracdo de uma viga engastada de comprimento r(t).

Considerando o manipulador em repouso, aplicamos um momento M; para manter o
manipulador na posicéo haizontal, i.e., 6 = 0. Entdo, aplicamos outro momento M, periodico
com uma frequéncia= 10 rad/s. O momento resultante pode ser escrito coxrdM + M,

M A :gcosegnB%A +r—IBA%+mA IAé%sin(lOt)

Além do momento aplicado, o hago B posaii uma velocidade radial inicial de f,. As
condicdes iniciais do problema séo

06,=0 6,=0
Hr,=15 1,=1

Hvo=0 Ww,=0

Os resultados da simulagd sdo mostrados na Figura 7.5, sendo que & linhas continuas e
tracejadas representam o movimento do manipulador rigido e flexivel, respectivamente.
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Figura 7.5 - Resultados da simulac® do manipulador rob&ico (linha continua -- brago B
rigido; linha tracgada -- brago B flexivel); @ Angulo entre o brago A e ahorizonta; b)
Deslocamento longitudinal da @nfigurag@® indeformada do lrag B; c) Deslocamento
transversal da extremidade livre do ragp B em relagd® a configurac@® indeformada; d)
Posicéo vertical da extremidade livre do brago B com respeito ao referencial N.
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Conclusoes

Neste trabalho, foram apresentados 0s concetos basicos da Dindmica de Sistemas de
Multicorpos. Foi desenvalvida uma metoddogia de andlise de sistemas de multicorpos
utilizando o ambiente MATLAB, com o0 oljetivo de aitomatizar todas as etapas de
modelagem, controle e simulac&o. Os principais tépicos deste trabalho foram:

e Parametrizacdo de rotacdes finitas;

* Caracterizacao da flexibilidade dos corpos deformaveis;
*Derivacao das equacfes do movimento;

*Controle linear de sistemas de multicorpos no espaco de estados;
* Algoritmos de integracdo numérica das equacfes do movimento;

*Implementacé&o computacional utilizando o ambiente MATLAB.

A parametrizacd® de rotagdes finitas foi apresentada, enfatizandoa anali se da eisténcia
de singularidades nos sstemas de parametrizacd. Os sguintes gstemas de parametrizacé®
foram apresentados:

1.Angulos de Euler;

2.Angulos de Bryant;

3.Parametros de Euler;

4 Parametros de Rodrigues;

5.Vetor Rotacao;

6.Vetor Rotacdo Conforme (VRC) e

7.Quaternios.

O vetor rotacd® demonstrou ser opcéo mais adequada para aparametrizacé de rotagdes
finitas no estudo de sistemas de multicorpos. Dentre suas vantagens, podemaos citar:

a) Nao apresenta singularidade;

b) Representa rotagdes finitas com um nimero minimo de parametros, i.e., da origem a

equacOes diferenciais ordinarias e ndo a equacoes algébrico-diferenciais;

c) Apresenta caracterizacdo geométrica simples e
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d) As equagdes do movimento escritas em termos do \etor rotacd apresentam boas
propriedades de convergéncia na integracao.

Para a caaderizac® da flexibili dade dos corpos deformavel's, foram apresentados dois
métodos. 0 méodo & Rayleigh-Ritz e o método ce modcs supostos. Estes métodos
permitiram a andlise de sistema de multicorpos com partes flexivels, aproximando a
deformacéo destes corpos por uma combinacao linear de seus primeiros modos de vibragao.

As equagdes do movimento foram derivadas utili zando as equagdes de Lagrange e &
equagdes de Maggi-Kane. As equagdes de Maggi-Kane demonstraram ser a melhor opgcéo
para aderivacd das equagdes movimento de sistemas de multi corpos, dentre suas vantagens,
podemos citar:

a) Permite a acolha de velocidades generadlizadas ndo necessariamente iguais as

derivadas das coordenadas generalizadas;

b) Posshilita a ecolha entre cdcular as forcas de reac® que ndo produzem trabalho ou
elimina-las na formulac, tanto para sistemas hoénamos quanto para sistemas néo-
holbnomos;

c) Permite a linearizacédo das equacdes do movimento durante a formulacao;

d) Em gera, da origem a equagdes do movimento mais smples que a equagdes de
Lagrange;

O controle linea no espa@ de estados foi apresentado. Dois métodacs de projeto de
controladores foram apresentados. projeto de controladores via impaosicéo de pdlos e projeto
de Controle Otimo. Foi redizada uma adlise da inclusio de observadores de estado,
motivada pela dificuldade e algumas vezes, impossbili dade de se medir os coeficientes dos
modos supostos, quando alguns corpos sao deformaveis.

Foram apresentados alguns algoritmos de integrac® baseados no MATLAB. Nas
simulagdes redi zadas, neste trabalho, foram utili zados os algoritmos do MATLAB OdeSuite e
do SIMULINK. Uma éfase foi dada a problema da influéncia da singularidade das
parametrizacdes na integracdo das equacfes do movimento.

Uma implementacd computadonal das etapas de modelagem, controle esimulacé® de
sistemas de multicorpos, utilizando o MATLAB, foi redizada. O toolbox de manipulacé®
simbdlicado MATLAB (Symbadlic Math Todbox) foi utilizado para aderivac@® das equagdes
do movimento, uili zando as formulagdes de Lagrange ede Maggi-Kane. Dentre & principais
dificuldades encontradas, podemos citar:

» Desenvolvimento de um algoritmo geral utilizando as equacdes de Maggi-Kane;

» Derivac® das equagdes de movimento de sistemas com um numero grande de graus

de liberdade e

* Integracado das etapas de modelagem, controle e simulacao.

O desenvadvimento de um algoritmo geral para aderivaca das equagdes do movimento
utili zando a formulac@® de Magg-Kane é mais complexo que utilizando a formulacéd® de
Lagrange. Isto paque, nas equagdes de Lagrange o urico dado e entrada €0 lagrangeano e
todo ocdculo é escdar. Ja nas equagdes de Maggi-Kane eiste apossbili dade de escolha das
velocidades generalizadas e da base en que os cdculos vao ser efetuados para cala arpo.
Estas caaderisticas da formulac® de Magg-Kane tornam o desenvolvimento de um
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algoritmo gera mais dificil. Porém, para sistemas com um numero grande de graus de
liberdade, este procedimento torna-se mais préico que auele utilizando equagdes de
Lagrange, pas escrever 0 lagrangeano para sistemas com ndmero muito grande de graus de
liberdade pode ser inviavel.

A complexidade dos sstemas de multi corpos anali sados neste trabalho foi limitada por
uma caaderistica do toobox de manipulacé® simbdica do MATLAB. Quaquer cdculo
simbdlico redizado pa este toolbox tem seu resultado representado pa uma caleia de
caaderes no MATLAB, paém o comprimento maximo de uma caleia de caaderes no
MATLAB é de 10000caraderes. Este fato limita a @mplexidade €ou tamanho docdculo a
ser redizado. A metoddogia utilizada para ultrapassar esta dificuldade foi dividir as
expreses grandes em expresHes menores, efetuar os cdculos com as expresHes menores,
smplificalas e, pa fim, adicionélas. Este procedimento s6 € satisfatério quando @
resultados dos cdculos com as expresfes menores o simplificados. Porém, este
procedimento aumenta em muito o custo de desenvolvimento do algoritmo.

Sugestdes para pesquisas futuras

Neste trabalho, a andlise se restringiu a sistemas de multicorpos cujas equagdes do
movimento sdo equagdes diferenciais ordindrias. Porém, eliminando esta restricdo algumas
metodologias podem ser desenvolvidas, dentre elas:

» Utilizacao dos parametros de Euler para a parametrizacao de rotacoes;

* Superparametrizacao do sistemas de multicorpos;

» Célculo automatizado de forcas de reacdo que ndo produzem trabalho e

* Implementacd® de dgoritmos de integrac@® de ejuagdes algébrico-diferenciais no

MATLAB.

Utili zando superparametrizac@®, o desenvolvimento de um algoritmo geral torna-se
mais smples. Além dis, as equagdes do movimento tendem a ser mais smples, aumentando
o tamanho méximo do poblema que pode ser tratado Uili zando a versdo atual do toobox de
calculo simbolico do MATLAB.
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