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Resune

Cette tlese pesente une analyse nengue de I'amortissement des vibrations st-
ructurales obtenu par des traitements passifs, actifs et hybrides actifs-passifs. Pour cela,
un mockle éléments finis de poutre sandwich dont les couches pewisrélastiques,
pieézcélectriques ou visaastiques est peent. Il est validE a travers des comparaisons
avec les esultats analytiques, egpmentaux et nueriques troues dans la ligrature,
puis, étendu au cas de peaux stra##f. Ensuite, la repsentation de laapendance
en fréquence des promtés des matiaux visc@lastiques esetudiée en utilisant les
modelesAnelastic Displacement Field&DF), Golla-Hughes-McTavisiGHM) et Mo-
dal Strain Energy(MSE) itératif. Une gduction modale base complexe est proges”
et validée a travers des comparaisons avec lesuffats trougs dans la ligrature. Un
algorithme i€ratif est propospour trouver le contlé optimal du typelLinear Qua-
dratic Regulator(LQR) respectant le chamgl€ctrique maximum applicable aux pas-
tilles piézaélectriques. La comparaison entre les performances d’amortissement des
mécanismes d’action Ecélectrique par extension et par cisaillement montre que les der-
niers sont plus efficaces pour de petites amplitudegquéncesleées et pour des struc-
tures sandwicla peaux rigides et coeur souple. Trois traitements amortissants hybrides,
obtenus en modifiant I'emplacement relatif des couches glastiue et @zaslectrique,
ont é& analyss et compass. Il est mon&” que les traitements par efeient con-
traint actif (RCA), consistard remplacer la couche exteretastique par un actionneur
pieézcélectrique, ne sont efficaces que pour des coucheselastajues &S minces. Tan-
dis que les traitements par etement contraint passif (RCP) assoaiun actionneur
pieézcélectrique colt sur la surface oppee’de la structure (RCP/CA) ou entre la couche
visccélastique et la structure (RCPA/CA) songrgfalement, plus efficaces. Cependant,
les trois traitements fournissent des syses de contdé efficaces et robustes.dtlide
du contdle de vibrations d’'une poutre sandwialtceur viscelastiquea'l'aide de deux
pastilles colEes syretriquement sur ses surfacessrplre et inrieure, en utilisant trois
contdleurs de types LQR,ativatif etLinear Quadratic GaussiafLQG) est gali€e. I
est monte que les contfeurs optimaux LQR et LQG sont plus efficaces quedenatif,
puisgu’ils sont moins €pendants de la co-localisation des actionneurs et capteurs. Finale-
ment, I'influence de la temgrature d’ogration sur la performance de 'amortissement par
traitement du type RCA est anabes! les €sultats montrent qu’il est possible d’abouatir -
des performances uniformes dans un intervalle de ¢eatpres.

Mots-clés : Contéle des vibrations, structures intelligentes, enaiix pg&zclectriques,
matriaux visc@lastiques, dpendance endjuencegléments finis, poutres sandwich






Abstract

This thesis presents a numerical analysis of the structural vibrations damping obtai-
ned by passive, active and hybrid active-passive damping treatments. For that, a finite
element model of a sandwich beam which layers can be elastic, piezoelectric or vis-
coelastic is presented. It is validated through comparisons with analytical, experimental
and numerical results found in the literature and, then, extended to the case of lamina-
ted surface layers. The representation of the frequency-dependence of the viscoelastic
materials properties is studied using theelastic Displacement Field$ADF), Golla-
Hughes-McTavisliGHM) and iterativeModal Strain Energy(MSE) models. A modal
reduction of the resulting state-space system using a complex base is proposed and vali-
dated through comparisons with the results found in the literature. An iterative algorithm
is proposed to evaluate the optimal conttahgar Quadratic RegulatQl.QR) respecting
the maximum electric field allowed by the piezoelectric patches. The comparison between
the damping performances of the extension and shear piezoelectric actuation mechanisms
shows that the latter are more effective for small amplitudes and high frequencies and
for sandwich structures with rigid surface layers and soft core. Three hybrid damping
treatments, obtained by modifying the relative position of the viscoelastic and piezoelect-
ric layers, were analyzed and compared. It is shown that active constrained layer (ACL)
treatments, consisting in replacing the elastic constraining layer by a piezoelectric actua-
tor, are effective only for very thin viscoelastic layers. At the same time, treatments using
passive constrained layer (PCL) associated with a piezoelectric actuator bonded directly
on the opposite surface of the structure (AC/PCL) or between the viscoelastic layer and
the structure (AC/PSOL) are, generally, more effective. However, the three treatments pro-
vide effective and robust control systems. The study of the vibration control of a sandwich
beam with viscoelastic core, through two piezoelectric patches bonded symmetrically on
its upper and lower surfaces, using three controllers, namely LQR, derivativerseat
Quadratic GaussiaiLQG), is carried out. It is shown that optimal controllers LQR and
LQG are more effective than the derivative one, since they are less dependent on the colo-
calisation of the actuators and sensors. Finally, the influence of the operating temperature
on the damping performance of an active constrained layer treatment is analyzed. Results
show that it is possible to obtain uniform performances in an interval of temperatures.

Keywords : Vibration control, smart structures, piezoelectric materials, viscoelastic materials,
frequency-dependence, finite elements, sandwich beams
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Chapitre 1

Introduction g enerale

1.1 Motivations

Les vibrations structurales sone$ indsirables puisqu’elles peuvent causer des
problémes tels que la fatigue structurale, la transmission des vibradod®utres
sysEmes, le bruit interne ou externa dli rayonnement acoustique, et@admoins, il
est possible de limiter leurs effetsage, fondamentalemera,trois types de techniques
de duction de vibrations. La preere est la technique d’annulation (ou suppression),
utilisée surtout poueliminer le bruit engendrpar la vibration et non la vibration elle-
méme, se fait par la production d’'une source de bruit secondaiegttant le agatif du
bruit primaire afin d’aboutia 'une annulation des deux sources. La seconde est I'isola-
tion qui consistea éviter la transmission des vibrations d’un aEa un autre sans pour
autanteliminer les vibrations du syste€emetteur. Finalement, le troésie groupe de
techniques, dit d’aéihuation, est utilis’pour diminuer 'amplitude des vibrations d’un
syseme, en cas éc¢hec ou d'impossibiléd de son isolation, ou poueduire le rayonne-
ment acoustique, en cas d'impossilalidé production ou d’ineffica@t’une source se-
condaire d’anti-bruit. Les techniques d&ttiation consisterat diminuer 'amplitude des
vibrations structurales dont leefjlences sont dans le voisinage deguiences propres
de la structure. Par coeglent, ces techniques permettent éiater, ou reime dgliminer,
les Bsonances de la structure. Eengral, elles peuvergtie claseés en passives ou ac-
tives.

Les technigues passives d’amortissement des vibrations structurales utilisent
l'int'egration ou I'ajout de matiaux ou systmes, possdant des propeieés amortissantes,
coupksa la structure de telle fan que les vibrations de la structure sont amorties passive-
ment, c’esta-dire, sans aucune interventionerkture supmmentaire. Les ratéments
compogs de madfiaux polyneres viscelastiqgues constituent des traitemenés teffi-
caces poureaduire les amplitudes desbnance de structures vibrantes. CesenaiX
ont la proprété de passer d’'uetat peu rigide (caoutchouteux), pour des terapires
eleées et des éfuences de vibration bassasn autre rigidi” (vitreux), pour la situa-
tion oppoge. De plus, dans lgion de transition entre ces deetafs, or'leurs propetes
élastiques varient rapidement, ces emgtlix sont capables de transformemirgie de
déformation erehergie thermique, dissipant ainsi, sous forme de chaleneigie vibra-
toire de la structure sur laquelle ils sont esll Par ailleurs, il &t constaa’[66, 68] que
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2 Chapitre 1. Introductiongrerale

ces reetements visaglastiques sont beaucoup plus efficaces quand ils sont recouverts
d’'une coucheelastique permettant de les fairefdimer en cisaillement (Figure 1.1). Ce
traitement est @nomne Reetement Contraint PasgiRCP).

Figure 1.1: MEcanisme d’amortissement par eeshent contraint passif.

Les techniques actives permettent, queelies, de contiléer les vibrations thaque
instant par des actionneurs qui agissent sur la structure selon une loi de commarge conc
pour minimiser une mesure quelconque de I'intendigs vibrations ineSirables. C’est
le principe du contle actif (CA) des vibrations. Ces mesures sont, soiebasur une
référence, soit fournies par des capteurs plus ou moiegigs ‘dans la structure. Dans le
premier cas, le sysime est difeedforwardet, dans I'autrefeedbackce dernieretant di’

a la Btroaction des mesures effeetis sous forme d’action de carigdes vibrations.

Une structure contenant des actionneurs et capteursscoll in€Eges et cou@s
par un systme de conbie (Figure 1.2) est dite intelligente ou adaptative. En effet, les
mesures fournies par le capteur sont &edt par un systme de contie approp, qui en-
voie ensuiteaI'actionneur un signal capable de modifier le comportement de la structure,
'adaptanta’ un comportement requis.

Actionneurs Structure Capteurs |

L - - | - = - - - - - - - - — = = = = — .

Contile

Figure 1.2: Zfinition d’'une structure intelligente.

Il existe plusieurs maeres de construire une structure intelligeatpartir d’'une
structure de base. Cette conception consetehoisir les actionneurs, capteurs et
sysEmes de contle. Les actionneurs et capteurs sor@pggalement, fabriges a par-
tir de magriaux, ditsintelligents capables de fournir une action distréd®) ggnérée par
le couplage naturel de leurgfdrmations ou contraintes avec difénts facteurs externes
comme des champa€ectrique, magetique ou de tengrature, etc. Parmi les neataux
intelligents les plus utiliss on peut citer lesecamiques et polyares p&zalectriques,
les mag€riauxa memoire de forme, les matiauxélectrostrictifs ou maggtostrictifs et les
fluides€lectro-rl€ologiques.

Ce travail sera lim#" aux actionneurs construigs partir de pastillesaramiques
piézclectriquesa’base deirconate et titanate de plomBZT, qui se éforment lors-
gu’ils sont actiones par un potentiadléctrique (effet inverse) et induisent un potentiel
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electrique lorsqu’ils sonteformés (effet direct). Ces actionneurs font partie de la famille
des actionneurs distriles qui, contrairement aux actionneurs ponctuels, agisstat -
vers des forceseparties sur leur surface. Ces erédux peuvent aussire utilis€s comme
capteurs mzdlectriques permettant de fourrarchaque instant, une valeur moyenne des
déformations d’'uneegion de la structure correspondania’surface du capteur. Cepen-
dant, ce travail ne se limitera pas aux capteuezilectriques, consafant aussi des
capteurs discrets du type a&t&r‘onetres ou optiques. L'iet€t des actionneurs et capteurs
distribués est gu’ils permettent de coolef une bande plus large defiences et, aussi,
d’aboutira un systime de contife moins encombrant, puisque les actionneurs et capteurs
sont inBg@s dans la structure et toute action meessite que desbles de connexion
entre les actionneurs, capteurs et colewrs. Par ailleurs, dans cette classe de otetr”

il existe une multitude de syamties de contde intégres qui diferent en fonction de la
configuration capteur/actionneur/structure.

La nécessit’de systmes de contié a la fois, fiables et robustes, comme le colatr”
passif et, efficaces et commandables, comme le alen&ctif, a motie rticemment le
développement de symtes de contlé hybride actif-passif, utilisant dans leeme trai-
tement les matfiaux viscelastique (passif) et pEclectrique (actif). Le premier as-
sure la fiabili€ et la robustesse du sgate puisqu’en cas de mauvais fonctionnement du
contdle actif, le systme reste amorti. Le second alnfe les performances du sgate
pour les tes basses éduences. Les deux cooles passif et actif agissent donc en
compEmentari¢.

Cette tlese s’in€resse aux deux techniques passive et activeed'adition des am-
plitudes des vibrationsepagment puis conjointemeattravers le contie hybride actif-
passif.

1.2 Analyse bibliographique

Le développement de sy@thes de contié actif-passif fait I'objet actuellement de
plusieurs projets de recherche dans le monde. L'analyse des publicatiorsesalaris
la litterature montre que les principaux centres @'iét’concernent : 1) les configura-
tions de conwle hybride ; 2) la modlisation de structures sandwich multicouches; 3) la
modelisation des matiaux visc@lastiques ; 4) les algorithmes de cahgr " Cependant, le
mécanisme d’action de I'actionneureziglectrique n’a pasté étudeé par cette commu-
naug. On pesente donc ici une discussion sur lescariismes d’action eFclectrique.
Dans les sous-sections suivantes, I'analyse bibliographique concernant chacun de ces
themes est @msente. Méme si les travaux analgs concernent plusieurs applications,
'analyse qui suit sera liméte auxetudes de structures du type poutre, puisqu’elles se-
ront les seules structures tigts dans ce travail. D’autres analyses bibliographiques sur le
contdle actif-passif peuverdtfe trouees dans les syrgbes fournies dans [15, 42, 57].

1.2.1 Configurations de contdle hybride

Les traitements amortissants passifs paetewient viscelastique contraint sont
déja largement utilies pour amortir des vibrations structurales [66, 68]. Pour certaines
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applications, visant un amortissemenemt, il est aussi envisageable de remplacer des
parties de la structure par d’autres sous forme de sandaviobeur viscelastique, ou
méme d’en concevoir directement des parties sandwiclyies.

Le suces de ces traitements passifs coneax proges obtenus dans le domaine
des structures intelligentes a matie ddveloppement de traitements hybrides actif-passif,
consistanti remplacer la couchaldstique par des actionneurgpiglectriques. Ces trai-
tements, dit paReetement Contraint ActifRCA) ontéte suggrés par Plump et Hub-
bard [73]. Leurs principaux avantagessident dans (i) leur capageit’augmenter ac-
tivement le cisaillement du matiau visc@lastique ¥, > Vs, Figure 1.3)a travers l'ac-
tionneur pé€zcaslectrique, araliorant ainsi la dissipation dhergie; (i) la combinaison
des performances awefjuences plusléwees, des matiaux visc@lastiques, et auxds
basses &quences, des actionneurszi€lectriques; (iii) 'augmentation de la robustesse
du contdle actif, dans la mesuraipen cas de mauvais fonctionnement, le eysd reste
amorti.

Couche de précontrainte passive (élastique)
Couche de précontrainte active (piézoélectrique)

Structure

Figure 1.3: Mécanisme d’amortissement par egment contraint actif.

Depuis le @but des aneés 90, plusieurs configurations de traitements RCA ont
ete pesenges dans la lifature. Celle prope€ par Plump et Hubbard [73]ete rete-
nue par la majoré’des chercheurs.ddnmoins, une multitude de sgsies oneté pro-
poss selon les positions et types des capteurs/actionneurs. Ainsi, Agnes et Napolitano
[1], Huanget al. [40] et Yellin et Shen [94] ont suppeddes actionneurs auto-capteurs
dans le reefement contraint actif (Figure 1.4d), tandis que Shen [80, 81] et Liao et Wang
[61] ont utilisé des capteurs optiques pour mesurerdahfe du bout de la poutre (Figure
1.4a). Lavantage des actionneurs auto-capteurs est d’alzoutirsystime de contle
co-locali€. Varadaret al. [88] ont consi@ré un capteur @zcalectrique cok’a adté du
traitement hybride (Figure 1.4b). Lesieutre et Lee [57] ont preessegmenter le trai-
tement afin d’augmenter sa robustesse, bien que les performances poeglenées
plus élevees ontete diminudes. Dans ce cas, lesfdfmations de la surface oppasde
la poutre sont mesages (Figure 1.4c). Cette configuration a awsSi€tendue par Baz
[10] en consiérant deux traitements cel’synetriquement sur les surfaces d’'une poutre,
mais seuls lesaplacements longitudinaux oett’consi@tés afin d8tudier le necanisme
d’amélioration du cisaillement de la couche vistastique.

Une variation de la configurationguédente a&fé propose par Baz [11, 13, 14] en
placant un capteur pZzclectrique entre la couche vislastique et la structure (Figure
1.4e). Elle permet d’abouta une bonne co-localisation des actionneurs et capteurs sans

1Cette Eférence n’a puefre consulté mais un consensus existe dans lartitlire que c’est le premier
travail sur le reetement contraint actif.
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Figure 1.4: Configurations de coate hybride actif-passif.
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avoira mettre en ceuvre les circuits complexes des actionneurs auto-capteurs. Cette confi-
guration a ausseté retenue par Veley et Rao [89] et, en version segemar Kapadia

et Kawiecki [46] (Figure 1.4f). Paralement, afin de traiter activement des structures
déja re\etues par des traitements passifs contraints, Azefrad. [4] ont collé une pas-

tille piezclectrigue sur le rextement contraint passif (Figure 1.4g). Cette configuration

a été reprise dans [3, 78] mais avec deux traitementesdl/netriquement sur les sur-
faces supfieure et infrieure de la poutre (Figure 1.4h). Dans les deux cas, des mesures
des @&placements de la poutre sont effeds,a I'aide d’un aceléronetre pour le pre-

mier cas et d’'un capteur optique pour l'autre. Un avantage de cette construction est de
permettre que les longueurs des traitements actif et passif soiesredifs, contraire-
ment aux pecdentes qui @Cessitent des actionneurs couvrantegstiient les couches
visccelastiques.

D’aprés les travaux ci-dessusgsengs, les traitements hybrides sont plus efficaces
gue les passifs dans tous les cas. Par rapport auot®murement actif, ils sont plus
efficaces pour des retéments courts [40], pour des gains de aaetpeu€lees [40,

61], pour des matiaux visc@lastique rigides [61], et plus robustes [57, 78], puisque la
marge de stabil@des modes ex@s par le contifeur est plus large. D’autre points de vue
indiquent que le traitement hybride permet d’avoir une performance comparablies
des passif et actif avec des etgiments pluselgers (moins de matiau visc@&lastique)
[89] et avec moins de puissance de colgrtensions de corilé moinseleées) [61].

Cependant, ces traitements hybrides souffrent tous de la perte de transmissibi-
lite entre la structure et I'actionneuregiElectrique, duea la souplesse de la couche
visceélastique. Ainsi, d’autres configurations @t proposes dans la ligfature afin de
remédiera ce probéme. Liao et Wang [60] ont suggf de placer desléments rigides aux
bords des actionneurs les reliant aiada structure et, donc, aboutissantine certaine
action directe des actionneurs (Figure 1.4i). Bien que cela permet, effectivement, d’aug-
menter la transmissibiktentre I'actionneur et la structure, le cisaillement de la couche
visccelastique esteduit et le traitement devient donc moins amortissant passivement.
Cette configuration a aussté étudée par Varadamt al. [88] afin de dterminer des
formes optimales pour lesl€éments aux bords. Cependant, ils ont coasidin capteur
pieézcélectriquea adté du traitement (Figure 1.4j), alors que Liao et Wang [60] ont nmeesur”
la fleche de la poutre avec un capteur optique. Liu et Wang [64] ont aussi eencédrai-
tement mais en utilisant un actionneur auto-capteur (Figure 1.4k). Badregilah{5]
ont repris la configuration de [60] en considht deux traitements celi’synetriguement
sur les surfaces oppes$ de la poutre (Figure 1.4l). D’aw Liao et Wang [60], les
éléments aux bordslérgissent lesegions d’optimali¢” du RCA, par rapport aux trai-
tements purement passif et actif.

Une autre mamre de esoudre le proleime de la transmissibiéitést de consiter
des traitements actifs et passifs agissapggEment. Ainsi, Chen et Baz [20] ont propgos’
de coller un actionneur pzcglectrique directement sur la surfacesn€&ure d’'une poutre,
en plus d’'un reefement contraint actif calSur sa surface oppes (Figure 1.4m). Cette
construction afeé reprise par Crassidet al.[22] afin de comparer les performances obte-
nues en agissant, d'une patyavers I'actionneur du ret€ément contraint actif et, d’autre
part,a travers celui duaé oppos. Dans ce dernier cas, I'actionneur datécSuggrieur
agit passivement comme une couelfastique. Leursasultats montrent que le redement
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contraint actif est plus performant et requiert des tensions deadentidinselevées que la
combinaison du conbté purement actif avec le retément contraint passif. Par ailleurs,
d’autres chercheurs ont aussiudi les traitements actif et pass#fges, comme Friswell
et Inman [31] qui ont supp@sine poutre tra@é par un resfement contraint passif, sur
sa surface swgrieure, et par un actionneuregiElectrique, sur la surface oppes(Figure
1.4q). Lamet al.[51] ont pésent’ des traitementepakgs, colEs sur le ofé oppos'd’une
poutre (Figure 1.40) et sur leenie oté (Figure 1.4n). Leursesultats montrent que, pour
le casetudi, les deux raCanismes sont plus efficaces et regemt une tension de coote”
moinséleee que le resfement contraint actif et que les traitements sont optimaux quand
ils sont pla€s sur les atés opposs. lIs suggrent aussi I'utilisation de I'actionneur en
dessous du matiau visc@lastique (Figure 1.4p).

Comme le montre la Figure 1.4, la majerifes configurations hybrides sont com-
posges de plus de trois couches. Par empugEnta part dans quelques travaux purement
expérimentaux [46], des mades de poutre sandwich oete adopes.

1.2.2 Mocklisation de poutres sandwich intelligentes

La premeére étude sur les propetés vibratoires des poutres sandwiahcceur
visccélastique &t pesente par Kerwin [47], vers la fin des ases 50. Il a conseté
des poutres sandwich simplement appes,” dont les peawdstiquesfaient beaucoup
plus rigides que le cceur et dont la rigalgh flexion de la couche degmontrainteetait
négligeable par rappoet Celle de la structure de base. Ainsi, le catait'suppos’ne se
déformer qu’en cisaillement transverse et la riggditi flexion de la poutre sandwielait
celle de la structure de base. DiTaranto [2Bjendu les travaux de Kerwin pour traiter les
vibrations libres des poutres sandwich avec des conditions aux limites arbitraires. Ensuite,
tout en gardant les hypatkes de Kerwin, un autre melé aete dévelopE par Mead et
Markus [67] pouretudier les vibrations foegs pour plusieurs conditions aux limites. lls
ont aboutia unegquation dif€rentielle de mouvement d’ordre six en fonction dedaliie.

Ces premiers travaux oatg, cemmentefendus au cas des e#efments contraints
actifs pour tenir compte de la couchepilectrique. Ainsi, Agnes et Napolitano [1] ont
utilisé la tréorie de Kerwin, en consadant I'effet de I'actionneur pZcalectrigue comme
une augmentation de la rigiditde la couche de econtrainte. Leibowitz et Vinson [53]
ont étudié le méme probéme, mais pour une poutre partiellement couverte par le RCA.
D’autre part, Baz et Ro [13] sont partis dedUation de Mead et Markus poetudier, par
la méthode des ondes progressives, une poutre eaedgtre partiellement trag par le
RCA, bien que dans leur cas, une couclezglectrique, servant de capteur, est pac’
entre le matfiau viscelastique et la poutre. C’est pourquoi, afin de rester dans le cadre
de la th€orie de poutres sandwich, ils ont sup@gsie le capteur et la poutre forment une
seule couche dont la rigidittstequivalentea’la somme de celles des deux couches. Dans
ce cas, I'action mzdélectrique a&té approcke par une eformation imposé. Cela a aussi
eté suppos’par Shen [80] afin deedliver lesequations de mouvement d’une poutre tota-
lement couverte par un traitement hybride, qu’il a analysSuiteatravers I'approche des
fonctions de transfert. De emie, van Nostrand et Inman [87] ont utdisés hypotbeses
pour cBvelopper leur moele éléments finis (EF) avec quatre degrde libert” (ddls) par
nceud, pour lequel, tout comme Baz [11] et Huagl. [40], ils ont suppos’que la
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couche viscelastique ne seedorme qu’en cisaillement transverse. Un raledEF simi-
laire aete develop® par Baz et Ro [12] pour leur configuration de RCA (Figure 1.4e),
mais en tenant compte aussi des extension et flexion de la couchelaiapie. Ensuite,
Lesieutre et Lee [57] ontalelop@ un moale EFa 9 ddIs paelément avec des inter-
polations quadratiques pour leglacement longitudinal et 'angle de cisaillement. Les
effets des inerties de rotation ogte pris en compte pour les trois couches. Par ailleurs,
des€léments finis isoparaetriques oneté utilisés pouretudier des traitements hybrides
par Varadaret al.[88] et Veley et Rao [89]. Dans les deux cas, des étistriques ont
eté utilisés pour modliser I'action pézcélectrique.

D’autre part, la rethode de Rayleigh-Ritz a ausd utilisée par Laret al.[51] et
Liao et Wang [61] pour disetiser lesequations de mouvement inertie de rotation a
eté négligée mais les eformations axiales de la couche vistastique onété consigrées.
Le dernier modle [61] a€té utilisé dans [60] par les erfes auteurs powtudier I'effet
des€léments aux bords (Figure 1.4i). Ces dernaent moelisés par des ressorts reliant
I'actionneura la poutre.

Des poutres cing couches ont aussi’étudiées dans la ligfature. Chen et Baz
[20] et Crassidiset al. [22] ont étendu les travaux de Baz et Ro [12, 13] petudier
une poutre tra@éa la fois par le regfement hybride trois couches [13] (Figure 1.4e)
collé sur sa surface sapéure, et par un actionneuregiglectrique cokt” sur la surface
oppoge (Figure 1.4m). Dans les deux cas, ce derniegéaUppos’composer, avec la
poutre et le capteur de la surface opg®sine seule couche. Cependant, dans le travalil
de Chen et Baz [20], la rigiditdu capteur &t négligée. Un moele éléments finis de
poutrea cing couches a ausse’dévelop@ par Badre-Alanet al. [5] afin d’étudier deux
traitements hybrides avec delements aux bords [60] (Figure 1.4i) cedl’'sur les sur-
faces supfieure et infrieure d'une poutre. Dans ce cas, le enail visc@lastique a&fé
suppog’se @&former en cisaillement transverse seulement. Desealdidriques onete
considrés pour les couchesgaélectriques, aboutissaatuné€lément finia 7 ddlIs par
nceud. Dans une autre perspective, Wang et Wereley [91] oneuélimoctle de Mead et
Markus afin d&tudier une poutre sandwiehcceur viscelastique avec deux actionneurs
piézclectriques cols sur ses surfaces suEure et infrieure, bien que ces derniers ont
eté remplaes par des moments concergtraux bords [23],eduisant ainsi le madeé a
celuia trois couches. Comme Baz et Ro [13], ils ont wtilis héthode des ondes progres-
sives pour analyser le prabhe.

Repgsentant le maalé au plus grand nombre de couches parmi ceux é@dans
la litterature, celui prop@spar Rongonget al. [78] (Figure 1.4h) consigre une poutre
traitée sur ses surfaces su@Eure et inrieure par des re¢éments contraints actits °
trois couches, comme propopar Azvineet al. [4] (Figure 1.4g). Manmoins, la poutre,
la couche viscelastique et celles de grontrainte et gizcglectrique onefe supposés
se &former seulement en flexion, cisaillement et extension, respectivement. En plus,
la couche de mcontrainte et I'actionneur @zcglectrique ontefé consi@&rés comme
une seule couche, aboutissantine poutre symgtfiquea cing couches. La athode de
Rayleigh-Ritz aeté utilisee dans ce cas pour distiser lesequations.

On peut esumer les hypotses principales utike€s dans la lifature comme suit :

1. cisaillement pure dans la couche vislastiquea I'exception de Baz et Ro [12],
Crassidiset al. [22], Lam et al.[51], Lesieutre et Lee [57], Liao et Wang [60, 61],
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Varadaret al.[88] et Veley et Rao [89];

2. inertie de rotationegligeablea’l’exception de Agnes et Napolitano [1], Lesieutre
et Lee [57], Varadaet al.[88] et Veley et Rao [89];

3. cisaillement rgligeable dans les couchelaistiques ou pZcglectrique a'l'excep-
tion des modles€léments finis isoparaetriques de Varadaet al.[88] et Veley et
Rao [90];

4. actionneur mzdslectrique modlisé comme une eformation, force ou rigidé’in-
duite,a I'exception de Badre-Alaret al.[5], Lamet al.[51], Liao et Wang [60, 61],
Varadaret al.[88], Veley et Rao [89].

D’autre part, la majoré’de ces travaux ont supmodés vibrations sinustéles, ce
qui leur a permis de consedér un module de rigidét complexe pour tenir comptela
fois des propetesélastiques et visqueuses du evél visc@lastiqgue. Cependant, cette
approche n'est pasaliste dans le casegéral. Par ailleurs, I'efficacit’du re¥tement
est fortement dpendante du comportement du era&l visc@lastique et, donc, de sa
mocelisation.

1.2.3 Mocklisation des maériaux visccelastiques

Les proprétésé€lastiques et dissipatives des er@lux visc@&lastiques dpendent,
géréralement, des éjuence, amplitude, type d’excitation et de la temapuire. Le be-
soin de moeles d’amortissement visetzistique capables de regenter laealitt phy-
sigue de ces pro@iés a motie une grande quangid’études dans les aees$ 80A cette
époque+#, I'approche des modules complexaait dja largement utilisé. Cependant,
la construction des madEsa matrices complexes rendait les analyses impraticables. Par
congquent, Johnsoet al.[45] ont propogs’une nethode, dite desriergies modale$/0o-
dal Strain EnergyMSE), consistan& estimer les amortissements modautkavers une
relation entre les facteurs de perte et éeeergies de eformation de la structure et du
matriau viscelastique. danmoins, il aefé consi@ré que les propetes du magfiau
viscaelastique restent constantes pour toute condition de chargement,aleigne’cette
approche de lagdlité. Pour pouvoir tenir compte de lepéndance endrjuence des pro-
prietes des matfiaux visc@lastiques, cette ethode doietre considiée dans une version
iterative [31]. D’autre part, Plouin et Baks [72] ont propos'utilisation d’une base mo-
dale €elle, augmeet par une base de correction pour tenir compte des effets d’amortis-
sement. De bonsesultats onefé obtenus; cependant, la base widi<ontient le double
du nombre de modes.

Pour permettre la repsentation temporelle des caex@dtigues des matiaux
visceélastiques, unessie de nethodes temporelles capables de espniter la dpendance
en fréquence des progtés des matriaux visc@lastiques, tout eetant compatibles avec
les techniques d’analyse habituellement wilis dans la dynamique des structurestea ”
dévelopgEe. Ainsi, Bagley et Torvik [6, 7] ont propesine nethode basé sur desetivées
fractionnaires efficace pour des analyses dans le domangedntiel mais aboutissant,
dans le domaine temporeldessquations di#rentielles d’ordre fractionnaire assez com-
plexesa résoudre. D’autres athodes temporelles ont, ainsté proposes aboutissamt
des€équations difrentielles ordinaires. Lesieutre [54, 58] a prapos” mo@le nomne’
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Augmenting Thermodynamic Fiel(&TF), bage sur l'introduction de variables internes
(dissipatives), similaires aux variables caek’introduites par Biot [18] dans satiie
lineaire de la thermodynamiqueasérsible. Limi€ aux cas unidimensionnels, ce netal
a été ensuiteetendu aux cas tridimensionnels par Lesieutre eespiipe [55, 57] gacea
un nouveau moele nomne’Anelastic Displacement Field&DF). En paraléle, Dovstam
[27] a pesent” une€tude analogue, bien que dans ce cas-ci, seule une analyse dans le
domaine feEquentiel aeté réalige. Hughes et soequipe [35, 65] ont aussedelop@ un
moceEle, ditGolla-Hughes-McTavistGHM), ba< sur 'introduction de variables dissipa-
tives, tout comme le madé ADF. Les modles ATF/ADF et GHM sont assez similaires
vu gu'ils utilisent tous des variables additionnelles pour bienefiedf les relaxations du
matriau viscelastique. anmoins, on peut distinguer quelqueseatifices entre eux.
Le mocEle GHM utilise une formulation dans le domaine de Laplace des@attfans-
formée pour des analyses dans le domaine temporel. Par ailleurs, il @boné&gquation
du second ordre compatible avec &giations provenant du melg éléments finis. Tan-
dis que le modle ATF/ADF aboutita’ desequations du premier ordre de telle dacque
la compatibilig entre cegquations et celles provenant du retaeéléments finis n’est
obtenue qu’en construisant un sste coupt’sous la forme @quations detat. D’autre
part, néme si les moeles GHM et ADF utilisent difrents paraetres ayant diffentes
significations physiques, les melés€léments finis construits en les utilisanepentent
des Eponses similaires. D’autresethodes ba®s aussi sur I'addition de variables in-
ternes peuverdtie trouees dans la ligfature [44, 97]. Ces metEs repesentent bien la
variation des propefes des matriaux visc@&lastiques avec ladjuence, mais pour une
temperature constante doee.” Afin de permettre la repséntation de lagpendance en
temperature des propiés et l[échauffement du matiau, Lesieutre et son groupe [19, 56]
ont étendu le modle ADF pour ces cas, aboutissanéanmoinsa desequations non-
lineaires. Pour cette ¢3e, les moeles ADF, GHM et MSE seront les seulegtimbdes
utilisées pour moeliser la &pendance endrjuence des matiaux visc@lastiques.

Etant done’ que les moeles GHM et ADF repréentent le module du neatau
visceélastique par deesies de fonctions dans les domaines LaplaGigs) ou fréquentiel
G(w), il est d'une grande importance de bieetefminer les paraetres des maglesa
partir des doneés du matfiau utiliss. Ces paragttes sont, engy€ral, ajustsa partir du
lissage des courbes mr@&sses du matiau, afin de minimiser une mesure quelconque de
I"ecart entre les dom@s meswes et estimés. Lesieutre et Bianchini [55] ontgzeng’le
lissage des dom®s du magfiau ISD112a’une tempfature de 2%C, entre 8 et 8000 Hz.
lls ont conclu que cing ADFs (avec deux paetnes par ADF) re@s$entent exactement
le comportement du modukddstique et du facteur de perte du eral en fonction de
la frequence. Frisweltt al. [32] ont pEseng’la méme analyse pour le mele de Golla
et Hughes [35], avec trois ou quatre pasmas par moele. lls ont utili€ I'lSD112 a
20°C, entre 10 et 4800 Hz et le Dyad 6@12#C, entre 2 et 4800 Hz. Legsultats in-
diquent que le moele avec quatre paratres repesente mieux les doers du madfiau,
bien qu'il introduit des matrices non swtriques dans le made global. Cela dit, en
géréral, les modles ADF et GHM lissent bien les courbesitnesses des matiaux dont
la dépendance endrjuence des progtes est tes forte. N\anmoins, on peut dire que
le nombre de paraetres utili€s est inversement proportionnel au gede” &pendance
en fréquence des progtés. C’'est pourquoi, Enelund et Lesieutre [28] ont praposé



1.2. Analyse bibliographique 11

combinaison du maele ADF avec les @fivées fractionnaires afin de bien repenter une
faible d&@pendance endruence.

Le principal inconehient des moeles ADF et GHM est que, assesia une
discitisation paeléments finis, ils conduiseatdes systmes de grande taille, puisqu’ils
ajoutent des degs de libert"auxiliaires pour tenir compte de lagéndance enduence
du magriau visc@lastique. Par coegjuent, il est ghéralement acessaire deeduire
la dimension du maoele, par projection dans une base modalduite appropeé. Afin
d’eliminer les modes de relaxation, Patkal. [70] ont utilisé une nethode, éhomnge
Modified Internal Balancing Methg@ombinant la rethodelnternal Balancing Method
courante dans le domaine d’automatique, avec éghode de Guyan powliminer les
modes moins conbiables et observables, d’'une part, et pafcrire le moeéle ©duit
en terme d’'un sous-space des variables nodales provenant celendtEments finis,
d’autre part. Dans cettedbe, une base dedulction modale complexe, retenant les pre-
miers modes propres de la structure, sera prepdshsuite, une regséentationeélle des
équations ditat Eduites sera utiles2 pour les analyses.

1.2.4 Algorithmes de contble actif

Pour la conception du syste de contlfe, un moeéle matlematique de la structure
doit, en ggréral,étre construit et les performances requises et les perturbations auxquelles
la structure sera soumise doivatte d&Efinies. La conception du syshe de contle est
tres dEpendante du choix et de I'emplacement relatif des actionneurs et capteurs. Il est
connu que, pour des actionneurs et capteurs co-lesalia’conception du sysne de
contile est facilige, au point que e des systes simples deetfoaction propor-
tionnelle ou @rivative aboutisserd tdes sysimes stables [75]. C’est pourquoi, des ac-
tionneurs auto-capteurs [26] sontenéssants pour le coote de vibrations. Cependant,
pour des systmes non-co-locales, des systmes de contilé plus complexes, comme le
contrdle optimal, doivenefre utiligs.

D’autre part, la performance du sgste est aussi fortemene¢péndante de I'algo-
rithme de contle utilisé pour traiter les informations fournies par les capteurs afin de
déterminer les signaux de commande emgux actionneurs. Plusieurs algorithmes ont
eté utilisés dans la ligrature pour les r@téments hybrides, sachant que ceux proportion-
nels (P), @rivatifs (D) ou proportionnel-etivatifs (PD) occupent la majeure partie des
travaux, di'a leurs simples conception et mise en ceuvre. Ainsi, Kapadia et Kawiecki [46]
ont consi@ré un contole proportionneh’la feche de I'extemite libre de la poutre, pour
la configuration RCA prop@s par Baz (Figure 1.4e). Tandis que Azvatal.[3], Badre-
Alam et al.[5] et Rongonget al.[78] ont utilisé une gtroaction directe des vitess&srect
Velocity FeedbackDVF) de la fEche de la poutre. Les sgstes pecddents sont &s non-
co-locali€s, puisque, enggéral, I'actionneur @zdélectrique est positiompies de I'en-
castremment, tandis que la mesure dedeltf€ est effeckg, au moyen d’'un aetEronetre
ou d’'un capteur optique, plad I'extrémité libre de la poutre. Par coaglent, les modes
qui ne sont pas en phase avec le couple actionneur/capteurestabii€s, comme mis
enévidence dans ces travaux. Rongengl.[78] ont obsere que I'amortissement passif
additionnel, fourni par la couche viselastique, garantit une marge de stabipbur les
modes excis par le contilfeur, évitant ainsi leur dstabilisation. Badre-Alarat al. [5]
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ont proposg’de filtrer la vitesse avant de I'envoyer au cotgut, afin d€liminer sa contri-
bution pgriodique due la rotation de la poutre. En outre, quelques auteurs ontautifie”
rétroaction de laefivée de la tension fournie par un captelezuglectrique. Huangt al.

[40] et Yellin et Shen [94] ont cons@ié un actionneur auto-capte8¢]f-Sensing Actua-
tor, SSA) dans le RCA, wla dérivé de la tension induite dans I'actionneur est eey”
apres amplification, comme tension de camé: " Dans ce cas, le syshe est parfaitement
co-locali€ et, donc, stable pour tout gain d’amplification. En effet, Yellin et Shen [94]
ont montg que la combinaison SSA/DVF garantit une dissipation positiveedelgie du
sysEme.

D’autres travaux ont aussi ggéntg’ une combinaison des algorithmeggdents,
utilisant une etroaction proportionnelleeattivative d’'un éplacement ou de la tension du
capteur. Shen [80] a congid un algorithme PD de ladthe de I'extemité libre d’'une
poutre encastg-libre. Il a mont que, pour le premier mode propre, ce colerdbou-
tit a de meilleures performances d’amortissement, par rapport au proportionnel simple,
mais aussa un rapport inérieur entre les performances des traitements hybride et ac-
tif. Baz et Ro [12] se sont servis de la tension et de esd@véé fournies par le capteur
pieézcélectrique, colt’entre la couche visetdstique et la poutre, pour alimenter I'action-
neur pezclectriqgue du RCA. Ensuite, dans un travaieukur [14], ils ont appliga’un
algorithme d’optimisation pour calculer les facteurs multiplicatifs de la tension et de sa
dérivée afin de minimiser €hergie du systhe, tout comme Veley et Rao [89]. Varadan
et al. [88] ont consi@ré aussi un algorithme PD mais pour un sysé non-co-locales’
puisque leur capteur gzcglectrique aefé plac a adté du rewtement contraint actif (Fi-
gure 1.4b). La dstabilisation des modes exastpar un contleur PD a€té pesente
par Lesieutre et Lee [57]. lls ont propmdge segmenter le traitement afin d’aboatun
sysEme de conbfie plus robuste, de maarié que le nombre de retéments corresponde
a la quantié”minimale de modes amortis par le carer”

Des algorithmes optimaux, du type LQRirfear Quadratic Regulatgr appliqLés
aux reétements hybrides ont aussé “utilisés dans la ligfature, bien qu’en moindre
guantig. Lamet al.[51] et Liao et Wang [60, 61, 62] ont ad@ptette approche, quoique,
pour les premiers [51], la fonction ab3oit construite en fonction des variablegtdt
et, pour les autres, elle I'est partir du vecteur des sorties. Tsai et Wang [86] ont uti-
lisé aussi un algorithme optimal LQR poetudier un traitement RCA dont I'actionneur
pieézcélectrique est connezt un circuitshuntpour augmenter la dissipationediérgie.
Dans leur cas, comme chaque groupe de pataas du circuishuntfournit un gain opti-
mal different, un algorithme d’optimisation SQBgquential Quadratic Programmihg
eté utilisé pour trouver les paragtres permettant de minimiser davantage la fonctiant.co™
Toutefois, dans tous les casepédents, la tension appligea I'actionneur est proportion-
nelle aux variables @tat et, par cor&juent, ces deraeies sont suppess mesurables.
Cette hypotbse est assez contraignante et pealiste, bien que ce prabhe pourrait
étre Esolu par la prise en compte d’'un observateetat, aboutissara un algorithme du
type LQG (inear Quadratic Gaussign Cependant, celui-ci n'a pas€” utilisé dans la
litterature pour le contté hybride mais le sera ici pour la presme fois.

Friswell et Inman [31] ont emplay1'algorithme de contle PPF Positive Po-
sition Feedback propo® par Goh et Caughey [34], poueduire les vibrations d’'une
poutre reetue d'un traitement contraint passif, d’unt&,"et d’'un actionneur auto-capteur
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pieézcélectrique, de l'autre. Cet algorithme permet de aaetrchaque modeepaement,
bien que, dans leur travail, Friswell et Inman n’ont coesgdjue le premier mode. En
plus, la stabilig’de I'algorithme ne €pend que de la connaissance deqdiEnces propres
du syseme.

Le groupe de Baz s’est beaucoupeirgtSg’a I'utilisation d’algorithmes adaps au
cas spcifiqgue des restements hybrides. Ainsi, dans [11], Baz a adoph” algorithme
de contole robuste afin de garantir la statelidu systme, sujetiincertitudes quant aux
propriétés du matfiau viscelastique, duea des variations de teragdture, tout en mini-
misant la norméH, de la fonction de transfert entre la force de perturbation eetzhé®
de la poutre. Il a about un contoleur du second ordre avec une performance uniforme
pour les trois temgraturesetudiées. Crassidist al. [22] ont aussi utilie’un contole ro-
buste, mais avec la norntd,. D’autre part, afin de construire un algorithme capable de
garantir une dcroissance dedhergie de la poutre, Baz [8] et Shen [82] ont prapos”
contdleur de fronttres Boundary Controlley par la Btroaction amplifie de la vitesse
axiale relative des bords de I'actionneur. Cette vitesst& aUpposé mesurable, ce qui
ne peut se faire ga’'travers un actionneur auto-capteur, ou, au moins, obsergaldir
de la d&éformation de la poutre [8]. Cet algorithmet aussi adogtpar Liu et Wang [64]
et ggréralig ensuite par Baz [9] en multipliant la vitesse relative des bords par des fonc-
tions de transfert arbitraires, au lieu des gains constaetggehts, bien que seules des
fonctions d’ordre deux et trois aiee consi@rées dans [9]. Ce comtigur dynamique de
frontieres Dynamic Boundary Controll¢ra fourni des performances snEuresa celles
de son correspondant statique.

1.2.5 Mecanismes d’action pezcelectrique

Les actionneurs pZclectriques consiés jusqu’ici sont cols sur les surfaces
de la structure ou d’'un retément contraint passif produisant ainsi defodhations
de membrane lorsqu’ils sont actiasspar un potentiedléctrique. Dans cette configu-
ration, le champelectrique impos’et la polarisation du mettiau pgzalectrique sont
dans la neme direction (transversale) et le couplagdectron€canique seedlise par
la constante @zcelectriquees;. Ce necanisme, ehomng mécanisme d’action par
extension(Figure 1.5a), constitue la majeure partie des applications des actionneurs
piézclectrique au contlé des vibrations. Plusieurs melds onteté pesengs dans la
litterature [24, 36, 37, 39, 41, 93] afinadlidier 'interaction entre ces types d’action-
neurs/capteurs pEcElectriques et la structure.

Cependant, le progs dans la fabrication des composites a sescitgrand irgfét
pour les actionneurs iages. Ainsi, certains auteurs ont utdisles actionneurs iegies
pour produire deseaformations de torsion, en utilisant des fibreszoglectriques [17].
Néanmoins, il est connu que les actionneurs par extension sont beaucoup plus performants
guand ils sont plaes loin du plan moyen de la structure, induisant des moments @apos’
plus importants [24]. Cependant, dans ce cas, ils sont susceptibles de ruptures puisqu’ils
sont soumis des contraintesédiormations axialesésélevees. Quelques travaugagénts
[48, 83, 84, 98] ont prope@sl’utilisation d’actionneurs par cisaillement. Ces actionneurs,
contrairemené ceux par extension, sont polasdongitudinalement de marga induire
des @formations de cisaillement lorsqu’ils sont actiesrpar un chameléctrique trans-
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versal. Ainsi, le couplageléctrongcanique se fait par la constanteziglectriquee;s
(Figure 1.5b). Ce couplageegralement utilie"pour les esonateurs de quartz [92] et
pour des aceléronetres, @finit le mécanisme d’action par cisaillemerBien que ce type
d’action n'a pas encorett employge pour le contie de vibrations, unetude statique
comparative d’'une poutre sandwich encestlibre utilisant les modes de cisaillement et
d’extension d’'un actionneur @zcElectrique fut ealisge par Sun et Zhang [84]. D'ags”

leurs analyses statiques effestisa I'aide d’un codeeléments finis commercial, I'action

par cisaillement pourrait se montrer plus efficace que I'action par extension dans les cas
des féquence®leges et petites amplitudes. Cesultats furent ensuite confiam par

une analyse #drique [98]. En particulier, les auteurs ont merdtie les contraintes dans
I'actionneur par cisaillement et dans I'interface actionneur/structure sont plus faibles que
pour I'actionneur par extension. Ce qui est un avantage pour lesepneblde dlaminage

et, aussi, de rupture du neatdu pgzcélectrique.

P |E _

+

+

= =

A P 'E N -
Configuration non-déformé d’action par extension Poutre déformée par I'extension de I'actionneur

a) mécanisme d’action par extension

—

N N
Configuration non-déformé d’action par cisaillement  Poutre déformée par le cisaillement de I'actionneut

b) mécanisme d’action par cisaillement

Figure 1.5: Re@$entation des etanismes d’action par extension et par cisaillement.

1.3 Organisation de la these

L'objectif de ce travail est dfudier les dif€rentes techniques passives et actives
et leurs combinaisons possibles afin d’aboation amortissement hybride actif-passif
efficace des vibrations structurales. Dans le prochain chapitre, uelex@éments fi-
nis de poutre sandwich dont les couches peuetrd €lastiques, @zclectriques ou
viscoélastiques est pseng. Ce moele est ensuite utiles”pourétudier d’une part, les
mécanismes d’action par extension et par cisaillement, et letements amortissants
actif-passif du type RCA, d’autre part. D’abord, des analyses statiques et vibratoires, pour
des poutres non-amorties, sont effeds ‘et leursasultats sont compas aux esultats
analytiques et nueriques troues dans la ligfature afin de valider le mete. Puis, la
prise en compte de degg de liberélectriques dans le metk est consieiée et son effet
sur les gsultats analys 'Ensuite, le mogleéléments finis estendu au cas de peaux mul-
ticouches, en cons@lant la tieorie de stratifs pour les peaux et celle de poutre sandwich
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a trois couches pour 'ensemble peaux/cceur. Ainsi, uneteeéments finis, capable de
repesenter des poutres sandwitplusieurs couches, est\ElopE et valid a travers
des comparaisons avec lesultats d’analyse vibratoire troew dans la ligfature.

La modlisation des matiaux visc@lastiques est psentge dans le troisime cha-
pitre. La repesentation de lagpendance endtjuence de tels meiaux sera, notamment,
etudiée. Trois modles sont consgtés,a savoir les moeles temporels ADF et GHM et
une version irative de la rathode degnergies modales. Afin d’appliquer ces rates
a la conception de la loi de commande, éegiations @sultantes sorecrites sous forme
d’equations ddtat, puis, transforegsa travers uneeduction modale base complexe.
Des analyses portant sur les complegiinduites par 'augmentation de la dimension des
sysemes, due T'ajout de variables internes, et par laepehce d’amortissement non-
négligeable, dans laeeduction modale sont faites. Les nabels Eduits sont, par la suite,
validés par I'analyse degponses impulsionnelles de quelques exemples.

Dans le quateme chapitre, une bve introduction au probme du contrle optimal
est pesente. Une interptation physique du syatie en boucle-fera€ soumis un algo-
rithme de contrle optimal quadratique est doee"Par ailleurs, quelques prebiatiques
de ce type d’algorithme comme le choix de ses pata@s sont analgss.Etant done’
gue la loi de commande doit s’appliquer au cotgrpar action gzclectrique, un algo-
rithme itératif est propospour trouver le contlé optimal respectant le charefectrique
maximum applicable aux actionneursepiélectriques. Dans un dewte temps, la
conception d'observateursatat est pesenee, afin de permettre I'estimation des variables
non mesurables. Enfin, les concepts de controlabditd’observabildg”sont introduits.
Les algorithmes de comti€ optimal, LQR et LQG, etefivatif sont compas entre-eur
travers I'analyse du conilé actif d’'une poutre sandwicncceur viscelastique.

Les moctles Eduits sont, ensuite, assesd |'algorithme de contie LOR et uti-
lises pouretudier quelques applications de poutres sandwich adaptativesesdtats
sont pesengs dans le cingeime chapitre. En premier lieu, leseganismes d’action
pieézcdlectrique par extension et par cisaillement setidiés et compa&s$ quanta’
leurs performances d’action statique et dynamique. Par la suite, plusieurs configurations
d’amortissement actif-passif avec des ematlix pEzclectriques et visaastiques tra-
vaillant ensemble ouepags sont pesenges. Quelques congrdtions quand aux avan-
tages et incorenients de chaque configuration, ainsi que leurs conditions d’optamalit”
sont pesenges. En outre, une analyse de l'influence de la variation des ptgpdes
matriaux visc@lastiques avec la teragdture sur la performance de I'amortissement hy-
bride est pesente.

Finalement, quelques conclusions sonégenées dans le chapitre 6 afin de (i)
résumer les principauxesultats pesengs, (ii) souligner les originakS de cette #se
et (i) définir les perspectives de continuation des travaux de recherebergs ici.
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Chapitre 2

Modeleselements finis de poutre
sandwich intelligente

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, la formulationgbfique d’'une poutre sandwicheziElectrique
a trois couches est gsente. Une analyse desjlations analytiques est faite. Ensuite,
un mocktle éléments finis de poutre sandwich munie d’actionneuezggiectriques est
dévelopEa partir d’'une formulation variationnelle. Il est moagjue le choix du champs
de dplacement condud unélément fini avec seulement huit degrde liber et sans
blocage par cisaillement. La prise en compte de diiistfriques est aussi anadgs”

Afin de pouvoiretudier plusieurs configurations de traitements hybrides, ceelmod”
est alorsetendu au cas de peaux multicouches, en cenaid une thorie des milieux
stratifiés pour traiter chaque peau et celle de poutre sandwich poleliserd’ensemble
peau stratife/coeur/peau stragi. Deux modles€léments finis sont propes, sans et
avec ddlslectriques.

Leséléments finis sont impihengs sous MATLAB? et validésa travers des com-
paraisons avec dessultats analytiques et namdues troues dans la ligfature.

2.2 Formulation theorique

Deux configurations de poutre sandwich sont cosmiels. La pren@re est
constittée d’'un coeuelastique ou visoalastique pris entre deux peawepiElectriques
polariges dans le sens deepaisseur, tandis que l'autre est constud’'un coeur
piézclectrique, polaris”longitudinalement, pris entre deux peaabastiques. Pour
des considrations pratiques, la mise en ceuvre suppose que toutes les couches sont
pieézcdlectriques. La thorie d’Euler-Bernoulli est appliggg€ aux peaux, suppess
résistantes aux contraintes de membrane et de flexion; alors queokeetde Timo-
shenko est appli®€ au cceur, suppeseésistant en plusa la contrainte de cisaillement
transverse. Les couchespiElectriqgues ont desléctrodes sur les surfaces supure et
inferieure qui les couvrent ertément. Les matiauxélastiques et pZdlectriques sont
considrés orthotropes dont les axes d’orthotropiencaent avec les axes de la poutre
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sandwich. Toutes les couches sont suppsgarfaitement ca@g€s. La contrainte normale
transversale est suppes€gligeable devant les autres composantes. Les longueur, lar-
geur etepaisseur de la poutre sont ees paL, b et h, respectivement. Les indicasb

etc repesentent les quarngis relatives aux peaux senpeure et ingrieure et au cceur. Les
lettresx,y,z seront parfois utilisés pour dsigner les directions 1,2,3 et lesridées par
rapporta la directionx et au temps seront rexs par () et (), respectivement.

2.2.1 Description cirematique de la poutre

D’aprés les hypotbeses cites peccddemment, les champs demdacements sont
décrits par

Ui(x,¥,2) = Ui(X) + (z—z)Bi(x) , i=abc
Vi(x,y,2) =0 (2.1)
Wi (X,Y,2) = W(X)

donc, les éplacements axiaux Sont lindaires dans €paisseur pour chaque couche. La
description ciematique de la poutre sandwich est esgan¢e dans la Figure 2.1. D’ags”

les hypotleses d’Euler-Bernoulliy = B = —wW (k = a,b). Le plan moyen du cceur est
suppos’cancider avec I'origine de I'axg, doncz. = 0. Inspig par [2], on @finieu etd
commectant les dplacements moyen et relatif des plans moyens des peaux, respective-
ment,

Ua+Up |

2 )
donc, les éplacements des plan moyens des peaaLet u, s'écrivent en fonction da et
a par

u=

0= Ug— Up (2.2)

Ua:u+ (23)

NI &

; Up=Uu-—

NI

Par ailleurs, puisque les couches sont parfaitemeneesllles conditions suivantes de
continui# des @placements s’appliquent aux interfaces

L he . he
Ua = Ug, pOUI’Z= E etUb = U, pOUI’Z= —E
Donc, de (2.1),
Ue=U4+dwW ; Bczhﬂ—k)\V\/ (2.4)
C

ha—hb_ )\_ha‘f'hb

d=—7"": ~ 2he

ILes conditions de contingtdes contraintes aux interfaces n’ont psconsi@ées puisqu’elles abou-
tissenta des champs deeglacements complexes [33].
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Ainsi, les dplacements axiaux des couclaeb et c s’écrivent

Uy = (Ji g) —(z—z)W ;  k=a(+),b(-)

i (2.5)
Uc =(U+dw) +z<h—+>\V\/)
C
Uc
z —
Ug e _ /
I 7~
e / e
g -
7 -
- e
/ A
- /E’CAX(/ -7
@ 7N w
ha ____________ A _ - g
v | A
h h © w7
o 1T "t X
+ Zp
U O B
Up
Figure 2.1: Ciematique de la poutre sandwich.
Les relations dformations — dplacements pour laieme couche sontkedtites par
OUj;
€1 = a—xl =g+ (z—z;)sif
avi
€2i dy
o _ W _
3 = 9z (2 6)
bp oy M Wi |
4i = 2Yyz = az oy
ot  dw,
€5 :2sz:a—zl+a—xl— |C
ot; ov
€6i = 2Yxy = —+—=—=0

oy ox
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avecz. = 0 etef = 0. D’ou on note que les hypatlses ciematiques conduiseat des

déformations de cisaillement, pour les peaux, et transversales, pour les trois couches,

nulles. Les exposants, f et c qualifient les @formations giéralies de membrane,
de flexion et de cisaillement, respectivement. Elles peustrtecrites en fonction des
variables principales, U etw, de la faon suivante

2.7)

Notons que le paraetred couple la flexion avec laeformation de membrane du
ceeur. Il s’annule pour des configurations gfrifues, tandis que le paraime A, qui
couple la flexion avec le cisaillement relatif du cceur, est inggie aux poutres sandwich
puisqu’il ne s’annule que pour des peagpaisseur nulle, c’est-dire, pour des poutres
Timoshenko monocouche.

2.2.2 Lois de comportement

Dans cette section sonedrites les lois de comportement des eniglix utiligs.
Ces derniers sont congig's comme des matiaux pgzdlectriques orthotropes dont
les axes d’orthotropie eoncident avec les axes de la poutre. Les constaglesiques,
pieézcélectriques et dilfectriques sont domes, respectivement, pa,, €m €tenn (I, m=
1,...6;n=1,2 3). Les peaux et le cceur sa@tudiés €paementa cause de la diffence
de leurs directions de polarisation.

Lois de comportement des maériaux des peaux

Les ma€riaux utilig€s pour les peaux sont orthotropes et potaridans la di-
rection 3¢); par congquent leurs lois de comportement sont celles desenaaiX
piézaslectriques standar@if85], c’esta-dire, pour l&k-ieme peau,

O1k
O2k
O3k
O4k
Osk
Ok
D1k
Dok

[ Dak

2Cette gférence n’a pefre consulté mais est courammentesitdans la liggfature.

_C’El ¢ ¢f3 0 0 0] O 0 —€7 ( ew
O 0 O0¢c, 0 0| 0 -€&, o0 Eak
0O 0 0O 0k 0|-€ 0 o0 €5k
0O 0 0 0 O0c| 0O 0 0 €6k
0 0 0 0 €& o0& 0 0 =N
0O 0 0 €, 0 0| 0 &, O Eax

| € & & 0 0 0] 0 0 e 1B

(2.8)
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ou Ok, €k, Dnk et Enk sont les composantes des vecteurs de contrainte etfdenthtion,
et des vecteurs deeglacement et changdectriques. Puisque les champs dpldcements
considrés sont inépendants dg et nuls suivant la directiop (v = 0), on a

€x =€k =0 (2.9)
En plus, ayant suppesiz = 0, de (2.8) oné

1
eac= - (e e (2.10)

Ainsi, en tenant compte de (2.9) et en remplatcl’expression (2.10) de laefbrmation
transversale dans (2.8), les lois de comportement prennent la feduide suivante

k
O1k cy — €1k
oucl _ [oij ] [« (2.11)
3k 331 €33 3k
avec,
+k %3 <k C13 Cli:sz
€55 = e5g+ o , e = — %ks, ik =k - U

C33 C33

La modification des constantes,, €, et c'{l est duea I'hypothése de contrainte
transversale egligeable(os = 0), les autres composantes non nukeg, osk, €3k, €4k
et €5, ne contribuent paa l'energieelectrongcanique. De plus, les chamekectriques
Eik et Exx ne sont pas consés dans (2.11) puisque leur contributianl’énergie
électrongcanique estay¥ralement agligeable. Cela se justifie par le fait que, dans le
cas actionneur, seuls des chamfecfriques dans la direction depaisseur sont impes’
et, dans le cas capteur, les chamefefriques induits dans les directionsty sont petits
devant ceux induits dans la directin(d( a la minceur des couchesegiElectriques). On
peut noter de (2.11) que le couplagiectrongcanique est entre lafbrmation axiale et
le champelectrique transversal. Cette prag#éi caracttise lesactionneurs par extension
ou capteurs d’extensian

Lois de comportement des mariaux du coeur

Le magriau pEzclectrique utili€ pour le cceur est supmosithotrope et polares”
dans la direction X ; par congguent, ses lois de comportement peuwarg dbtenues
par rotation des lois de comportement des peaux [17, 38]. ksuité que les directions
1 et 3 sonechanges. Ceci condud °

3Pour le calcul des;, 'hypothéseos, = 0 est prioritairea’celle de @placement transversalconstant
suivant I'épaisseurgs = 0).
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(01c ) [C§3 €53 ¢35 0 0O O|—€; O 0 1 ( € )

O2c C53 C5, ¢, 0 O O0|—€, O 0 €2¢

O3c Cj3 Cj, ¢§; 0 O O|—-€; O 0 €3¢

O4c 0O 0 0 ¢ O O] O 0 0 €4c

Osc p=| 0 0 O O cg 0| O 0 —¢€f; Esc (2.12)
O6c O 0 0 O O0cy| 0 -6, O E6c

Dic €3 €2 € 0 0 0] ey O 0 Eic

Dac 0 0 0 0 0 €, 0 & 0 Exc

| Dxz) | 0O 0 0 0¢€& 0|0 0 ¢ || Ex|

A I'exception de la contrainte de cisaillement transversgl qui n'est pas nulle, les
hypotreses nacaniques etlectriques concernant le cceur sont similaireglles pour les
peaux. Donc, on a

€ =E&pc =04 =0
L'hypothese de contrainte normale nultes{ = 0) conduita

C
€3c = —%Elc
11
Le champelectrique longitudinaE;: se couple avec lasdormation axiale du caeur.
Néanmoins, sa contributioa I'energieelectrongcanique estegligée ici, puisqu’on va
s'intéresser plutf'a la flexion de poutres sandwiehcceurs minces. Ainsi, il est raison-
nable de consiter que la dformation axiale, ainsi que le charefectrique gu’elle in-
duit, sont regligeables. letude de la valeur du chanmgbectrique longitudinal, calce&
par post-traitement, pour quelgues exemples, a raaque cette hypo#se est, en effet,
raisonnable.
On ne considre gue les composanteg. et 0s. des contraintes et la composante
D3; des @placementglectriques, puisque les composantes Ogc, €3¢ €t €4c Ne cont-
ribuent pasa I'energieelectrongcanique. Les lois de comportemeatiuites scrivent
donc

Olc C§% O O 81(3
Osc p=| 0 c& —€fc| ¢ €5 (2.13)
Dac 0 €fs € Eac
avec,
2
CC
*C __ AC 13
C3=0C33— ¢
C
11

La modification de la constant§, est duea I'hypothéseos; = 0. On constate que
le couplageelectrongcanique n’intervient qu’entre laetbrmation de cisaillement et le
champelectrigue transversal. Cette prag#éi caracttise lesactionneurs par cisaillement
ou capteurs de cisaillement
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2.2.3 Description de létat electrique

Cette section €Crit la forme du potentielelectrique dans les couches
pieézcdlectriques. Les ecanismes d’action par cisaillement et par extension etigle's
sepaement vu que les couchespiElectriques, dans chaquespanisme, ont des direc-
tions de polarisation difffentes.

Potentiels et champ<lectriques dans les peaux

Selon Iétude gali®e par Rahmounet al. [77, 76], le potentiel dans une plaque
pieézddlectrique mince se compose de deux parties, I'urealie’erz connuea partir des
potentiels impos$d™ et —, et I'autre quadratique exveprésentant le potentiel induit. 1l
aété demonte [76] que, celui-ci est proportionnalla flexion de la structure.

En supposant que les chargdsctriques volumiques sont nulles dans la poutre, la
loi d"equilibre€lectrique crit

divDk=0; k=ab (2.14)

SupposandD1y/0x et 0D, /0y négligeables devamD3y/0z et en considfant I'expres-
sion deDxzy, définie en (2.11), on a

*kaEBK +k 01k
33752 oz

En utilisant les expressions de lafdfmation longitudinale (2.6) et (2.7) et la relation
champelectrique — potentidtsy = —0¢/dz, (2.15) devient

0201
3332 +efiw’ =0

En intégrant cett@quation par rappogez, on a

=0 (2.15)

Kk
281
*k
2e55
Comme les surfaces seipeure et infrieure des peaux sont egrément couvertes par les
electrodes, on a les conditions aux limigdsctriques suivantes

bk = ao+ (2— z)aw — (2— )

Okl,_p = O s O, no=0 (2.16)
ce qui condui’
Ak = q)k P _
hy hk
b+ hi et = N et
— Tk w = _k_lv\//
k=" +5 12 T P
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Vk étant la diférence de potentieldéctriques dans leieme peau. Finalement, le poten-
tiel électrique scrit
4(z— Zk)z} hi et

Tk ZLyy (2.17)
h

_ Vi
= Pk (z2—Z) =+ [1—
bk = P+ ( Zk)hk [ 8 ik

La dérivée par rappor z du potentieElectrique, quadratique enfournit un champ
électrique lirgaire erz

V
Ea= —p + (2-20 3w/ (2.18)

Potentiels et champ<lectriques dans le coeur

L'approche de la section peddente est aussi utiége” pour é@crire le potentiel
électrique dans le cceur. SupposaDt/ox et dD,c/dy négligeables deva@Ds./dz et
d’apres I'expression dB3, définie en (2.13), I'expression deeljuilibre€lectrique (2.14)
se Bduita

0E3 685
1 aZC + €5 62C =0 (2.19)

En plus gs; étant suppasconstant dansdpaisseur (2.6),(2.7) et puisqig = —0¢¢/0z,
I'expression (2.19) devient,

02

Intégrant cettequation par rappogtZ, on obtient

$c = apc + Zayc

Les surfaces sugrieure et inrieure du cceuetant suppases engrement couvertes par
lesélectrodes, les conditions aux limiteke€triques suivantes doivent dogtce \erifiees,

¢c|zzh7c = ¢§ , ¢c|z:_h7c =¢¢ (2.21)
ce qui condui’ e v
%:c&%:i
% ;cba _ 4.

ou V. est la diférence de potentietdectriques dans le cceur. Donc, le poterglettrique
est

bc= <IT<:+Z\é (2.22)

C
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PuisqueEs; = —0¢/0z, ce potentieklectrique, liaire erg, conduita un champ
électrique constant dangpaisseur du ceeur,

Ege= — " (2.23)

2.2.4 Formulation variationnelle

En utilisant le principe de d’Alembert, la formulation variationnelle de la poutre
sandwich peugfre expringe par

5T —OH +OW =0, Vou,50,0w,dV; i—a,b,c (2.24)

ou T, dH etdW sont les travaux virtuels des efforts d’inerédgctrongcaniques internes
et externes, respectivement. Ces trois quasitiéront expriges en termes des trois va-
riables principales, G etw et des difErences de potentiedéectriqgued/; de chaque couche
pieézdélectrique, dans les sous-sections suivantes.

Travail virtuel des efforts électromécaniques internes

Le travail virtuel des effortelectron€caniques internes d’un milievgaiélectrique
de volumeQ est dEfinie par

SH — /Q (560 — SED)AQ (2.25)

Il peut aussi fcrire comme la somme des contributions de chaque couche

OH=3Y0d0H;, i=ab,c (2.26)
Z i

D’apres les hypoteses consktées, les contributions correspondanéeshaque peau
O0Hy (k= a,b) et au coeudH. se Bduisent’

OHy = /Q (Oe1x01k — OE3KD3x) dQx
K
OH; = /Q (0€1c01¢ + O€5c05c — OE3cD3c) dQc

qui, d’'apees les lois de comportement (2.11) et (2.13¢sVent

OHy = /Q <5€1k0i§81k — Oe 1855 Eax — OEkEs ek — 6E3k€§|§E3k> dQy
k
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6HC - /g:z (681(303%81(3 —|— 685(:0%585(: - 685Ce(:|:_5E3C — 6E3Ce§|:_585c - 6E3cﬁ§|:_1E3(;) dQC
C

Enremplaant les expressions des champs ef®dhations (2.6) et des chamgdectriques
(2.18) et (2.23), et en supposant les couchel et c symétriques par rappom leurs
lignes moyenne&z— zy), (z— z,) etz, les termes correspondant aux peaux, peuggnat
décomposs en sous-termes rgsentant les partiesananiquedHym, pi€zclectriques
OHkme €t OHkem €t diélectriquedDHye,

OHk = dHkm — OHkme— OHkem+ OHke (2.27)
ou )
OHym = /o ( Mok Al + és,zé‘illkeD dx

L Y
SHime= — /0 ey dx

L dv,

L AV Vi
SHke=— | ——e35A— dx
ke o hg ‘a3 hk
La constante:'ﬂ introduite dans I'expression day, est la modification de*l":‘L de
(2.11) due cette fois-@ I'effet du potentiel induit quadratique, qui augmente la rigidit”
de flexion des peaux. Cette constante e$inE par

e
Cly=cii+ ¢ (2.28)
€33
Egalement, pour le coeWitd; s'écrit
OH¢ = OHcm — dHcme— OHcem+ OHce (2.29)

ou
L
BHom = [ - (Belcs5Acel+ el ciglos! + SeShectsAcet ) o
0

L Ve
0 he

L3V,
6Hcem: —/O h—cce(i5A(;sg dX

LOVe o« Ve

0 h—cﬁllAch—C dX

Pour tenir compte du fait que le cisaillement est distipafaboliquement dans la section
transversale, nous avons introduit un facteur effuction de la section transverséje
géréralement, dhomne facteur de correction de cisaillement.

6Hce - -
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Les termes deédHy representent les travaux virtuels des efforts ddodmation
(membrane et flexion), pEZcélectriques et dilectrique. En effectuant la emie
décomposition poudHc, on note que la contribution @eanique contient cette fois trois
termes (éformations de membrane, flexion et cisaillement). On observe alors que les
couplageslectrongcaniques sont entsf' et Vi/hy pour les peaux (extension - champ
électrique transversal) et entgget\;/h: pour le cceur (cisaillement transversal - champ
électrique transversal), commeepti par les lois de comportement.

Notons que, lorsque les diffénces de potenti& sont impoges aux couches
piézclectriques (cas actionneur), les variatid@w sont nulles car legléctrodes cou-
vrent enterement les surfaces des couches actives. Dans ce cas, les vadbligns
OHke, OHcem OHce SONt Nulles.

Remarque 2.1 Pour le cas d’action @zclectrique, il est irdressant d’analyser les
termes pezelectriques des peaudHpme = 5k OHkme €t du coeudHcme D’apres les
définitions des @formations greralisees (2.7)dHpme et OHcme S’€Crivent

L W\ L1/ Va oM
6Hpme: _/ |: (e3lAa + k:|)_Ab—b) + - <e3?_Aa—a — eggAb—b>:| dx (230)

Pour le cas syi@trique de peaux identiques, la variatidH pme st

L Va+ M Y
_ «P — Va b - ~/ b
SHpme= /0 &PA, <6u o 26 - )dx

Ainsi, deux cas particuliers peuvegire consi@rés : potentiel€lectriques impadss aux
peauxégaux ou OppaEs.

— Dans le premier cas,a/= "V =V, et,dHpmeS’écrit

_ L vV,
0 hp

Pour des propietes homognes du mériau dans la direction longitudinale,

SHpme= 2eBF1’Ap [6@0 (2.32)

Dans ce casdHpme peutétre interpete comme le travail virtuel de forces d’action
d’amplitude2e;]ApVp/hp, aux bords de la pastille pzalectrique, induites par les
potentiellectriques appligés aux surfaces des peaux. Seuls dgdatements ou
déformations longitudinaux peuvegire produits.
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— Dans le cas de potentiels im@ssopposs \4 = —Vp = Vp, OHpmes’écrit

5 L
SHpme= — / ei;g’Apaa'—pdx
0 hp

Par congquent, une analyse similaiéecelle du cas preedent conduié

Dans ce caspHpme correspond au travail virtuel de forces d’actiojé\,Vp/hp

dans les peaux, induisant ugplacement relatifi des peaux aux bords des pastilles,

ce qui permettra deékhir la poutre.

En comparant les expressionsdlé.ne(2.31) avec celles daH, pme(2.32) etdH pme
(2.33), on observe que leaoanisme d’action par extension ne produit que des forces
de traction ou de compression aux bords, tandis que celui par cisaillement induit des
momentsépartis. Cela signifie que le@sanisme d’action par cisaillement pegite plus
avantageux pouréduire les prol#mes de élaminage aux bords, caraatstiques des
actionneurs par extension. Cela dit, il faut noter aussi que les actionneurs par cisaillement
ne peuvent produire qu’une flexion/cisaillement.

Pour exprimer le travail virtuel des efforedectrongcaniques internes, des peaux
(2.27) et du cceur (2.29), en fonction des variablasetw, on y substitue lesefinitions
des &formations gréraliges (2.7), ce qui conduat -

L i v
SHy = /O { {cllAk< 2) +e§EAkh—k]

Lo i
|:CllAk < ) + e31Ak :| + 6\/\/ ClllkV\//
6\/ ’“‘/
T he {e3lAk ( 2) 55 ] }dX (2.34)

L
SHc = / {wcggAc (u +dvx/’)+60’c§§|c ( +)\V\/’)
0 he \ he

+ow” [c}i,%ACdG' +c55 hc + (c35Ad% + ¢ |C)\2)V\//}
C

~ C AC G C AC Cc
+ o0 [kCCSSh_C (hc A+ 1)V\/) +€f5— he hJ
LW+ [kcchAC (hﬂ T+ 1)w) + eﬁSAc\ﬂ
C C

4 Qe [eﬁSAc (E L 1>w) _ e‘ilAc\é} } dx (2.35)
he he he
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En intégrant par parties une fois sur les terme&ndd’ et deux fois sur les termes en
ow’, on peutecriredHy sous la forme

SHy = SH™ + 3H! (2.36)
L

~ Y/
SH" = { <6u_ + 6—2”> {cﬁAk (G + %) + eg'iAk\ﬁ + 8w/ Sk’ — 6wéillkvv”}
k

0

Egalement, pour le cceur,

SHc = dH!™ -+ 3HY! (2.37)

avec

SHI™ = {w@gAc (i +aw') +Bics5° (h )\V\/’)
C C

+ ow {c SAcdu’ +c33h AG —|—(033Acd2—|—C§%|c)\2)V\//]
C

he

Ve

+ow {kcc55Ac()\ +1) ( H

+ (AN + 1)V\/) +€5cAc(AN+1) =

L

(A + W — AT — e |

0

L
SHY' = — / {6603*%& (0 +dw") 4 30 {c;;gr']cz a”’
0

e ' 15h, ho

FEBAW ket (1 ot 1w ) - iy €]

— oW {%3&(:‘ a” + Cé%h_c)‘ a" + ( §%Acd2 + C§%|C)V\//”

ry/

—keCEsAc(A +-1) < -

hc + (A 1)V\/’) —efsAc(A + 1)V—C]

he

R {e‘{g% (hﬂ O 1>w) - eglAc\ﬂ } dx
C C C
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Travail virtuel des efforts d’inertie

Le travail virtuel des efforts d’'inertie de la poutre sandwich de vol@na trois
couches est

3T = —Z/ (Bipi i + dwipiVih ) dQj ,  i=abc (2.38)
Q;

ou p; est la densévolumique de masse deildeme couche. Remplant les expressions
des champs deeghlacements (2.1) et supposant les couchds et c symétriques par
rapporta (z—z,), (z— z,) etz respectivement, on obtient

L
5Ty = — /O Orc [ A (Bl + BWi) + 11 5w/ ] dlx (2.39)

5Te = — /O e [AC (Bl + dWAY) + |C63CBC] dx (2.40)

En tenant compte desquations (2.3) et (2.4), on exprime le travail virtuel des efforts
d’inertie en fonction de, (i etw seulement

L ~ ~ ~
5Ty = — / [&TpkAk (Ui ;) + 6—2”pkAk (EI + g) 1 BWPIAW - 6V\/pklkv'\'/] dx (2.41)
0

I o NN o 1 A |
3T = /0{6upcAc(u+dV\/)+6u e (hc+)\vx/)

[ I " we
+ SWPCAW +dW [pcAcdu + pch—c)\u + (PcAd? + pclc)\Z)V\/] } dx (2.42)
C

En intégrant par parties les termes®&w, dTy peutétreécrite sous la forme

5T = ST\M + 5T (2.43)

avec
5Tk|m = (—5ka| k\l\/)lc_)

L ~ ~ ~
ST = —/ {éu_pkAk (G'j: g) + 6—2upkAk (G_i ;) + OW ( PIRAKW — Pl W) | dx
0

De méme, pour le cceur, on a

3T = 8T+ 51! (2.44)
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avec
L

- le . = .
STIm — {—6w {pCAcdu + pch—c)\u + (PcAd? + pc'c)\z)V‘/} }
c 0

L &
5T = —/ {Bu_pcAc (U+dw) L 5aPele (5 +)\W>
0 he \hc

e
—ow {pcACd‘T + Pop A + (PeAcd? + Polch?)W — pCACv'\'/} } dx
C

Travail virtuel des efforts extérieurs

Des forces axiales et transversales, surfacigBg§,) et volumiques {}, 1), sont
considrées pour chaque couche de la poutre sandwich. Le travail vigakdg pour ces
forces est dfini par

L
o = V (Rt +FZ|6W‘)dA‘] +/ (Ui + f,0wi) dQi ,  i=abc (2.45)
A 0o JQ
En remplaant les expressions des champs dpldtements (2.1), on obtient

L

AW — { /Ak {F¥Bu— (2 208w + Fiow} dAk}

0

+ / {148~ (2 208) + o} doy
Qk
L
W, = { /AC [F(Buc + z0Bc¢) + Fow] dAC} + /Q [ £5(Uc + z0Bc) + f7ow] dQc

0 c

Supposant les couchasb et c symétriques pas rappost(z— z;), (z— z,) etz, on a

L
W = [NiedU — MidW + Qdw] 5 + /O (U — AW +qdw| dx  (2.46)

L
W = [NeBlig + MeBBe + Qcdw]5 + /O [NeBUc + McdPc + GedW] dx (2.47)

ou les forces et moments concex¥rét distribes sont dfinies par

N; :/AiF)idAi ; Ny :/A fldA
M; :/AF;(z—zi)dAi ; mi:/m fl(z—z)dA

Qiz/AinidAi ; Qi:/AifzidAi
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En tenant compte desguations (2.3) et (2.4), le travail virtuel des effortsegid(irs peut
étre expring en fonction des variables 0 etw seulement

OW = {Na <6u_+ %) — MadW + Q20w+ Np <6u_— 6—2u> — MpdwW

_ 50 L
+QpdW + Ng (U + ddw') + M <h_u +)\V\/> + QCBW]
c 0

L ~
+/ [na <6u_+ %) — Mad®W + adW+ Ny (6u_— 6—;) — MW
0

+-QpOW -+ N (SU+ ddW ) + me (% +)\V\/> + qcéw} dx
C

gu’on peut garranger de la fan suivante

W = {(Na+Nb+NC)6u_+ (Na;NbJr%) 30
C

L

—<Ma+Mb—dN:—AMaéw<Qa+Qb+Qc>6w]
0

L _ [(na—n .
+/O {(na+nb+nc)6U+( - b+h@)6U—(ma+rrb
C

—dnc —Ame)dW + (Ga+ O+ QC){)W} dx (2.48)

A travers une irggration par parties des termesa&®n sous l'in€grale, W peut s&crire
sous la forme

W = dW'™ 4 WV (2.49)

ou

_ Ny —N M
SWm — [(Na+Nb+NC)6u+< a2 b Y

+ —) 0l — (Ma+ My
he

L

—dN:—)\Mc)é\’\/+(Qa+Qb+Qc—ma—Wb+dnc+)\mc)5W]
0

L _
W :/ [(na+nb+nc)6u_+ (”a ”M@) 5
0 2 he

+(Qa+Qb+qC+n’Q+n’@—er—)\rr@6W] dx
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On peut en conclure que les forces axials ny et Ny, np, appligilees aux peaux
superieure et ingrieure respectivement, cisaillent le cceur par leurgmdiffces. Ertant
égales, elles ne peuvent induire que degla¢ements de membrane. Par contrestant”
égales mais oppess, elles induisent une flexion.

2.2.5 Equations de mouvement et conditions limites

Les équations de mouvement et les conditions aux limites de la poutre sandwich
peuventetre obtenues partir de la formulation variationnelle (2.24), en y remplatc
les expressions des travaux virtuels internes (2.36) et (2.37), d’inertie (2.43) et (2.44) et
externes (2.49).
Equations de mouvement

Puisque les variabledu, &0, ow, dV,, OV, et 8V, sont indpendantes et arbitraires
dans l'intervalle[0, L], I'equation €sultante de la combinaison de (2.24), (2.36), (2.37),
(2.43), (2.44) et (2.49) n'a d’autre solution que la triviale, ce qui coraluit

8U :  (Ci3Aa+ Ci3AL + CiSA) U + <c11Aa AT + c5AAW”
\VAS -
+ 65 + 6 Ab +<na+nb+nc> (PaAa+ PP + PcAc)
a

1 i}
+5 (Pala — PpAp) U+ PcAcdW  (2.50)

~ 1 4| - |
C
1/ .. Vo' (i
+ 2 (eIBlAah_ - ) ch55 ho (hc A+ 1)\/\/)
Ac Ve Ng—nNp Mg .
c R _
e15 hc hC + ( 2 + hc) 2(paAa pbAb)u

pcc

L1 N P
<paAa—|- PoAp + ) G+ pch—c)\V\/ (2.51)
C

W CRSAT” +cig °Aﬁ’”+<c11|a+621|b+c§§ACd2+c§glc)V\/”’

~/

ch55Ac()\ +1) L‘l:c

V¢!

A+ 1w/ } AN +1)— he

— (Ga+ Go + dc + M -+ M — drf, — A = pcAcdU’ +pc—AG’

+ (Pala+ Polb + PAH? + Pl AW — (Paha + PrAb + PAc)W (2.52)
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. xa [ i *aVa
0Va @ &7(u +§ €33}, =0 (2.53)
a
* ' * V
Ny . eP (J—§> 3§hb 0 (2.54)
a \Y
C C

Remarque 2.2 Dans le cas Q les potentiels Msont inconnus (cas capteur), les expres-
sions (2.53), (2.54) et (2.55), les fournissent en fonction éésrchations de membrane
pour les peaux et de cisaillement pour le ccoeur. D’ailleurs, si I'on substitue ces expres-
sions dans les autresquations (2.50), (2.51) et (2.52), on observe que la rigidie la
couche pezelectrique est augmese par un effet passif du néatau, repesenge par la
modification des constantésastiques suivante

931 - ec g
c11 = c11+ pr ; Cog = kcc55+ (2.56)
€33 €11

Cette modification n’est pa& confondre avec celle due au potentiel quadratique induit
(2.28), qui ne modifie que la rigiditen flexion des peaux, tandis que celle-ci augmente les
rigidités de membrane des peaux et de cisaillement du cceur. Ceci est paecunsdent

a une condensation statique des délsctriques sur les ddls &aniques. Le probme
devient récanique avec de constantes meédi§i par I'effet gez@lectrique.

Dans le cas pratique de poutre stnque, dont les peaux ont lesemes propefés
géongtriques et maielles, on obtient unatouplage entra et 4,w (2.50). En plus, si
I'on annule les propafés des peaux et I'on consick que le cceur eslastique, on retrouve
leséquations standards pour une poutre de Timoshenko.

Conditions aux limites

En remplaant les€quations de mouvement (2.50)—(2.55) dans la formulation varia-
tionnelle (2.24) et utilisant (2.36), (2.37), (2.43), (2.44) et (2.49), on obtient, aux limites
x=0,L, les conditions suivantes

- ~/ k / * V.
(655 + G330 + CREAT + 3(Ci3Aa— C{20) 0 + AT + e5iAq
a
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4], I
{ (Ci3Aa — Ci5AL) U + (Ci?Aa+Ci?Ab+033 h2) @ +c §% C)\V\/I

V, Vi Na—Np M
(%?Aah—a—%?Abh—z)—( ""2 b+hc)}6u_o (2.58)
a C

_|_
Nl RIE

|:C33A(;du +C3 AT 4 (SB41a + 1l + S5AA? + S5 AZ) W

+ (Ma+Mp— dNC—AMC)] W =0 (2.59)

- lc. s ..
{—pcAch — pch—c)\u — (pala+ polo+ pcAcdz + pc'c)\z)v\/
C

+ CSAAT +c33 AT + (S yla+ 1y + CSA + Sl A2 )W

Ve

— kCCS5AC()\ +1) { h

he + (AN + 1)V\/] —€sAc(A+1) =

+(Qa+Qb+Qc—ma—mo+dnc+)\m;)}5W:0 (2.60)

Dans le cas de poutre swinique, le @placement moyem est dgcoup€ des
déplacements relatifi &t transversal (2.57). D’allleurs, pour le cas actionneur, si les
potentiels imposs$V; etV,, sontégaux, seul uneplacement moyen peutétre induit. Au
contraire, d’apes (2.57), si les potentiels sont opped/a = —\p), seuls deseblacements
relatif U et transversal sont induits.

Il est aussi intressant d’observer que les peawzpiélectriques ne peuvent action-
ner la poutre que par les bords. Tandis que le commagiectrique le fait par des mo-
ments distribes, comme en (2.51), et forces transversales cormnaix bords, comme
en (2.60).

De (2.51) et (2.58), on voit qu'une partie du cisaillement du coeurieaudjlisse-
ment des peaux, qui peetré induit par des forces membranairescamiiquesrz, Na, Ny,
Np) oppo€es ou par des ddfences de potentieN, ).

2.3 Discretisation par élements finis

Dans cette section le meld théorique pesent” pecddemment sera disti& par
la méthode degléments finis, pour deux casespfigues,a savoir le caswles pastilles
pieézcélectriques sont suppessetre des actionneurs, auxquelles le chalgetrique est
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impos, et le cas, v elles sont cons@lées comme des capteurs, dont le chateptrique
est inconnu.

Le premier modle éléments finis, dhomn& PSAP (Poutre Sandwich avec Action-
neurs pézlectriques)est plus simpla mettre en ceuvre et abowitles matrices de di-
mensions plus faibles, gcea I'absence de ddisléctriques additionnels. En pluseme
s’il n’est valable, en principe, que pour les cas d’actionnewesg@léctriques, on montre
gue ce modle peut fournir des approximations assez satisfaisantes pour des tensions in-
connues dans les couchesziélectriquesa travers un post-traitement desultats.

Le deuxéme moele, &homn€ PSEP (Poutre Sandwich ave&léments
Piézelectriques}ient compte de la pzclectrici€ a travers I'ajout de ddlsléctriques
pour chaque couche gicElectrique. C’est pourquoi il aboutit des matrices de tailles
plus grandes. BAnmoins, il fournit des approximations pluggises des comportements
mécanique et @izclectrique. En plus, il est valable pour des cas de tensions inconnues ou
imposes. En effet, pour le cas capteur, les ddésfriques @sultants du calcidléments
finis fournissent directement les tensions induites dans chaque cowzwelectrique,
sans avoir besoin desaliser des post-traitements. Pour le cas actionneur, I'imposition
des tensions sur les couchesziElectriques peuwtre faite directemers fravers la sub-
stitution dans les ddisléctriques. Ce deusme moele peutegalemenefre modifé a
travers une condensation statique des étistfiques au niveaglémentaire aboutissant
a unélément fini avec le mme nombre de ddlIs que le madd PSAP, mais tenant compte
des tensions induites dans les couchegggilectriques dont les potentiels sont inconnus.

Ces moeles seront @sengs dans les prochaines sous-sections, puis, casgar’
travers le calcul des tensions induites dans les capteersgbectriques. Pour l'interpo-
lation des @placements moyen et relatif et U, des fonctions de forme lg@ires de La-
grange seront utileés, puisque ces variables sofit@@ntinues. Pour ladchew, qui est
Cl-continue, des fonctions de forme cubiques d’Hermite senées$aires. Les difences
de potentielselectriquesV; seront considfées constantes paitément puisque tous les
eléments @zcElectriqgues sont suppes compétement couverts par let¢ectrodes.

2.3.1 Mockle sans deges de libere€ electriques

L'objectif de cette section est degwénter la disetisation parléments finis de
la poutre sandwich pZcElectrique, en consaant que les champectriques dans les
couches @zcélectriques sont impes, c’esta-dire, ces dereres agissent en tant qu'ac-
tionneurs. Par comsjuent, il n’est pas etessaire d’ajouter des dditectriques. Les
déplacementsey®ralig€sd = col(u,w, 0), col( ) étant utili€ pour @&noter des vecteurs
ligne, sont dis@fisgs par

d = Nge (2.61)

Nt O O O[N O O O
N=| O N3 N;u 0O/ 0 Ns Ng O
O 0O O N O O O N

est la matrice d’interpolationedinie par les fonctions de formi (I = 1...6) suivantes
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X X
Ni=1-—  No=— Ng=1——+—
1 Lo 2 Lo 3 L§+Lg

2 2 2
X X 2X X X
Ng=Xx|{1—— ) i Ng=-—5(3—— ):Ng=— | ——-1
! X( Le) > Lg( Le) ° I—e(Le )

Le est la longueur deélément. Le vecteur des degrde libem'élémentaires|e est com-
pos de huit ddIs racaniques (Figure 2.2)

Je = CO'(U_1,W17V\/17017U_2,W27V\/2,02) (262)

lJ—:IJGl!Wl!V\/l u_2,G2,W2,V\/2
Figure 2.2: Deges de libert"de I'élément fini PSAP.

Les composantes;, 3ij,w des @&placements de chaque couche (2.1) peugtet ~
discitisges par

Ui = Nyide ; Bi = Nrife; W= Nz0e (2.63)

ou les vecteurs d’interpolation desplacements axiauXy; et transversal; et des rota-
tionsN;; sont

Nuk=[N1 0 0 £3N; | N2 0 0 £3Np] ;k=a(+).b(-)
Ne= [Nz dNj dN; O | Np dN, dN; O
Nk=1[0 —Nj —N; 0 | 0 =N, —Nj O] ;kea(+)b(-)
Nm:[o ANZ AN; ANy | O ANS AN h—lch}
N,=[0 N3 Ny 0 | 0 Ns Ng O]

De méme, les dformations giéralig€es de chaque couclaE,sif,ag (2.7) peuventefre
discitisges par,

8im = BmiQe ; 5if = B¢ige; 88 = BccOe (2.64)

ou les vecteurs d'interpolation degfdrmations de membrari,,;, de flexionBj; et de
cisaillementB. sont

Brk=[N; 0 0 +IN] | N} 0 0 +IN}|;k=a+)b(-)
Bme=[N; dNy dN/ 0 | Ny dN/ dN{ O]
Brik=[0 —NJ —Nj 0 | 0 —N/ —NZ 0] ; k=a(+).b(-)
Bro= [0 ANy ANj ENj | O AN AN ANy
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Bee= |0 A+1N3 A+DN; mNi | O A+DNg A+DNg N2

Ainsi, on observe que les vecteurs d’interpolation deglacements et degfibrmations
sont asso@sa travers les relations suivantes

Nrk = =N ; Bmi =N ; Bfi = Nj; ; Bec = Nrc — Nk (2.65)
En utilisant lesequations (2.27) et (2.29), la distisation des contributions
éléementaire$H; et SHS au travail des effortglectrongcaniques internes condait °
OHE = dHS — OHime; OHS = BHG, — OHme (2.66)
avec
BHGn = 80LK§Te ; SHEne=30IFfe;  8HEn=8AIK e ; BHEne= 308 FEe

IZﬁ etK§g étant les matriceslémentaires de rigiditde lak-ieme peau et du cceur, respec-
tivement, @&finies par

_ Le
KE:/O (CﬁAkBrTnkBmk+(_3§1|kB¥kak> dx (2.67)
Le

K= /0 (C53ABMBmc+ Ci3lcB B e + keCEsABLBcc) dx (2.68)

L'exposant’ définie 'opération de transpositiofrf, et FS, sont les vecteurs des forces
électrigues ghéraliges induites par les actionneursziélectriques

Le E3 Vk Sk Vk Le
Fre= —/ esliAkh—B;kdX = —%l:(LAkh— (N3
0 k k
. v (2.69)
Fge = _/ e(l:sAC_CBIC dx
0 hc
A partir des expressions (2.39) et (2.40), les contribut@@séentaires des travaux
virtuels des efforts d’inertie sont distr&es par

T = —30s M{e ; 8T = —30g M e (2.70)

ou {e est le vecteur d’a@iération. Les matriceslémentaires de massestivent, pour la
i-ieme, sous la forme

Le
ME = P [A (NJiNyi -+ N NZ) + liNGN ] dx;  i=abe (2.71)
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Les expressions des travaux des foragzarfies externes (2.46) et (2.47) peuvent
aussietre discetisges, fournissant la contributi@®&mentaire suivante

dWe = 5q] F¢, (2.72)

ou F&, définit le vecteurelémentaire des efforts@saniques distritees gnérali€es

Le
Fe — Z/o (NS + NI +mNT) dx (2.73)
|

Utilisant les expressions (2.66), (2.70) et (2.72) et assemblant les contributions
elémentaires de tous ledéments, la formulation variationnelle (2.24), expeensous
forme matricielle, fournit leequations de mouvement suivantes

M@G+Dqg+ (Kp+Kc)d =Fm+Fe (2.74)

ol Kp = Ka+ Ky pour des peaux pZclectriques. Pour des peaelastiquesK , =
Ka+Kp, Kk étantéquivalenteK , avecct,; = cik (e5k = 0). Une matrice d’amortissement
visqueuxD est ajougea posteriori

Les matricelémentaires de masse (2.71) et de rigidR.67),(2.68), et les vec-
teurs€lémentaires des effortsananiques (2.73) efléctriques (2.69)ar€raliges onete

integrees analytiguement et sonegenges dans I'annexe B.

2.3.2 Mockle avec deges de libere electriques

Dans cette section la distiSation paeléments finis de la poutre sandwiegment
fini PSAP) pesente dans la section @édente esetendue, en consdant que les
couches @zcélectriques peuvent aussiré des capteurglEment fini PSEP). Pour cela,
la matrice d’interpolation efinie en (2.61) est augmeg pour tenir compte des ddls
électriquey/; (i = a, b, c), considrés constants palémentV; = Ve, de telle faon que le
vecteur de dplacementsey¥raligsd s'écrit

d =Ngde (2.75)

ou
A Nt O 0O O/N O O O0|O OO
Ng = O N3 Ny 0J]0 Ns N5 0|0 O O
O 0O O NN/O O O NJO OO

Le nouveau vecteur des degrde liber'élémentaires augmende aboutita unélément
fini a onze ddls (huit mCaniques et troisléctriques) et €Crit

Qe = CO|(U_1,W1, V\/lv Gla U_Za W27V\/25 GZaVaEa Vbea VCE) (276)
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o (Vae,VbeaVce)
U, 01,W1,Wj U, 2, Wo, W

Figure 2.3: Deges de liber"de I'élément fini PSEP.

La discetisation des éplacements et degfibrmations de chaque couche n’est pas
changge. Les nouvelles matric®ki, Nz, Nri, Bmi, Bfi €etBcc sont obtenues par I'introduc-
tion de Zros pour tenir compte du changement du vecteur de ddls. Les relations (2.65)
restent valables. Les potentiglectriques sont disetisgs par,

ou
Nva=[0 0 0 0/0 0 0 0|1 0 0]

Nyo=[0 0 0 0/0 0 0 0|0 1 O]
Nie=[0 0 0 0/0 0 0 0[O0 O 1]

Dans le caswles potentiels sont inconnus, les termelgemet dHye, dans (2.27), et
OHcem et OHce, dans (2.29), ne sont pas nuls, contrairenaelément pecdent. Ainsi,
la discetisation de (2.27) et (2.29) condait °

6Hie = 6Hi(r3'n 6H|$ne 6H|%m+6H|e ;0= a, b’C (2'78)
avec

6H|?n = 6qe Kmde ) 5H|?ne_ 6Qe KlmeQe ) 6H|%m éqe Klmeqe ) 6H|% éqe Kleqe

IZ‘;m etK§,, s’écrivent comme dans (2.67) et (2.68), mais avec 'ajoutstieszcorrespon-
dant au nouveau vecteur de ddfg, et Kg, . sont les matriceslémentaires de rigicit’
pieézcélectrique

Le 1 Axg Acat ¢
Kkme 0 e3|i B-r|7-1kNdeX Kcme /0 e(l:Sh B-(I:-CNVCdX (2-79)

et, K¢, etKgg sont les matriceslémentaires de rigiditdiélectrique

kAT ¢ Ac
K(Iie: _/0 63|:(3hz kavk dx ; ng: - 0 611h2 N\-,I-CNVC dx (2.80)

_ Le travail des efforts d'inertie et eatieurs n&tant pas charmeg, les expressions de
M? etF5, sont donees par (2.71) et (2.73), respectivement, mais augeremar leseros
correspondant aux ddésectriques.
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Utilisant les expressions (2.70), (2.72) augneestet (2.78), la disetisation de la
formulation variationnelle (2.24)eduite au niveaelémentaire, fournit lesquations de
mouvement expriés sous la forme matricielle suivante

S MG+ (Kin+Kinet+ Kine+K%) e =Fh; i=ab.c (2.81)
| |

Comme pour Elément pecdent, les matrices omt€ inttgrees analytiguement.
Elles sont aussi psentes dans I'annexe B.

L'expression (2.81) permet de calculer la fois les variables ataniques et
électriqgues. Manmoins, sous cette formegdjliation ne pewdtfe Esolue directement que
pour le cas statique, puisque les dellsctriques n’ont pas d’inertie et, ainsi, les matrices
I\A/Iie sont singuléres. En plus, erme pour ce cas, le sgshe (2.81) est, enegéral, mal
conditionr€, puisque les constantes de riggdbtastique sont beaucoup plekevées que
celles pézcélectrique et dilectrique. Afin de remdiera ce probéme, il est possible de
résoudre le systhe (2.81) en remp|aat les ddielectriqued/ie parVie/Co, 0u C, est un
coefficient de conditionnement. Cela egivalenta multiplier les constantes de rigidit”
piezcglectriques €5A /i, e5Ac/he) et diélectriques §5Ak/h2,e§,Ac/h2) parC, et C2,
respectivement. Il est clair qu&, est fonction des rapports entre les constantes de rigi-
dité élastique et @zcélectrique/delectrique. C’est pourquoi il est Etéssant desgcrire
I"equation (2.81) sous la forme suivante

M€ 0 0 Qe KEnT —Khes —Khea| [ 9e Fr
0 0 0 (V& | KRl Kg 0 Vgh =10 (2.82)
0 0o (V&) |-kel, o ke | (V8 0

ou le vecteuelémentaire des ddiéctriques &% décompos’en deux vecteurs compass”
des diférences de potentiel impessV§, correspondant aux actionneursgiélectriques,

et mesueesVe, correspondant aux capteurepiélectriques. Puisque les ddiectriques
V3 sont imposs, leurs variations virtuelle®/3 sont nulles. Par coesjuent, leur sous-
sysEme correspondant en (2.82) (demai ligne) est satisfait automatiquement et peut
étre €liminé. En plus, le termeeférant aux tension¥§ appliqiées au sous-systie
mécanique, correspondaatge (premere ligne de (2.82)), pewdtie consiédié comme
une force pgzcElectrigueequivalente sous la forme

Fe = Khea/a (2.83)
De méme, la deuxdme ligne de (2.82) peetre utilise pourecrire le vecteur des tensions
inconnues/¢ en fonction des ddls ataniquese,
V§=Kgs ' Khedle (2.84)
Ainsi, utilisant les €quations (2.83) et (2.84), le sous-&mBE correspondant aux

ddls mécaniques en (2.82) (preeme ligne) repesente lesequations du mouvement
élémentaires condeas$
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M+ (K5~ K edk 85 KRg) e = Fiy +FS (285)

Par consquent, cettedriture permet de calculer les ddleoaniquesa travers (2.85),
soumisa des chargementsavaniqued-j, et/ou pEzclectriquesquivalents=¢, en te-
nant compte de la modification de la rigelidfue aux champsléctriques induits dans les
couches mzdélectriques. Ensuite, les dditectriques correspondants peuvetrecal-
culésa travers I'expression (2.84).

Les matrices du sysime necanique (2.85) peuvent airedré assembBEs pour tous
leséléments afin de trouver legjlations de mouvement de la poutre

M@+ D +Kq = Fm+Fe (2.86)

ou les matricesM et D sont les matrices de masse et d’amortissement visqueux as-
sembées pour toute la poutre &y, et F¢ sont les vecteurs globaux de chargement
mécanique et gizadlectriqueequivalentK est la matrice de rigidétde la poutre, com-
pose des contributions des peaux et du cceur, tenant compte de leeragiditionnelle
induite par le chamgléectrique induit dans les couchegpiélectriques. Pour un cceur
viscaélastique, les matrices relatives aux delisctriqgues dans (2.85) n'ont que des cont-
ributions des peaux et, donc, la@mposition d& = K, + K sera faite pour obtenir
uneéquation identique {2.74).

2.4 Validation des mockles

Dans cette section, les mal@s €léments finis, avec et sans ddiedtriques,
présengs pecddemment sont valesa travers la comparaison desstiltats obtenus avec
ceux trou¥s dans la ligfature. Pour cela, deux cas seretutdigs,a savoir I'action sta-
tiqgue d’'une poutre encast-librea travers des actionneursepiElectriques et I'analyse
modale d’'une poutre sandwiehpeaux ou coeur @zcElectriques. Pour le premier cas, les
résultats du moele PSAP pesen¢” dans ce chapitre sont aussi conasar ceux obtenus
en utilisant un modle dBvelop@ peddemment [16], basSur les dplacements moyen
et relatif du coeur au lieu de ceux des plans moyens des peaux. Ainsi, dans cette section
les deuxeléments serontaiomngesPSAP 1(élément @crit en [16]) ePSAP 2présent
elément), afin de les distinguer.

2.4.1 Validation du mockle sans ddIslectriques

Considrons deux configurations de poutre sandwich eneadiiore, repesentes
dans la Figure 2.4, pouvaetre actioneées par des actionneurs par extension ou par cisail-
lement. Afin de valider le maale propos, nous comparons nossultats nurefiques avec
ceux troues dans la ligfature. DesaSultats analytiques et n@mques pour une action
statigue au moyen d’actionneurs par cisaillement continus [98] et segsi@4f onteté
présengs par Sun et Zhang [84, 98]. L'analyse modale d’'une poutre avec des actionneurs
par extension at& pesente par Linet al. [63].
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0. PZT5H @ ®)
Mousse I 8
Aluminium 116 Il 2

T PZT5H
11,20 | 100 10 | 10 ] 100 |

N N 1

Figure 2.4: Poutres actioenr$ par extension (a) et par cisaillement (b) (dimensions en
mm et pasaI’echelle).

Analyse statique

Les configurationsepnetriques segmea€s des deux atanismes sont psenees
dans la Figure 2.4 et les prop#s des matiaux sont doneés dans I'annexe A. Les
poutres sont encasts erx = 0 et libresax = L. Afin de fléchir la poutre, des tensions
sont appligees sur les surfaces rEures et irdfieures des couchesegiElectriques,
induisant des effortsléectriques de flexion. Pour teécanisme d’action par cisaillement
la tension appligeéa la couche mzcélectrique a une valeur d¢ = 20 V, et pour le
mécanisme d’action par extensida tension appligee aux actionneurs gy = 10 V.

Comme pren@re analyse, ladche des deux poutres pour le cas continu, Gest-"
dire, avec des actionneurs ayant la longueur de la pout,&vallée et compae aux
résultats analytiques de Zhang et Sun [98], afin d’examiner la convergenaaéredrit
fini propo%. Dans ce cas-ci, pour leécanisme d’action par cisaillemeriitn’y a aucune
mousse rigide puisque 'actionneuepiElectrique occupe tout le cceur du sandwich.

Pour les deux m¢anismes, laaformation de la poutre actioaa’a€te calcu€e
avec seulement quatedéments finis PSAP 2. Les comparaisons de essltats avec
la solution analytique [98] sont esenges dans les Figures 2.5 et 2.6, indiquant gu'ils
coincident tes bien.

La convergence dedéments PSAP 1 et PSAP 2 par rappola fleche deeférence
de I'extrémité libre de la poutre [98] est moes dans la Figure 2.7 pour leaganisme
d’action par cisaillement. Il est clair que legzenelément (PSAP 2) estds pecis nEme
avec un faible nombre dliéments (moins de 2% d’erreur pouref&ments). En plus, il
converge de faan monotone et rapidement vers kedhe deeférence de la poutre. Tandis
gue l'élément @crit en [16] (PSAP 1) msSente des erreurs beaucoup @lesgs (12%
d’erreur pour ZIéments) et converge plus lentement et defiawon-monotone. La erfe
analyse pour le ecanisme d’action par extension, condaites erreurs des melés
eléments finis de moins de 0,1% pour keche de la poutre (Figure 2.8)eme si lélément
PSAP 2 est encore plusqmis.

Dans un dewdme temps, la éiche de la poutre est anabdgs’pour les deux
mécanismes, par les deux nades et pour plusieurspaisseurs d’actionneur. Cette ana-
lyse permet dévaluera la fois deux caraetistiques des mades. En effet, d’'une part, la
variation de |Epaisseur de I'actionneur permet d’analyser, pourdeamisme d’action par
cisaillement, le blocage par cisaillement des mled. D’autre part, elle permetayaluer,
pour le nEcanisme d’action par extension, les limitations ingesspar les hypo#ses
d’Euler-Bernoulli. La Figure 2.9 montre que les deux raled sont assez gxis avec 10
eléments pour tout 'intervalle dpaisseurs [0,02—-10] mm.edhmoins, on observe que
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Figure 2.5: Féche de la poutre actioaapar cisaillement (PSAP 2 vs. analytique).
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Figure 2.6: Féche de la poutre actioaapar extension (PSAP 2 vs. analytique).

le mocEle PSAP 1, raine avec une iejration eduite, s€carte duesultat analytique ra-
pidement pour des cceurs minces, tandis que I'erreur diel@d@ESAP 2, bien que sans
intégration €duite, est rapidement stabdiautour de 1%.

Pour le n€canisme d’action par extension, le pebk s’inverse puisque les peaux
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Figure 2.7: Convergence de la¢he du bout de la poutre acti@epar cisaillement.
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Figure 2.8: Convergence de la¢he du bout de la poutre actiaepar extension.

sont moe@lisees avec I'hypotkse d’Euler-Bernoulli, c’esé-dire, pour des peaux relati-
vementepaissest(L > 5% out > 5 mm) les modles ne seront plus capables de bien
repesenter les actionneurs par extension. Afin d’analyser ce gorahlla Figure 2.10
montre la variation de I'erreur de l&fthe de I'extemité libre de la poutre avecdpaisseur

de l'actionneur variant dans l'intervalle [0,01-5] mm. On observe que, effectivement, les
deux moeles sont assez gris pour degpaisseurs igffieuresa 0,2 mm, mais diver-
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Figure 2.9: Effet de Epaisseur de I'actionneur sur laggiSion desléments finis pour
I'action par cisaillement.
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Figure 2.10: Effet de Bpaisseur de I'actionneur sur lagpiSion desléments finis pour
I'action par extension.

gent tes rapidement au-deede cette valeur. 8&8nmoins, I'erreur resteds faible sur tout
lintervalle étudie.

Le cas d’actionneurs constés de pastilles pZalectriques a aussité étudeé par
Sun et Zhang [84]. Dans ce cas, comme le montre la Figure 2.4, les actionneurs sont moins
longs que la poutre d’aluminium. Afin de valider le nedel pour ce cas pratique, on fait
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Figure 2.11: Variation de ladthe du bout de la poutre avec la position de I'actionneur.

varier la position du centre de I'actionneur dans lintervalle [10-90] mm. kesltats
pour la feche maximale de la poutra (‘extrémité libre), peseng’s dans la Figure 2.11
indiquent que ceux dedlément fini PSAP 2 concordent bien avec celeserigs par Sun
et Zhang [84], utilisant un codglément fini commercial.

Analyse modale

Les modes et #quences propres oaE'évalles pour lesnécanismes d’action par
cisaillementet parextensionLes donmees matfielles sont identiques celles pesentes
par Linet al.[63] (voir Annexe A) et les propefés ggongtriques sont dorg€s dans la
Figure 2.12. Les cing premies fEquences propres sont indegs dans le Tableau 2.1
pour les deux reCanismes. Lessultats nurafiques correspondent assez bien avec ceux
analytiques pESeng’s par Linet al.[63].

1

a b
PZT5H @ ®)
Mousse 1
Aluminium ' IZ I 1
1
20 to5 1 20 |
3 50 S | 50 |

Figure 2.12: Propéatés gongtriques des poutres pour I'analyse modale (dimensions en
mm et pasa’l’echelle).

Il est clair, d’apes le Tableau 2.1, que legffuences propres de la poutre actesmn”
par cisaillement sont iefieuresa’celles de I'action par extension. Ceci petre"explige’
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par le fait que la configuration sandwich soit moins rigide que celle d’extension en raison
de la pesence de la mousse dans le cceur. Cetterdiitte augmente avec laduence
parce gue la mousse devient plefatimée (Figure 2.13). On peut voir que dans les trois
premiers modes de flexion, I'actionneur est moiefod™e pour lemécanisme d’action

par cisaillementDes féquences analytiques n’ont ptré troues dans la litfature pour

ce mecanisme.

Tableau 2.1: Les cinq presriés fEquences (Hz) propres de flexion de la poutre deeLin
al., pour les configurations d’action par cisaillement et par extension.
1 2 3 4 5
Mécanisme d’action par cisaillement 985 3912 8305 17273 25980
Mécanisme d’action par extension 1084 4787 12422 24547 38599

Résultats analytiques [63] 1030 4230 12000 23500 38500

Erreur (%) 498 13,17 352 446 0,26

Mode #1: 989 Hz Mode #2: 3915 Hz Mode #3: 8374 Hz
Mode #1: 1084 Hz Mode #2: 4430 Hz Mode #3: 12422 Hz

— e, =S

Figure 2.13: Premiers modes propres de flexion pour kesamismes d’action par cisail-
lement et par extension

Effet du potentiel quadratique induit

Auparavant, il 22t montg que Iéquilibreélectrique (2.14) n’est respectians les
pastilles pgzcElectriques actiorggs par extension que si un potenékdctrique quadra-
tique (2.17) est cons@é. En plus, il a aussté obsere’(cf. (2.28)) que cette contribution
induit une augmentation de la rigiditles pastilles pZcglectriques (e pour le cas ac-
tionneur). NNanmoins, il est imressant @&fudier I'importance de cette contribution pour
les applications cons@kées. Ainsi, dans cette section, on analyse I'importance du poten-
tiel induit pour differentes longueurs epaisseurs des pastilles. Pour ce faire, caneits
une poutre d’aluminium encast-libre avec deux pastillesgzélectriques co#ées sur
ses surfaces sapéure et inErieure, comme seng dans la Figure 2.14.

Sachant que le matiau pgzo-&ramique PZT5H @sSente une constante de rigidit”
élastique tes proche de celle de d’aluminium, le rapport entre la rigididbale de la
poutre sandwich et celle des pastilles sepatidant des longueursegidisseurs des pas-
tilles piézcElectriques. Ainsi, on fait varier leur longueur dans l'intervalle [10—-190] mm et,
leur épaisseur, entre 0,25 et 1 mm. Afiretlidier I'influence de la rigidé supp&€mentaire
induite par le potentiel quadratique, ladhe statique dugune force raCanique transver-
sale appligeéa I'extrémité libre de la poutre est cal@d avec et sans le terme de rigadit”
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Figure 2.14: Propdftes ggonetriques de la poutre pour I'analyse de I'effet du potentiel
induit (dimensions en mm et pad’echelle).

additionnel (2.28). La Figure 2.15 montre la diffnce relative entre legfihes statiques
maximales Wiy Wivee— 1), sachant que celle sans tenir compte de I'effet du potentiel
induit (W) est pluselevée puisque, dans ce cas, la poutre est moins rigide. On observe,
dans la Figure 2.15, que la dffénce augmente pour des pastilles longuepaisses,
comme pevu. Cependant, la défence est toujours plus faible que 1%&m® pour le cas
extréme des pastilles aussi longues que la poutre. Paeqaest, on peut en conclure que
I'effet du potentiel induit est@gligeable, pour les cas tra#t dans ce travalil.
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Figure 2.15: Effet du potentiel induit en fonction des longuewpestiSseur des pastilles.

2.4.2 Comparaison desé&sultats pour le cas capteur

Dans cette section, on s'enésse aux capteursegiglectriques, ghéralement, uti-
lisés pour mesurer deefbrmations de la structure sur laquelle ils sonteslDans ce
cas, les champaléctriques dans les couchesziélectriques ne sont pas imm@ss comme
pour les actionneurs. lls sont doa@riori inconnus. On propose de les calculer de deux
mangeres. Prengrement, le moele éléments finisPSAP(dorénavant le ‘2’ du moedle
PSAP 2 est suppriepour simplifier), qui ne contient pas de délsctriques, peuttte
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utilisé pour calculer les ddls ecaniques induits par le chargemergaanique en ques-
tion. Ensuite, les tensions sont caleeda partir degequations (2.53), (2.54) et (2.55). Cela
conduita une approximation des tensions induites dans les pastidesgpectriques. La
seconde faan de les approcher consistecalculer la eponse au chargemeneggnique
utilisant le moale éléments finiPSEPavec ou sans condensation statique. Dans ce cas,
les valeurs prises par les ddikectriques sont, directement, les solutions. Déap2.56),

le premier modle (PSAP) ne tient pas compte de la riggdstippEmentaire due aux ten-
sions induites par lagformation des pastilles. Cependant, il est possible d'utiliser la mo-
dification des constantedastiques (2.56), induite par le chamlpdctrique, pour corriger

le calcul.

Il est aussi important de souligner qas;ause de difffences trop importantes entre
les ordres de grandeur des constantes de rggidhtsStique et dilectrique, fournies par le
mocele PSEP sans condensation statique, les matrices degifijidités ne sont pas bien
conditionrées. En effet, pour les casudgs ici, le rapport entre les constantes de rigidit”
élastique ¢ A) et celles pézcglectrique €A /hi) et diélectrique ¢;Ai/h?) sont de
I'ordre de 16 et 106, respectivement. C’est pourquoi, un coefficient de conditionnement
de 1¢ aété utilisé pour les ddiglectriques.

Dans les prochaines sous-sections, on compareesdtats nurafiques de la
poutre encaste-libre repesenge dans la Figure 2.16 exed par divers chargements
mécaniques. Deux versions delérments finis PSAP et PSEP sont corgid, aboutis-
santa un total de quatre metks : (i) PSAP, tel queattit dans;2.3.1, (i) PSAP avec
une correction des rigidis des coucheseguElectriques (PSAP+correction), pour tenir
compte de (2.56), (iii) PSEP avec condensation statique destisiques, tel qu’en
(2.85), et (iv) PSEP sans condensation statique (PSEP-condens.), tel gu’en (2.81).

10, PZT5H @ (b)
Mousse i 15
Aluminium 3 — 1
i 115
T a0 |PZT5H
\ 05, 40 | 150 \ 10 40 150 |

Figure 2.16: Propéatés gongtriques des poutres pour le cas capteur (dimensions en mm
et pasa l'echelle).

Chargement longitudinal

Dans ce cas, une force de traction de 100 N est ammigua surface moyenne
au bout de la poutre. Les Figures 2.17 et 2.1&spritent lesaflacements axial et trans-
versal, induits par le chargement longitudinal, de la poatmeurelastiqgue et peaux
pieézcélectriques. On observe, dans la Figure 2.17, que les quatrelesaaboutissera
des Esultats similaires. Cependant, le ret@ElPSAP sous-estime la rigiditle la poutre,
puisqu’il ne tient pas compte de la rigidisuppfmentaire des pastillesgzélectriques
due aux tensions induites (Figure 2.19). En utilisant la correction (augmentation, dans
ce cas) des constantestiques (2.56), il est possible d’obtenir (PSAP+correction dans
la Figure 2.17) le dplacement axial du mete PSEP. La Figure 2.18gsénte la #Che
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induite par la force longitudinale appliga. Elle devraiefre nulle, puisque la poutre est
symétrique. Cependant, la faibletihe, de I'ordre de T3° mm, obtenue avec le metf
PSEP sans condensation statique (PSEP-condens.) estddigsectreurs nueniques qui
aboutissend des @éformations axiales, et, par cagient, des tensions induites, diffhts
dans les peaux. Or, des tensionsatifiites dans les peaux induisent des efforts de flexion ;
c’est pourquoi ce maale pesente unediche. N\anmoins, le magle PSEP dont les ddls
electriques sont condess au niveaelémentaire (PSEP) n’aboutit pasés erreurs.
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Figure 2.17: [@placement axial induit par Figure 2.18: Féche induite par une force
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Figure 2.19: Tension induite dans les pastilleszpélectriques par une force axiale.

La Figure 2.19 montre les tensions induites dans les pastibzsddectriques, des
peaux supfieure et inErieure, calcudes par post-traitement desstiltats obtenus avec
les éléments PSAP, PSAP+correction et PSEP, et gsolution directe avecdiément
PSEP-condens.. On observe quaédiment PSAP aboutit des erreurs significatives pour
les tensions dans les peaux. Ce qui est uneampresice directe de la sous-estimation de
la rigidité de la structure, commegsént dans la Figure 2.17. Cependant, en utilisant
la correction des constantefastiques, Elément PSAP+correction fournit desstiltats
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assez bons compesa ceux obtenus avec le mgld PSEP. On note que les tensions sont
egales dans les pastilles des peauxseprie et inérieure.

La configuration sandwicka cceur pézcélectrique n'a paeté étudiée dans ce
cas-ci puisque laaformation axiale produit, dans une pastilleziElectrique polarisé
dans ce rafime sens, un chamgiectrique longitudinal dont I'effet n'est pas conmiél”
dans le modle utilisg. Cela importe peu puisque les applications auxquelles nous nous
intéressons sont du type flexion.

Chargement transversal

Dans ce deuxme cas, une force transversale de 10 N est apg®iqu’ bout de la
poutre. Les Figures 2.20 et 2.2lepentent lesaplacements axial et transversal, induits
par le chargement transversal, des poutreseuelastique et peaux @rclectriques. La
Figure 2.21 montre que, comme pour le casopdent, le modle PSAP sous-estime la ri-
gidité (dans ce cas de flexion) de la poutre pour ¢éarmaraison. On observe aussi, dans la
Figure 2.20, qu’'un dplacement longitudinalegligeable da des asymtries nuneriques
dans le calcul des tensions dans les peaux est produit par kler8EP sans condensa-
tion statique.
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Figure 2.20: @placement axial induit par Figure 2.21: Féche induite par une force
une force transversale. transversale.

La Figure 2.22 montre les tensions induites dans les pastikzsdgdectriques des
peaux supfieure et ingrieure, calcides par post-traitement desstltats obtenus avec
leséléments PSAP et PSEP condems par €solution directe avec le melt PSEP sans
condensation statique. On observe que le e®®SAP, comme pour le casepédent,
fournit des tensions plueéwes que le maale PSEP, da la sous-estimation de la rigidit”
des pastilles @zcglectriques. Manmoins, avec la correction des constaetastiques,
I'erreur esteliminée. Dans ce cas, les tensions induites dans les pastilles soneeppos’
dans les peaux sepéure et inrieure mais ne sont pas constantes dans la directibn
est clair que cela n’est pas physique puisqueslestfodes couvrent ertément les pas-
tilles piézcélectriques. En fait, ceesultat est d au fait qu’aucune condition égali€ entre
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Figure 2.22: Tension induite dans les peawgpélectriques par un chargement transver-
sal.

les tensions desléments pzalectriques voisins n'até mise en ceuvre. En pratique, la
tensions eelle peuktre obtenu par la moyenne des tensions de chelgoeent.

Dans le cas d’'une configuration sandwaleceur pgzcglectrique, I'actionneur par
cisaillement est &s peu dformé par la charge etanique transversadecause de la sou-
plesse relative de la mousse. Par @negnt, le cisaillement de la pastillepElectrique
est régligeable ainsi que le changtectrique transversal qu'il induit et, donc, la rigalit”
piézclectrique additionnelle duece champ induit dans I'actionneur n’est pas observable
dans lesesultats.

Chargement de flexion

Un moment de flexion de 1 N.m est appleguau bout de la poutre. Les Figures
2.23 et 2.24 montrent leseglacements axial et transversal, induits par le chargement
de flexion, des poutres cceurelastique et peaux @kclectriques. Pour un chargement
de flexion, lesesultats (Figures 2.23 et 2.24) concernant les asyas nuneriques et les
differences de rigid#t, sont assez similairaxeux du cas pedent (Figures 2.20 et 2.21).

La principale difErence est que les tensions induites dans les peaan@gfgctriques sont
constantes suivant la direction(Figure 2.25). En effet, comme gr( dans (2.33) pour
une poutre sandwich syatrique, I'application de tensions constantes oppsessur les
peaux p&zclectriques induit seulement des chargements de flexion. Pagquoerst, on

peut affirmer, et la Figure 2.25 le prouve, que l'inverse est aussi vraie.

Il estimportant d’'observer que legplacements axiaux, produit par les chargements
transversal et de flexion, sont de I'ordre de lagision de la machine. C’est pourquoi ils
ne sont pas uniformes dans la longueur de I'actionneur (Figures 2.20 et 2.23). Ces erreurs
sont probablement dues au mauvais conditionnement des matrices de rlgjettgu’un
facteur de conditionnement ate” utilisé pour le modle PSEP sans condensation sta-
tique. On peut donc conclure que I'utilisation de la condensation statique p&mént
PSEP ou de la correction des constarkstiques pour €lément PSAP est bien plus
recommandé que laesolution directe du sysine coup’(2.81).

Pour la n€me raison que le casguédent, la configuration d’action par cisaillement
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Figure 2.25: Tension induite dans les peatezpglectriques par un chargement de flexion.

présente les mrmes esultats pour tous les melas.

2.5 Extension du moale aux peaux multicouches

Afin de pouvoiretudier d’autres configurations d’actioregi€lectrique, le moele
sandwicha’ trois couches, etrit pecdemment, seraténdu au cas de peaux multi-
couches. On cons@lé que les peaux sepéurea et inférieureb sont composés de
n et m sous-coucheslastiques ou pzcalectriques, respectivement. Les sous-couches
pieézcdlectriques des peaux sont polags’dans le sens dejfjaisseur et ont detectrodes
sur leurs surfaces sapéure et in€rieure qui les couvrent ertiement. Toutes les couches
sont suppaoses parfaitement ca@és. Les indiceay, ... ,a, etby, ..., by vontétre utili€s
pour identifier les quangs relatives aux sous-couches des peaugrieyre et ingrieure,
respectivement.

Comme le montre la Figure 2.26, les champs dgdatements des couches sont
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suppossétre les nefes que ceux du mebk pecdent (cf. (2.1)). Cela signifie que les
sous-couches des peaux sont suppesivoir le mmime champ deaplacement. Cette hy-
pothése est valable si les sous-couches sont parfaitemeeesadiitre elles et si leurs
rigidites sont de mrme ordre. Ainsi, leseplacements axiaux des coucle® et c sont
exprimeés par l[Bquation (2.5) et leurs champs defafmations par (2.6) et (2.7).

ha,, w
hay
he ve
N,
S R

Ub

Figure 2.26: Ciematique de la poutre sandwialpeaux multicouches.

2.5.1 Champstlectriques dans les sous-couches des peaux

On consi@re que chaque sous-couche d'une peau eeatpezalectrique dont
I etatélectrique est ingpendant des sous-couches adjacentes. On peut, donc, imposer des
potentielse1ectriquescbﬁj et ¢;j sur la j-ieme sous-couche de kieme peau. Comme
montre auparavant, I'effet du potentiel induit peaite régligé pour les prold@mes trais
dans ce qui suit, c’est-dire, pour des pastillesgrGElectriques coélés sur une structure.
Ainsi, on suppose un potentielectrique lirgaire de la forme

— ij

Pi; = i +(Z_ij)m (2.87)
j

ou les quantisz,; sont les distances entre la ligne moyenne dg-i@me sous-couche et

la ligne moyenne de la poutre sandwich. Ellescsivent

hg. +h -1
Z, ==+ J Cirzlhk, ; k=a(+),b(-) (2.88)

2
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Le potentielelectrique de chaque coucknt liréaire erg, le champelectrique est
donc constant dansdpaisseur

Egq = — (2.89)

2.5.2 Formulation variationnelle

Comme pour le mogle pecédent, la formulation variationnelle de la poutre sand-
wich peutétre expringe par (2.24). Puisque les champs dpldcements sont leseames,
les quantiésoT, dH et W peuventetre expringes en termes des trois variables princi-
palesu, G etw et des potentielsléctriques de chaque sous-couctezpglectriquevy; et
du coeuM,.

Travail virtuel des efforts électromécaniques internes

Consicrant les expressions (2.25) et (2.26), le travail virtuel des efforts
electrongcaniques internes de la poutre sandwich pestrs€ comme la somme des
contributions de chaque couche, @ans ce cas-ci, les contributions des peaux sont, elles-
mémes, compaxs des contributions de leurs sous-couches,

n,m

SH = S SH (2.90)
,-Zl J

La contribution du cceur etant pas chamg(2.29), on neeécrit, dans cette sous-
section, que les expressions correspondantes aux peauxe®lapitois de comportement
(2.11), appligeesa lakj-ieme sous-couchegrElectrique, et en tenant compte de (2.90),
la contribution de l&;-ieme sous-couche au travail virtuel des efforts internes est

*Ki xKi xKi xkK;
5ij = /le (551k011J €1k — OE1ke;, Ea, — 5E3kj €31 €1k — 5E3kj €33 Eng.) koj
i

aveck=abetj=1,...,(n,m). On rappelle que le champ defdfmation est uniforme
par peau et celwlectrique I'est par sous-couche des peaux.

Contrairement au made pecddent, les coucheset b ne sont pasecessairement
symétriques par rappord {(z—z;) et (z— z,) & cause de leur caraee stratif€. En
rempla@nt les expressions des champs dédhations (2.6) et des chamekectriques
(2.89) danHy; et apes son inégration dans Epaisseur, ce travail peetré décomposé
en sous-termes reggéntant les contributionsanéniquezSijm, piézce’lectriquesSijme
et 6ijem et diélectriquesSije,

6Hki - 6ijm_6ijme_ 6ijem+ 5ije (2.91)
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SHime = /<6skAk +6aklkj)e3lh dx

(68Q‘Akj e+ By £ + O I £+ Bey Ik, ai) dx

k *k

kJ

SHie = — / h"’ A - ox

ou Ay, I_kj etly; sont, respectivement, I'aire, le moment statique et le moment quadratique
de la section transversale deklaieme sous-couche. llsexfivent

b/2 zk+th/2
/ b/z/ —hy; /2

b/2 zk+hkj/2
/ / (z—2z) dzdy

b/2 /7~ /2
b/2 7 +hg /2 5

/ / —2)° dzdy
b/2 /7~y /2

Remarque 2.3 Dans le cas de peauxqmcelectriques multicouches, on observe que les
couplageselectrongcaniques sont entre le chamgfectrique transversaly/hy, et les

deformations de membrarg' et de flexionzli. Ainsi, si I'on effectue I'analyse d’action
piezelectrique par extension comme pour le raledprecdent,dHpme s’ecrit

L —
OHome=—3 ¥ /0 (Bema, +Belli, ) €54 th dlx (2.92)
J

ou, en tenant compte deéfihitions des @formations gréralisees (2.7),

SHpme= — /LAk &Yié—al i ow | e Vig dx
pme= Z; 0 j > K; e‘ﬂh

Pour des propretes des mdriaux des peaux homeges dans la direction longitudinale,
I'int égration de cette expression condait

i Vi

ol — L,
OHpme= — { <6ui ) — Ik.évx/l — (2.93)
pme=—-3 3 | elp
On observe, de (2.93), que dans ce cas, contrairement aglmpeécedent, les action-

neurs pézaelectriques peuvent aussechir la poutre sandwich par le couplage mem-
brane - flexion dans chaque peaili @lu moment statique; .
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Le travail virtuel des effortglectrong&caniques (2.91) peetre exprinee en fonc-
tion des variables, U etw en utilisant les dfinitions des dformations ghéraliges (2.7),

L
BHy, = [ aif

I

cii A ( z) — i ligW' + ey A ]

NI-* ES V
167“ cllij (uiz)—cl’lkJV\/' e3k’Ak—kJI

[ *Ki — o xK; *Ki — Vk'
+ow’ —Cllj||(j <l]':|: E) +Clljlij\/l+e3lj|kjh—|:]
L j

J

J

es*liJAk< /) e3J||<JV\/' e X]} dx (2.94)

En intégrant par parties une fois les termesdahdl’ et deux fois les termes éw’, on
peutécriredHy; sous la forme

SHy, = 6H|'(T+6H|‘(’j' (2.95)

avec

|k a sk — ki Vi
SHy" = {5U [CﬁJAkj <Ji§> —Cllijlkj"‘//+%l?Ak ]

O | «ki ki — ki Vi
7 | (u - 2) — Gy W'+ €31 Ag kJ]
L )

i o -V

]

L

kj = a” ki G — Vi
—ow [—CLJ ij <l]" + E) + CLJ ||(jV\//I + ej;lj ij h—kJ
11Jo

vl - ki —— K; n | K VkJ
6ij:—/0 U | C ' Ay (U i? —Cyp |kJV\/ +e31Ak
6
2

™

J

/
o a” ki — ki o Vi
11 A% (Gﬂi7> —Cpq ligW" + 657 Ag J]

Nl Vlé’
—éwl ¢ (G’”j:?)+clllkjm/’”+e§l§ e
]
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M | ki oo = o owki o Vi
Travail virtuel des efforts d’inertie

En utilisant 'expression (2.38) du travail virtuel des efforts d’inertie de la poutre
sandwich et en y rempJaat les expressions des champs dpldcements (2.1), on obtient

OTy, = — /Q (5ljkpkj Uy + 5Wkpkjwk) dQy
A (2.96)
5T, = — /Q (Biepetic + BWepevic) dQe

Comme auparavant, la contribution du cceur reste inaghangi’est donc passpétée
ici. Pour ce qui est des peaux multicoucleest b, elles ne sont pasegessairement
symétriques par rappod (z— z,) et (z— z,). Par consquent, en irggrant dans €paisseur
la contribution correspondangelak;-ieme sous-couche des peaux, on a

L _
8Ty, = — /0 Ok, [k (Bl -+ B — Iy, (B! + BWTi) + I SWW ] dx  (2.97)

En tenant compte de leetihition des @placements (2.3) et (2.4), on expridg; en
fonction deu, G etw seulement

L(__ U — ol - U =
6Tkj = _/0 {6[.] |:pijkj <U:|:§) _pkjlij\/:| :I:? |:pijkj (Uié) _pkjlij\/:|

-+ Swpy; Ay, W +dw {—pkj I_kj (G'j: ;) +p"i|"iWH dx

Faisant une igration par parties sur le terme a&, la variationdTy; peutétre€crite
sous la forme

8Ty, = 8T + 6Tkvj' (2.98)

avec
L

— (. U )
6Tk|jm = {6W {pk”kj (U:l: E) —pkjlij\/]

L( w G — 1 A w G —
6T\j| - _/O {6[.1 l:pijkj <Uié> _pkjlij\/:| :I:? |:pijkj ( ié) _pkjlij\/:|
+

+ow |:pkj AkJW+ pkj I_kj (GI
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Travail virtuel des efforts extérieurs

L'expression du travail virtuel des efforts exieurs (2.49) pewttieétendue au cas
des peaux multicouches en coreiant des forces axiales et transversales, surfaciques

(R, F9) et volumiques £, £59), pour chaque sous-couche des peaux de la poutre sand-
wich. La contribution du cceur reste inchangt’'n’est donc pagpatée ici.

Puisque le mfne champ deaplacements est consié’dans les sous-couches d’'une
peau, |Bquation (2.46) reste valable, mais avec les nouveldmitions des forces et
moments concerds et distribes

Nie= Ng i Mic=> My s Q=) Qs =D Nig s Me=H Mg 5 Q= g
] ] ] ] ] ]
(2.99)

ou

-/ RldA | = [, g
/ (z-2dA 1 mg = /fxzzk)dAk

:/ szJ dAY G = [ A
A A

On observe que I'aspect multicouche des peaux ne change pas les forcesMNxetles
transversale€), qui peuventeire obtenues par la somme des forces correspondantes

appligieesa chaque sous-couche. Cependant, laedkfice entre les forces axialﬁgj
(j=1,...,(n,m)) des sous-couches de la pdapeut induire un momer¥l. De méme,

les forces distribeésffj (j=1,...,(n,m)) peuvent induire un moment distribuy par
leurs différences. Ce couplage membrane - flexioneggtivalenta’ celui obsere pour
I'action piézcélectrique due au moment statigue

2.5.3 Equations de mouvement et conditions limites

Les équations de mouvement et les conditions aux limites de la poutre sandwich
s’écriventa partir de la formulation variationnelle (2.24), en utilisant les expressions des
travaux virtuels internes (2.37) et (2.95), d’'inertie (2.44) et (2.98) et externes (2.49), avec
(2.99), tel que I'expression (2.24) peatté Eécrite par

ZzéTkj +0Tc — Z Y SH —3He+8W =0, U, 0, 3w, 3V, Ve (2.100)
J J

Equations de mouvement

Comme les variabledu, 80, ow, 6\/kj et OV, sont indEpendantes dans l'intervalle
[0,L], I"'equation €sultante n’a de solutions non-triviales que si ses coefficients sont nuls,
ce qui conduit’
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(Z zcﬁjAkj +C§,%Ac> J’+% (Z CipAa — ZCﬂJAbj> i
(ngACd Zchk’l >V\/”+Zz *kJAk—+ (Na+Np+ne) =
(ZzkaAk +pcAc> u+ > <ZpaJAa ZpbAb>
+ (pcAcd - Z ;pkj I_kj> W (2.101)

L1 *a i 1 *K; M\
% *a b 1 *a V&/l «bj Vo,
J J

(i c AcVe Na—N
kel [hc (A+1)w] elsﬁzthr( b m°>

%(;pajAaj_;pbjAbj> (ZZ o A _|_4pc|c>

IC . r .
+ (pch—c)\ — ;pajlaj +;pbj|bj> W (2102)

oW : <3Acd chlljl )‘”’ <c§§ ) - ZCﬁ +zcll’l )”’”

+ ( Z S ciili +C3A? + cgglc> W — ke AA + 1)
J

V\/I *kJ VN V/
hc +(A+1) +Zz Iklh elSAC()\jtl)hC

— (Ga+ b+ Qe + M+ My —drg, — Ang) =
[ et IC - [ &/
(pCACd_ Z ;pkjlkj> u+ (pch_c)\_ ;paﬂaj +zpbj|bj> u
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- (Z > Pxli, +pcAcd2—|-pc|c)\2> W (Z S P A +pcAc> W (2.103)
J J

*ai a *x@j *ai Va,
Na @ e A (G+ 5) — ey g W' — 33 Ag, h—:J =0 (2.104)
]
«b o +bj — sy Vb
OV 51 Ap, (G'— 5) — 31 IpyW' —e33' A, h_bJ- =0 (2.109)
J
. C ! c Ve _
6\/(3 . 815 h— ‘|‘ ()\ —|‘ 1)V\/ — €1lh— = O (2106)
C C

Dans le cas wles potentiel¥; etV sont inconnus (cas capteur), les expressions
(2.104), (2.105) et (2.106), les fournissent en fonction adsrdiations de membrane et
de flexion pour les peaux et de cisaillement pour le coeur. C’est pourquoi en substituant
ces expressions dans les autegsiations de mouvement (2.101), (2.102) et (2.103), la
rigidite des couches @iGElectriques est augmer par un effet passif du neatau, que
I'on peut repgsenter par des modifications des constagltestiques,

& K ej,ka K k (ei;kj)z 'E 2
ik 1Ak kg 1 i . L C 15
C11=C T~ C1= G T Al Css = KeCgs+ <. (2.107)

On \érifie que, pour des peaux monocoucheselpsations (2.101-2.106) condui-
sent auxeguations du maele pecddent (2.50-2.55). D’ailleurs, les observations for-
mulées pour ces demriés sont aussi applicables ici.

Conditions aux limites

En remplaant les€quations de mouvement (2.101)—(2.106) dans la formulation
variationnelle (2.100), on obtient les conditions aux limites0, L suivantes

*Kj — 1 *aij *Dj ~
[(Z chlijAkj +C§§AC> u+ > (Z Crp A — chtl’JAbj> a
J J J

du=0 (2.108)

+C d *kj— V\// *kj ij
+ ( C33A¢ _chlllkj +ZZ%1Akjh—k—(Na+Nb+Nc)
J J ]
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|

1

*aj *bj Kj % 4
(chleaj - chlebJ> T+ (Z 2 Cu1' A €3 th>
J J

NI

« | *a *D *a i
(C3ghi 22 ey + 22"1 'bJ>V‘// (Zesleajh—a
] ]

. *bj B Na—Nb %
ZeslAthb> ( 2 +hc)

di=0 (2.109)
J

* * 1 *b _— ~
[(CssAcd Z > Gy |k1> (‘33% hc Z C11'la, +52 'bj> Y
]
+ (Z > cﬁ" I, + CiSAd? + c§§|CA2> w’
]

Vi
+e5 ik —+(Ma+Mb—ch—)\Mc) W =0 (2.110)

- u— 1 IC T i 2
{_ (pCACd_ZZpkjlkj> u-— é <2pCh_C)\_ ;pkjlaj +;pkj|bj> u
- (Z 2 Pili, +pcAcd2+pcch2> il + (oii%Acd— 3 Xt IL-) u'
J ]

I * ~ *Kj * *
(etpen- 33t 33t ) 33 cl sesadt e wr
J

.., /

Y Ve
hc +(A+ 1)V\/1 + %11 I h —€fsAc(A+1)—

oA D)1 :

+(Qa+Qb+Qc—ma—fTb+dnc+)\lTk;)}6W:0 (2.111)

Comme pour le cas peédent, les peaux rcalectriqgues ne peuvent actionner la
poutre que par les bords. Alors que le ccewzpélectrique agi@a'travers des moments
distribués (2.102) et des forces transversales coneestaux bords (2.111).
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2.5.4 Discktisation par élements finis

L'objectif de cette section est eféndre les magles€léments finis de poutre sand-
wich (PSAP et PSEP) psengs dans;2.3 pour le cas de peaux multicouches. Comme
pour le moele peaddent, on peut consédér deux moeles distincts, sans et avec des ddls
électriques pour chaque couchezElectrique. Le premier maie, cnomne PMAP
(Poutre Multicouche avec ActionneursRielectriques)est extensibla partir du modle
PSAP, puisque seuls des termes de couplage membrane - flexion des peaux sest ajout”
Par consguent, dans ce qui suit, on nepente que les termes modgipar ce couplage
et on se efére aux expressions du meld PSAP. Cependant, pour le netel avec ddls
electriques, I'extension du mete PSEP n’est pas si simple, puisque le nombre de ddlIs
electriques, et donc celui global, egp#ndant du nombre de coucheszgglectriques
dans chaque peau. Ainsi, le medeétendu @velopg, ccnomng' PMEP (Poutre Multi-
couche ave&léments RBz@lectriques)aura un nombre de ddls variable. Comme pour
les cas des peaux simples, une modification de ce dernieelmedt possibla travers
une condensation statique au nivedgémentaire.

Modele sans degegs de liberé électriques

De (2.91) et (2.97), on peutécrire les expressions des matrices de maége
(2.71) et de rigide’K ¢ (2.67) des peaux, et de la foré€, (2.69) équivalentea’l'action
piézcélectrique des peaux

Le —_
Mg = /O Pr; [ A NN+ T (NN + NS Noe) = T N Nrie + A N7 N dx

Le *K; —
K = /O cN [Akj BBk + Ik (B;kaKJrB?kBmk)ij B¥kak] dx

Le . Vi — V. _

*k k *k k Le Le

F(Iije: _/0 e31Jh_kJ (Akj B-rrnk‘|'|kj BIk) dx = _631Jh_kj |:Akj (NIk)o ‘ij (N;l-k)o }
j ]

Les matrices de masse et de rigedité I'€lément de poutre sandwiehpeaux mul-
ticouches fcrivent

Me:M§+ZZMEj (2.112)
J

Ke=KE+KS (2.113)

OUKY =YKy Kﬁj etM§,KE sont fournies par (2.68) et (2.71).

Comme pour le moele pecédent, en utilisant les expressions (2.26), (2.66), (2.70),
(2.72), la discetisation de la formulation variationnelle (2.100) fournit &zpuiations de
mouvement (2.74).
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Modele avec deges de libere électriques

Dans cette section la digtiSation pareléments finis pEpSenge dans la section
§2.3.2 estetendue, en considant que les peaux sont compes’de plusieurs sous-
couches mzdélectriques i pour la peawa et m pour la peauw), les sous-couches res-
tantesetant€lastiques. La matrice d’interpolatiomfiliie en (2.61) est augmeat pour
tenir compte des ddlsléctriquesvy, (k=a,b; r =1,...,(A,M)). Ainsi, le vecteur des
déplacementsay¥raligsd s’écrit

d = Ngde (2.114)

ou
A Nt O O O|N O O O0]O0 00
Ng = O Ng Ng 0|0 Ns Ngs 01O 00
0O 0O O Ng|O O O NjO .- 0O

Le vecteur des degs de libe'élémentaires|e, aboutissand un€lément finia huit ddlIs
mécaniques at -+ m+ 1 électriques, devient

Qe - CO|(U_1,W1,V\/1, Gla U_Z,WZ,V\/z, GZ7Vale7 “e 7Vaﬁeavb1ea N 7meeaVC8) (2115)

La discetisation des eplacements et degfibrmations n’est pas chaeg. Les nou-
velles matrice®Nyi, Nz, Nyi, Bmi, Bfj et B¢ sont obtenues par l'introduction deros pour
tenir compte du changement de taille du vecteur de gldl&es relations (2.65) restent
valables. Les potentietdéctriques sont disetisges par,

ij - NVKJQE ; VC - NVCQE (2116)

ou Nug (k=ab; j=1,... ,(A,M)) etNyc sont les vecteurs d’interpolation des potentiels
électriquesvkj, dans les sous-couches des peau¥Xgallans le coeur,

N -

Nvay| [O O O 0[O0 0 0 01 00 0 07
Nva,| |0 0 0 0/0 0 0 0|0 10 00
Nw,| | O O O 0O 0 0 0|0 0 1 00
Nub, |00 0 0j0 00 0|0 00 1 0]

Nie=[0 0 0 0/0 0 0 0[O0 --- 0 1]

La discetisation des variationsH,’ et 3HS (2.78) n’est pas modiié que dans cer-
tains termes, de telle fao que les matrices de rigigit'des peaux deviennd€ = 3 ; K‘;j

et que, de (2.91), les matriceepiElectriqueXy, et diélectriqueK ¢, deviennent
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xKj
kJme Z/ J Ak By k+|k Bfk va dx (2.117)

*k -
-3 e . e (2.118)

Le travail des efforts d'inertie et eattieurs sont obtenus d’ags les nouvelles ex-
pressions d#/€ et Iiﬁn donreées par (2.112) et (2.73), respectivement, en faisant attemtion -
I'ajout des £ros correspondant aux ddlectriques et aux nouvellesfihiitions de forces
et moments concerds et distribes (2.99evidement.

La discetisation de la formulation variationnelle (2.100gdtite au niveau
élémentaire, fournit leedquations de mouvement expees en (2.81), en tenant compte
des modifications des matricesepenges dans cette section. La condensation statique
effectiee pour le modle avec ddielectriques PSEP (2.82)—(2.85) reste valable pour le
présent modle. Ainsi, lessquations du mouvement de la poutre sandwipeaux multi-
couches sont toujours reggénges par (2.86).

2.6 Validation des moalesa peaux multicouches

Dans cette section, les melds avec et sans ddédectriques sont vales a tra-
vers des comparaisons avec desultats trougs dans la ligfature. Dans un premier
temps, la validation de I'aspect multicouche des peauxeadigge par I'analyse modale
d’'une poutre composite stragf avec un grand nombre de plis cesisLes pren@res
frequences propres de flexion sont coreparavec celles, obtenues par desotles
d’ordre plus€lewe pour repesenter le cisaillement transversal [96]. Cette analyse per-
met ainsi d€valuer les limitations des hypases d’Euler-Bernoulli pour les peaux mul-
ticouches. Ensuite, dtude du comportement vibratoire d’une poutre sandwacbgeur
visccélastique et avec deux pastillegpiglectriques colles sur les surfaces de ses peaux,
permet de comparer lessultats fournis par le medtE peEseng”avec ceux analytiques et
expérimentaux pesenes dans [91].

Dans un dewdme temps, le made avec ddlelectriques est valelen galisant
une analyse modale d’une poutre sandwich, dont une des peawersi@itrique. La
couche pezcElectrique est conséée en circuit ouvert,wle champelectrique induit par
la flexion de la poutre est inconnu, ou en circuit fetrai le potentiekelectrique est nul.
Les ®Bsultats obtenus sont alors conmgmavec ceux nuemiques troues dans [50, 79].

Enfin, les modles @&velopgs dans ce travail sont comparentre eux, pour
evaluer les eponseglectriques, et leurs effets sur lepdnse mcanique, des capteurs
pieézcélectriques sous l'effet de chargessoahiques. Cette analyse, similaaecélle
réalige dans la sectiofR.4.2, permet dfudier la prise en compte des effets passifs (de
modification de la rigidi¢), dis aux potentiels induits dans les couchez@lectriques.
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2.6.1 Validation du mockle sans ddIslectriques

Le mocEle sans ddlglectriques PMAP§2.5.4) est utilie"dans ce qui suit pour le
traitement de poutres sandwialpeaux multicouches afinel/aluer sa m@cisiona travers
des comparaisons avec desultats trougs dans la ligfrature.

Analyse modale de poutres composites stratéies

Afin de valider I'aspect peaux multicouches du rale] les premares fEquences
propres de vibration en flexion de poutres composites seasiibhet évallées et com-
paes auxesultats nurafiques pesengs dans [96]. Plusieurs poutres seront&sd sa-
voir, une monocouche de graphite-epoxy (AS4/3501-6), simplement appetd’autres
a quatre plig0/90)s eta 100 plis(0/90)50s, encastees sur le afé gauche et pouvaetre
libres, appuges ou encastes sur le até droit.

Dans un premier temps, la poutre composite monocouche simplemeneapgaty”
considrée. Les propefés ggonetriques sont @senges dans la Figure 2.27 et celles
des magtriaux sont doneés dans I'annexe A. Les cinq prares fEquences propres de
flexion ont€té évaliges dans [96], pour= 1, L/H =120 etL/b = 15 (L = 762 mm),
utilisant une teorie du premier ordre pour le cisaillement transversal (FSDT) et, ensuite,
compaees avec celles obtenues avec umetle d’'ordre pluglevé (HSDT). CesaSultats
sont pesengs dans le Tableau 2.2 avec ceux desgrit modle PMAP. La difErence par
rapport aux esultats HSDT, mSente aussi dans le emie tableau, montre une bonne
concordance du psentelément fini (PMAP).

 [n ~|'h

H L

3 ~|'h

2 ~|'h

v |1 ~|'h
77777

Figure 2.27: Poutre stratf€a n plis de mémee€paisseur.

Tableau 2.2: Les cing premries fEquences propres (Hz) de flexion d’'une poutre de
graphite-epoxy (AS4/3501-6) simplement appey”

1 2 3 4 5
HSDT 51,0 202,0 454,0 804,0 1262,0
FSDT 51,0 202,0 451,0 7950 1229,0
PMAP 50,8 203,1 456,9 812,2 1268,9

Erreur (%, ref HSDT) -0,39 0,54 0,64 1,01 0,55

Dans un deuxdme temps, trois poutres composites stedti'sonefudiées. Les
matriaux composites utiles dans chaque poutre sont les graphite-epoxy AS4/3501-6 et
T300/N5208 et le Kevlar 49-epoxy. Leurs prag##is sont doneés dans I'annexe A. Le
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Tableau 2.3 @Sente les trois premties fEquences propres de flexion des poudrgsatre
plis croi®¥s(0/90)s (n=4,L/H = 120,L/b = 15 etL = 762 mm) pour trois conditions
aux limites,a savoir encaste-libre (EL), encast€-appuge (EA) et encaste-encasee
(EE). Les Esultats obtenus montrent que ladhie classique de poutres stratif, utili€e
ici pour les peaux multicouches, permet d’approcher assez bien lesspesmgquences
propres de flexion des poutres compositd9lis. La diférence entre legsultats utilisant
FSDT et PMAP ne dpasse pas 3%. On observe aussi, @spe Tableau 2.3, que la
précision du modle PMAP est maximale pour la condition encesttibre et minimale
pour celle encaste-encasté. De neine, le modle est plus efficace pour les raatux
plus rigides, c’est-dire, les erreurs sont minimales pour le T300/N5208 et maximales
pour le Kevlar 49-epoxy.

Tableau 2.3: Les trois premrés fequences propres adimensioredis”™ &
wL2(p/E1H?)Y/2) de flexion de poutres composited plis(0/90)s symétriques.
Kevlar 49-epoxy AS4/3501-6 T300/N5208
EL EA EE EL EA EE EL EA EE
1(FSDT) 0,954 4,171 6,037 0,954 4,170 6,035 0,953 4,168 6,035
1(PMAP) 0,958 4,203 6,099 0,957 4,196 6,088 0,955 4,190 6,079
2(FSDT) 5,957 13,45 16,52 5,955 13,44 16,52 5,954 13,45 16,53
2(PMAP) 6,006 13,62 16,81 5,996 13,60 16,78 5,987 13,58 16,76
3(FSDT) 16,59 27,84 32,10 16,59 27,84 32,09 16,59 27,87 32,15
3(PMAP) 16,81 28,41 32,95 16,79 28,36 32,89 16,76 28,32 32,85

Par la suite, une poutre compos#€el00 plis croiss (0/90)50s Symétrique aeté
considrée, pour les mmes trois matfiaux et conditions aux limites. Dans le Tableau 2.4,
les trois preneres fEquences propres sont comges avec celles psentes dans [96].
On observe les mhes caraetistiques, quant aux maximum et minimum de lagision
du mockle, comme pour la pout 4 plis,a la difference que, comme g, lesecarts
sont pluselevés pour la poutra 100 plis.

Tableau 2.4: Les trois preeres fequences propres adimensionedis™ &
wL2(p/E1H?)Y/2) de flexion de poutres composit@d.00 plis(0/90)sqs Symétriques.
Kevlar 49-epoxy AS4/3501-6 T300/N5208
EL EA EE EL EA EE EL EA EE

1(FSDT) 0,744 3,254 4,715 0,742 3,246 4,703 0,738 3,232 4,683
1(PMAP) 0,756 3,316 4,812 0,753 3,303 4,792 0,749 3,286 4,768
2(FSDT) 4,649 10,51 12,94 4,637 10,49 1291 4,617 10,44 12,86
2(PMAP) 4,739 10,75 13,26 4,720 10,70 13,21 4,696 10,65 13,14
3(FSDT) 12,97 21,83 25,22 1294 21,78 25,16 12,89 21,70 25,09
3(PMAP) 13,27 22,42 26,00 13,21 22,33 25,89 13,15 22,21 25,76

2.6.2 Validation du mockle avec ddlslectriques

Le mocEle avec ddislectrigues PMEP$R.5.4) est consilé ici pour I'étude de
I'effet passif, d’augmentation de la rigiditdes couches @zElectrique, d"au potentiel
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induit par les @formations de la poutre. Une condensation statique desetitigiques

est effectee au niveaelémentaire afin de diminuer le nombre total des ddls duateod”
Une comparaison entre les mades PMEP sans et avec condensation statique esteesontr”
dans la prochaine section.

Cas d’une couche pezcelectrique colleea une poutre rélativementépaisse

L'objectif de cette section est de valider 'augmentation de rigidi€s couches
piezddlectriques due au chamglectrique induit par leur eformation. On conskte
une poutre en Aluminium encasg-libre, dont lespaisseur, largeur et longueur sont
de 15,24 mm, 25 mm et 152,4 mm, respectivement, avec une couche deamat”
pieézcélectrique colte sur sa surface sepéure, comme mordrdans la Figure 2.28.

L epaisseur de la coucheegiElectrique est de 1,524 mm et celle de la colle, qui relie
les deux autres couches, est de 0,254 mm. Les @tdpriles matfiaux, adapés de [50],
sont pesenges dans le Tableau 2.5.

N ;Piézoélectrique 1 1,524
o = 0,254
Aluminium co 15,24
152,4 |

Figure 2.28: Couche pEcElectrique coktea une poutre relativemeapaisse (dimensions
en mm et pas I'echelle).

Tableau 2.5: Propetés des matfiaux de la poutre tricouche relativemepiisse.
Aluminium Piézclectrique Colle

Constanteslastique (GPax;, 68,97 68,97 6,90
Constante de cisaillement (GPegs 27,59 - -
Masse volumique (kg ), p 2769 7600 1662
Constante @izalectrique (C m?), €}, - -8,41 -
Constante dilectrique (F m), €35 - 1,1510°8 -

Les cing preneres fEquences propres oeE calcuEes pour deux situations : cir-
cuit ferme et circuit ouvert dans la couche p&tectrique. Pour le premier cas, le midau
pieézdélectrique est court-circi@tét, donc, le chamgléctrique est nul. Par comgient, la
couche pgzclectrique ne possle qu’une rigidié"élastique. Tandis que, pour le second
cas, la @formation du magriau pgzcelectrique induit un champléctrique qui induit
une dgformation additionnelle dans le neaidu. Cela eséquivalenta une contribution
piézclectrique passiva la rigidité de la couche.

Les @sultats du prSentelément fini ontet compages avec ceux doms par Krom-
mer et Irschik [50], peseng's dans le Tableau 2.6udT cEnote les eSultats trougs
avec une thorie du premier ordre (FSDT) et AB ceux trasvavec le logiciel Abaqus, et
présengs dans [50]. Dans [79], Saravanos et Heyliger ontelaittéme probéme avec la
théorielayerwise capable de repsenter des distributions nondiaires deseplacements
axiaux et des potentieldéctriquesa‘travers la subdivision des coucheszuglectriques
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Tableau 2.6: Les cinq preeries fEquences propres (Hz) de la poutre tricouche relative-
mentépaisse.

1 2 3 4 5

Circuit fermé
SH [79] 538,10 3199,00 7580,00 8350,00 15039,00
PT [50] 538,60 3211,00 7580,30 8394,86 15139,53
AB [50] 539,60 3200,40 7584,70 8326,70 14922,00
FEM (présent) 538,43 3206,67 7584,04 8388,22 15143,26
Erreur (%, ref.SH) 0,06 0,24 0,05 0,46 0,69

Circuit ouvert
SH [79] 544,10 3232,00 7614,00 8428,00 15167,00
PT [50] 544,10 3241,79 7611,03 8469,41 15262,68
AB [50] 543,81 3223,30 7608,70 8378,90 15004,00
FEM (présent) 543,34 3234,35 7613,47 8454,78 15252,56
Erreur (%, ref.SH) -0,14 0,07 -0,01 0,32 0,56

en plusieurs sous-couches. Letgsultats (SH) sont pris commeféfenceA partir du Ta-
bleau 2.6, on observe que legpents esultats concordent bien pour les deux situations,
circuit ouvert et circuit ferra’

2.6.3 Comparaison desésultats pour le cas capteur

Dans cette section, l'effet de I'augmentation passive de ragyides madfiaux
piézclectriques due au potentiectrique induit par leursadormations esttudiée. Pour
cela, les potentielsléctriques induits dans les capteurs par des chargemegtniques
sontévalles par les moeles€léments finis PMAP, avec et sans correction, et PMEP,
avec et sans condensation statique. Cela esa fa#tvers les quatre ethiodes suivantes :

() utilisant le moctle éléments finis sans ddisléctriques PMAP, tel queedfit dans
§2.5.4, pour calculer lesaflérmations, induites par le chargementaanique, qui sont
utilisées pour approcher les tensioadravers legquations (2.104), (2.105) et (2.106);
(ii) ajoutant au calcul desedérmations, avec ce dernier nmald, la correction des rigi-
dités des coucheseguElectriques, doree par (2.107), pour tenir compte de la rigadit”
suppEmentaire induite par les tensions induites (PMAP+correction) ; (iii) calculant la
réponse au chargemeneggnique avec le metk éléments finis PMEP, tel qu’en (2.81),
dont les ddielectriques fournissent directement les solutions (PMEP-condens.) ; (iv) uti-
lisant I'eélément PMEP avec condensation statique desealdigriques, tel qu’'en (2.85),
pouréviter les prol#mes de conditionnement du syiste (2.81).

Une poutre sandwich encastrlibre, repesente dans la Figure 2.29, est exat’
par divers chargementsaovaniques. Pourdiément PMEP sans condensation statique
(PMEP-condens.), un coefficient de conditionnement dealéé utilisé pour les ddls
électriques, commeetttit dans I'analyse du systie (2.81) §2.3.2).
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Figure 2.29: Propéafés ggometriques de la poutre sandwich pour le cas capteur (dimen-
sions em mm et paa|’echelle).

Chargement longitudinal

Considcrons une force de traction de 100 N appéiguau bout de la poutre. Les
déplacements axial et transversal induits par le chargement longitudinal ssengs’
dans les Figures 2.30 et 2.31. Commewur, le moéle PMAP sous-estime la rigiditde
flexion de la poutre (Figure 2.31), mais la correction des constatastques (2.107) per-
met d’obtenir le €sultat du modle PMEP. Comme pour le meld tricouche prédent,
on observe que le mauvais conditionnement des matrices deeigatittspondantes aux
ddlIsélectrigues du maele PMEP aboutif des erreurs nuemniques qui occasionnent, par
exemple, la faible 8the (de 'ordre de 13 mm) pésente dans la Figure 2.31.
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" - -- PMAP+correction .
e =74 --- PMEP
e - PMEP-condens.
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Figure 2.30: @placement axial induit par Figure 2.31: Féche induite par une force
une force de traction. de traction.

La Figure 2.32 montre que les tensions induites dans les pastiéegg@ctriques
sont indpendantes de et égales pour les peaux smEure et infrieure. On ob-
serve aussi que le melt PMAP sur-estime les tensiong) d”la sous-estimation de
la rigidité en flexion de la poutre. Cependant, avec la correction, leefaddMAP
(PMAP+correction) fournit de bon®sultats. Les magles PMEP, avec et sans conden-
sation statique, gsentent les Bies esultats, montrant que les erreurs ruimUes
présentes dans le calcul despticements du mete PMEP-condens. n'affectent pas le
calcul des tensions.
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Figure 2.32: Tension induite dans les pastilleszpélectriques par une force axiale.

Chargement transversal

Une force transversale de 5 N est appdiquau bout de la poutre. Dans la Fi-
gure 2.33, on observe qu'ureplacement longitudinalegligeable d’a des asymmtties
numériques dans le calcul des tensions dans les peaux est produit pardéerROMEP
sans condensation statique (PMEP-condens.). Comme pour leesasignt, la Figure
2.34 montre que le male PMAP sur-estime ladthe de la poutre pour lagmie raison.

15 ‘ ‘ PMAP
1 - - - PMAP+correction /
0gl -~ PMEP 7
T 0.5- : » PMEP-condens. ;.//
é //,
Qe e e —_ £
E Eoe 7
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=S ) 7
@ : < 7
£ -t 3 2
3 T 0.4 7
< 7
\%—1.5’ v
0 s 7
ol B PMAP I 0.2f -
- - - PMAP+correction ~
-2.5 -- PMEP i -~
: + PMEP-condens. 0 ,«’/
0 50 100 150 0 50 100 150
Position suivantx (mm) Position suivantx (mm)

Figure 2.33: [@placement axial induit par Figure 2.34: Féche induite par une force
une force transversale. transversale.

La Figure 2.35 montre les tensions induites dans les pastibzsgdectriques des
peaux supfieure et ingrieure. Le modle PMAP (sans correction) fournit une fois de plus
des tensions pluslé8es que le maglé PMEP, d"a la sur-estimation de laefldrmation
des pastilles @zcaglectriques. Cependant, la correction des constaéstiques fournit
par le mo@le PMAP+correction permeteliminer I'erreur.

On observe que, dans ce cas, les tensions induites dans les pastilles soeésppos”
dans les peaux sapéure et infrieure mais ne sont pas constantes suixa@e €sultat
est dia I'absence de conditionseljali€ entre les tensions deements pzdélectriques
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Figure 2.35: Tension induite dans les peawgpélectriques par un chargement transver-
sal.

adjacents. En pratique, la tensi@elle peuttre obtenue par la moyenne des tensions de
chaqueelément, comme pour le metE tricouche. La Figure 2.35 montre aussi que, cont-
rairement au cas pédent, les tensions fournies par le redPMEP sans condensation
statique sontdgerement sugrieuresa celles calcés par les mades PMAP+correction

et PMEP. Cela veut dire que, ici, les erreurs ruiopies du moele PMEP-condens.
présentes dans le calcul despiicements peuvent affecter le calcul des tensions.

Chargement de flexion

Pour le chargement de flexion, un moment de 0,5 N.m est agaigu bout de la
poutre. La Figure 2.36 montre des erreurs punues similairea ceux du cas pedent
pour le moe@le PMEP sans condensation statique (PMEP-condens.). D’autre part, I'ef-
fet de la sous-estimation de la rigigli€st aussi assez similaiaecelui du cas mdédent
(Figures 2.37)a’la difference que les tensions induites dans les peapafléctriques
sont presque constantes suivant la direckidRigure 2.38). La Figure 2.38 montre aussi
gue, comme dans le casepgdent, le calcul des tensions utilisant le mml@dPMEP sans
condensation peetie affect par les erreurs nusniques dans le calcul desglacements.

Notons que leseplacements axiaux, produit par les chargements transversal et de
flexion, sont de I'ordre de la pcision de la machine. Cela explique leur non-unifoemit”
suivant la longueur de I'actionneur (Figures 2.33 et 2.36). Ces erraussaudimauvais
conditionnement des matrices de rigglithontrent que l'utilisation de la condensation
statique, pour le maé PMEP, ou de la correction des constargkstiques, pour le
mocdele PMAP, est fortement recommased”

2.7 Conclusion

Deux moatles€léments finis de poutre sandwich @i dvelop@s pouretudier
les vibrations de structures compesa la fois de madfiauxélastiques, @zalectriques
et visca@lastiques. lls supposent des peaux minces, respectant les ésgmitiiEuler-
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Figure 2.36: [@placement axial induit par Figure 2.37: Féche induite par un moment

un moment de flexion. de flexion.
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Figure 2.38: Tension induite dans les peawezpglectriques par un chargement de flexion.

Bernoulli, et un cceur relativemeapais, repesent” par les hypotbses de Timoshenko.
Le premier moédle éléments finis de poutre sandwiahtrois couches est 2 nceuds et

4 ddls nmeécaniques par nceud, qui sont leptHcement transversal, et sarigée, et les
déplacements axiaux moyens et relatifs des plans moyens des pea@# Naid par
des comparaisons avec desultats analytiques et nemdques troues dans la ligrature,
notamment pour deux cas d'ev€ts sgcifiquesasavoir la flexion d’une poutreastique

a travers deux pastillesgucglectriques coles sur ses surfaces suigure et ingrieure, et

la flexion d’'une poutre sandwicntravers une pastille @zcélectrique agissant par cisail-
lement plaee au cceur du sandwich. Lesultats caicident bien avec ceux analytiques,
pour des couches guGElectriques couvrant eetiément les peaux ou le cceur, et avec
ceux nunetiques, pour des pastillesaiElectriques coélées dans unegion limitte de la
poutre. Il aété montg que les actionneurs par extension induisent des forces cagegntr’
alors que ceux par cisaillement induisent des moments disgillLé deux@éme moele
eléments finis &t obtenu erefendant le moele de poutrea trois couches au casio”
les peaux sont compess$ elles-rafnes de sous-couches ayant lesmm$ champs de
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déplacements mais faites de @if€nts matfiaux. |l a€te valide par des comparaisons
avec desesultats analytiqgues et n@mques troues dans la ligrature. LeseSultats ont
mont®e que le modle est capable de bien regenter des poutres multicouches, dont les
rigidites des sous-couches des peaux newdfft pas trop.

Ces deweléments finis onet dévelop@Es en trois versions sumstientaires cha-
cun. La prenmere est obtenue par I'ajout d’un ddlectrique, re@Sentant la tension
électrique, paelément et par couche/sous-couchezpglectrique. La deurime est obte-
nue par la condensation statique de ces didistfiques au niveaglémentaire de maere
gue le nombre total de ddIs deEment original (quatre par nceud) reste incleatigiété
montreé que ces deux versions permettent de tenir compte de I'effet d’'augmentation de ri-
gidité des couches @icElectriques, dau potentieklectrique induit dans ces couches par
leurs dEformations. Cependant, la preare version aboutd des erreurs nueniques dues
au mauvais conditionnement des matrices de rigjditors que la deugime versiorevite
ces erreurs @cea la condensation statique. D’autre part,ét@rmontg que I'effet d’aug-
mentation de rigid# des couches @iclectriques peut aussire pris en compte d’'une
troisieme marere, sans avoat inclure des ddlslectriquesa travers une modification des
constanteglastiques des couchegpElectriques dans ledéments finis originaux. Ces
trois versions supplnentaires orgtt compages entre elles et aveelEment fini original
pour le calcul du potentiel induit dans les pastilleszgglectriques lorsque la poutre est
soumisea des chargementsaoaniques. Lesesultats ont mongrque lesléments finis
a constanteslastiques corrigés oua ddlIs€lectriques conders’sont les mieux adas”
pour traiter les poutres multicouche@gouches/sous-couchespiglectriques.
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Chapitre 3

Modelisation de la cependance en
frequence des mariaux visccelastiques

3.1 Introduction

Dans le chapitre m&&dent, la rigidi€" du cceur visaelastique &fé supposé cons-
tante. Or, elle varie avec ladguence d’excitation. Par catpient, ce chapitre psente
trois modtles pour tenir compte de laepéndance en dguence des progtEs des
matriaux viscelastiqguesa savoir les moeles Anelastic Displacement Fields (ADF),
Golla-Hughes-McTavish (GHM) et une versioeritive de la rathode degnergies mo-
dales (MSE). Ces maides peuvenetre appliges directement aux metkse€léments fi-
nis, tels que dcrits dans le chapitre @eedent. Les deux premiers sont capables de bien
repesenter le comportement de I'amortissement \eastiqgue refne pour des structures
tres amorties dans le domaine temporelogad I'ajout de variables internes. Tandis que le
dernier permet, avec un gbbeaucoup moinsléwe, d’approcher les éuences propres
et les amortissements modaux pour des structures peu amorties. Bien que édssmod”
ADF et GHM pe@sentent des avantages quana repgsentation du comportement dy-
namique des structures avec srélux visc@&lastiques, ils ont quelques incamiénts
majeursa savoir la difficul&’a bien lisser les courbes mr&sses des matiaux avec les
series de fonctions propresces modles, I'aboutissemermt des sysmes détat d’ordre
elee et 'identification des modes propres correspondant aux variables internes. Dans ce
qui suit, les modles seront @seng’s, les trois incoranients des maaés ADF et GHM
seront analyss en étails et des solutions leurs seront pragess Ensuite, uneduction
des moeles d8tat par troncature modale est prope€t une transformation spatiale des
moceles dEtat Eduits est eali€e afin de re@mSenter les systes complexes par des
equations cttat €elles. Enfin, les mades ADF, GHM et MSE sont compssa travers
I'analyse deseaponses vibratoires d’'une poutre amortie par ust@went viscelastique.

Le mocEle ADF Eduit est valié” exgrimentalemena travers I'analyse modale d’'une
poutre sandwich.

77
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3.2 Comportement visc@lastique lineaire

3.2.1 Lois de comportement viscelastique

Utilisant la tréorie de la viscelastici€ linéaire [21], les lois de comportement d'un
matriau visc@&lastiqgue quelconque peuventstire

o(t) :/_twc(t—t) de(T) (3.1)

ou € repesente le tenseur defdrmation. Cette forme esegérale, par exemple, dans le
cas d’'un mafiauélastique lieaire, les fonctions(t) sont des constantgt) = c et, les
lois de comportement (3.1) seduisent’

a(t) = Cg(t) (3.2)

en supposant que le neaidu est initialement au repos(t) = 0(— <t < 0), ce qui
conduit aux lois de comportemerdjd pesentes dans le chapitreguedent.

Pour un matfiau visc@lastique, les fonctions(t) ne sont pas constantes, ainsi,
l'integrale dans (3.1) do#tfe calcute pour chaque instant de temps dans lintervalle
[—o0,t]. Cependantc(t) satisfait toutes les pro@iés de syrafrie propres aux tenseurs
d’elastici€ [18]. Consi@rons, maintenant, chaqgue composante du tenseur de contrainte
sepaement. Cela ne constitue pas une hypsthpuisque cette analyse estegralisable
aux autres composantes. Si le srél est initialement au repos, jaeme composante
de I'équation (3.1) €crit

0i(t) = G(t)g; (0) +/OtG(t—T)%(T) ot (3.3)

ou, en @finissant(t) = G(t) — G,

0j(t) = Gogj(t) +h(t)g;(0) + /Ot h(t —T)%(T) dt (3.4)

ou Gg est le module dlasticit relaxe (ou statique), c’esa-dire, le module ajs relaxa-
tion du maériauGg = lim{_,. G(t) (Figure 3.1). On observe questjuation (3.4), pour
des conditions initiales nulles, est exactement la trangerde Laplace de

() = [Go+N(SJE| (9 (3.5)

avech(s) = sh(s). s est la variable complexe de Laplace. Le ter@gE;(s) rep®€sente
I"elasticie du magtiau, alors que, le termie(s)€j(s) rep@sente sa dissipation. Il est
intéressant de remarquer que, lorsque ¢@ience est nulle = 0, le module esegal

a G(9)|s=0 = Gp. C’est pourquoi on ehommeGy module statique. Les fonctiorgs)
sont, donc, des promies du matfiau qui Egissent son comportement dissipatif. Plu-
sieurs auteurs onedelop® des reSentations madmatiques de ces fonctions ; les plus
facilement trouvables dans la éttature sont @sentes dans le Tableau 3.1.
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Figure 3.1: Fonction de relaxation du reatiu ISD112a"27C.

Tableau 3.1: ReSentations ma#matiques des fonctions visgastiqued(s).

Fonction Auteur
a :
h(s) =G —— Biot (1955) [18
(=03 ot (1955) [18]
B - Eob?  (o<a<1 .
h(s) = BT {0<[3<1 Bagley et Torvik (1983) [6]
Ajs .
h(s) =G L tre (1992) [54
(s) olz s1 O esieutre ( ) [54]
h(9) — Go§ 61— - 2% \iravish et Hughes (1993) [65]
o aiTiS .
h(s) = Go (ros+ .z o 1) Yiu (1993) [97]

3.2.2 Approche de modules complexes

Si I'on suppose que est purement imaginaire= iw, le terme[Gp + h(s)] dans
I"equation (3.5) €crit en fonction de la pulsatian sous la forme complexe suivante

G*(w) = G(w) +i1G" (w) = G (W)[1+ing(w)] (3.6)

ou G'(w) est lemoduleélastiqueet ng(w) le facteur de perteléfinit par
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B GH((D)
- G(w

No(w) (3.7)

Cette relation sert,gy€ralementa calculer le facteur de pentes;(w) a partir des mesures
des module§'(w) etG”" (w).

Ainsi, si I'on revienta I'equation de mouvement de la poutre sandwich (2.74) ou
(2.86), en consigrant que seule la rigiditdu coeur visaelastique est complexe e¢pénd
de la féquence, on a

ou K p repesente la contribution des peaanka rigidite de la poutre sandwich &€, (w),
celle du cceur visalastique, dpendante de ladrjuence.

Dans ce travail on consédeé des matriaux visc@lastiques liraires homognes et
isotropes. Par coegjuent, les modulesddstiques d’Youn&'(w) et de cisaillemen®’ (w)
sont liés par

on . E(w)
GO = v

Par contre, les modules complexeq w) et G*(w) ne sont pas, enagéral, proportion-
nels puisque le coefficient de Poissafw) dépend de la Bquence et, leurs facteurs de
perte correspondants (w), Ng(w) ne sont paggaux. Cependant, par simpl&itn peut
relaxer ces deux contraintes en supposgity) = ng(w) = N(w) etv(w) =v. Cela dit,

la matrice de rigidit’visc@&lastique du coeur peatre donc expriraé par

Ke(w) =G (w)Ke (3.9)

ou G*(w) est le module complexe de cisaillement du eniill visc@lastique du coeur. Or,
de (3.6), on peut exprimer la matrice de rigidglobale de la poutre sandwigh (w) =
Kp+ Kg(w) par

K" (w) = K'(w) + jK"(02) = K'(w)[1+ jn(w)] (3.10)

L ecriture (3.8) est &S commode,@dnmoins, saasolution n’est pas sans difficelt”
puisque le sysime @&pend de la &quence d’excitation. Si I'on suppose, une force d’ex-
citationF = F,+ Fe compoge par des forces sinugales et uneaponse harmonique de
la structure, Equation (3.8) peut strire sous la forme

[—wW?M + jowD +K*(w)]X = F (3.11)

Cetteéquation peuefre Esolue pour chaquedquence d’excitatiom et, a travers une
somme pondiée de la solution &Quentielle du systhe, on a une solution de (3.11).
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Cependant, mia part les cas de chargement harmonique, cetthoadle n’est pas appli-
cable, et, reine dans ces cas, la solution serait tragtenSe pour des pradaties pratiques.

Dans les prochaines sections, troiethodes sont psentges pour esSoudre
I"equation (3.8). La preraire, basé sur la rethode desnergies modales, permet de
résoudre le proleime pour de faibles amortissements. Les deux autres sontedbedes
basges sur l'introduction de variables internes et permettergsimudre aussi le pradhie
pour des structuresdas amorties.

3.3 La meéthode iterative desénergies modales

La méthode de®nergies modales (Modal Strain Energy metho@aptesente
par Johnson, Kienholz et Rogers [45]. Elle coesalque, pour un mode propre denn’
le rapport entre les facteurs de perte de la structure et derimatvisc@lastique es¢gal
au rapport entre lesnergies de &formationelastique du matiau visc@&lastique et de la
structure lorsqu’elle seedbrme dans le mode consié;

r r
s _Hy (3.12)
n  H{
oung est le facteur de perte de la structure, pourieme mode et etH{ sont, respecti-
vement, leehergies deeformationelastique accumaks dans le matiau viscelastique
et dans la structure toute esrte. Le rapporH,, /H{ signifie donc la fraction édghergie de
déformation assoei’au matriau visc@lastique lorsque la structure sefdfme dans le
r-ieme mode.

Les énergies de eformation€elastiqueH,, et H{ assoags aur-ieme mode s’expri-
ment par

Hf = ®JKLD, ; HE =] K'D, (3.13)

ou ®, est ler-ieme mode propre, solution du prebie Eel de valeurs propres suivant

[—WEM +K']®; =0 (3.14)
Le facteur de perte de la structuresfit donc

P OTKL,

Ns= r]q)-rrK—,q)r (3.15)

or, KZ =nK et, puisque seule la rigiditdu cceur viscalastique est complexs,” = K¢,
donc

. OJK o,

=———— 3.16
r]S q);rK/q)r ( )
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La pulsation propre ass@®@ aur-ieme mode, calcak par (3.14), pewttie aussi
approclee par le quotient de Rayleigh,

,  OTK'®;

=T 77 3.17
OTM O, (317)

Cette nethode pesente de bongsultats [45] pour des structures pas trop amorties.
En effet, 'utilisation des modes proprezetS®, suppose que ces modes ne sont pas trop
modifiés par 'amortissement modal. En plus, il est aussi suppuplicitement que ces
modes diagonalisent la matrigg'.

Le développement @sent” depuis le dbut de cette section, suppose des matrices
constantes. Il est clair que cela n’est peaaliste puisque les moduletastiques et les
facteurs de perte varient fortement avec &gfrénce. Ainsi, I'objectif de ce qui suit c’est
d’appliquer cette rethode, mais en versioreiative, pour le caswla matrice de rigidi”
du cceur viscelastique estependante de ladjuence. Pour cela un algorithmertittif,
préseng” dans la Figure 3.2, et€ dévelopfE. Il consisteaévaluer, pour une éjuence
donree, les propetés du matfiau viscelastique qui seront utiegs pour le calcul des
frequences et modes propres de la structure seevéiattualisation des promies du
matriau. Ce processus est doepdte dans un algorithmeatatif jusqua ce qu’une cer-
taine condition de convergence soit remplie. Ensuite, le mode peofaeconvergence
est utili$€ poureévaluer le facteur de perte de la structaréravers I'expression (3.16).
Ainsi, les fréequences et modes propres sont appEe@m tenant compte de lagEndance
en frequence des progtes viscelastiques. En@¥€ral, la convergence eses rapide.
Néanmoins, la pradure doitetre €pétee pour chaque éjuence d'irgrét. Le sclema
iteratif conduit aux fequences propres du sgste non-amorti. Cette technigeeite de
calculer les modes complexes gauche et droite) pevus dans [31]. En plus, I'utilisa-
tion des matrices du symtie du second ordre non-amosdriit le probéme de calcul des
modes propres par rappai’utilisation de la matrice d@fat.

Afin de pouvoiretendre cette ethodea I'etude du contle hybride actif-passif,
ou plusieurs modes peuveetré excies par les forces de coate; on considre que les
r-iemes pulsationgy et modesdb, propres sont calcak pour lesr modes d'in€rét (r =
1,...,n) et, ensuite, rares dans les matricds et Qe suivantes :

W
Te= [(Dl ¢n] ; Qe = (3.18)
wn

Par ailleurs, la matrice repsentant I'amortissement visgastique est efinie parnsQe
et construitea'partir des facteurs de perte de la structuyg(r = 1,... ,n), tel que

Ns= (3.19)
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—{ CalculdeK* (o) =Kp+G*(WP)Ke |

‘ Calcul dew*! = eiglM, K’ ()] ‘

> 0,5% l
—{ Test de I'erreue ‘

o — o <0,5%

e=——"™"

W

| Calcul denf = O] K"d; /O] K/, |

Fin

Figure 3.2: Algorithme fatif pour calculer 'amortissement visglastique.

Par consquent, en faisam = Tex, le syseme (3.8) est approetpar

X+ (20 +Ns)QeX + Q2X = TL (Fe+ Fm) (3.20)

ou la matrice d’amortissement visqueDxde (3.8) est suppes’telle qud I DT = 27Q..

Il est clair queTe ne diagonalise pas fogaientK’, puisque chaque colonne dig n'est,

en toute rigueur, valable que pour une seudgjfrénce. Cependant, ce ®sE constitue
une approximation raisonnable du sysie (3.8) pour des structures pas trop amorties et
dont les propetés des composants visdastiques ne varient pas trop avec kginence.

3.4 Le mockle Golla-Hughes-McTavish

Le mockle Golla-Hughes-McTavish (GHM) propose de esanter le module du
matriau par uneerie de termesnini-oscillateursen fonction de la quence (Tableau
3.1), dans le domaine Laplacien, dedaajue [65]

n 2+ 20i(xs ) (3.21)

G(s) = Go+h(s) = Go <1+ _Zla‘ 4+ 27 x5+ G

Go repesente la valeur finale de la fonction de relaxati@namnge module relasou
module en bassedtjuence. Notons que le module non-relaécritGe., = Go(1+ 5 G;).
Chaque termenini-oscillateurest une fonction rationnelle de trois constantes positives,
a savoird;, Gy et ¢, détermirées par ajustement au module de cisaillement needur’
mariau (voir§3.8). Ecrivons donc la transfore® de Laplace dedtuation de mouve-
ment (3.8), en tenant compte de (3.9),

[$M + D +K p+G(5)KJ&(s) = F(s) (3.22)
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ou F repesente la somme des forcegeahiques etlectriques. La substitution de I'ex-
pression du module (3.21) dans cedtpiation conduia”

d(s) = F(s) (3.23)

. 4200
M +SD+Kp+K8(1+ZO(iSZ 2
|

+ 20y S+ X

avech = GOIZC etant la matrice de rigiditStatique du cceur. Introduisons uees den
variables de dissipatiound (i=1,...,n) qui sont lées aux variableslastiques) par

oY
...d { ~
dig) = ~ S 3.24
gu’on peut aussi ramener sous la forme
N N L2ibs
G(s) —a(s) = ——x (s
&+ 2(iGys+ GF
Substituant ceasultat dans €quation de mouvement (3.23), celle-ci devient
(M +D+Kp+KA(9) +K2Y & [a(s) —a(9)| = F(9)  (325)
|
A partir desequations (3.24) et (3.25) orfifit le syseme coups’suivant
(M +sD +Kp+Kg za.qﬁ' =F(s) (3.26a)
1 2 i iy
L +s2+1]§(s)—g(s)=0 3.26b
(aw,?+m+ Gi'(s) —af(s) ( )

ouKZ =K2(1+ ¥, a;) définitla matrice de rigidié instantasé ou en haute-dguence. La
multiplication desequations (3.26b) par;K? et la transformation au domaine temporel,
evidente puisque toutes les matrices song¢petidantes dg conduita

Md+Dg+(Kp+Kg)a—K2 Y Gigf =F (3.27a)
|

& ouq  26il . .
@'Kgqm G;Z'Kgq,Jrach, —aiK% =0 (3.27b)

ou sous la forme du syatie matriciel suivant
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MQ+Dg+Kqg=F (3.28)
o M O D O K Kg K
M:[o Mdd} ’D:[o Deg ’K:{ KL, Kgﬂ
q=col(q,q¢,...,q%) ; F=col(F,0,...,0)
avec . .
SKe 0 Lala 0 0
Myq = e ; Dad = )
0 SKe 0 Zntn 9
1K 2 0
Kad = ; Kga = [-01KQ - —GnKY]
0 K2

Chaque groupe de variaquS, correspondana I'i-ieme &tie de paramtres uti-
lisés pour la moelisation de la dpendance endguence des progtds du magfiau, a
la méme dimension que le vecteur des delsstiquegy (voir (3.26b)). Cela signifie que
I'ajout de variables internes double, au minimum, le nombre de ddIs darsgstt, par
congguence, la dimension des matrices agsstiAinsi, il est pgvu que le cafdu calcul
croisse fortement avec le nombre @eis$ de paraetres cessaires pour bien meliser
le magriau visc@lastique. D’autre part, il est possible que seuls quelgiérents de
la poutre aient des composants vislastiques. Par coagquent, la matric& . peutétre
compoge de plusieurs lignes (colonnes) nulles. Ainsi, seul le cas d’wtement total,
ou tous leselements ont des composants vislastiques, condud une matriceK¢, et
doncM, définie positive.

Ces deux dereres caraeffistiques constituent les principaux inceménts de
I"ecriture (3.28), ou plus sgialement de la multiplication deskjuation (3.26b) pai;K 2.
Puisque, dans ce cas, la dimension des vecteurs de ddls dissiatiés forcement la
méme que celle dg et la matrice de masdd peut ne pa®fre dEfinie positive. Afin
de ®soudre ces probies deux alternatives seepentent : la prerare consistea utili-
serdjl comme multiplicateur de équation (3.26b), aboutissamtune matrice de masse
non-singulere, mais dfruisant la syratrie de la matrice de rigidit'(KgOI # Kqg) et ne
reduisant pas la dimension des matrices. La d=ugi consist@ utiliser une projection
modale telle qué|$' = TTqF| et/A =TTK.T, ol A est une matrice diagonale compegiar
les valeurs propres non nulles de la matkgeet, T la matrice des vecteurs propres nor-
malisés (paiT ' T = 1) correspondants. Dans ce cas, non seulement la matrice de masse est
définie positive, mais la dimension du sgsté comm@imentaire esteduite par le nombre
de valeurs propres nulles de la matriCg pour chaque terme GHM, et la sgtnie de la
matrice de rigidié'globale est @msen€e. C’est cette deraie solution qui est retenue dans
ce travalil.

Ainsi, avec la projection modale, les matriddgy, Dyq, Kdd, Kqd (3.28) prennent
les formes suivantes
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a1 A 26,0y
R 0 o AN 0
Mdd = Go ; Dda = Go :
n 26inin
0 o/ 0 o N
a1 0
_ . . _ [_A 0 A 0
Kdad = Go .. ;y Kga = [ aKeT - GnKCT}
0 an/\

Cette nethode permet une bonne repentation de lagpendance endguence des
propriétés du magfiau viscelastique et I'analyse du sgshe dans le domaine temporel,
puisque toutes les matrices du st sont constantes. D'@srMcTavish et Hughes [65],
le nombre de modes flexibles reste incharggles modes dissipatifs sont sur-amortis
et peu observables, correspondant aux relaxations internes @vianatisc@lastique.
Observons que I'on peut aussi faire ueeguction modale du syste€lastique (3.26a),
diagonalisant, ainsi, les matricksetK , +K¢.

3.5 Le mockle Anelastic Displacement Fields

Le mocEle des champs deedlacements atastiques (Anelastic Displacement
Fields, ADF) dvelop® par Lesieutre [55, 57], regséente le module complexe du
matriau visc@lastique par uneesie de termes de la forme

e 0 W+ jwQ;

ou Gg est le module relax{ou module en basseefjlence). Le module non-rela&,, =
G* () s'écritGe = Go(1+ ¥ 4i). Qi est I'inverse du temps caraetstique de relaxation
a déformation constante &j; la résistance de relaxation correspondarte 8l paraetie
C;, décrivant le couplage du processus physique de relaxatior@aaEment total, par

(3.29)

RS D ITAY

A (3.30)

G
Ci peutétre aussi consaté comme le rapport du moduleelastique au modulelastique
correspondant [55]. Les paratnesA;, Q; sont dstermirés a partir de I'ajustement au
module de cisaillement mesudu magriau (voir§3.8).

Cette ne€thode se base sur legsration deseformations du matiau viscelastique
en une partieelastique, instantament proportionnell@ la contrainte, et une partie
arélastique rem@sSentant la relaxation du neatdu. Pour tenir compte de cette relaxation,
n séries de degs de Iibertie’are’lastique$1id (i=1,...,n) sontintroduites et les degg de
liberté g sont remplae$s pam® dans [énergie de dformation du matfiau visc@lastique

®=q-yqf (3:31)
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Ce qui conduit IEquation (3.8a"

Ma+Dg+(Kp+Kg)a—Kg Y af =F (3.32)

o0 K& = (14 3;4))K2 est la matrice de rigiditen haute-Equence du cceur. En plus de
cetteéquation, un syste déquations dcrivant I'évolution des champs deplacements
arélastiques (ADF) doigfre considié

K CKEa —KEg =0 (3.33)
On observe que lesguations (3.32) et (3.33) sont assez similadreslles pesenges pour
le moctle GHM (3.27a) et (3.27b), respectivememnpart I'absence des termes d’inertie
dans (3.33). Par comgquent, [Equation (3.27b) peut aussiré consigiée comme une
description du comportement de relaxation duemnati visce@lastique.

Leséquations (3.32) et (3.33) conduisent au sgst matriciel coug suivant

MJ+Dg+Kqg=F (3.34)
avec
— M o0].= [D 0].- [Kp+tK® Kga
=108 1010 o <[ K
q=col(g,q¢,...,q%) ; F=col(F,0,...,0)
et c
Ske 0 CiIK® 0
Dad = ; Kag =
0 oK 0 CaK?
qu:[—Kff _Kgo}

Néanmoins, comme pour le meld" GHM, sous cette forme le nombre de ddls
arelastiques du sysine, pour chaque ADF, exgala celui des ddlslastiques. Par contre,
une projection modale telle q@§ = TTqid etA = TTK.T peut Eduire la dimension du
syseme, de mamire que les matrice3qq,K dq,K qa deviennent

A 0 CiA 0
Ddd = Ge ; Kdd = Go )
0 g_;/\ 0 Co\
Kgd = [-KST -+ —KgT]

La dimension de@id peut étre beaucoup plus petite que celle a;fédans le cas de
revétement viscelastique partiel court. Par ailleurs, comme pour le edsHM, le
sysemeelastique peugtre €duit par uneeduction modale d& , + K.
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De (3.33) et (3.34), on note que, contrairement augl®@GHM, les variables dissi-
patives n’ont pas d’inertie et, par catgient, la matrice de masse globklen’est, en
aucun cas, efinie positive. En effet, pour ce mel#, la Eduction des matrices correspon-
dantes aux variables dissipatives n'estli€e que pouraduire la dimension du syste
résultant. Cependant, il sera mantltérieurement que la singulagide la matrice de
masse peut sesoudrea travers lEcriture du systme (3.34) sous une formeedjlations
d’etat. D’ailleurs, cette caramtistique constitue plot'un avantage de ce meleé, condui-
santa des matrices dtat plus petites par rappatcelles du moele GHM.

3.6 Syseme déquations detat

Afin d’appliquer les modles pecdentsa’la conception d’un sysiie de conble
actif optimal, leursequations de mouvement respectives (3.20), (3.28) et (3.34) doivent
étre écrites sous la forme dijuations dtat. Ainsi, on @finit un vecteur dtatx, propre
a chaque magle, soumis des forces de perturbatiorecaniquep, bages sur le vecteur
des chargements aoaniqued-n, eta des forces de comti€ Bu, bages sur les forces
piezclectriqued-e. Leséquations ditat des trois maales peuvent g€rire sous la forme
gérérale suivante

X=Ax+Bu+p
(3.35)
y =Cx

La matriceC établit, en fonction de &tat, un vecteur des sortigsqui est, en greral,
compog des variables meses. NNanmoins, chaque mek visc&lastique condui un
vecteur détatx different. Les matriceé, B, C et p correspondantes aux trois naes
peuvengtreécrites sous la forme

Modele GHM :
- 0 0 0 | 0 0 -
0 0 0 0 | 0
0 0 0 0 3
0 0 0 0 0 |
A= M YKp+KE) —aMIKIT - —aMIKIT —M-ID 0 0
_@2TT a2 0 0 —26xl 0
; - 0 . A
[ T 0 —GRl 0 0 —20nGnl |
K 0 0 Cq
~_ Y1 al ... _ 0 |1 0 T_|O
=1 ’X_H’p VN L IVEETN R I}
gd 0 0 0
| YUn

(3.36)
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Modele ADF :
i 0 0 0 |
g—llTT —Ql 0 0
A= : . 0
T 0 —Ql 0 337
M H(Kp+K®) MTIKET .- MKET —M1D] (3:37)
0 0 Cq
x:[ﬂ;p: 0 :B=| 0 |;CT=]0
g M~1Fp, M ~1Fe Cy
Modele MSE :
0 |
A=
{_Qg _(2Z+WS)QJ
(3.38)

X1 T o 71., [0T7.r [CdTe
o o e o o) - [

ou Cq4 etC, sont les matrices des sorties eaptiicements et en vitesses, respectivement.
L'analyse des expressions (3.36), (3.37) et (3.38) coraldi¢és conclusions assez
importantes quant au abde calcul des maaés viscelastiques. Supposons qoget
nd soient les nombres de ddiastiques (dind)) et dissipatifs (dim§)), pour l'i-ieme
(i=1,...,n) série de paramtres ADF/GHM, respectivement. De (3.36), on observe
que le nombre total de ddis & col(q,q)), pour le mo@le GHM, est de &+ 2nrf.
C’est aussi la dimension des matrices et vecteurs demsygstiEtat correspondara ce
mocEle. Tandis que pour le metE ADF, cette analyse condut Zn® + nrf', puisque
seules les dfivées des ddlglastiqgues sont repsentes dans le vecteur etat x. Par
congquent, le modle ADF économisc—:nqd ddIs dans le syste dEtat par rapport au
modele GHM. Cela corresporanrf(4n°+ 3nnf) éléments en moins dans la matrise
A titre d’exemple, consieifons le cas pratique du tement total d’une poutre par un
matriau visc@lastique contraint, dont les prog#s sont telles que troiesés de pa-
rametres sont atessaires pour bien meliser son comportement. Dans ce aas; 3 et
nd = n®, donc, les dimensions des systés détat sont, pour ADF et GHM, 1§ et &°,
respectivement. Ainsi, le mete ADF économise 8¢ ddls, ou 3®°? éléments dans la
matriceA, conduisana une raisonnableconomie du cat"de calcul.
D’autre part, le modle MSE, n'ayant pas de ddls dissipatifs, condugh” ddls, ai
n" est le nombre des modes propres retenus dans 'algoritlenadifit”

3.7 Reduction modale des systimes détat

Meéme avec une possiblediction modale des ddls dissipatifs sgmpéntaires, al”
aux éléments non visaastiques, les matrices (3.36) et (3.37) dueryst dEtat (3.35)
sont encore trop grandes pour la conception degByet de conté. C’est pourquoi une
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réduction modale des sgshes obtenus pcedemment esegdli®€e. L'objectif est d’appro-
cher le systme dEtat original par un systne€quivalent dont la dimension soit beaucoup
plus faible, tout en minimisant les variations du comportement dynamiquetdé ICela
est obtenwa travers IElimination des modes qui contribuent peela €ponse dynamique
de la structure dans la bande deduences d'imrét.

Les valeurs propres et vecteurs propres complexesditeTy eta gauchel ) du
syseme (3.35) sont calces par

ATg=ATqg; ATTg= ATy (3.39)

ou les modes propres sont normaﬁspiarTgTd = 1. On peut supposer que la matritg
des valeurs propres d¥, est composé des valeurs proprés et Ag assoag’s aux ddls
elastiques et dissipatifs, respectivement,

_|Ne O
A=y 2] @40
De méme, les vecteurs propresdroite Tq et a gauchel g sont compos$ des modes
propres assoes aux valeurs propres de et/\q, tel que

Ta=[TdeTdd]; Tg=[Tge Tgd (3.41)

En gégréral, les modes propres assxgux ddlIs dissipatifs sont sur-amortis, c'astire,
Im(Ag) = 0 et RéAy) < 0. Par consquent, on peut supposer que leur contribuéda
réeponse dynamique du sgste est agligeable et, donc, le vecteuretidt est approeh”
par la contribution des modetastiques, tel que= TgeXe. Ainsi, le syseme déquations
(3.35) se eduit au systime suivant, avecdtatxe,

Xe = NeXe+ TgeBU+ T gep 3.42)
y =CTgeXe

Par ailleurs, on peut encoreduire le systme (3.42), en considant que,
géréralement, seule une bandele frequences est importante, soit parce que cette bande
couvre enterement la bande epationnelle de #quences d’excitation, soit parce que la
majorite de I'énergie du sysime y est concerdg. Ainsi, supposons que la matrisgsoit
compoge de valeurs propreslinterieur (retenues) eta I'extérieur (régliggesn) del .

On peut, donc, eComposer la matric&e de la faon suivante

A0
[T A

ce qui correspond aussicecomposer les matrices des vecteurs propre®t T ge,

(3.43)

Tde= [Tdr Tanl ; Tge=[Tgr Tgn (3.44)
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Si I'on néglige la contribution des valeurs proprdg a l'extérieur de la bande de
frequences d'imrfét " dans le systme (3.35), on pewcrire le systme Eduit suivant,
avecx ~ TgrXr,

X = AXp+ TgBU+Tgp (3.45)
y=CTarXs

Cette ne€thode deeduction modale, est assez simplenettre en ceuvre puisque
le choix de modes retenir n'est basgue sur I'analyse des valeurs propres. Cependant,
pour des systmes trop amortis cette analyse n’estigufacile, parce que quelques modes
elastiques peuverdtre sur-amortis ou trop cowgd avec ceux correspondant aux ddls
dissipatifs, compliquant ainsi le choix des modasgtenir. En toute rigueur, I'analyse des
valeurs propres doétfe accompag® par une analyse des vecteurs propres. D’autre part,
dans certains cas, il peetré inBressant de garder quelgues modes dissipatifs afin de bien
repesenter la relaxation du neatau.

Il est inttressant de remarquer que, pour le eledVISE, le sysime dgtat duit
est construit directement, puisque seules leguiences d'irdfét peuvenefre calcutes
dans l'algorithme iratif.

3.7.1 Repgsentation détat des moekles amortis

Puisque la base consigge dans lagduction modale de la sectiongpédente est
compoge de modes propres complexesgctiture (3.45) aboutit aussi des matrices
complexes. Cependant,ap€ au fait que seuls les modes sous-amortis sont retenus, les
eléments des matrices seepentent en complexes conjegutel que

; ToB= LEJ: TP = qll CTar=[ @ ¢ -]

(3.46)

OUAj (j=1,...,r) sont les valeurs propres du systé Eduit. Par consjuent, les vec-
teursx;, y etu sont des quants €elles. L'inconenient de IEcriture (3.45) repose sur la
difficulte d'utiliser les matrices complexes pour I'analyse duesyst et pour la concep-

tion du contoleur. Ainsi, il est in€ressant deeécrire le systme dBtat (3.45) sous une
forme elle, dont les variables efat sont encore asseeisa des @placements et vi-
tesses modaux relatifs aux modes propres de vibration de la structure. Afin de construire
un sysemeéquivalenta (3.45) avec des matriceselles, une transformation éaire de
I"etatx,, tel queX = TcX;, est Bali®e en se basant sur [30]. La matricede changement

de base estafinie par
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1] 1]
21m(Aj) 21m(Aj)
Te (3.47)
1 1jRep)) ;+;J‘Re(?\j)
2 2ImQAj) 2" 21Im(;))
Ainsi, a partir de (3.45), le nouveau sgste détat el sécrit
X =A% +Bu+p
) (3.48)
y = CX
ou
0 I
~ . _1 . .'_
AZTAT=1 e 2Re(}))
im(yy) Im(@))
Im(Aj) Im(Aj)
B=TcTyB= :  P=TcTgp= 5
Re(\| Re(\j
Re()) -+ Im(;) R0 Re(®;) +Im(6)) pel
C=CTaTc'=[- —2[Re(g)Re(Aj)+Im(g)Im(A;)] 2Re(@) -]

Les valeurs propres da sont dfinis par leseléments de\;. Sous cette forme,
le syseme (3.48) esequivalent au syste (3.45), mais avec des matricesltés. Les
variables détat sont dcoupEes par couples reggéntant les eplacements et vitesses
modaux. Par coregjuent, cettecriture esequivalentea'celle du modle MSE (3.38).

3.8 Lissage des paramtres des moeles ADF/GHM

Dans cette section, on gsénte le lissage des pamrtnes des maaes ADF et
GHM, a patrtir des courbes meésses du matiau visc@&lastique. Ce lissage esali®
a l'aide de la bde a outils d’optimisation (Optimization Toolbox) de MATLA® plus
particuliérement, la fonctiotsgnonlin qui utilise un algorithme non-lggire Nonlinear
Least Squargs Deux fonctions oneté dévelopges sous MATLAB pour calculer le mo-
dule de cisaillemen€’(w) et le facteur de pertg(w) = G"(w)/G' (w) d’'un magriau
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visceelastiquea partir d'une bande dedguences dora® et d’'un ensemble de paratres.

La fonctionnlsgadfutilise la formule de Lesieutre (3.29) et la fonctinlsgghmutilise

la formule de Golla-Hughes-McTavish (3.21). Ces fonctions sont eppgbar la fonc-
tion Isgnonlin qui optimise les paraetres GHM/ADF afin de minimiserd€art entre les
valeurs, calcudés et mesees, des partiegelles des modules de cisaillement et des fac-
teurs de perte. La bande dedtiences utilsé pour le lissage dadtfe plus large que celle
considgrée dans I'analyse du syshe de mamrea minimiser I'effet des erreurs aux bords
de la bande. A

Les paramatres du modle GHM sont compass dentriplets @;, &y, ¢, i=1,...,n)
et du module relaxGgp. Le nombre de mini-oscillateursdéfinit la dimension du sysme
final, en n€me temps que la pcision de I'ajustement. &€ralement, une grande valeur
den conduita un meilleur ajustement, mais aussyn systme d’ordre plus grand. Pour
le mocEle ADF, en plus du module relexGg, seulsn couples de paraetres {, Qj,

i =1,...,n) sont récessaires. Dans ce cas, la valear la néme influence que pour le
mocele GHM.

Le lissage des parastres ADF/GHM aeté réali€ pour les divers matiaux
visceelastiques utilies dans ce travail. Leurs propis sont doneés dans I'annexe A.
Cependant, dans cette section, nous nous limigona Seul exemple afin degwenter
I'effet du nombre de afies de parasgttes sur le lissage. Ainsi, uree tfois €ries de
paranetres sont consatées pour re@senter les propgtés du matfiau visce@lastique
ISD112a 27C dans l'intervalle de fquences [20-5000] Hz. Pour les deux eled,
la convergence estds bonne. Elle est un peu plus rapide pour I'ADF puisque seuls des
couples de paraetres sont optimes au lieu de triplets pour le GHM. Le Tableau 3.2
montre les paragtres ADF et GHM esultants de I'optimisation qui ajustent les deer”
de I'ISD112 avec un, deux et trois ensembles de pates.

Tableau 3.2: Les paragtres optimaux des metes ADF/GHMa la convergence pour le
matriau ISD1122°27°C.

mockle ADF GHM

n i Gg(MPa) A Qi (rad/s) Go (MPa) i G (rad/s) ¢

1 1 0,62 19,908 18076,3 0,62 19,811 259557 7,21

2 1 0,53 2,038 1396,8 0,53 2,037 84503,6 30,26
2 33,359 466334 33,236 764580 8,23

3 1 0,50 0,746 468,7 0,50 0,742 6 502,9 6,97
2 3,265 4742,4 3,237 50618,8 5,38
3 43,284 715325 41,654 352782 2,56

Les Figures 3.3 et 3.4 psentent I'ajustement du module et du facteur de perte avec
un et trois termes ADF/GHM, respectivement. On note que lesetesd un seul terme
dans les sfies n’est pas suffisant pour bien estimer les caristijues d’amortissement
du magriau, puisque cela condutun comportement visetastique peuealiste (Figure
3.3). Neanmoins, des metEsa trois termes dans leg®es ajustent de magre satis-
faisante les courbes meésses du matiau.A la convergence, les metEsa trois termes
repesentent, dans la bande deduences d'irfét, les courbes mgésses avec une erreur
maximale det5%.
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Module élastique (MPa), facteur de perte

10 10° 10° 10
(a)

Module élastique (MPa), facteur de perte

[EnY
S,

10' 10° 10° 10"
Fréguence (Hz) (b)

Figure 3.3: Lissage des courbesitresses de I'|SD112 avec uneri& de paramtres : a)
ADF, b) GHM. Trait continu : doneés meswes, trait discontinu : domes estiraés.

Par ailleurs, on observe que les natek ADF et GHM, bien gu’ayant des pa-
rametres difBrents, aboutissemt des courbegduivalentes pour les casgsengs. Cela
peutétre expliqe par I'analyse des fonctioi&(s) (3.21) etG* (w) (3.29) pour le matfiau
ISD112. En effet, puisque dans ce cgs;> 1 (Table 3.2), la fonctiorG(s) du moctle
GHM (3.21) peuktre €écrite de la mamire suivante,

n
G*(w) 14y i “’“Z') (3.49)
4 (04 joy)(w+ juiz)
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Module élastique (MPa), facteur de perte

10" 10° 10’ 10
Fréquence (Hz) (a)

Module élastique (MPa), facteur de perte

[
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S,

' 10° 10’ 10"
Fréquence (Hz) (b)

[EE
(@]

Figure 3.4: Lissage des courbesitresses de I'ISD112 avec troierges de parastres :
a) ADF, b) GHM. Trait continu : doneés meswges, trait discontinu : doees estiraés.

ou
Wi, 02 = —GxG 6y /P —1
etz = —2(1);2i. Ainsi, chaque &fie de paramtres GHM pesente deuxeros Eels, dont

un nul et 'autreegald z, et deux ples Eelswi; et wiz. De méme, la fonctiorG*(w) du
modele ADF (3.29) s&crit

G*(w) = Go <1+_iAi w_‘*’j Qi) (3.50)
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Cette fonction (3.50) ne psente qu'une&© nul et un ple réel égala —Q;, puisque le
pble réel égala Q; de (3.29) s’annule avec lem correspondant. D’ags le calcul des
pbleswii etwi, et des Brosz du modtle GHM (Table 3.2), et, en comparant &xgiations
(3.49) et (3.50), on observe que

wir—Qi;zrwz; G4 ; V(N (3.51)

Par conequent, le ple w, et le Zroz de GHM s’annulent presque, aboutissanin ple
uniguea w1 correspondanad —Q; du moctle ADF. On s’attend alors que les nedels
ADF et GHM pourraient ggSenter les grmes esultats, pour ce matiau. Il faut rappeler
gue cetteequivalence ne s’obtient que pour les cagjo> 1, c’esta-dire, pour des modes
sur-amortis de relaxation du negidu visc@lastique.

Il est connu que les mades ADF et GHM remSentent bien, enegéral, des
matriaux dont les propeits varient assez fortement avec keguence. Par contre, pour
le cas oppos,” un nombreelevé de pararatres doitetre utiliss. Dans ce cas, d’autres
méthodes, comme celle desrd/iées fractionnelles [6, 7] ou une combinaison de cette
dernire avec I'ADF [28], s'imposent. D’autre part, pour des enatlx visc@&lastiques
dont les propets ne varient pas beaucoup avec éxtrénce, il peuttte moins cafeux
de consiétrer des propetés constantes par bande, voire constantes.

3.8.1 Proprietés asymptotiques du lissage

Il est interessant de noter que les valeurs des pati@an trouees (Tableau 3.2) ne
sont valables que dans la bande dmfrénces utilisé pour le lissage. Or, lors d’'une ex-
citation quelconque, des modes siuhors de cette bande peuveie exci€s ce qui
nécessite que le metkE utili$® ait un comportement asymptotiquement correct. C’est
pourquoi, il est important deerifier que les propetes suivantes sont respees [69] :

— La partie eelle du module de cisaillement doit tendre vers le module staGgue
pourw — 0 et vers le module non-relexG. pourw — oo :

lim G*(w) = Go

w—0

OLianG (W) = Gw = Go (1+I2ai> pour GHM

Ul)ianG (W) =Go =Go <1+ .zAi> pour ADF

— La partie imaginaire du module de cisaillement doit tendre vers' pourw — 0
etw— o

1Cela est la corexjuence imradiate du premier point, puisq@®y et G., sont des quants Eelles.



3.8. Lissage des parates des maglés ADF/GHM 97

lim G"(w)=0et limG"(w)=0
W— 00

w—0

Pour cela, il est important d’analyser le comportement des courbdseasss,
represenges par les maés ADF et GHM, en dehors de |la bande ugiéigiour le lissage
(Figure 3.5). On observe que, pour ce cas effectivement, les courbessas estiggs
par les modles ADF et GHM pesentent de bonnes progtés asymptotiques. Il faut no-
ter que ce comportement est caeadfique des maelés dont les fonction&*(w) sont
sur-amorties et esttfoitement k& aux pararetres des magles. Pour le mogle GHM, par
exemple, cette promié est satisfaite lorsquig > 1.
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Figure 3.5: Lissage des prop#s de I'ISD112 en dehors de la bande utdisa) ADF, b)
GHM. Trait continu : doneés meswés, trait discontinu : domes estiraés.
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La Figure 3.6, relative au matiau visc@lastique Dyad60& 38C, montre que
certains groupes de paratres gsultants de I'optimisation peuvent condugr@es pro-
prietts peu ealistes hors de la bande conaanpar I'optimisation. Dans ce cas, les
modeles ADF et GHM ont atessit’ cinq groupes de paraties pour re@senter as-
sez bien les propeies de ce matiau avec une erreur maximale de 25% dans la bande
de fréequences [2-6300] Hz. Pour le nede GHM, I'optimisation estealig€e avec et
sans contraintes. Dans le premier cas, les panas GHM peuvent prendre des va-
leurs arbitraires 'issue de 'optimisation, aboutissant aux courbes GHMa de la Figure
3.6. Cependant, 'augmentation du facteur de partioite de la bande deeffjuences
consicrée n'est paseaaliste et l'irregularié”dans le modulelastique ne 'est pas non
plus. Cela estwa quelques valeurs du paretre {j qui sont en dessous des amortis-
sements critiques{(= [1,81; 1,56; 163; 0 95; 0,65.1074)). Aprés I'ajout d’'une li-
mite inférieure pour ces paratres {; > 1), une deweme optimisation estedli€e,
aboutissant aux courbes GHMb de la Figure 3.6. Dans ce cas, les nouveaugtpasam’
(=11,60; 141; 128; 116; 100 empechent les irgulari€s des courbes neésses
estimées du matriau. Les paragtres du modle GHM, optimig’s avec et sans contrainte
(Ci > 1), pour le mattiau Dyad60& 38C, sont pesen¢’s dans le Tableau 3.3. Il est aussi
intéressant de noter que ces courbegtmsses sont assez plates, corapad celles de
'ISD112 a 27°C du cas pecédent. C’est pourquoi autant de paetmnes (cing efies) ont
eté nécessaires pour regsénter les propgtés du magtiau.

5 T
Mesure
--- GHMa
41 .- - GHMb I
------ ADF
= J"' -
OO 2’ ,4"' b
= — \Il'
<) ‘,/f "
ED 1r //"" ' 7
o) ’ P .
= [ '
S of /\/,____--—u T—l 1
n.,” |‘ \\
_17’,\' \‘ \ i
\
___ bande considérée |
_2 I 1 L ' \*. /
10° 1 10" 10°

Fréquence (Hz)
Figure 3.6: Lissage des propt#s du Dyad60@ 38C en dehors de la bande utédes.

Les parameires des magles ADF et GHM pour les matiaux 1SD112a’27C et
Dyad606a 10, 25, 30 et 3& sont pesengs dans I'annexe A. Il est claire qu'il est tou-
jours possible d'amliorer les paramtres ADF/GHM,a travers une optimisation avec
contrainte, Banmoins le mogle a paranetres contraints peut aussi repenter moins
bien les propetés de certains matiaux dans la bande deeffiences d’irgrét.
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Tableau 3.3: Les paragtres optimaux du made GHMa la convergence pour le nesitdu
Dyad606a 3&C.
mocEle GHM illimite (GHMa) GHM limité (GHMb)
[ Go (MPa) (of & (rad/s) ¢ Go(MPa) @ & (rad/s)

1 1,78 1,30 110,69 1,81 1,73 1,01 76,36 1,60
2 5,51 1014,12 1,56 3,15 521,97 141
3 18,51 8216,87 1,63 10,03 2734,49 1,28
4 50,34 40489,05 0,95 20,41 14137,25 1,16
5 296,56 120121,23 0,00 85,77 123345,6 1,00

3.9 Validation des moctles visc@lastiques

Dans les prochaines sous-sections, les etexiviscelastiques @sSeng's dans ce
chapitre sont validSa travers une comparaison desultats de I'analyse modale d’'une
poutre sandwich, pour le met& ADF, avec ceux exgimentaux trougs dans la ligfature
et, puis,a travers une comparaison des rales' MSE et ADF/GHM eduits et complets.

3.9.1 \Validation expgerimentale par I'analyse modale d’'une poutre
sandwich

Une des applications majeures du coterhybride actif-passif consiste trai-
ter des structures sandwichlastique/viscelastiquedlastique avec des actionneurs
pieézddlectriques co#s sur leurs surfaces, les pealstiques pouvartie composés de
matriaux composites stradfs avec, dans ce cas, des pastillezg@lectriques insfées
dans le composite.

Dans cette section, legslltats analytiques et esimentaux de I'analyse mo-
dale d’'une poutre sandwich avec des pastillez@lectriques coéies sur ses surfaces
inferieure et suprieure, pesengs par Wang et Wereley [91], sont utdspour valider le
mocEle en pesence d’'un cceur relativement souple. La poetineée dans [91], dont les
propriétés ggonmgtriques sont @sentes dans la Figure 3.7, est compesi'une couche
de mae€riau visc@lastique ISD112 en sandwich entre deux peaux d’aluminium qui, par
ailleurs, ont des pastillesgucglectriques codtes sur leurs surfaces exgures. Les pro-
prietes des matfiaux, adapés de [91], sont psenges dans le Tableau 3.4. Les er&l
ISD112 est re@Sent par le modle ADF avec trois paraetres (Tableau 3.2).

50,8
~— = _PZT5H  Aluminium 0.794
// 0,254
— — 0,794
110 %0,254 4572 ISD112

Figure 3.7: Poutre sandwich encastfiibre avec des pastillesaaiélectriques (dimen-
sions en mm et pas'echelle).
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Tableau 3.4: Propetés des matfiaux de la poutra cing couches.
Aluminium  PZT5H ISD112

Constanteelastique (GPaxj; 75,8 68,1 Fig.3.4
Masse volumique (kg i), p 2800 7500 1600
Constante @izaglectrique (C m?), €5, - -23,2 -
Constante dilectrique (F mt), €4 - 1,54 108 -

Les trois premiers modes de flexionepengs dans la Figure 3.8, ainsi que les
frequences propres correspondantes, sont eslqubur troisepaisseurs de la couche
visceélastique (0,254/0,127/0,051 mm). Lesultats sont ensuite compa#d ceux, ana-
lytiques et expfimentaux, peSenes dans [91]. Les premiers agté trouves en utilisant la
méthode des ondes progressives (Progressive Wave Method, PWM) et tient compte, donc,
de la dpendance endruence des promtds du matfiau viscelastique. Le Tableau
3.5 montre que lesesultats obtenus par leguént modle concordent bien avec ceux
de [91]. Neanmoins, on observe wtart significatif de 21,20%, par rapport asultat
expérimental, de la troigime fEéquence propre de la poutre avec le cceur le plus mince,
tandis que toutes les autresdiences pour ceanie cas coicident. Il n’en est pas moins
gue le Esultat nurefigue PWM pesente presque leenie€cart pour cette &juence.
Cela suggte que la valeur exgsimentale deaférence n’aurait pasté bien nesuge.

Figure 3.8: Les trois premiers modes de flexion de la pauti@q couches.

Tableau 3.5: Les trois premries fEquences propres de flexion de la poutre eneadibre
a cing couches.

Expérimental [91] PWM [91] FEM (pesent)
Mode FEq. (Hz) FEq. (Hz) Erreur (%, ref.Exp.) FEd. (Hz) Erreur (%, ref.Exp.)

Cceur viscelastiquea'0,051 mm

1 6,64 6,37 -4,07 6,90 3,92

2 36,21 37,88 4,61 39,27 8,45

3 85,23 102,33 20,06 103,30 21,20
Cceur viscelastiquea'0,127 mm

1 6,84 6,69 -2,19 7,05 3,07

2 35,62 37,40 5,00 36,62 2,81

3 92,42 96,13 4,01 92,25 -0,00
Cceur viscelastiquea'0,254 mm

1 7,22 7,00 -3,05 7,30 1,11

2 36,79 36,76 -0,00 34,62 -5,90

3 89,50 89,60 0,11 84,66 -5,41
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3.9.2 Validation des moales ©duits

Afin de valider la €duction modale des melks viscelastiques, en utilisant le
mocele PSAP, une poutre en aluminium encastlibre, reetue avec des traitements
visceelastiques contraints, est anadgsle reetement consilé consiste en une couche
de mae€riau visc&lastiqgue ISD112 erdgrement couverte par une fine couche externe
en Aluminium. Les propefés géongtriqgues de la poutre tra#¢” sont :hy, = 5 mm,
hy = 0,5 mm,h; =1 mm,L = 200 mm,a = 190 mm etp = 10 mm (Figure 3.9). Les
propriétés des matfiaux utili€s sont pesentes dans I'annexe A. Pour faire varier I'amor-
tissement de la poutre, tout en gardant lkenme"magtiau visc@lastique, on fait varier les
longueur etepaisseur du traitement dans les intervalles [30—190] mm et [0,01-1] mm,
respectivement.

Aluminium
| g

“é

N Viscoélastique (ISD112
Aluminium

200

Figure 3.9: Propgetés ggonetriques de la poutre encasgtrlibre trai€e par un restement
viscoélastique contraint (dimensions en mm et pd€chelle).

Tableau 3.6: Fequences propres (Hz) et amortissements modaux (%), ealenlitilisant
les moales ADF, GHM et MSE.
Mode #1 Mode #2 Mode #3 Mode #4
ADF 144,9(1,71) 884,1(4,89) 2444,7 (6,59) 4748,1(7,26)
hy=0,01mm GHM 144,9(1,71) 884,1(4,89) 2444,7(6,59) 4748,1(7,26)
MSE 143,2(2,68) 843,5(9,14) 2298,9 (11,79) 4403,7 (14,04)
ADF 102,7 (5,17) 612,0(3,48) 1684,4(2,26) 3280,2 (1,77)
hy=1mm GHM 102,7 (5,17) 612,0(3,48) 1684,4(2,26) 3280,2 (1,77)
MSE 102,2 (5,19) 609,7 (3,44) 16825 (2,30) 3278,3(1,71)

Le Tableau 3.6 msente, pour des couches vislastiques mince et relativement
épaisse, les quatre preznés fEquences propres (en Hz) et leurs amortissements cor-
respondants (en %) cal@d’en utilisant les mades ADF, GHM et MSE. Lesesultats
montrent que les madés ADF et GHM aboutissent auxemes valeurs pour les deux
cas. Cependant, leesultats utilisant le madé MSE ne concordent avec ceux des
modeles ADF et GHM que pour le cas d’'une couche vidastique relativememtpaisse.

Or, le moatle MSE devrait pouvoir repsenter I'influence dedpaisseur de la couche
viscaelastique sur 'amortissement de la poutre sandwich. En effet, on peut observer dans
le Tableau 3.6 que les valeurs d’amortissement pour le premier cas sont beaucoup plus
élevBes pour tous sauf le premier mode. On peut donc en conclure que &en8E

n'est pas capable de bien repenter 'amortissement visglastique, refne des modes
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Figure 3.10: Variation des trois preemnes fEquences propres (a) et amortissement mo-
daux (b) avec Epaisseur de la couche visdastique pour les mates ADF, GHM et
MSE. v : premier modey : deuxeéme modelJ : troisieme mode.gd = 190 mm)

peu amortis, si guelques modes coegid’dans le magle sont trop amortis. Pour mieux
comprendre, on montre, dans la Figure 3.10, la variation @gsiémces propres, et amor-
tissements correspondants, des trois premiers modes eslauEc les mades ADF,
GHM et MSE. On voit que, au fur et mesure que tous les amortissements diminuent
au dessous d’'un amortissement modal limaep€u pes 6%), les esultats du moele
MSE s’approchent de ceux des netes ADF et GHM.
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Figure 3.11: Variation des trois preenes fEquences propres (a) et amortissement mo-
daux (b) avec la longueur du traitement pour les elest ADF, GHM et MSEYV : premier
mode,o : deuxeéme mode ] : troisieme mode.l = 0,5 mm)

Dans une deugime analyse, on psente, dans la Figure 3.11, la variation des trois
premires fEquences propres, et amortissements modaux correspondants, de la poutre
sandwich avec la longueur du traitement vslestique contraint, pour urepaisseur de
la couche viscelastique de 0,5 mm. Dans ce cas)'amortissement modal maximum des
deuxiéme et troiggme modes est de I'ordre de 6%, on voit que le eledISE repesente
assez bien 'amortissement vistastique. Pour des traitements longs, I'amortissement



104 Chapitre 3. Moélisation des matiaux visc@lastiques

_80 T T
N ADF/GHM
J\ - - - ADF réduit
—100——" \ == MSE H
\ - GHM réduit
N A
N\ |
S-120 N A :
Y \ "
E \\ I;’ \ i
[0} \\ I\
VNN
Py Y ! . |
o i \\! \ !,‘—\ !\‘
£ { W YR YA
< | Vv \ h § \
-160 “ Y xx\
v NN
i T3
-180- i
_20 A | . . N | L L e
10° 10° 10"

Fréquence (Hz)

Figure 3.12: FRF de la poutre utilisant les netes MSE et ADF/GHMeduit et complet.
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Figure 3.13: Rponse transitoire utilisant les melds MSE et ADF/GHM eduit et com-
plet.

du premier mode (autour de 8%) est sous-estim’

En plus du calcul des équences propres et amortissements, on peut aussi analy-
ser les €ponses impulsionnelles, dans les domaineguentiel et temporel, de la poutre
traitée (Figure 3.9). Mime si les@ponses harmonique et transitoire du sgst repesent’
par le modle MSE doiventefre, en principe, calce€s pour chaque dguence d’ex-
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citation, on considre I'approximation fournie par le syshe (3.38). Lesaponses en
frequence des symthes sont @Sentes dans la Figure 3.12. On observe que les trois
modeles, Eduits aux cing premiers modes de vibration, espritent assez bien le com-
portement vibratoire du syatie. Les eponses des metEs ADF et GHM eduits sont
presque confondues. D’autre part, lepohses impulsionnelles dans le domaine temporel
ont aussieté calcu€es et sont @senges dans la Figure 3.13. On y obsergalement,
gue les e€ponses des trois melgs caricident assez bien avec laponse des mades
ADF/GHM complets, bien que laeponse du magleé MSE est un peu en retard.

3.10 Conclusion

Afin de prendre en compte des cceurs vidastiques, des ethodes oneté pro-
poses pour la re@sentation de laapendance en dguence des progtés de tels
matriaux. Dans un premier temps, une versi@rative de la rathode desnergies
modales aeté retenue. L'algorithme aelielop® a fourni de bonsesultats pour la
repesentation des comportements vibratoires de poutres sandwaehr viscelastique,
permettant des analyses eerdtience et en temps. Cependant, &siitats ont mongr”
que les faibles amortissements modaux sont congsrpar ceux qui sorgléwes. L uti-
lisation de cette mthode devrait donetfe limitte aux structures peu amorties. Dans un
deuxime temps, deux ethodes temporellea,savoirGolla-Hughes-McTavistGHM) et
Anelastic Displacement Field8DF), ontété presenges afin de repsenter des structures
tres amorties. Ces afiodes sont bass sur I'ajout de variables internes sugpéntaires
pour cEcrire le processus de relaxation du ematl visc@lastique. Il aet¢ montg que
la qualig de la repesentation des promtes vibratoires de structures composantes
visceelastiques, fournie par les meleés ADF et GHM, est fortementegendante de la
gualitt du lissage des courbes neSses du matiau par ces maaés. Par exemple, le
matriau ISD112227PC aété tres bien modlisé avec seulement troissés de parastres
ADF/GHM, alors gu'il a fallu plus de cingesies pour le ma&tiau Dyad60& 10°C.

L ecriture des systes du second ordre sous formeqliations dtat a fait ap-
paratre que les moeles ADF et GHM aboutissert des systmes cou@$ dont la di-
mension est beaucoup pletevée que celle du syse initial. Par corexjuent, il aeté
nécessaire deeduire les modles dEtat afin de les utiliser pour la conception du coler”
actif optimal. Pour ce faire, comme les matrices duesyst dEtat sont complexes, ileté
nécessaire de calculer leurs modes proprgauche e droite, ce qui a aboutit deux
calculs de valeurs propres pour chaque eledPour les castidiés dans ce travail, le ab”™
de ces calculs at¢ moinselewe pour le modle ADF, puisqu’il aboutia'un nombre moins
éle\é de variables dfat, par rapport au metE GHM, gdcea I'absence desativées des
variables internes dans ce nabel. Une eduction des magles par troncature modalet”
propoe. Pour cela, les modes de relaxation duemat’ visc@lastique, correspondant
aux variables internes, oe€éliminés en analysant leurs amortissements @egl, sur-
amortis) et quelques premiers moadastiques sont retenus. Le choix des modes retenus
a été plus difficile dans certains cas pour deux raisons : 1) pour des strucesesior-
ties, certains modesldstiques sont sur-amortis. lls peuvent detre éliminés avec les
modes de relaxation et, 2) pour certains pataes des magles ADF et GHM, quelques
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modes de relaxation, etant pas sur-amortis, sont confondus avec les meldssidues.
Par conequent, I'analyse des valeurs propresuaeh gréral, étre accompag€ d’'une
analyse des modes propres correspondants.

Puisque I'application finale des mel@s dEtat €duits est la conception et I'analyse
du contole actif optimal, une transformation spatialelweétife Bali€e afin de re@senter
les systmes complexes par deguations ttat €elles. Cette transformatiorgali€e
pour les modles ADF et GHM, a about# des sy&imes similairea ceux obtenus avec le
modele MSE, dont les variablesatat repesentent lesapjlacements et vitesses modaux.
La comparaison desponses vibratoires d’'une poutre, dans les domairezgiéritiel
et temporel, utilisant les metes ADF, GHM et MSE, a mordrque les trois magles
présentent desesultats similaires bien que, pour des structures amorties, le male
MSE n’aboutit pas aux Brmes eponses que les melks ADF et GHM. En utilisant le
modele ADF ®duit, I'analyse modale d’'une poutre sandwagtltceur viscelastique a
montré que les pESents esultats concordent bien avec ceuxemmentaux trougs dans
la litterature.



Chapitre 4

Controle actif de vibrations

4.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif degsénter bevement la thorie de contle optimal
et de l'appliquer au probime de conbie optimala entges boreées. En effet, dans le cas
spécifique du conule de vibrations par des actionneurszaglectriques, il esteessaire
de tenir compte de champmdectriques maximaux supportables par de tels actionneurs.
Ainsi, un algorithme #fatif, tres simplea’ utiliser et de convergenceet rapide, ate
dévelop® pour calculer un gain de coote”optimal en tenant compte des limitations
de la tension d’action. Ensuite, un observatewtat optimal est propesafin d’estimer
les variables détat non mesurables. Les concepts de controlalatit’ observabilé'sont
aussietudes.

Les systmes de contlé sont appligasa I'etude du contilfe actif de poutres
sandwich @ja amorties par leur coeur visgastique,a travers deux pastilles cels
symeétriquement sur ses surfaces suelre et ingrieure. Pour cela, lesl€ments finis
PMAP et PMEP, dont les peaux peuvetre composés de plusieurs couches (§2.5.4),
assoags au modle visc@&lastique ADF (cf§3.5) eta la duction modale propes’dans
la sectior3.7, sont utiligs.

4.2 Controle optimal quadratique

4.2.1 Theorie de contdle optimal

Considcrons un sysime continu dfini par I'équation suivante

x = f(x,u,t) (4.1)

avecx(t) € R", le vecteur de variables efat, etu(t) € R™, le vecteur de contté. Le
probléme gréral d’optimisation consista trouver un contie u(t) qui minimise une
fonction cait de la forme

Ite) = [ Lixu) (4.2)

to

107
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soumisea I'equation de contrainte (4.1). En utilisant des multiplicateurs de Lagrange, on
peut dfinir une fonction caf augmergeJ* sous la forme suivante

J* :/ttl{L(x,u)+rT[f(x,u,t)—X]}dt (4.3)

D’aprés la tl€orie de Lagrange, le minimum de la fonctidr(4.2) soumisea’la
contrainte (4.1) est atteint au minimum de la fonction sans contraifitg®]. Pour des
raisons de convenancegfitiissons I'Hamiltonierd (x, u,r,t) par

H(x,u,r,t) = L(x,u) +rTf(x,u,t) (4.4)
Par consquent, la fonctiod* peutétre expringe en termes de I'Hamiltonien par

t1

J* :/ [H(x,u,r,t)—rTx] dt
fo

Le minimum deJ* est atteint pour 3 = 0, étant done’que dJ* est positive. Utilisant le

principe de Leibniz [59], la éfivée deJ* s’écrit

t1
* Ty ty
dJ*=[(H-r x)6t}to+/to 30

T T T
oH 6x+a—H U —rTox - a—H—x or | dt
ox or

En intégrant par parties poetiminer le terme edx, on obtient

T b T T T
dJ* = [(%—I: x) 3t —rTox (G_qu) 6x+a—H ou + (a—H—x) 6r] dt
to
(4.5)

0x ou or
Etant done’ qu'on peut choisir um(t) de faon a ce que les variationdr, 3x et du
soient inédpendantes, le syshe déquations suivant, correspondant aux coefficients de
ces variables, dogtfe respeet”

oH .
oH
5 =0 (4.6b)
oH .
— = 4.
or X (4.6¢)

ou I"equation (4.6¢) n’est autre quedjlation détat (4.1). Les deux premiesequations
du syseme sont dhomngeséquation détat compdmentaire(4.6a) etcondition de sta-
tionnarite (4.6b), respectivement [59].

Dans la section suivante cetteetitie ggrérale est appliggé au cas pratique du
contle optimal quadratique des vibrations des structures.
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4.2.2 Regulateur linéaire quadratique (LQR)

Considerons le sysime sous forme d@guation détat (3.48), stationnaire et invariant
dans le tempsA partir d’'une enteeu et de perturbationg, ce systime fournity a la
sortie (Figure 4.1). Le vecteyr denomne la sortie détat, est fonction deétat €duit,

a travers la matrice de sortieeddtC. La dynamique de éfatk est done’par les matrices
du sysemeA et d’enteeB.

Perturbation$

Entréesu Syseme Sortiesy

Figure 4.1: Rep@Sentation des emes et sorties du syshe.

Supposons un comi€ optimal quadratique, c’eatdire, dont la fonction aat”J est
guadratique sous la forme suivante

t
I(to) = % /t " (RTQ+ u"Ru) dt a.7)
0

Le terme(1/2)XT QX peutétre interpet comme une mesure detiérgie du systhe et le
terme(1/2)u” Ru, de I'énergie de contle. Q etR sont des matrices syetriques et, po-
sitive semi-&finie et positive dfinie, respectivement. Elles sont choisies selendigie
gu’on veut minimiserQ et R peuventetre aussi intergtées comme aedérateurs de
convergence de la soluticn— 0 etu — 0, respectivement.

En utilisant la nethodologie de contté optimal pesente pecddemment et en sup-
posantp = 0, 'Hamiltonien du sysime s&crit

1, . P
H=3 (XTQX+u"Ru) +rT (A% +Bu) (4.8)

Ainsi, I'equation détat compémentaire, la condition de stationnardf 'é€quation détat,
aussi @nomneesequations d’Euler, gcrivent

QX+ATr+i=0 (4.9a)
Ru+BTr=0 = u=-R1BTr (4.9b)
x =A%X+Bu (4.9¢)

Si I'on consicere un contle proportionnebl’I'etatu = —KgX, le multiplicateur de La-
grange doit étre aussi proportionnall’etatr = PX. Remplaant I'expression de (4.9b)

dans léquation détat (4.9¢), pe-multipliant cette dereire parP et consi&rant I'expres-
sion der, leséquations d’Euler (4.9) deviennent
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PX =—PX—QX—ATP&
PX = PAX—PBR1BTP&

Pour que ces deuxquations soienterifiees pour touk, il faut que I'équation suivante,
dénomngeéquation de Riccati, soiterifiee

—P=ATP+PA+Q-PBRIBTP (4.10)

Pour un systie en boucle ouverte, avec un cofgr(d nul, I'equation (4.10) devient
I"equation de Lyapunov,

P_ATPLPA+Q (4.12)

On montre que, si la solution est asymptotiquement stable, la fonctiatn(4a)
minimisée n’est fonction que de la matri¢tp) et des conditions initiales, puisque

t1 t1. . .
95Ty dt= [RTPR+RTPR+ T PR ok

to dt to
(49) (M TiT  TAT\bo L oTHe 4 oTB(AG L A
= / (X"A" +u'B")PXx+X' PX+X'P(AX+Bu) dt
fo
t A R R R
(4.%) /lfJ(P+ATP+ PA — PBRBTP)X — uRu dt
fo
t
(4.10 / C_{ToR—uTRudt
to
donc,
1.1 o 1.+ o 1M oo T
X (WP~ 38 (P = —5 [ (TQt+u'Rdt  (412)
0

et, pour que la solution soit asymptotiquement stabla, lignx(t;) = 0. Par consquent,

Jlto) = 33" (19 P0)R o) @13)

ce qui permet dVvaluer le caf résultant](tp), a partir des conditions initiales, avant de
calculer la Eponse du syste. Ayant calcla solution de Equation de Riccati (4.10),
on cefinit le gain de contle de KalmarKy par

Ky(t) =R 'BTP(t) (4.14)
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Remarque 4.1l est clair queKg est fonction du tempséme pour un systme invariant
dans le temps ; donc toute laguenceK(t), t € [to, 1], doitétre connue pour calculer le
contrbleu. Neanmoins, cetteegjuence peldtre calcuee avant de I'appliquer au sysne,
puisque son calcul negghend pas de&tatx.

Pour éviter d’avoira calculer toute la 8quence des gains de cabig K, on peut
utiliser sa valeur stationnair& g, calcukee par

Kg=RIBTP” (4.15)

ou P est la valeur déquilibre lim;_.. P(t). Si I'on remplace ce gain, qui n'est pas
nécessairement optimal, dans le gyse (3.48), le dat résultant dans I'intervalle de
tempsto, t1] est

J(to) = §>A<T (to) P(to)X(to) (4.16)

ou P(t) est la solution de

—P=(A-BKg)TP+P(A—BKg) +Q+KJRKg (4.17)

Cetteequation n’est rien d’autre quedguation de Lyapunov du sgste en boucle feree
A— BKg, puisqueKy est connu. On montre que leldal(t) correspondant au gain de
controle Ky est toujours su@rieur ouégal a celui correspondant au gain de codlke
optimalKg(t). Neanmoins, les valeurs au limiRfe) et P* = P(c0) sontégales et, donc,
le calt J, pour l'intervalle [0, «o] est le né@me. Cela signifie que plus I'intervalle consid
devient grand, plus il semble plus raisonnable d’utiliser un gain de éatonstant. Le
colt J, est

J, = %/ (R"Q&+u'Ru) dt = %RT(O)Pwﬁ(O) (4.18)
0

Comme la matric®® est constante, d’ags (4.10), elle est aussi solution déduation
algébrique de Riccati suivante

ATP® +P*A+Q—P*BRIBTP* =0 (4.19)

Cette loi de contble sous-optimalé gain constant est ainsi adds pour ce qui suit.

La méthodologie de conception d’'un coole” optimal quadratique, psente
précddemment, peudtie Bsunge par leefapes suivantes:

1. Définition des matrices de poertionQ etR pour atteindre la performancesiiée
avec l'effort de contle disponible;

2. Calcul de la matric® solution de lEquation algbrique de Riccati (4.19% partir
des matrices du syatieA etB, et de pondrationQ etR ;

3. Calcul de la matrice de gain (constari{g)a partir deP* (4.15).
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Si I'on revientd I'equation (3.48), avea verifiantu = —KgX, on a le systme
contmolé suivant

(4.20)

On peut donc dire que la matrlct@g contdle le sysemea travers la modification de la
matriceA, qui devientA — BKQJ Ainsi, la loi de contole peut stabiliser quelgues modes
propres du systhe en augmentant leurs amortissements ; eafite, des modes o
peuvent devenir des modes plus amortif\de I§Kg.

4.2.3 Choix de la matrice de pondration d’ état

L'objectif du contole optimalétant de minimiser Energie vibratoire du sysine,
repesente par le termél/2)X" QX, dont la performance seraes Ependante de la mat-
rice Q. Par consquent, le choix de cette matricetdfmine la performance de I'amortis-
sement des vibrations du sgste, ainsi que &volution de ce dernier.

Sachant que le vecteuratdtX est composdes @placementy et vitesse mo-

daux, on peuécrire
o X
X=4q" 4.21
X 4.21)

Donc, la matrice) peutétre dicompose telle que

_ | Qxx QxX]
N {QXX Qxx (4.22)

Pour simplifier I'interpetation, supposon@yy = Qyyx = 0. La question maintenant est :
Comment choisiQyy etQyy ?. On peut consirer quatre cas particeliement pratiques.

Le premier est le contté uniforme de tout les modes retenus. Dans ce cas, la mat-
rice de pondrationQyy estéquivalentea’la matrice identéQyy = | etQyy = Qyx. Cela
ne veut pas dire que tout les modes sesg#lément amortis activement, mais qu’ils se-
ront optimig€s avec la reme pondration. Comme la controlabiitdes modes n’est pas la
méme, ils seront amortis défemment.

Un deuxéme cas consistecontoler quelgues modes seulement. Supposons, donc,
que seuls les modés= 1,...,n sonta contoler. La matriceQyy = Qyx peut, doncefre
décompose en

Qux = {%” 8} (4.23)

ou la matriceQ esta choisir en fonction des poathtions de chaque mode en question.
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Afin de minimiser une mesure deshiergie du systhe, on peut aussi consier un
troisieme cas, 0"

Qn= . p ; Qxxz{(l) %} (4.24)

ou wy est lai-ieme pulsation propre.

Enfin, un quateme cas pratique esefii par le contole de la sortiey. Dans ce
cas, la quantéa minimiser esyTnyy. Cependant, sachant que- CX, la relation entre
les matrice®) etQyy s'écrit

Q=C"Q,C (4.25)

Dans ce cas,@®€ralementQ n'est pas diagonale €yy # Qxx. Néanmoins, cette situa-
tion est tes pratique, puisque, ereggral, on veut contfer des variables que I'on sait
mesurer ou observer.

4.2.4 Limitations du gain de contidle

Dans la section g@dente, des cetes pour le choix de la matrice de penakion
d’etatQ ontété peseng's. NNanmoins, la relation de cette matrice avec le gain de alentr”
n'est pas liraire (voiréquation de Riccati (4.19)). Par ceuagient,a’ partir de la mat-
rice Q, il n'est pas possible deetérminer directement si le gain de calrhécessaire
pour atteindre cette performance est faisable. En effet, pour une application ddecontr™
actif par des pastilles pzcElectriques, il faut tenir compte, par exemple, des champs
électrigues de ebolarisation (coercive field) du nemtau pgzcdlectrique en question.
Dans le cas de comtié de vibrations transitoires, le charmafgectrique appligea la pas-
tille piezcélectrique peut avoir une direction oppes celle de la polarisation remanente
du magriau. Ainsi, un champlectrique de I'ordre de la polarisation remanente peut I'an-
nuler et, donc, dpolariser le matriau, qui devient non-pZclectrique. Par comsjuent, il
faudrait tenir compte du changbectrigue maximum appliguau magtriau pezclectrique
dans la conception du conte. Néanmoins, cela n’est pas sans diffiewlti que la tension
de contole d&pend de I'excitation ecanique (ou des conditions initiales) de la structure
acontdler (V(t) = u(t) = —KgX(t)).

Principe du maximum de Pontryagin

Pour calculer le gain de coolg dans les sections guédentes, le corité aété
considré commeetant une fonction implicite continue detdtx et du coetatr. Suppo-
santL(x,u) etf(x,u,t) des fonctions continues, le coolie’est aussi continu et peetré
calcuk par leequations d’Euler (4.6). &anmoins, si I'on consate un contle borrg, il
est possible que la solution optimale (4.6), (4.9) ne puissepasfteinte.

Considrons leeguations cktat (4.1) assoegsa une fonction cof du type (4.2).
Si le contole est non-bora, le probéme de contie optimal estesolu par legquations
d’Euler (4.6). L'optimalig du contole est @&finie par la condition de stationnagit”
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oH
=0 (4.26)

d’ou, en utilisant ’'Hamiltonien (4.4), on calculepar

a_L
ou

Maintenant, supposons que le cahdrést contrain& une ggion admissiblé&J, qui peut
étre dfinie comme une valeur maximale admissible par le cbatpar exemple. Dans
ce cas, on ne peut pas garantir que le adatoptimal calcud’par (4.27) appartienrela
régionU. Néanmoins, il @&t montg par Pontryagiet al.[74] que lessquations d’Euler
sont aussi valables condition de remplacer la condition de stationmaf@t26) ou (4.27)
par une condition pluseg€rale sous la forme

(X,u) +rT%(x,u,t) =0 (4.27)

H(x%u®r°t) <H(x°u°+0u,rt), Vvduadmissible

ou I'exposant® indique des quants optimales. Cela signifie que toute variation du
contdle optimalu®, a I'instantt et pour desfat et coetat optimaux fixes, erieraa’ une
augmentation de la valeur de I'Hamiltonien. Cette condition péngt Aussecrite sous la
forme

H(x%u%r%t) <H(x%u,r°t), Vuadmissible (4.28)

Cette expression estedomn®& le Principe du maximum de PontryagifPar
congquent, I'Hamiltonien doitefre minimi€ pour toute valeur admissible de avec
etat et coetat optimaux [49].

Algorithme it ératif pour le calcul du gain de contrdle

On propose, donc, un algorithmeertif, tenant compte du chamglectrique
maximum, pour la conception du coolie” optimal. Les conditions d’agration sont
géréralement connues, par exemple, on peut concevoir uarsgsde contle pour amor-
tir les vibrations d’une poutre soumiseune excitatiop(t) oua des conditions initiales
X(0) connues. Ici, on suppose le premier cas. L'algorithme est le suivant (Figure 4.2) :

1. On considre des matrices de posidition détatQ et de pondfation d’enteeR =
y R. Ou R est une matrice de poathtion d’entee initiale, repesentant la forme
deR, ety est un facteur de multiplication, que I'on fait varier deda@ adapter la
matriceR aux restrictions impass ;

2. A partir d’un facteur initial de multiplicatiorypg, on calculeKy par I'algorithme
LQR pour le systine (3.48) aveRg = \oR ;

3. AvecleK g calcuk, on calcul&(t), de (4.20) avep(t), et, ensuitey(t) = —KgX(t) ;
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> 0,5% l
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7 = (umax_ \/max)(ymax | \/max)—1

Figure 4.2: Algorithme efatif pour calculer le gain de coote” optimal avec limitation
de I'entie.

4. On compare™® = max(u) avec la tension maximale sgifiée pour le mariau
piézcélectrique en question et on corrige le factgen fonction de cette comparai-
son (Figure 4.2), jusga’la convergence™m® ~ vy max.

5. On retient la valeur di g4 a la convergence.

Cette straggie est pcessaire afin de concevoir une loi de coletioptimal faisable.

La Figure 4.3 montre la variation typique des facteurs d’amortissement modal (%) des
trois premiers modes propres induite par une augmentation du facteur dergtorl”
d’entréey (ou dans ce caR =y|1). La fonction cait minimisgeJnyin et la tension maximale
VMaX nécessaire pour obtenir cette performance, pour chaquespatiati d’entee sont
aussi mon&s dans la Figure 4.3. Commeepti, 'amortissement diminue, tout comme
la tension maximale, pour des grandes valeurs de gratidh d’entee, car I'effort de
contdle est ghali€ davantage. Cependant, leut@ptimal augmente, puisque la per-
formance diminue. Laegion encadré par des traits interrompus, dans la Figure 4.3,
détermine la egion de faisabilg"du contole, al la tension maximale correspo@adun
champelectrique plus petit que celui de saturation dueriati pézcélectrique (dans ce
cas, 250 V). L'algorithme @fatif propog’(Figure 4.2) consista trouver la performance
maximale dans laagion de faisabilé’

Pour les exemplestGdigs dans ce travail, cet algorithme converge assez rapidement.
Cependant, comme la relation enfret u™® n’est pas ligaire, c’esta-dire, une augmen-
tation dey n’induit pas forcement une diminution dé? la convergence de I'algorithme
peutétre dstabili€ par certaines conditions initiales. Pour ezhiera ce probéme, des
straggies de diminution du pdd + ) ontété utilisées.

4.2.5 Observation

Dans les sections peédentes, on a con® que toutes les variablesedatétaient
disponibles pour laatroaction. Cependant, il serait plueatiste de consater que seule
la sortiey est connue et non toutetatx. En effet, mesurer toutdtat récessiterait un
nombre trop grand de capteurs eemmé, quelques variablesadi&t pourraient encotre
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Figure 4.3: Tension maximale et amortissements modaux en fonction du facteur de
pondration d’enteey.

inaccessibles aux mesures. Dans ce cas, pour pouvoir fowtiait #0 systme de contrife
pour la E€troaction, il est aCessaire de le reconstruagartir d’'un moeéle du systme et
de la sortiey. Cette reconstruction esteggralement,@ali€e par urobservateur

Observateurs d'état

Un observateur @tat complet reconstruit toutes les variablestak, méme celles
qui ont étt mesuees,a partir de la sortigy. Considrons I'observateur suivant, dit de
Luenberger, [75]

%X =AX+Bu+p+Ke(y—CX); %(0)=0 (4.29)

ou le vecteu est I'état reconstruit éf ¢ le gain de I'observateur. Cette degreéquation,

d’'une part, simule le sysie Eel et, d’autre part,grialise la diférence entre la mesuye

et la sortie reconstruit€X. Soustrayant cettequation de la prerareéquation de (3.48)
et substituany = CX dans (4.29), on obtient

e=(A—K)e (4.30)

ou e =X — X est la diférence entre état el et celui reconstruit,adiomn& erreur de re-
construction, ayant comme valeur initia@) = X(0). On observe, de d¢quation (4.30),
que I'erreur est asymptotiquement stable si les valeurs propras-de.C, dit pdles de
I'observateur, ont des partieseiles ®gatives, c’est-dire, siA — K C est asymptoti-
guement stable. Si le sgshe est compgitement observable, le®lps de I'observateur
peuvengtre choisis librement et, emgéral, on doit les placer bieamgauche desgiés du
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sysEme dans le mi-plan complexe, pour que I'erreur de I'observateur disparaisse rapide-
ment. Pour cela, lesléments dé& ¢ doivent avoir des valeurséwees. Cependant, (4.29)
indigue que si la mesure de sonjiest bruyante, des gails €leves amplifieront le bruit
de la mesure. Par comglent, il fautetablir un compromis entre le bruit ie® dans le
sysEme et la vitessa [aquelle I'observation doit suivredtat €el.

Un observateur qui minimise la variance de I'erreur des mesures d’wensgstont
le bruit d’entée et de sortie sont des bruits blancs, caslire, dont la puissance est
uniformément distribeé dans la bande deefiflences, estetiomn® Filtre de Kalman-
Bucy[75].

Filtre de Kalman-Bucy

Considrons léquation de I'erreur d’observation (4.30), augneenpar des termes
relatifs aux bruits d’engéw et de sortiev

e=(A—Kelle+w—Kev (4.31)

ou w et v sont suppass étre des bruits blancs, avédw] = 0 et E[v] = 0 et dont les
matrices de covariance sowt et V. On cherche, donc, le gain optinit@k qui minimise
la fonction cait quadratique suivante [75]

Je=hTPgh (4.32)

ou Pe = E[eeT] et h est un vecteur arbitraire. Le galfe qui minimiseJe pour touth
s’écrit [75]

Ke=PCTV 1 (4.33)

Pe, dénomn& aussi matrice de covariance de I'observateur optimal, est solution de
Iequation de Riccati suivante

AP+ PAT +W —P.CTV 1CP.=0 (4.34)

Cet observateur esedomn® Filtre de Kalman-Bucy. En comparargdjlation de Riccati
pour I'observateur (4.34) et celle pour le canir (4.19), on s’apewit que les matrices

de covarianc&V etV sontéquivalentes aux matrices de penationQ etR. Par ailleurs,

la matriceV pénalise le gain de I'observateur de mene& limiter I'amplification,a travers

le termeK v, du bruit de sortiev. Tandis que, pour des ea&$ bruyantes, la matrid#
augmente le gain de I'observateur afin d’amortir rapidement I'erreur produite par ce bruit.

Controleur linéaire quadratique gaussien

L'algorithme linéaire quadratique gaussien (LQG) est obtemti@vers la combi-
naison d’un contile optimal LQR et d’'un observateur optimal. Ainsi, de (3.48), augment’
par le bruit d’enteew et aveau = —K4X, et (4.31), on a le syste coup@’suivant
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Grace au fait que ce symne coupd”est sous une forme triangulaire par blocs, les va-
leurs propres des sous-systes en boucle-fere® sont dcoup€es. Cela constitue le prin-
cipe de gparation [75], qui permet d'&cuter, spaement, la conception du sgshe

de contole et de I'observateur en dewetapes diffrentes. Cependant, la stalglitie

la boucle-fernree du systme coup” (4.35) est fonction de la stabditdes deux sous-
sysEmes. Des techniques pour augmenter la marge de sahilsystime coup’(4.35)
sont pesenges en [71] et une discussion sur les camastiques du contle LQG peut
étre trou¥e dans [43].

4.3 Controlabilite et observabilie

La notion de controlabilé’permet de mesurer la capacdé contoler toutes les
variables détat avec un actionneuregfique. De refne, la notion d’observabiétguan-
tifie la capacit” de reconstruire toutdtat du systmea partir des mesures d’'un capteur
specifique.

Ainsi, on appelle un systhecompktement contilablesi I'etat peuktre transéré
d’un état initial quelconqua h’'importe quel autretat, dans un intervalle de temps fiai, -
travers une action de contgu. Si le syseme n’est pas comglément contfable, il peut
étrestabilisable ce qui signifie que toutes les variablestdt instables sont cowlebles,
ou, de néme, que le sous-space non-colable est stable.

D’autre part, un systme est dicompktement observablg, a partir de la mesure
de la sortie pendant un intervalle de temps firitdt' peuetre totalementetermire. Dans
le cas contraire, le syatie estlétectablesi, au moins, les variablesatat instables sont
observables, ou, deemie, si le sous-space non-observable est stable.

Supposons un syatie sous la forme (3.48), de dimensigravec les conditions
initialesX(0) etp = 0. Afin de montrer la notion de controlab#iton cherche le coralé
u qui transére le systme dgtat initial X(0) a I'etat finalX(t) = 0. De (3.48), létata
l'instantt peutétre expring par

“ t - ~
K(t) = eMR(0) + /0 A DBY(T) dr (4.36)

Si I'on substitue les conditions final&ét) = 0 dans I'expression pddente, elle devient

. U A
%(0) :_/o e MBu(T) dt (4.37)

ou I'expansion enaries de I'exponentielle de At s’écrit

- n-1 R
e =3 ak(mAX
=i
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Donc, on a
1. t
X(0) =~y ABBt); Be= [ ak(mu(m o (4.38)
K=0
L'expression (4.38) peut aussiréecrite de la faon suivante
Bo
%)= [8 AB ... Anig]) P
Bn-1

Pour que le systme soit commfement conbiable, il doit exister une solutiofd pour
toute condition initialex(0) et, donc, la matrice de controlabdi€ suivante doietre de
rangn

C=[B AB ... A™1j] (4.39)

Dans ce cas, la pail(é\, B) est dite conlable. Ce esultat peuefreétendu pour I'obser-
vabilité, en dfinissant la matrice d’observabdi® suivante

0= , (4.40)
EAN-1
Ainsi, la paire(A, C) est dite observable si la matrice d’observabilitest de rangy.

4.3.1 Test de Popov-Belevitch-Hautus

La construction de la matrice de controlalgli€ du syseme Eduit (3.45)
(repsentation complexe), condait -

1 M )\2_1
. )\2 )\n—l

C =diagTgB) |, 2: (4.41)
1 Ay - )\2_1

ou Tg; est I'i-ieme vecteur propra gauche du sysime. La deuxdme matrice, ehomnee
matrice de Vandermongdest non-singuéire si les valeurs proprég du syseme sont
distinctes. Dans ce cas, le rang de la matrice de contro&Bilitdincide avec celui de la
matrice diangiB). Par conequent, le systme est contfable si, pour tout mode

TgB #0 (4.42)
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Ce qui permet de conclure que tout mode non-orthogonal au vecteur deleosdt”
contidlable. De neme, on peut mesurer la controlalglitu I'entee effective de conié,
d’'un mode spcifique,a travers un actionneur (s@ifié par le vecteur de comt€), par
cette expression.

Gracea la duali€ entre controlabilé’et observabilé, ces esultats peuvergtie
etendus pour mesurer I'observalalitélative d’'un modea travers la relatiol€T 4i, qui
mesure la contribution du mode la sortie. De rafme, on peut affirmer que le sgate
est competement observable si, pour tout made

CTg4i#0 (4.43)

On peut aussi en conclure qu’'un sste dont les valeurs propres sont multiples
n’est ni contolablea partir d’'une seule erd€g ni observabla partir d’'une seule sortie. Ces
tests de controlabiktet observabilé'sont souventeiomnes tests des valeurs propres de
Popov-Belevitch-Hautus.

En combinant les deux mesures de controlabilt.42) et observabi#t(4.43), on
obtient la matrice desgidus du mode

Ri =CTqTgB (4.44)

dont I'elémentjl combine I'observabild’du mode a partir de la sortig et sa controla-
bilite a partir de I'enteel.

4.4 Mise en ceuvre digitale

Meéme si toute la conception des ®ysiEs de contlé et d’observation, psente
précddemment, a suppesies signaux d’ergg et de sortie analogiques (continus), ces
sysEmes sont, en pratique, mis en ceuvre dans des ordinateurs, microcontroleurs ou DSPs
(Processeurs de Signaux Digitaux). Bien que I'on pewvietbpper des algorithmes digi-
taux [29], similairesa’ceux pesengs dans ce chapitre, il est possibleagga la vitesse
éleve des microprocesseurs actuels, éestbpper un algorithme continu et le transpor-
ter dans un contiéur digital. Cependant, la transformation des signaux déenét de
sortie analogiques en signaux digitaux requiert quelques soins.

Un sckéma repesentant la conversion d’un signal de sortie continw ceccapteur,
en digital, son traitement par I'algorithme de carét la reconversion vers un signal de
contmle continu envoga un actionneur est moetdans la Figure 4.4.

Puisque le processeur @t et envoie des signaux discrets (digitaux), il
est important de savoia quelle vitesse les doaee$ doiventefre discetigges. Le
théoreme déchantillonnage, efiomng theoeme de Shannon, montre que ladtience
d’echantillonnage doitre deux fois pluglevée que la fequence maximale de la bande
consicrée. Cependant, les composantes dmdencea I'extérieur de la bande ap-
paratront comme des composantes degiuence irdfieure, caraetisant le pkehonene
d’aliasing Pour éviter ce plhonene, on filtre les composantes deduences
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Capteur - _Contioleur. :
Filtre Echantill Convertisseun | | Processeur |
antirepliement chantiionage A/D ' digital
L— 17— — J
Actionneur Filtre Convertisseur
passe-bas D/A

Figure 4.4: Conversion A/D, traitement digital et conversion D/A.

suggrieuresa’la frequence maximale de la bande, dite de Nyquist, avachéhtillonnage.

Il faut noter que cette coupure de la bande induit un retardement de phase pour la
frequence de coupure. Les demsechantillonees disoetes sont transfore€s en une
fonction escalier par un circuit “hold” d’ordreepd. Cette fonction est ensuite transfeen”

en un signal digital de dimension finie (par exemple, 16 bits)asgmtant la bande du si-

gnal analogique. Puisque le nombre de niveaux est fini, une erreur d’approximation existe
toujours. Elle est de I'ordre de®Rg, o0 N est la longueur du mot digital &: est la
largeur de bande du signal analogique d'eatrDe neéine,a la sortie du signal digital

du processeur, une erreur de I'ordreNRs est produite, 0 Rs est la largeur de bande

du signal analogique de sortie. Agsrfa conversion du signal digital de cani&ren analo-
gique, il est aussi convenant de filtrer les composantes d’haadednce, qui peuveatre
produites lors du traitement du signal, avant d’envoyer le signal analogikaetionneur.

4.5 Controle actif d'une poutre sandwich a coeur
visccelastique

Dans cette section, on analyse le colgractif, par deux pastilles gzcélectriques,
des vibrations d'une poutre sandwichejal” amortie passivement par son coeur
viscoélastique (Figure 4.5). Les proptts des matfiaux sont don@és dans I'annexe
A. Les longueur, largeur eg¢paisseur des peaux d’Aluminium sont, respectivement
L =280 mm,b =25 mm eth, = 3 mm. Le cceur visagastique a ces amies dimensions
a I'exception de sorpaisseur qui est dg = 0,09 mm. Les pastilles pZcélectriques
de longueulm = 50 mm etepaisseuhy = 0,5 mm et dont les centres sont positiesa’

d:. = 35 mm de I'encastrement sont aslsur les surfaces libres de la poutre sandwich.

a
N — )
N : ho/2
; h
N — - /2
§ d Fh, ) Aluminium ISD112
N

Figure 4.5: Poutre sandwi@hcceur viscelastique contifée activement.
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La dépendance endguence du matiau viscelastique du cceur (ISD11227C)
est repesente par le modle ADF a trois €ries de paragtres (5o = 0,50 MPa,A =
[0,746; 3265; 43284 etQ = [4687; 47424, 715325| rad/s). Une eduction modale
est effectee a travers IElimination des modes de relaxation, introduits par le eled"
ADF, et en gardant seulement les cing premiers modes propres de flexion de la poutre
sandwich. Prengrement, 'optimisation des performances d’amortissement passif et hy-
bride, a travers une analyse paratrique utilisant I'algorithme de comi€ LQR, est
réalige. Ensuite, les algorithmesrivatif et LQG sont appligesa la configuration opti-
male pour comparer les performances des trois otmirs LQR, @ftivatif et LQG.

4.5.1 Controle optimal linéaire quadratique

Afin d’améliorer activement 'amortissement des trois premiers modes, la pastille
pieézcélectrique colte sur la surface sepeure de la poutre sandwich est assed’la
straggie de contle LOR itérative pesente pecddemment (Figure 4.2), dont les pa-
rametres sonQ = diag(1,1,1,0,...,0) etR = y|. La poutre est exa# par une force
de perturbation transversale concestrappligeea son bout. Son intensitést choisie
telle qu’elle induit une #the maximale deq. = hy/2 = 1,5 mm. La tension de cordié
est limittea 250 V, soit un champléctrique maximum dans I'actionneur de 500 V/mm.
L'autre pastille p&zcglectrique, bien que non utibg” dans ce cas, est gaedpour des
comparaisons utieures. Une force de perturbation transversale est apgligui bout de
la poutre et la #iche induite en ce emie point est mesee’.

Une analyse paragtrique des amortissements passif, fourni par la couche
visceelastique, et hybride, augmerpar le conwle actif, acté réalige. On fait varier la
longueur de I'actionneur pZcélectrique dans 'intervalle [20—70] mm eepaisseur de la
couche viscelastique dans I'intervalle [0,01-2] mm. La Figure 4.6 montre que 'augmen-
tation de la longueur des actionneurs n’affecte @asri€ment I'amortissement passif,
puisque seul un effet de raidissement des peaux est obtenu, abowiss&rtgere aug-
mentation de I'amortissement des premier et denrd modes. Cette figure montre aussi
gue I'amortissement du premier mode propre augmente pour des couchetagtqoés
épaisses, confirmant lessultats nurafiques de van Nostrand et Inman [87]. Les amortis-
sements modaux des deemie et troigme modes sont, quaateux, optimaux pour des
couches relativement mince egsrminces respectivemeht, & 0, 1 mm pour le deuxdme
eth, = 0,06 mm pour le troigme). Ces modes sont, eargial, beaucoup plus amortis
passivement que le premier (amortissements passifs moygns-:5,3%, {2 = 10,0%,

(p3 = 12,0%). Par consquent, d’apes la Figure 4.6, la somme des trois premiers amor-
tissements modaux est optimale paut 50 mm eth, = 0,1 mm.

La somme des trois premiers amortissements modaux de la poutre sandwich en
boucle-fernee est pgsenge dans la Figure 4.7 pour les diverses longueur de I'actionneur
et épaisseur de la couche vistastique. D’apes cette figure, la performance du €yt
hybride est optimale pour des actionneurs loreys-(70 mm) et couches relativement
minces by, = 0,1 mm), bien que le conié est performant dans toute kgion 40< a <
70 mm et 01 < hy < 2 mm. Pourtant, le gain d’amortissement fournit par I'actionneur,
calcuk parls = {n/{p — 1, est optimal pour des couches viststiques &S minces
comme le montre la Figure 4.8. Cela estali fait que 'amortissement passif esgtstipeu
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a(mm) 20 1¢° h, (mm)

Figure 4.6: La somme des trois premiers amortissements modaux de la poutre sandwich
en boucle-ouverte.

efficace dans ce cas.

Les performances optimales du carérde la poutre en boucle-ouverte et en boucle-
fermée sont pesentes dans le Tableau 4.1. Il montre, notamment, que I'amortissement du
premier mode est augmentie 400%dn; = 24,85% contre ;1 = 5,01%), les deuxdime
et troiseme modes sontds peu amortis alors que les quartne et cinqueme modes ne
sont pas affeets par le contfeur. Comme le montre le Tableau 4.1, le coldut actif
réduit I'amplitude maximale de la poutre de 1,50 mm (passif)07 mm (hybride).

Tableau 4.1: Performances optimales du aaetactif d'une poutre sandwich amortie.
G (%) o (%) C3(%) Ca(%) C5(%) ts(Sec) Ymax(mm)
Passif 5,01 13,36 16,17 15,94 15,57 0,60 1,50
Hybride 24,85 13,63 16,36 15,94 15,57 0,10 1,07

Les Eponses en équence, en boucle-ouverte et en boucle-éande la poutre
sandwich exc#é par la force de perturbation transversale sont reesarson extemité
libre. Elles sont pgsentes dans la Figure 4.9 pour les valeurs optimalea elh,, qui
montre que le contlé hybride permet de diminuer 'amplitude dssonhance du premier
mode de 14dB (par rapport au passif), tout en gardant 'amortissement passif des autres
modes. On observe aussi, dans cette figure, que les quatre derniers modeséssitt”
tres amortis passivement. Cela permet, notamment, eeepir’ les instabil#és dues au
spillover(renversement des modes).

La réponse transversale transitoire de I'extité libre de la poutre est psente
dans la Figure 4.10. Elle permet, partieubment, d’analyser le comportement dyna-
mique de la sortig. Ainsi, on observe que l&ponse s’atthue beaucoup plus rapidement
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Figure 4.7: La somme des trois premiers amortissements modaux de la poutre sandwich
en boucle-ferraé.

40 <
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Figure 4.8: La somme des gains d’amortissements des trois premiers modes fournit par
I'actionneur pézcélectrique.

en boucle-ferraé. En effet, le temps deponse et 'amplitude maximale de la poutre en
boucle-fernge sonteduits de 83% et 29%, respectivement, par rapgpodux en boucle-
ouverte. La tension fournia 'actionneur peézcglectrique pour obtenir cette performance
est monte dans la Figure 4.11. La tension s’amartia méme vitesse que l&ponse en
boucle-fernge. Par ailleurs, on peut noter que la tension estéeait250 V, comme requis
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Figure 4.9: Fonction deeponse en &fQuence de la poutre sandwich en boucle-ouverte et
en boucle-fermé poura= 70 mm ethy, = 0,1 mm.
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Figure 4.10: Rponse transitoire de la poutre en boucle-ouverte edepoura= 70 mm
eth, =0,1 mm.

par I'algorithme de contie.
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Figure 4.11: Tension dans I'actionneur pour coldrila Bponse de la poutre sandwich
poura= 70 mm eth, = 0,1 mm.

4.5.2 Controle par rétroaction directe des vitesses

Le principal inconehient de I'algorithme de comti€ LQR utilis®¢ dans les sections
précddentes est laatessit’de mesurer toutes les variablestdt” afin de construire le
contidle proportionnel. On propose donc d’analyser dans cette section une loi deeontr”
tres simple deatroaction directe des vitesses (DVF). Dans ce cas, puisque I'effort de
contrdle est proportionneh une combinaison desdvées temporelles de quelques va-
riables du modle éléments finis, le condtéur n'ajoute qu’une matrice d’amortissement
au syseme. Deux contleurs de ce type seront donc comsés consistana envoyer
comme signal (tension) de cooke’a I'actionneur, dans un premier temps, la vitesse de
la fleche du bout de la poutre et, dans un dema temps, laetivée temporelle de la
tension induite dans le capteur @8ur la surface imffieure de la poutre. Afin diudier
ce probeme, le modle éléments finis PMEP est utibshour moeliser les actionneur et
capteur pezcglectriques. La configuration optimale de la poutre sandwich de la Figure
4.5, c’esta-dire, pouhy, = 0,1 mm eta= 70 mm, est consgtée.

Rétroaction de la vitesse du bout de la poutre

Dans un premier temps, on consid une tension de coote proportionnell@la vi-
tesse de laéichew, du bout de la poutréy = —KqWw . Le gain de contife K4 est limité de
mangerea respecter la tension de saturation de I'actionnearggléctrique (250 V). Il va-
rie dans l'intervalle [0—605]. Des gains pleeles fournissent plus d’amortissement mais
requirent aussi plus de tension de cofdr’La Figure 4.12 @sente le lieu des racines
entre un capteur de la vitesse du bout de la poutre et I'actionnegisBns que le capteur
piézcalectrique cok sur la surface iffieure de la poutre n’est pas utdidans la boucle
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de contole. Dans cette figure, 'augmentation du gain de alatky déplace les ples
en boucle ouvertex vers les Bfoso, sachant que 'amortissement modal(§yRe(s)
augmente lorsque le[®s sEloignent de I'axe imaginaire R® = 0. On observe que
cette loi de contle permet d’augmenter assez fortement les amortissements des modes
1 et 4 et, pour des gains de carlg€lewes, celui du deueme mode. Cependant, elle
réduit I'amortissement des modes 3 et 5, pour tout gain de @enfpduvant reme les
déstabiliser ; d’'a’l'importance de I'amortissement passif, @l coeur viscelastique, afin
d’augmenter la marge de stabdlifes modes exei$ par le contle actif. Les ples en
boucle-fernge+ pour le gain maximum conséE (Kq = 605) sont aussi psengs dans
la Figure 4.12. Il est imfessant de noter que, bien que le demé mode peudtie amorti
par cette loi de contilé, la limitation de tension abouttune diminution de son amortis-
sement modal.
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Figure 4.12: Lieu des racines entre le capteur de la vitesse du bout de la poutre et I'action-
neur pezcelectrique (ples x et 2roso en boucle ouverte etghés+ en boucle ferraé
pourKy = 605).

Les Bponses en éjuence de la poutre lineg" aux cing premiers modes propres
sont pesenges dans la Figure 4.13, pour trois gains de abatt37, 302 et 605. On peut
noter que, effectivement, les premier et quatre modes sont raisonnablement amortis,
par rappori’la Bponse en boucle-ouvertg€y(= 0), alors que les autres modes sont ex-
cités pour tous les gains de carlr; comme le montre aussi la Figure 4.12. Les amortis-
sements modaux supptientaires ajoes par le contlfeur sont peseng's dans le Tableau
4.2 (Gain DVFw ). Ce dernier montre que les modes 2, 3 et 5 sontesgqisir le contie
actif, c’esta-dire, leurs amortissements soetluits. Cependant, I'amortissement passif,
dd au magriau viscelastique du cceur de la poutre sandwich, fouanis modes une
marge de stabikt raisonnable et, par caemient, la diminution de leurs amortissements
n'est pas suffisante pour lesstabiliser.
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Figure 4.13: Fonction deeponse en &Quence limige aux cing premiers modes propres,
entre le capteur pZcélectrique et la force de perturbation en boucle-ouverte etderm”
pour trois gains du cortilé par gtroaction de la vitesse du bout de la poutre.

Tableau 4.2: Amortissements modaux (%) passif et ipphtaires ajoet par le
contidleur par etroaction directe des vitesssg €tVs a gain maximum.
1 2 3 4 5
Passif 52 134 16,3 16,0 15,6
GainDVFw. 139 -26 -42 76 -7,3
GainDVFVs 16,7 24 48 45 837

Les Eponses transitoires, en boucle-ouverte et éxnde la #che du bout de la
poutre, pour les trois gains de cavitrtonsi@rés, sont pesenges dans la Figure 4.14. On
remarque que laeponse vibratoire de la poutre est rapidemertaté avec le contie
actif coupk a 'amortissement passif. Les tensions de aaetifnpo€esa I'actionneur
sont pesenges dans la Figure 4.15. Afin d’obtenir cette performance compaaaiabe
du LQR, sans épasser la tension limite (250 V) de I'actionneur, &clée du bout de la
poutre a d"étre limittea 0,36 mm, c’est-dire, 24% de celle consEe dans la sous-
section pecddente. La Figure 4.15 montre aussi des variations plus preesnte la
tensiona Ky = 605, par rapport aux autres gains moats\és, qui peuvengtre dues au
contrdle du quateme mode.
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Figure 4.14: Rponses transitoires, en boucle-ouverte et é&rnde la fiche du bout de la
poutre pour les trois gains du coolie"par gtroaction de la vitesse du bout de la poutre.
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Figure 4.15: Tensions de coale'impogesa I'actionneur pour les trois gains du carleg”
par  troaction de la vitesse du bout de la poutre.
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Rétroaction de la cerivée temporelle de la tension du capteur @zclectrique

Lorsque le capteur pZcslectrique coltsur la surface imffieure de la poutre sand-
wich est utili€ dans la boucle de contg, la tensiorVs induite dans le capteur par les
déformations de la poutre est meserét envogé au contsleur qui calcule saativée
temporelle et I'envoie, ampliie par le gain de cori€ Ky, a I'actionneur pézcélectrique
comme tension imp@eVa = —Kg4Vs. Dans le cas gédent, lorsque la poutrestthi au
premier mode, la tension qu’on doit imposdfactionneur pour annuler cette flexion a un
signe opposa celui de la #che du bout de la poutre. C’est pourquoi I'application d’'une
rétroaction egative aboutii’'une atthuation des vibrations duasce mode. Par contre,
dans le pesent cas, ladiche de la poutre induit des tensions ogassdans les deux pas-
tilles piézclectriques. Donc, I'applicatioa 'actionneur d’une tension, dont le signe est
le méme que celui induit dans le capteur, tendnnuler la fiche. Par comsjuent, cont-
rairement au cas poddent, les gains de coote”sont egatifs. La Figure 4.16 montre le
lieu des racines entre les capteur et actionnezzgdiectriques cols sur les surfaces op-
poses de la poutre sandwich, pour des gains de clengritre 0 et-co. On observe que
tous les modes sont amortis pour des gains de aleri{y faibles. Cependant, les amor-
tissements des premier et cingmié modes soneduits pour des gainsesgélees; la
marge de stabilé fournie par 'amortissement viselastique est suffisante poewiter la
déstabilisation du cingeme mode mais pas celle du premier mode. Quant au el®exi’
mode, ses @eés sont presque anmsl par un couple deerds ; donc, I'arelioration de
son amortissement ne peut gtré faible. Les ples en boucle-fergg + pour un gain
de contole Kq = —13,5.10 23 sont aussi @éeng’s dans la Figure 4.16, sachant que ceux
correspondant au cingaiiie mode sont visibles sur I'axe (8) = 0, car ce mode est sur-
amorti par le contleur.

Dans la Figure 4.17, leseponses en &quence de la poutre ling¢'s aux cing
premiers modes propres sontepenges pour les trois gains de caslg™4,5.103,
—9,0.10°3 et —13,5.10°3. Comme pevu a partir de la Figure 4.16, les cing premiers
modes sont amortis pour tous les gains de abatrdnsi@rés. La Figure 4.17 montre que
les Bsonances des modes 3, 4 et 5 sont presque totaletmmntées par le contlé
hybride, tandis que celles des premier et deme modes sont moins amorties. Ce
contdleur favorise donc I'amortissement des trois derniers modes contrairancehdi”
utilisant la flexion au bout de la poutre (voir Tableau 4.2, gain D Ceci est da I'im-
portance de la contribution de la flexion du bout de la poutre pour le premier mode. Cela
n'empéche pas que le psent contleur soit plus efficace aussi pour canér’le premier
mode. Cette épendance des performances d’amortissement avec les emplacements rela-
tifs des actionneurs et capteurs constitue le principal ineoiewit des contdeurs du type
DVF. Notamment, dans les deux aasidiés dans cette section, le pouvoir amortissant des
contidleurs pour le premier mode esesrlimité si I'on tient compte de la limitation de la
fleche maximale.

Les Bponses transitoires de l&é¢he du bout de la poutre, avec et sans cbatr”
actif, sont analysés et pesSentes dans la Figure 4.18. On note que les vibrations trans-
versales de la poutre sontexitges, pour les trois gains de caié, aussi rapidement que
par le premier contieur. La similitude entre les performances déattation de la sortie
des contoleurs, relatifsa’la flexion e&’la tension du capteur, est due notamnadigmor-
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Figure 4.16: Lieu des racines entre les capteur et actionneacgbéctriques cods sur
les surfaces oppess de la poutre sandwicholps x et Z2roso en boucle ouverte egbés
+ en boucle ferraé pourKy = —13,5.1073).
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Figure 4.17: Fonction deeponse en &Quence limige aux cing premiers modes propres,
entre le capteur pécélectrique et la force de perturbation en boucle-ouverte etderm”
pour trois gains du cordlé par gtroaction de la tension du capteuepilectrique.

tissement en boucle-feee du premier mode qui est similaire pour les deux chetns.
Les tensions de comtlé impo€esa l'actionneur sont @msenges dans la Figure 4.19.
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Figure 4.18: Rponses transitoires, en boucle-ouverte et éernde la fiche du bout
de la poutre pour les trois gains du camér’par gtroaction de la tension du capteur
piézclectrique.
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Figure 4.19: Tensions de coale'impogesa I'actionneur pour les trois gains du carleg”
par Btroaction de la tension du capteuepiElectrique.

Evidemment, la fragilé"de la polarisation des pastille®piElectriques limite le gain de
contle. Il convient de remarquer que les oscillations rapides de la tension deleontr”
s’atténuent tes rapidement puisque le deerie contoleur amorti peférentiellement les
modesa fréquenceglewees, contrairement au premier caéur.
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Il a €& monte ici que le contole par Etroaction directe des vitesses peut se montrer
efficace pour des syaties plus ou moins co-locadis.” Cependant, les instalel qui
peuventetre induites sur certains modes font que la conception dersgstle contife
soit tres dépendante de la configuration actionneur/capteur et des amortissements modaux
passifs.

4.5.3 Prise en compte d’'un observateur dtat

Dans cette section, on applique laetiie d’observateurs etat pesente
précddemment (cfg4.2.5)a la configuration optimale de la Figure 4.5, c’asthre, pour
hy = 0,1 mm eta= 70 mm. L'intérét de I'observateur est de pouvoir effectuer un caetr”
optimal, plus robuste que celui par DVFegeng’ pecddemment, tout en mesurant seu-
lement la sortigy, qui repesente dans ce cas-ci la tension du capteur. Ainsi, en utilisant
le principe de sparation (cf.§4.2.5), le contole LQR itératif est d’abordevallg puis
coupk a I'observateur dtat, aboutissard un algorithme LQG. La principale difficelt”
introduite par I'observateur est le couplage de sa propre dynamique avec celleatnesyst”
mécanique. Puisque, I'observateur ne conpas a priori, les conditions initiales, I'erreur
d’observation initiale est(0) = X(0). Par consquent, il est clair que tant que I'erreur de
I'observateur ne s’annule pas, le caiéir ne pourra pas cooler parfaitement la struc-
ture. Tandis que, si les conditions initiales sont connues par I'observa{@u= 0), la
réponse en boucle-femr est strictemerdgalea celle avec un corité LQR supposant
toutes les variables mesurables.

Considrant le casaaliste ar' les conditions initiales sont inconnues, lepaohses
du syseme contolé par LQG sont compa€gs avec celles du sgshe contolé par LQR
et non contolé, pour plusieurs vitesses de I'observatewgtat. La covariance du bruit
d’entrée est figed W = 10~° et on fait varier celle du bruit de sorti¢entre 1 et 1010,
PourV =1, les Figures 4.20 et 4.21 montrent que I'erreur de I'observateur s’amortie
plus lentement que le syshe en boucle-ferg€. Donc, le contifeur ne peut pas suivre
la réponse du sysme et, par comsgjuent, le contie n'est pas possible. Cela est ala
valeur relativemerglevée deV, correspondard une mesure bruiteuse, qui induit un gain
d’observation faible. En effet, puisque= —KgX = —K4(X —€), ou Kq est le gain de
contidle optimal calcud’par l'algorithme LQR #tatif, et que I'estimation dedtat n’est
pas possible, la tension de caéest nulle (Figure 4.21) et l&ponse du syste en
boucle fernee concide avec celle en boucle ouverte (Figure 4.20).

En réduisant la covariance du bruit de sori¥ = 108, I'erreur de I'observateur
converge rapidement verem et le systme est estimavant détre amorti, comme le
montre la Figure 4.22. Cependant, pour une performance assez similaire, la tension de
contile du systme contoleur-observateur est moiegeleea I'etat initial et pluslevee
pour les autres instants de temps, que celle obtenue en eoasidonnues toutes les va-
riables détat (Figure 4.23). Cela estid fait que I'estimation de l&ponse transitoire de
la poutre contlée faite par I'observateur converge moins rapidement que I'augmentation
de la tension (Figure 4.22).

Afin d’accélérer encore I'estimation dedtat, la covariance du bruit de sortie est
réduited V = 1010, Pourtant, comme le montrent les Figures 4.24 et 4.25, bien que
I'estimation soit plus rapide, la performance du colut se égrade et la tension li-
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Figure 4.20: Rponse transitoire en boucle fezede la poutre sandwich cooliée avec
observateur @fat de covariance du bruit de sotle= 1.

25

200
150-
100-

Tension de contrble (V)

— LOR
--- LQG

0.05

0.1

0.15 0.2

Temps (sec)

Figure 4.21: Tension maximale dans l'actionneur pour le cbedr optimal avec obser-
vateur détat de covariance du bruit de soitie= 1.

mite de l'actionneur estapasee. En effet, 'amplitude maximale est plus faible dans
ce cas Ymax= 1,40 mm contre/max = 1,43 mm pourV = 10~8), bien qu’elle est en-
core pluselege que celle du LQRyfax= 1,10 mm). Cependant, le temps dsponse
ts = 0,14 secondes est plese\é que celui pouV = 108 et pour le LQR (s = 0,12 se-
condes). En plus, d'aps’la Figure 4.25, 'observateur excite la structureggstimation.
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Figure 4.22: Rponse transitoire en boucle fezede la poutre sandwich cooli&e avec
observateur @fat de covariance du bruit de sotte= 108,
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Figure 4.23: Tension maximale dans l'actionneur pour le cbedr optimal avec obser-
vateur détat de covariance du bruit de softie= 108,

Ce qui expligue que la tension de caerest plueleée et qu’elle s’atthue moins rapi-
dement. Ses oscillations,ggéntes dans la Figure 4.25, pourraetne dues I'excitation

du troiseme mode. On peut conclure gutause de I'augmentation excessive du gain de
I'observateur, le systhe de contie devient sensible aux modes peu col@s; en par-
ticulier au troiseme dans ce cas. De plus, davantage de diminution de la covariance du
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Figure 4.24: Rponse transitoire en boucle fezede la poutre sandwich cooli&e avec
observateur @fat de covariance du bruit de sontie= 1019,
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Figure 4.25: Tension maximale dans l'actionneur pour le cbedr optimal avec obser-
vateur détat de covariance du bruit de softie= 10-19.

bruit de sortie n'araliore ni la performance du cootgur ni I'atténuation de la tension
dans I'actionneur.

Il est clair que la prise en compte d’'un observatewtat augmente la dimension
des matrices du symiie coum’ contoleur-observateuresultant. Cependant, agé au
principe de sparation, la conception de I'observateur n’affecte pas celle duateuntr”
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a moins gu’il est tenu compte de la modification de la performance ou de la tension de
contidle necessaire. Un des avantages duesyst coup@’contoleur-observateur, pour le
casétudg, est le fait que la tension de caslr'ne craf qu'apEs que laeponse de la
structure soit un peu amortie passivement et, pareguexit, la tension maximale pour

le meilleur cas du LQG (ave¥ = 108) est infrieurea celle du LQR correspondant
pour une performance de coole presque aussi satisfaisante@admoins, comme la co-
variance du bruit de sortie n’est pas un pagam® du systime mais pluf une quanti’liee

au traitement des signaux, elle ne peut detne thoisie librement.

4.6 Conclusion

Les moctles Eduits @dvelop@s dans le chapitre @eédent onteté appliqEsa la
théorie du contole optimal quadratique du type LQR. Un algorithrezdfif aété propos”
pour Egler automatiquement la pagrdtion de contie afin de respecter les limitations
de tension, impa=®s par le chamgléctrigue maximum supportable par les actionneurs
piézcalectriques. La prise en compte d’un observateatad; aboutissarat un contoleur
du type LQG, ate pesente. Les sysimes de contlé ontete ensuite appligesa I'etude
du contole actif d’'une poutre sandwicte@ amortie par son coeur visgastiquea'tra-
vers deux pastilles caks symfriquement sur ses surfaces stiglre et inérieure. Les
résultats montrent que, pour des couches akEstigues minces, le conte” actif LQR
amorti fortement lesasonances de quelques modes propres tout en gardant 'amortisse-
ment passif des autres modes. Cependant, vu que I'algorithme LQR suppose que toutes
les variables dtat sont mese€s, ce qui n’est pagaliste, d’autres cordtéurs onteté
analy€s. Ainsi, il aéte propog” d'utiliser la pastille pgzcglectrique coke sur la sur-
face inBrieure de la poutre comme capteur. Dans un premier temps, un algorithme de
contdle trés simple aeté utilisé, consistant ‘envoyer la dfivée du signal du capteur
amplifié a I'actionneur. LeseasSultats ont mongrque ce contleur cErivatif est assez per-
formant pour amortir quelques modes, mais, eanmatemps, il excite d’autres modes et,
en plus, sa performance est liegtpar les positions relatives des actionneurs et capteurs.
D’ailleurs, une comparaison de ce caétir avec un autre utilisant l@troaction des
mesures d’un capteur deplacement de I'exérnité libre de la poutre, au lieu du capteur
pieézcélectrique, a monér'que de bonnes performances peuware dbtenues pour cer-
tains modes, mais au prix de lagtabilisation d’autres modes. Dans un deme temps,
en utilisant un observateureatat optimal, le contieur du type LQG a aussig construit
afin d’estimer l'influence de ses paratres dans la performance de cofdrpar rapport
au contoleur LQR. Les esultats ont mongrque, pour le castiudi, une performance de
contle presque aussi satisfaisante que celle du LQRetneuobtenue par le coolgur
LQG avec une tension de cooke’inférieure.
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Chapitre 5

Application aux controles actif et
hybride actif-passif des vibrations

5.1 Introduction

Ce chapitre consiste, dans un premier teragsesenter une analyse nengue des
mécanismes d’action pEcglectrique, pour le cas statique, suivie de quelqgassltats de
performance du corité actif en utilisant le Canisme d’action par cisaillement, et, dans
un deuxeme temps, utiliser les trois mel@s viscelastiques @sSene's pgcddemmenta’
savoir ADF, GHM et MSE, assoe$a une stragie de contle actif pgzalectrique, pour
traiter quelques exemples de poutre partiellement couverte par dgem@rnits hybride
passif (viscelastique) - actif (@zcElectrique) avec et sangpéndance en teragature.

Les mecanismes d’action gEcElectrique, par extension et par cisaillement, sont
compagsa travers une analyse statique, c’aglire, pour les cas desfbrmation de la
poutre sous l'action d’'un chamgléctrique impos aux actionneurs ezaslectriques.
est clair, que dans ce cas, les potentgéctriqgues dans chaque couchezoglectrique
sont connus ; par coeguent, IElément fini PSAP, sans dexy de libet’électriques (cf.
§2.3.1), est utilis” Cetteetude est une application aux preties pratiques de coote’de
formea travers la conception de structures intelligentes. L'application de eeanismes
d’action au conwle actif de vibrations est ensuitgudiée. En effet, bien que les ac-
tionneurs par extension songjd largement utilies pour cela, aucuneférence quana
I'utilisation des actionneurs par cisaillement @t trouvée dans la ligfature. Pourtant,
I"etude de ces derniers montre qu’ils sont tout aussi efficaces pour leleatrVibra-
tions structurales. Les actionneurgegiélectriques par extension sont ensuite ags#&i”
des reetements visoalastiques contraints poetudier des traitements amortissants hy-
bride actif-passif. Ainsi, la performance desea&rments contraints actifs est analy st
compaeea celle des restements passifs pour plusieurs variations de pat@s. Puis,
d’autres traitements hybrides, comme ceux destmments contraints passifs asesei”
un contdle purement actif, sordgtudes. Afin de trouver les conditions d’optimalitie
chaque traitement, deféments de comparaison entre les traitements hybrides sont ainsi
présengs. Enfin, les effets de la tem@ture sur les performances d’amortissement hy-
bride sonttudes.

139
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5.2 Analyse statigue des racanismes d’action
piézaelectrique

Dans cette section, on conei@ une poutr@lastique encaste-libre a¢forméea
travers une action pZcélectrique, par extension (EAM) ou par cisaillement (SAM). La
configuration gomeétrique de I'exemple consaE est pesenge dans la Figure 5.1. Les
propriétes des matfiaux sont doneés dans I'annexe A. L'actionneur par cisaillement
est deux fois plugpais que ceux par extension pour que la construction soetsigué.
D’autre part, pour que le changbectrique imposdans les deux types d’actionneur soit le
méme, on consiere une tension deux fois plete\€e pour I'actionneur par cisaillement.
Ainsi, des tensions de 10 V et 20 V sont impes aux actionneurs par extension et par
cisaillement, respectivement.

10 €) (b)
N — PZT5H

Mousse I 8
Aluminium }e Il 2

Ik
PZTSH
' 10 100 10 | 10 | 100 |

N N 1

:

Figure 5.1: Configurations d’action par extension (a) et par cisaillement (b) d’'une poutre
encastee-libre (dimensions en mm et pa$echelle).

Bien que ces deux etanismes soient dédfents par construction, il est @argssant
d’analyser ce qui se passe dans les actionneurs et dans la structure lors de I'application
d’'un champelectrique. Les éformées des poutres actiomes par extension et par cisail-
lement sont mSentes dans la Figure 5.2.

(b)

Figure 5.2: formées des poutres sandwich actieaspar extension (a) et par cisaille-
ment (b).

Dans un premier temps, les contraintes axiales induites dans les paftresats
par I'action pgzclectrique sonefudées. On observe, dans la Figure 5.3a, que les cont-
raintes axiales sont beaucoup pkle\ees dans les actionneurs par extension que dans
la poutre€lastique. Comme pxu, pour fEchir la poutre, I'actionneur cdlsur la sur-
face suprieure de la poutre est en compression tandis que celui de l'autre surface est
en traction. On note aussi que les contraintes axiales variegdilgrhent, aux deux
extrémités des actionneurs, mais sont presque constamtlesirs centres. C'est aussi
dans cette derare position que la discontineitdes contraintes axiales, aux interfaces
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actionneurs/poutre, est la plegel€e. Les contraintes axiales danspéisseur de I'ac-
tionneur en sandwich (SAM), sontgsénges dans la Figure 5.3b. On constate qu’elles
sont beaucoup moirséwes que celles dans les actionneurs par extension. Ceai,est d”
premierementa’la position de I'actionneur SAM, proche de la ligne moyenne de la poutre
et, deuxemementala faon dont il dforme la poutre (Figure 5.2b).
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Figure 5.3: Contraintes axiales danspdisseur des poutres sandwich actesmpar ex-
tension (a) et par cisaillement (b).

Puisque I'actionneur par cisaillement induit defatimations de cisaillement dans
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le cceur de la poutre sandwich, il est ausseliessant d’analyser la variation de ces
déformations suivant la longueur de la poutre. Par ailleurs, on peut les comparer aux
déformations du ccewléstique dans le cas de I'action par extension. ape formula-

tion théorique de la poutre sandwichagenge au chapitre 2, les actionneurs par extension
induisent, pour le cas syetrique, des moments concesdrDonc, on peut proir que le
cisaillement induit par cette actiongaiGlectrique dans la poutre soit nul. La Figure 5.4a
montre effectivement que le cisaillement du ccelaistique s’annule dans la partie sous
les pastilles @zcglectriques. En outre, il est constant pour toute position audieCelle

des actionneurs. Pour leaténisme d’action par cisaillement, il est clair, depla Figure

5.4b, que le cisaillement maximum se produit dans I'actionneur et diminue lentement jus-
qu’au bout de la poutre, ce qui justifie le termetion par cisaillementA travers une
variation des parastres, on observe que la valeadaquelle le cisaillement converge

au bout de la poutre est fonction de la rigiddés peaux. Pour des peaux souples, cette
valeur s’annule ; par corgjuent, ces actionneurs soneguhes plus efficaces pour des
peaux relativement rigides.

Dans ce qui suit, 'analyse se focalise sur les performances elesnisimes d’action
par extension et par cisaillement. Pour cela, égtie du bout de la poutre sous l'action
d’'un méme champelectrique impos’est prise comme cete de performance. En effet,
cette fEche est maximale pour les configurations d’action camsas. Dans un premier
temps, on analyse l'influence des position du centre et longueur des actionneurs sur leur
capaci€ de fEchir la poutre. Ainsi, la Figure 5.5a montre que I'action par extension est
tres efficace pour des actionneurs longs et posigsmpEs de I'encastrement. Cesultat
correspond towa faita ceux gnéralement troue$ dans la ligfature. D’autre part, on voit
dans la Figure 5.5b que I'actionneur par cisaillement, qui n’est pas aussi efficace dans ce
cas, pesente une performance presque constante pour leshf€s position et longueur
etudiées. Ceci nous permet de dire que la performance des actionneurs par cisaillement
est moins dpendante de leurs position et longueur. €guttat est &S inEressant pour
les cas pratiquesuda longueur du traitement est liraé’et @'les positions optimales du
traitement sont inaccessibles.

Par ailleurs, on analyse I'influence depaisseur des actionneurs sur leurs perfor-
mances. La Figure 5.6 montre que I'action par extension est optimale pour des action-
neurs minces, alors que celle par cisaillement I'est pour le cas contrairealif, rces
résultats dpendent aussi de la rigiditelative structure/actionneur. En effet, la rigedite
la configuration d’action par extension augmente pour des actionapais, tandis que
celle de la configuration d’action par cisaillement diminue. C’est pourquoi, oresdisse
maintenan@’I'influence du rapport entre la rigiéitde la structure et celle de I'action-
neur sur la performance. Dans la Figure 5.7, on observe que les actionneurs par extension
sont tes efficaces pour des structures souples, alors que ceux par cisaillement sont moins
dépendants de ce paratre et pesentent une valeur optimale dans uegioh ai la rigi-
dité de la structure est¢erement sugrieurea celle de I'actionneur.
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Figure 5.4: @formations de cisaillement du cceur suivant la longueur de la poutre : (a)
EAM, (b) SAM.
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Figure 5.5: Variation de ladiche du bout de la poutre avec les position du centre et
longueur des pastillesgacElectriques : (a) EAM, (b) SAM.



5.2. Analyse statique desatanismes d’action pEcElectrique 145

[EnN
N

__________
- -
-

~~

=
<
’
,
I

(o]
T

(o))
T

Fléche du bout de la poutre (mm)

— Actionneur par cisaillemer
- - - Actionneur par extension

00 1

10

2 =
10 10
Epaisseur de I'actionneur (mm)
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ture.
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5.3 Controle actif par action piézcelectrique

Dans la section g&&dente, il et monteg que les actionneursgzclectriques par
cisaillement peuverdtfe efficaces pourdthir une poutre encast-libre. Par coresjuent,
dans cette section, cearanisme d’action est appligweu contole de vibrations d’'une
telle poutre. Consiefons, donc, une poutre sandwich enesstibre a peaux actives oa -
ceeur actif, dont les promiés ggongtriques et matielles sont prsentes dans les Figure
5.8 et Annexe A, respectivement.

o .30, .30 3 PZT5H ()
— — — _ ~ fs
Aluminium 6 / L\— - 05
¥ Mousse i 3
-T | | | | - -
\ 20| 'o5| 20| 2] 00 \ 40 }20}30}20}30}20} 200

Figure 5.8: Configurations d’action par extension (a) et par cisaillement (b) d’'une poutre
encastee-libre.

On s’intéressea I'amortissement actif des vibrations induit par les actionneurs par
extension et par cisaillement, lorsqu’ils sont caga une loi de contlfe optimale. Trois
actionneurs de e longueur sont positioasa 40 mm de I'encastrement et avec un
espacement de 30 mm entre eux. lls sont soitesallla surface d’'une poutre soit pris
en sandwich entre deux peaux, commeseri¢” dans la Figure 5.8. Les deux configu-
rations sont diffrentes par constructioneanmoins, les performances d’amortissement
actif gu’elles fournissent sont compeas afin d’analyser les applications optimales pour
le mécanisme d’action par cisaillement.

L'amortissement modal actif fournit par les deuxecanismes estvallg a partir
des valeurs propres complexes d’'un raled@duit compos’des quinze premiers modes
propres de flexion des deux configurations de poutre. Les poutres somesxgeél une
force de perturbation transversale ponctuelle posigenenx = L/3. La fleche de ce
méme point est mesee. La fonction deaponse en &quence entre ces force de pertur-
bation et feche est @Sente dans la Figure 5.9. Tous les modes etsupposs uni-
formément amortis par un amortissement visqueux de 1%. On note que quelques modes
sont tes peu observables, comme les qeate et sepdime, pour les deux configura-
tions. D’autre part, un certairedalage des modes est aussi notable du fait deseiftes
des deux configurations (rigigit masse,...). Les meté's modauxas$ultants sont ensuite
utilisés pour la conception du coote” actif optimal. L'algorithme gratif peseng” au
chapitre 4 (Figure 4.2) est utiBsavec une tension maximale de 250 V (soit un champ
électrigue maximum de 500 V/mm dans chaque actionneur) et ecieefimaximale de
0,1 mm. Les ponefations de sortie et d’eme”sontQ = diag(ws, ..., w3, 0,...,0) et
R =/, afin de bien contier les modes propresfréquences plusléges.

Afin d’etudier les egions d’optimali¢’des actionneurs par cisaillement, par rapport
a ceux par extension, ont fait varier plusieurs pasaes. Dans un premier temps, on
considere un actionneur unique dont le centrencide avec celui de la poutre (corres-
pondant au deugime actionneur de la Figure 5.8) et la longueur varie dans l'intervalle
[20—-140] mm. Les amortissements relafifgm et {eamdu contole actif sont calc@$ par
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Figure 5.9: Fonction deeponse en &quence en boucle-ouverte de kcfie erx =L/3
des poutres sandwich (trait continu : SAM, trait discontinu : EAM).

le pourcentage d’amortissement additionnel foarta Structuré 100 — 1). Pour compa-
rer les performances des deueoahismes, le rapport entre leurs amortissements relatifs
estévallg, pour chaque longueur de I'actionneur et mode propre. |l esepg€” dans la
Figure 5.10, a’les carreaux clairs repsentent les rapporéte\es et les carreaux foas”
sont pour les rapports faibles. Un facteur additéaielle de 5 @&t& consi@&ré pour une
meilleure visualisation. On observe que I'avantage des actionneurs par cisaillement, par
rapporta ceux par extension, est plus notable pour les modesf#uss, notamment les
modes 5, 7, 11, 13 et 15. De plus, pour la magd€s modes, ces actionneurs sont plus
efficaces lorsqu’ils sont courts exceg€ treizeme mode qui est plus amorti par un ac-
tionneur long. Puisqu’il est connu que les actionneurs par extension sont beaucoup moins
efficaces pour des actionneurs courts, essiitats signifient que I'action par cisaillement
est peférable quand la longueur des actionneurs estdigmit”

Pour des consetations pratiques, la longueur de I'actionneur estdix 30 mm.
Pour choisir sa position optimale pour cette longueur, on fait varier la position de
I'extremité gauche de I'actionneur dans I'intervalle [30—150] mm. Le rapport correspon-
dant entre les amortissements relatifs descamismes d’action par cisaillement et par
extension est @seng” dans la Figure 5.11. On remarque que ce rapport est beaucoup
moins d&pendant de la position des actionneurs que de leur longueur. Cependant, pour
les modes pluglews, les actionneurs par cisaillement sont plus efficaces que ceux par
extension lorsqu’ils sont positioes’loin de I'encastrement. Cegultat est, en fait,uda
la perte de performance des actionneurs par extension pour ces cas. On note aussi que
le mécanisme d’action par cisaillement est beaucoup moapeiddant de la position,
comme dans le cas statique de la secti@ugaénte.

Dans un deuwdme temps, pour la configuratiartrois actionneurs de la Figure 5.8,
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Figure 5.11: Variation de 'amortissement relatif ({@(;isam/ Zeam) + 6) avec la position
d’un actionneur unique.

I'influence de la rigidie de la structure sur la performance du colatidctif est analyese.

Ainsi, le rapport entre les amortissements relaifs, et {eamest calcud” pour les quinze
premiers modes de flexion et pour des valeurs de la re@iditative entre la poutre et
I'actionneur variant dans l'intervalle [1-100]. D'a® la Figure 5.12, pour des structures
rigides, tous les modes sont mieux cotés par I'action par cisaillement. Dans ce cas,
cette diférence est visible ere pour les trois premiers modes qui soetEgalement,

mieux contolés par I'action par extension. Cela s’explique, d’'une part, par la perte de
performance des actionneurs par extension pour des poutres rigides. En effet, ils induisent
une force constante dans tous ces cas,eyidiemment, dforme moins bien une poutre
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plus rigide. D’autre part, la meilleure performance de I'actionneur par cisaillement est due
a l'augmentation de la force qu’il induit, puisque sa capadé fEchir la poutre augmente
avec la rigidi€ de celle-ci.

En outre, I'efficaci¢” d’action des actionneurs par cisaillement est aussidila
rigidite de la mousse, puisque cette deraiconsiste en unesistancea la production
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de cisaillement par I'actionneur. En effet, I'amortissement reﬁ%@fn induit par l'ac-

tion par cisaillement est asseemEndant de ce facteur, comme le montre la Figure 5.13.
Pour une rigidi¢ variant dans l'intervalle 38x[0,1-100] MPa, cette figure indique que
cette influence varie selon le mode comsid Ainsi, des mousses plus souplestiorent
'amortissement des trois premiers et du treige modes, maisetEriore ceux du sixéme

au douzéme mode. Les modes 4, 5, 14 et 15 sont, gaaeux, mieux amortis au milieu
de l'intervalle.

5.4 Traitements amortissants hybrides actifs-passifs

Dans la section gdé&dente, il aete montg que le contle actif peutetre efficace
pour amortir activement I'amplitude de vibrations de quelgques modes dans le domaine des
basses #quences. Cependant, afin d'augmenter la fiebdéftla robustesse du sgste,
il est inttressant de consgdér des traitements hybrides actif-passif. Les configurations
suivantes d’amortissement hybride, associant les traitementselastigues passifs et
pieézcélectriques actifs, sont anabes dans cette section : (i) RCA (Résment Contraint
Actif), (i) RCP/CA (Revetement Contraint Passif avec CairActif) et (iii) RCPE/CA
(Revétement Contraint Pasdiloigné avec Contile Actif). Elles sont ensuite compees
afin d’établir leurs €gions d’optimali¢’

5.4.1 Amortissement par reétement contraint actif

Considgrons la poutre en Aluminium encastrlibre de la Figure 5.14. Ses

longueur, largeur etpaisseur sont, respectivemenrt 280 mmb =25 mm eth, = 3 mm.

Un revétement viscelastique (ISD112) - pZcélectrique (PZT5H) de longuew =

50 mm, dont le centre est positiamad. = 35 mm de I'encastrement, est a#ur la sur-
face suprieure de la poutre. Lepaisseurs des couches vislastique et @zalectrique
sonthy = 0,5 mm ethy, = 0,5 mm, respectivement. Les progigS des matiaux sont
présentes dans lI'annexe A. Le naatau viscelastique ISD112 est reggént” avec trois
séries ADF dont les parastres sonGg = 0,50 MPa,A = [0,746; 3265; 43284 et

Q = [4687; 47424, 715325 rad/s. Pourtudier la performance d’amortissement du
revétement hybride, I'algorithmedtatif de contole optimal LQR pesen¢” au chapitre 4
est applige’au systme Eduit bag sur les cing premiers modes de flexion de la poutre.
Un amortissement visqueux de 0,1% est supposur la poutre nue. Celle-ci est ex-
citéee par une force de perturbation transversale corenéppliqgeea son bout. Son
intensi€ est choisie telle qu’elle induit unesihe maximale deq. = hy/2 = 1,5 mm.

La tension de contié est limige a 250 V, soit un chamgléctrigue maximum dans
I'actionneur de 500 V/mm. Les poaddtions de sortie et d’emt®” considrées sont
Q =diag1,1,1,0,...,0) etR =y, de faon a contdler activement les trois premiers
modes propres.

Les amortissements modaux, passif (en boucle-ouverte) et hybride (en boucle-
fermée), fournis par le retement contraint actif (RCA) sordtudés pour diverses
longueurs du traitement epaisseurs du matiau visc@lastique, afin d’obtenir une const-
ruction optimale. La longueur du traitement est lieeii a = 70 mm. Elle correspond
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Figure 5.14: Poutre trat par un reefement viscelastique contraint actif.

a la longueur maximale des actionneurszo-&ramiques disponibles sur le magch”
L epaisseur des couches vistastiques, quard elle, est limi€ea hy, = 2 mm pour des
raisons d€conomie de matiau et de limitation du poids total de la structure.

La Figure 5.15 mSente la variation de la somme des trois premiers amortisse-
ments modaux en boucle-ouveldg avec les longueua et épaisseuhy, de la couche
visceélastique. Elle montre que 'amortissement passif est optimum pour des traitements
longs @= 70 mm) et une couche viselastique s mincelf, = 0,03 mm pour le premier
mode,hy, = 0,06 mm pour le deume eth, = 0,02 mm pour le troigme). NSanmoins,

il est utile de peciser que ceci est toujours le cas pour les deugi et troiseme amor-
tissements modaux, tandis que, pour le premier modpalSseur optimale citcAvec la
longueur du traitement, par exemple, agee 240 mm, son amortissement est optimum
pour uneepaisseur db, = 2 mm.

G0,

N

40 .
10"
a (mm) 20 4102 h, (mm)

Figure 5.15: La somme des trois premiers amortissements modaux du RCA en boucle-
ouverte.

L'influence des longueuw et épaisseuhy de la couche visadastique sur la somme
des trois premiers amortissements modaux en boucleefpést pesenge dans la Fi-
gure 5.16. On observe que I'amortissement hybride est aussi optimal pour des traitements
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Figure 5.16: La somme des trois premiers amortissements modaux du RCA en boucle-
fermée.
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Figure 5.17: La somme des gains d’amortissements des trois premiers modes fournit par
le RCA.

longs @ = 70 mm) et une couche viselastique s mince Ity = 0,01 mm pour le pre-

mier mode eh, = 0,03 mm pour les deugime et troiggme). La Figure 5.16 montre aussi
gue I'amortissement hybride, tout comme le passif (Figure 5.15), n’est efficace que pour
des couches visedastiques &s minces. Cela estdiu fait que la transmissibiiténtre la
poutre et I'actionneur eseduite par la souplesse de la couche vé$astique. La perfor-
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mance du contifeur diminue donc fortement aveepaisseur de la couche vigdastique.

La Figure 5.17 peSente le gain d’amortissement (ou I'apport de I'amortissement ac-
tif) fournit par le contoleur, calcu¥’ par{q = {n/{p — 1. Elle confirme la perte d’ef-
ficacitt de l'actionneur @zcglectrique avec I'augmentation depaisseur de la couche
viscaélastique. Il est donc clair que ce traitement n’est avantageux par rapport au RCP que
lorsque ce dernier estas limité en€paisseurtly, = 0,02 mm pour le pesent exemple).
Néanmoins, afin de garantir une bonne performance en boucle-ouverte, la somme des
amortissements pasdif, et hybridel, sera considiée comme une mesure d’optima-

lite. Ainsi, d’apes les Figures 5.15 et 5.16, I'optimum est obtenu poer 70 mm et

hy = 0,03 mm.

Etudions, donc, la performance du canérhybride pour ce cas optimum. La Fi-
gure 5.18 montre laeponse en &Quence de la poutre nue et tewitpar un RCA en
boucle-ouverte (agissant comme un RCP) et en boucleeferiialgorithme de contté
LQR itératif est cona pour optimiser dans un cas le premier mode (en fai€ant
diag(1,0,...,0)) et dans l'autre le deugme Q = diag(0,1,0,...,0)). On observe, de
la Figure 5.18, qu’il est possible d’augmenter 'amortissement du mode choisi sans pour
autant perdre I'amortissement passif des autres modes de la poutre. Notonsemes, m”
'amortissement passif seul, fournit par le RC&uit raisonnablement 'amplitude des
résonances. Les premier et dearmié modes sont amortis par leurs colguts de 9dB
(4,7%) et 10dB (4,8%), respectivement. Les colefs des premier et de@xne modes
excitent les deuxdme et quatame anti-esonances mais sans exciter kesariances cor-
respondantes aux autres modes.
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Figure 5.18: Fonction deeponse en &fQuence de la poutre avec RCA en boucle-ouverte
et en boucle-fermé @ = 70 mm,h, = 0,03 mm).

La réponse transitoire de laefthe de la poutre estgsénge aussi pour le cas opti-
mum dans la Figure 5.19. Elle montre que le coletnt hybride (optimis pour contoler
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le premier mode) double la vitesse d&ttiation de la vibration transversale de la poutre
(0,35 secondes pour le RCA contre 0,80 pour le RCP). Le ofanir optimi€ pour le
deuxeéme mode n'est pasgséng’dans cette figure car sgponse est presque identicue °
celle du reetement passif (RCP). Cela s’explique par le fait que le daugimode contri-
bue tes pewn’la fleche du bout de la poutre et, donc, son aaletn’aide en riem I'amortir.

La tension dans I'actionneurgrcglectrique pour les deux conteurs est pESenge dans

la Figure 5.20. On note que les deux tensions sont biendeséla tension maximale
supportable par I'actionneur (250 V). Cependant, pour le otar'du premier mode, la
tension s’amorti presqueela méme vitesse que l&ponse en boucle-feer’de la poutre
(Figure 5.19), tandis que la tension de cotdrdiu deuxtme mode s’annule beaucoup
plus rapidement que laponse en boucle-ouverte de la poutre. En effet, ce temps cor-
respond au tempsegessaire pour que ce casgur élimine la vibration du deurime
mode. Nfanmoins, cela n’est pas observable dangp@mse en boucle-feea puisque
cette derrere est presque commesde la contribution du premier mode seulement.

i RCP
i --- RCAmode 1

Amplitude (mm)
o

b 7,
|

-1.5 ‘ ‘

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Temps (S)

Figure 5.19: Rponse transitoire de la poutre avec RCA en boucle-ouverte et en boucle-
fermée @= 70 mm,h, = 0,03 mm).

On se propose maintenantettidier, pour le cas optimum, l'influence de la seg-
mentation du traitement sur les amortissements modaux. Pour cela, on suppose que le
revétement de longuewar= 70 mm, peutfre divi€ jusqua cinq segmentsds au neine
contileur mais avec des tensions individuellegaNmoins, afin de respecter les hy-
pothéses du moele éléments fins, on garde un espacement de 5 mm entre les segments.
Comme le montre la Figure 5.21, la segmentation du traitementefi@m pas I'amor-
tissement passif des trois premiers modes, en particulier pour 2 et 3 traiterndets 0
amortissements sont pbitféduits. De plus, 'amortissement actif additionnel est le plus
efficace pour un seul actionneur. Cela astdTait que la tension limite n’est atteinte que
dans l'actionneur optimum pour coatet les modes dont la poatttion eseleee, ici
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Figure 5.20: Tension de I'actionneur pour les cotdtits RCA du premier et du de@xne
modes & = 70 mm,h, = 0,03 mm).

le premier, et, donc, les autres actionneurs ne sont pasatpieinement. Les tensions
maximalles dans chaque actionneur soft= 25102 V,Vo = 21477 V,V3 = 16299V,

V4 =117,35V etV5 = 47,50 V. La controlabili€ des trois premiers modes par le premier
actionneur (celui qui est le plus proche de I'encastrement) pour diveresldgrseg-
mentation est @sen¢” dans la Figure 5.22. On observe que cet actionneur est optimum
lorsqu’il est tout seul. Par coaquent, on peut conclure que la segmentation assaci”
cet algorithme de contté n’est pas efficaca cause de la diminution de la surface active
pleinement utilise.

D’apres ces esultats, on peut conclure que le principal incement de ce traite-
ment est que la performance du coferhybride, par rappod celle du passif, ne peut
étre augmemte qu’en eduisant [Epaisseur de la couche vigtastique. Par corgiuent,

il peut étre utili® lorsque I'amortissement passif des premiers modes propres n’'est pas
prioritaire, ou lorsque des contraintes techniguegoanomiques limitent au minimum
'usage du matfiau passif.
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Figure 5.21: Variation de 'amortissement modal avec le nombre d’actionneurspour
70 mm ethy = 0,03 mm (trait continu : hybride, trait discontinu : passif).
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Figure 5.22: Variation de la controlabéities trois premiers modes par le premier action-
neur avec le nombre d’actionneurs paue 70 mm ethy, = 0,03 mm B(i) est lai-ieme
composante du vecteur de caié&).
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5.4.2 Amortissement par reletement contraint passif et contdle actif

Dans cette section, on conei@ une variante de la configuratioreprdente a°
les traitements passif (RCP) et actif (CA) n'agissent pas directement ensemble, mais
sepaement (RCP/CA). Cela consiste en unetwmment contraint passif cellSur une
surface de la poutre et un actionneueziElectrique colt”au n€me endroit sur la sur-
face opposé (Figure 5.23). Les doreS magfielles et gonmetriques sont celles du cas
précédent, augmepEs de Epaisseur de la couche externe duetemient (Aluminium)
he = 0,5 mm. La performance d’amortissement de ceeterrient hybride est anabes,’en
utilisant la loi de contle du cas méédent, avec les emes paramtres.

a
he t_| |
hV:F’:‘ ~—Viscoélastique (ISD112)
4
Aluminium
D o
el

d
\04’1 \Piézoélectrique (PZT5H) L

Figure 5.23: Poutre trat par reefement contraint passif et coolie actif.

Comme pour le cas prédent, une analyse paratrique des amortissements mo-
daux, en boucle-ouverte et en boucle-feandes trois premiers modes de la poutre de
la Figure 5.23 est effecé. La longueua du traitement varie entre 20 et 70 mm, avec
un espacement de 10 mm entre sonamité gauche et I'encastrementepaisseur de la
couche viscelastique varie entre 0,01 et 2 mm.

Tout comme pour le traitement gnédent, 'amortissement passif (en boucle-
ouverte) est optimum pour des traitements longs=70 mm) et une couche
visccélastique S mince I, = 0,03 mm pour le premier modéy, = 0,06 mm pour
le deuxeme eth, = 0,02 mm pour le troigme), comme le montre la Figure 5.24. Cepen-
dant, ce traitement est moins performant que le traitemewnggent (RCA inactif). Ceci
peutétre di a la pesence de I'actionneurgrglectrique cokt'a la surface irdrieure de
la poutre. Cette avantage pour le RCA augmente j@s80% pour des traitements courts
avec des couches visglastiques mince$y = 0,1 mm).

Bien que les amortissements passifs des traitements RCA et RCP/CA soient in-
fluen@s de la rafne marere par les longueur epaisseur du traitement, leurs perfor-
mances en boucle-fems 'sont tes differentes. La Figure 5.25 montre que 'amortissement
hybride du pesent traitement est optimum pour desetewviients longsa(= 70 mm) et
presque indpendant de épaisseur de la couche vigtastique, bien queferement plus
efficace pour des couches vistastiqgues mincedy = 0,1 mm pour le premier mode,
hy = 0,03 mm pour les deugime et troime). La sparation des matiaux visc&lastique
et piezclectrique conduit, contrairement au RGAyn apport du condtéur actif crois-
sant fortement avecdpaisseur de la couche vistastique (Figure 5.26).

Les Figures 5.27 et 5.28 montrent, pour le cas optimum (Gpax{n)~> a=70 mm,
hy = 0,03 mm), les eponses impulsionnelles de la poutre, dans les domaiegsdntiel
et temporel. Comme dans la sectiore@dente, deux cordtéurs sont consilés afin
d’optimiser, dans un cas I'amortissement du premier mode et, dans l'autre celui du
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QA

N

40 ne _
10"

a(mm) 20 107 h, (mm)

Figure 5.24: La somme des trois premiers amortissements modaux du RCP/CA en boucle-
ouverte.

40

a(mm) 20 10” h, (mm)

Figure 5.25: La somme des trois premiers amortissements modaux du RCP/CA en boucle-
fermée.

deuxime. La Figure 5.27 indique que le premier colgut amorti le premier mode de
20dB (19,3%), alors que le second amorti le dem& mode de 15dB (11,3%). Comme
dans le cas p&dent, les contiéurs excitent certaines anggonances.

Comme pour le cas ptédent, la Figure 5.28, psentant lagponse transitoire de la
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Figure 5.26: La somme des gains d’amortissements des trois premiers modes fournit par
le RCP/CA.
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Figure 5.27: Fonction deeponse en &quence de la poutre avec RCP/CA en boucle-
ouverte et en boucle-feme @ = 70 mm,h, = 0,03 mm).

poutre avec RCP/CA, montre que le caéur optimi€ pour contofer le premier mode
atttnue mieux la vibration transversale de la poutre. Celui du dexximode aboutd °
des Eponses identiques en boucles ouverte etderrRar ailleurs, la tension du deexié
contdleur s’amorti plus rapidement, correspondant au tenaggssaire poleliminer la
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vibration relative au deugime mode (Figure 5.29). On note, d’apta Figure 5.28, que le
temps deeponsé de la Eponse transitoire de la poutre est fortemedtit par le premier
contileur (0,9 secondes en boucle-ouverte contre 0,1 en boucled@rirés oscillations
rapides obsemgs dans cette figure sont dues au fait que la contribution du premier mode
a la Bponse transitoire de la poutre est presgliminée, rendant les autres modes plus
observables. Ce gmonene appandaussi dans la Figure 5.27, puisque laeli#ihce entre

les Bsonances du premier et deerxié modes passe de 30dB, en boucle-ouvenédB,

en boucle-ferraé.

RCP
--- RCP/CA mode 1

Amplitude (mm)
=}

_15 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Temps (s)

Figure 5.28: Rponse transitoire de la poutre avec RCP/CA en boucle-ouverte et en
boucle-fernee @ = 70 mm,h, = 0,03 mm).

Ces Esultats montrent que ['utilisation des traitements passif et agpidsment
(RCP/CA) aboutit gieralement’des performances sefpéuresa celles obtenues en uti-
lisant I'actionneur colt’sur la couche vis@bastique (RCA). Ce traitement permet aussi de
garder une bonne performance pour des coucheselasta@jues suffisammeapaisses,
permettant ainsi @fendre le choix d’amortissement passif. En plus, contrairement au
RCA, les longueurs des traitements passif et actif peugept differentes, permettant
ainsi de considfer des traitements passifs plus longs que la limite im@@sr les action-
neurs p&zalectriques. En revanche, ce traitement abautiesepaisseurs globales plus
élevBes puisqu’une couclaastique coblte sur le matfiau visc@lastique estecessaire.

ILe temps rtessaire pour que la sortie conveag2% de sa valeur maximale. Aussrddmne temps
d’etablissement ou de stabilisation.
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Figure 5.29: Tension de l'actionneur pour les cotgurs RCP/CA du premier et du
deuxeme modesga = 70 mm,h, = 0,03 mm).

5.4.3 Amortissement par reetement contraint passif eloigné et
controle actif

Une variante des traitementsegeng's pecdemment consiste coller un action-
neur pezclectrigue entre le retément contraint passif et la poutre (Figure 5.30). Afin de
distinguer ce traitement du RCP/CAgoédent, on le dhomme regfement contraint pas-
sif éloigreé et contole actif (RCPE/CAJ. Les proprétés gsonstriques et matfielles, ainsi
gue les paramtres de contle, sont identiquea ceux de la section peédente. L'ana-
lyse pararefrique des amortissements modaux, en boucle-ouverte et en bouckeferm’
réalige dans les sectionsquédentes est reprise pour leepente configuration d’amor-
tissement hybride (Figure 5.30).

a

he | |

hy ~—Viscoélastique (ISD112)

hp ~— Piézoélectrique (PZT5H)
- h,

Aluminium

| de
L

Figure 5.30: Poutre trat par reefement contraint passfdigré et contole actif.

N

La variation de la somme des amortissements passifs (en boucle-ouverte) des
trois premiers modes propres de flexion de la poutre avec les longueur du traitement

2Ce traitement est aussedomne Passive Stand-Off Layer Dampimg Stand-Off Dampinglans la
litterature [95].
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et épaisseur de la couche vigdastique est msente dans la Figure 5.31. Elle montre
gue 'amortissement passif est aussi optimum pour des couche®hstiqies minces

(hy = 0,03 mm pour les premier et troestie modes dt, = 0,06 mm pour le deuxime)

et des traitements longa & 70 mm). Ce traitement, lorsqu’il est passif, est toujours
plus performant que les deuxgmédents (jusq@ 50% par rapport au RCA), en parti-
culier pour des traitements cours=£ 20 mm) et couches visetastiques mincedy =

0,1 mm). En effet, comme I'ont morgrYellin et Shen [95], 'augmentation de la distance
entre le reetement passif contraint et I'axe neutre de la structuneicda I'actionneur
piézclectrique, accentue laetbrmation de cisaillement du neatau viscelastique et,
donc, la dissipation passiveatiérgie. Lam, Inman et Saunders [52] ont aussi necbe

ce traitement est plus avantageux pour supprimer passivement les vibrations que les RCA
et RCP/CA pecdents, bien qu’ils ont cons@ des traitementsds longs de I'ordre de
270 mm. D’apes les pesentsesultats (Figures 5.15, 5.24 et 5.31), cette avantage est plus
visible pour des traitements courts.

a(mm) 20 1¢° h, (mm)

Figure 5.31: La somme des trois premiers amortissements modaux du RCPE/CA en
boucle-ouverte.

Quanta I'amortissement hybride, le ggént traitement, tout comme leepédent,

est toujours plus performant que le RCA en particulier pour des traitements courts et
des couches visetastiquepaisses (Figures 5.16, 5.25 et 5.32)). Cela s’explique par la
dépendance moins prona®de la performance dugsént traitement avecepaisseur

du magriau visc@lastique (Figure 5.32)), par rapport au RCA (Figure 5.16). La Figure
5.32 montre aussi que le traitement RCPE/CA est optimum pour des traitements longs
(a = 70 mm) et couches visetastiques plugpaissesh = 0,2 mm pour le premier
mode,hy = 0,1 mm pour le dewdme eth, = 0,05 mm pour le troigme) que celles des
traitements optimaux pédents (Figures 5.16 et 5.25). De plus, dé&spla Figure 5.32,

la performance du cordféur actif ne diminue pas avec I'augmentation depéisseur
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Figure 5.32: La somme des trois premiers amortissements modaux du RCPE/CA en
boucle-fernee.
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Figure 5.33: La somme des gains d’amortissements des trois premiers modes fournit par
le RCPE/CA.

de la couche visaastique, bien que I'amortissement hybride deserit traitement est
plus dBpendant de ce paratne que le ppcédent (RCP/CA). Par coaguent, comme pour
le RCP/CA, I'apport d’amortissement fournit par I'actionneugzuElectrique augmente
pour des couches viselastiguegpaisses (Figure 5.33).

A I'exemple des sections eeddentes, les longueur epaisseur optimales sont
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détermirées par la maximisation de la somme des amortissements passihybride

(h. Cela aboutin'a= 70 mm eth, = 0,1 mm. Les €ponses impulsionnelles de la poutre
dans les domainesdquentiel et temporel sontggénges pour ce cas optimum dans les
Figures 5.34 et 5.35. Les coalteUrs du premier et deuxine modes eCrits dans la sec-
tion 5.4.1 ontet utilisés. La Figure 5.34 montre que les cairs relatifs aux premier

et deuxeme modes aboutisseatdes amortissements de 17dB (16,3%) et 9dB (6,1%),
respectivement. En comparant les Figures 5.27 et 5.34, on observe qaedatfraite-
ment amorti moins bien le dewediie mode que le RCP/CA. Cependant, 'amortissement
passif de ce mode est plaketé pour le RCPE/CA.
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Figure 5.34: Fonction desponse en &quence de la poutre avec RCPE/CA en boucle-
ouverte et en boucle-feme’@ = 70 mm,h, = 0,1 mm).

La Figure 5.35 mSente laa@ponse transitoire de la poutre avec RCPE/CA. Elle
montre que le contleur du premier mode asliore de marere assez satisfaisante le
temps de eponse de la vibration transversale de la poutre (0,12 secondes en boucle-
fermée contre 0,90 en boucle-ouverte). Celui du deméa mode, quara [ui, ne modifie
pas la Eponse de la poutrd travers la comparaison des Figures 5.28 et 5.35, on ob-
serve que, contrairement au RCP/CA, les oscillations rapides ne sontgsases pour
le RCPE/CA. Cela s’explique par la diffénce entre les amplitudes desashances du
premier mode, en boucle-ouverte et fexnpar rapport aux autres modes, pour les deux
traitements. En effet, commegséng pecddemment, Ecart entre les amplitudes des pre-
mier et deuxtme modes pour le RCP/CA passent de 30dB, en boucle-ouaetB,
en boucle ferraé, tandis que pour le @sént traitement (RCPE/CA) cette @if€nce passe
de 33dBa 16dB (Figure 5.34). Ceci estuidiu fait que le RCPE/CA, contrairement au
RCP/CA, contole activement moins bien le premier mode, d’'une part, et mieux passive-
ment le deuxéme, d’autre part.

La Figure 5.36, mSentant la tension de coolie"des premier et deuxine modes,
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Figure 5.35: Rponse transitoire de la poutre avec RCPE/CA en boucle-ouverte et en
boucle-fernee @ = 70 mm,h, = 0,1 mm).
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Figure 5.36: Tension de I'actionneur pour les coldurs RCPE/CA du premier et du
deuxeéme modes.

montre que celle du deuxme mode s’annule moins rapidement que celle du traitement
précddent (Figure 5.29), mais plus rapidement que celle du premier mode.

Dans ce traitement, I'actionneur agit directement sur la palastique mais, aussi,
modifie le comportement du retément contraint passif sous lequel il est plden effet,
I'actionneur p€zclectrigueeloigne le RCP de la poutre, augmentant ainsi son effeeacit”
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en dissipation d&hergie [95].

5.4.4 Comparaison des traitements amortissants hybrides

Les @sultats pesengs dans les sectionsquédentes permettent de confirmer que
les rexétements hybrides sont assez efficaces powliaref les amortissements modaux
de quelques modes choisis, tout en gardant les amortissements passifs fournis par les
revétements visaglastiques. Les r@téments contraints passifs, ases@ des action-
neurs pe€zclectriques, peuvermrtre efficaces, soit lorsque ces actionneurs sonesasllir
les premiers soit lorsqu’ils sont cell’directement sur la structure. Dans le premier cas,
I'actionneur doit agir sur la structuie travers la couche visetastique. Il perd ainsi en
controlabili€ lorsque IEpaisseur de la couche vigdastique crd; du fait de la €duction
de la transmissibil@ entre la structure et I'actionneur. Dans l'autre cas, I'actionneur
pieézcélectrique peuetre colE sur la surface oppee’de la structure ou entre la couche
visceelastique et la structure de mare que le contieur actif peut agir directement
sur la structure, sanstre trop influene’par la couche visaastique. En rafme temps,
le revetement passif permet de garder une marge d’amortissement raisonnable pour les
modes non-contiés activement. Par contre, puisque leetewient contraint passif est
optimum pour des couches externes rigides, les traitements RCP/CA et RCPE/CA abou-
tissenta desepaisseurs et poids plete\es, par rapport aux traitements RCA. D’autre
part, ces premiergtant globalement plus efficaces, permettent I'utilisation de traitements
passifs et actifs moins longs pour des performances similaires.

Dans cette section, des comparaisons entre les traitements amortissants hybrides
RCA, RCP/CA et RCPE/CA sontesenges. Pour cela, dans un premier temps, les perfor-
mances optimales des traitements hybrides en boucle-ouverte etefaont compaes
et, dans un deugme temps, les diffi‘ences entre les performances globales des traite-
ments pour les diverses longueur du traitemergpatisSseur de la couche visdastique
sontétudies.

Le Tableau 5.1 montre quelques mesures des performances optimales des traite-
ments hybrides en boucle-ouverte et fesya savoir les amortissements des cing pre-
miers modes(j, i = 1,...,5) et les temps deeponsds et amplitude maximalgmax de
la sortiey. On observe que les amortissements passifs des trois traitements sont assez si-
milaires, bien que celui du premier mode soit 15%esiqir pour le RCA. En effet, cet
avantage quard "amortissement du premier mode est la raison pour laquelle ce traite-
ment abouti’un temps degponse en boucle-ouverte plus faible. On note aussi que, bien
gue I'amortissement du dewetine mode soit 50% sepieur pour le RCPE/CA, ceux des
guatreme et cinqueme modes sont plus faibles pour ce traitement. L'amplitude maxi-
male de la #tche du bout de la poutre estidlemment identique pour tous les traitements
puisqu’elle est fieea h,/2 = 1,5 mm afin de calculer la force de perturbation. Pour les
amortissement hybrides, il est clair que les RCP/CA et RCPE/CA sont beaucoup plus ef-
ficaces pour contlér activement le premier mode. C’est pourquoi le tempsegemse
pour ces traitements est plus faible que pour le REgalement, on observe que les per-
formances des traitements hybrides permettenedairé les #tiches maximales de 6%
pour le RCA, 23% pour le RCP/CA et 19% pour le RCPE/CA.

Il est aussi itfessant d’'analyser la variation de la éifhce entre les amor-
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Tableau 5.1: Performances optimales des traitements hybrides en boucle-ouverte (passif)
et fermée (hybride).

C1 (%) Co(%) C3(%) Ca(%) Cs5(%) ts(S€C) Ymax(mm)

Poutre nue 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 30,0 1,50
RCA 2,91 2,35 2,13 2,77 2,74 0,80 1,50
Passif RCP/CA 2,53 2,30 1,63 2,24 2,51 0,90 1,50
RCPE/CA 2,53 3,54 2,18 1,79 2,00 0,90 1,50
RCA 6,79 3,54 2,22 2,77 2,74 0,35 1,41
Hybride RCP/CA 20,83 5,84 1,74 2,24 2,51 0,10 1,15
RCPE/CA 19,38 4,77 2,67 1,79 2,00 0,12 1,22

tissements des traitements avec les longueur du traitemesgagtseur de la couche
visccélastique. Pour cela, la somme des amortissements gasstithybridedy, utilisée
comme mesure d’optimaditdans les sectionsgnédentes, sera congige ici. Sachant

gue leurs valeurs optimales sont 19,90% pour le RCA, 34,95% pour le RCP/CA et 35,03%
pour le RCPE/CA.

La Figure 5.37 peSente la difrence des performances, (+ ¢,) des traitements
RCP/CA et RCA en fonction des longueur du traitemenegaisseur de la couche
visceelastique. Elle montre que le premier est plus performant que le dernier pour toutes
les valeurs dea et hy. Cette figure indique aussi que I'avantage du RCP/CA sur le RCA
augmente avec les longueur du traitemerdgpisseur de la couche vigtastique. Cela
s’explique par le fait que le RCA n’est efficace que pour des coucheselastmjues
tres minces, alors que le RCP/CA garde une bonne performance dans toute l'intervalle
d’epaisseurs. Les performances des traitements RCA et RCPE/CA sont esnueamt
a eux, dans la Figure 5.38. Celle-ci indique que le RCPE/CA est toujours plus perfor-
mant que le RCA, tout comme le RCP/CA, en particulier pour des traitements longs et de
couches viscelastiquegpaisses. Cependant, pour des traitements longs, cetreditg
diminue fortement avec la diminution depaisseur de la couche vigtastique, puisque,
dans ce cas la performance du RCA est presque optimale alors que celle du RCPE/CA est
plutét minimale.

Il est clair que les traitements utilisant les etafents passifs et actionneurs
pieézcélectriques spaement sont beaucoup plus performants que le RCA. La Figure
5.39 montre la di#rence entre les sommes d’amortissemefys-({,) des traitements
RCPE/CA et RCP/CA. On observe que le RCPE/CA est, erémgl, plus perfor-
mant que le RCP/CA, en particulier pour deset@ments courts ou pour des couches
visceélastiques relativemergpaisses. L'avantage du premier est maximum ey
70 mm ethy, = 0,2 mm. Cependant, le RCP/CA est beaucoup plus performant que le
RCPE/CA pour des traitements longs et couches eissbtiques #S minces, puisque
dans ce cas la performance du premier est presque optimale et celle dandewst
plutét minimale.

On peut donc conclure que, puisque la performance dealertttr RCA n’est aug-
menge qu’en eduisant 'amortissement passif des premiers modes propres, l'utilisation
des traitements passif et actémaement du type RCP/CA ou RCPE/CA permet d’ob-
tenir, en gréral, des performances srEures sans modifier I'amortissement passif. Un
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Figure 5.38: Variation de la déf'ence entre les sommes d’amortissemefys-((n) des
traitements RCPE/CA et RCA en fonctiondeth,.

des avantages pratiques du traitement RCP/CA sur les autres est que les longueurs des trai-
tements passif et actif peuvezité differentes. Par coaguent, il est possible d'utiliser des
traitements passifs plus longs que la limite impepar les actionneursgziélectriques.
Néanmoins, cela peut se faire aussi pour le RCA en collant I'actionneregpéctrique



5.5. Analyse de I'effet de la tenepature 169

Z(RCPE/CA)Z(RCPI/CA) (%)

a(mm) 20 107 h, (mm)

Figure 5.39: Variation de la déf'ence entre les sommes d’amortissemeiys-(C) des
traitements RCPE/CA et RCP/CA en fonctionalet h,,.

sur la coucheelastique externe du RCP, au lieu de remplacer cetteaterpar I'action-
neur. Dans ce cas, le RCA perd I'avantage d’abautiesepaisseurs de traitement moins
élevees.

5.5 Analyse de I'effet de la temprature

Une autre analyse importante consisteonsidrer I'effet de la variation de la
temperature sur la performance du cané”En effet, puisque les proptés des matfiaux
visceelastiques sont és sensibles la temgtrature, I'amortissement de la structure,
ainsi que la conception du sgste de contife, seront modiéés par des variations de
temperature. Or, la moelisation des matiaux visc@&lastiques @Sente pecddemment
consicere une tem@rfature constante. C'est pourquoi, dans cette section, I'effet de la va-
riation de la tempfaturea’la fois sur 'amortissement passif luieme et sur le contié
actif-passif esetudg.

5.5.1 Effet de la temgrature sur 'amortissement

Considgrons une poutre en Aluminium traé par un resfement contraint ac-
tif, constitlé par une couche de negiidu visc@&lastique Dyad606 totalement couverte
par une pastille gizo-&ramique PZT5H, comme @sente dans la Figure 5.40. Le
matriau viscelastique est repsent par les modles MSE, ADF et GHM, pour chaque
temperature consigiée. Les propetés des matiaux sont doneés dans I’Annexe A.

Dans un premier temps, pour une teamgture constante de 45, les proptés du
matriau, pesenges dans la Figure 5.41, sont ues pouevaluer les paragires ADF
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Figure 5.41: Variation des proetés du magfiau viscelastique Dyad606 avec la
tempErature.

et GHM correspondants dans une bande dgquences de 2—3000 Hz. Ces pastnes,
présengs dans I'annexe A, sont ensuite uglsdans le magleéléments finis pouevaluer
les cing preneres fEquences propres et leurs amortissements modaux correspondants.
Les @sultats, pgseng's dans le Tableau 5.2, montrent que legfiénces propres concor-
dent bien pour les trois metkEs, tandis que les amortissements modaux asdcavec
les mocatles ADF et GHM sont de 'ordre de 30% erféursa ceux calcuds avec MSE.
Cela est d"a un lissage non satisfaisant des pregs du magfiau bien que cingesies
de parameires ADF/GHM aienefé utilisées. Par contre, le natau ISD112a’27C a
pu étre bien ajugt’(erreur maximale de 5%) avec seulement treises de paraetres
ADF/GHM (voir §3.8). Cette dif€rence de repsentativie’ des modles pour les deux
matriaux visc@&lastigues est due au fait que lepghdance endrjuence des protés
de I'ISD112 est beaucoup plus forte que celle du Dyad606 pour les bandesgjderices
etudiées.

Dans un deuxdme temps, I'algorithmeetatif de contole optimal pesen¢’dans la
Figure 4.2 est appliquaux systies eduits correspondamt chaque magle. Les mat-
rices de pondration suivantes sont consides :Q = diag1,1,1,0,...,0) etR =y,
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Tableau 5.2: Fequences propres (Hz) et amortissements (%) en boucle-ouverte eeferm’
a29cC.
1 2 3 4 5

RCPADF 23,6 (1,82%) 139,8 (0,66%) 364,3(0,46%) 676,1(0,71%) 11065 (0,91%)
RCPGHM 23,7 (1,81%) 139,8(0,67%) 364,3(0,45%) 676,1(0,72%) 1106,7 (0,93%)
RCPMSE 23,6 (2,57%) 139,4(0,99%) 363,6(0,65%) 673,3(1,00%) 1100,0 (1,25%)
RCAADF  23,7(8,88%) 139,9(3,79%) 364,4(1,64%) 676,5(0,72%) 1106,5 (0,91%)
RCAGHM 23,8(8,65%) 140,0(3,79%) 364,4(1,62%) 676,4(0,73%) 1106,7 (0,93%)
RCAMSE 23,9(11,80%) 139,5(2,20%) 363,7(0,86%) 673,6(1,01%) 1100,0 (1,25%)

ou y est calcut” afin de ne pasapasser une tension maximale de 250 V dans la pastille
piézclectrique lorsque la structure est sounasane force de perturbation transversale,
appligtéea son extemité libre et dont 'amplitude induit unedfthe maximale en ceenie
point de 2 mm.

Le Tableau 5.2 mdente aussi les dguences et amortissements modaux des
cing premiers modes propres pour le sysé en boucle-ferg€, c’esta-dire, avec un
revétement contraint actif (RCA). On peut observer que legdences propres sont en-
core assez concordantes, tandis que les amortissements modaux desmAed-/GHM
ne cancident pas avec ceux du meld MSE. Les diférences sont clairement dues au fait
gue le moele MSE n’est pas adapé I'algorithme de contfle utilisé, bag sur le calcul
des Eponses transitoires. Pour ce qui est de ladkffice entre les amortissements actifs
calcuBs par les magles ADF et GHM, la raison est phitiuea la troncature des modes
qui ne se fait pas avec lesemmes bases pour les deux cas. Ainsi, degwdifices entre les
bases modales induisent des vecteurs de alergt; par consjuent, des performances de
contrdle discordants. Banmoins, ces erreurs sont pEevées (maximum 2%).

Les ©ponses en éjuence du sysie en boucle-ouverte ont aust calcu€es
en utilisant les trois masles viscelastiques. On observe, dans la Figure 5.42a, que les
amplitudes de I'exemite libre de la poutre s’interposent pour les rales’ ADF et GHM,
alors que, pour le madé MSE, les esonances sont un peu plus amorties. On note aussi
gue, bien que la base modaksultant du moele MSE n’est pas valable pour toute la
bande de #quences, I'approximatioesultante est assez bonne. Leganses en boucle-
ouverte sont ensuite comg@sa celles en boucle-feree” dans la Figure 5.42b. Seule
la réponse en boucle-ouverte pour le raldADF y est pesente puisqu’elle coicide
avec celle pour GHM. La Figure 5.42b montre que legarises en boucle-feam’des
modeles ADF et GHM sont assez similaires. Cependant, comeeupians le Tableau
5.2, le mo@le MSE aboutit'des amortissements sufgurs, pour le premier mode, mais
inferieurs, pour les deux autres caés. D’autre part, il est aussi clair que le cahdr”
actif augmente sensiblement I'amortissement des trois premiers modes, tandis que les
deux autres modes ne sont pas affiegbtar le conbieur. Cela signifie que le comlgur
n'aboutit pasa'des prol@mes de spillover.

Puisque la temgrature modifie les propriés du magriau viscelastique (Figure
5.43), il est inEressant d’analyser I'effet de sa variation sur la performance duotentr”
hybride. Ainsi, considfons que le conttéur cona précdemment, pour une temature
de 2%C, soit appliqe’ tel quel pour le aine systme soumis ‘d’autres temgratures.

On peut supposer ga’'cause des variations des pref@s, rigidig et facteur de perte,
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Figure 5.42: Rponse en &Quence de I'exémité libre de la poutre : (a) en boucle-ouverte,
utilisant les modles ADF, GHM et MSE ; (b) en boucle-ouverte et fexen”

du magriau viscelastique, les performances seront eliffntes. Pour ce faire, la solu-

tion de I'équation de RicattP,, obtenue pour 2%, est utili€e pour le calcul du gain

de contoleKy = R-1BTP,, ot la matriceB est &épendante de la teraggture. La Figure

5.44 montre la dviation des amortissement hybride et tension maximale dersgs"

10°C, 3(PC et 38C, par rappor@a’ceuxa 29C, lorsqu’il est contolé par le conwleur

conal a 2%C. L'ecart des amortissements modaux des trois premiers modes propres, en
boucle-fernee, sont pgSeng’s dans la Figure 5.44a, pour les trois mled viscelastiques
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Figure 5.43: Rponse du premier mode propre en boucle-ouverte pour plusieurs
tempgratures.

et pour les trois temgratures. On observe que, pourP@Cet 3¥C, I'amortissement du
premier mode propre augmente pour les trois ebes tandis que, pour 38, seul celui

du mocktle ADF augmente. En plus, pour® et aussi pour le maie GHMa 3(¢°C,

la tension maximale ecessaire pour cette afioration de performance augmente aussi
(Figure 5.44b). Dans ces cas, I'utilisation du cofgtir cona pour le systimea 23°C
aboutita un systme de contle impraticablea cause de la saturation de I'actionneur
piézcélectrique. Hanmoins, notamment pour le syistea 38C, on peut observer une
augmentation de I'amortissement accompadiune diminution de la tension maximale.
Dans ces cas, le cooteéur angliore simplement 'amortissement d’'un des modes, le pre-
mier pour ADF et les deugime et troiime pour GHM et MSE, auepbend des autres. I
est clair qu'il est tes difficile de pevoir le comportement du comtgur en cas de grandes
modifications des proptés du systme. Ainsi, il est peuefre peférable de concevoir
une rie de conwleurs conas pour quelques terepatures choisies dans une bande de
temperatures. C'est I'objet de la section suivante.

5.5.2 Controleur déedié a une temperature

Ainsi, considrons quatre coratéurs difErents pour les sysities aux temgratures
de 10C, 25°C, 3(°C et 3&C. La Figure 5.45 m@sente lesaponses transitoires, en boucle-
ouverte et ferraé, pour chaque terapdture. On constate que, bien que dpanse en
boucle-ouverte du systie s’amortie plus rapidement pour les temgtireseleees, le
temps ®cessaire pour annuler lapdnse en boucle-feea’est presque constant. Cela
signifie que, inépendamment de I'amortissement passif duesyst, le contwleur main-
tient une performance hybride uniforme. Ainsi, comme les variations destetysé sont,
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Figure 5.44: @&Viation de la performance de caoli telativea 25°C : (a) Amortissement
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géréralement, lentes, il est possible de concevoir un ensemble deleomsd I'interieur
d’un intervalle de temgratures de fonctionnement et de permuter de &utautre sui-
vant les changements de teemgture. Cela permet de maintenir un niveau satisfaisant
d’amortissement tout en respectant les limitations de la tension detontr”

La Figure 5.46a montre I'effet de la temy@ture sur 'amortissement passif. Elle
confirme que le syste est plus amorti pour des teengfureselevees. Nanmoinsa’
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Figure 5.45: Rponse transitoire en boucle-ouverte et feem(un contleur par
temperaturela’: (a) 10C; (b) 28°C; (c) 3C°C; (d) 3&C.

cause de la nature des reatiux visc@lastiques, on s’attenal ce que I'amortissement
diminue apes une certaine terapature. Cela est une catgience imradiate du glisse-
ment vers les hautesefuences des courbes in@Sses du matiau visc@lastique in-
duit par 'augmentation de la teraggture. En effet, la Figure 5.41 montre que, pour une
temperature de 38, la région d’optimali€ du facteur de perte du nesidu Dyad606
coincide avec la bande deefjuences w se trouvent les cing premiers modes propres
de la structure, tandis que, IC, ce mattiau n'est plus aussi efficace dans cette
bande. Cependant, on peut imaginer que pour desasnpés plugleees, les courbes
maitresses du matiau (Figure 5.41) serontedaEes vers la droite et le facteur de perte
du magriau, pour les cing premies fequences propres de la structure, sera celui de la
partie gauche de la courbe ; donc, moites&.
Il a é& montg, pecddemment, que le cole actif permet de maintenir une

performance uniforme enegit de la variation de I'amortissement passif du syst.
Néanmoins, il est imressant édtudier le gain d’amortissement fournit par le cofgrir,

par rapport au passif, afin d’analyser la viabildu systme de contle. Ce gain est
calcuk par 100Q¢,/Cp — 1). En effet, la Figure 5.45 montre que I'amortissement passif
augmente avec la terature, alors que I'amortissement hybride reste presque constant.
Ainsi, on peut voir de la Figure 5.46b qu’au furemesure que la terepature augmente,
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Figure 5.46: Variation de I'amortissement avec la tenapdre : (a) Amortissement passif;
(b) Gain d’amortissement fournit par le casiglr ;o : MSE ;57 : ADF; [0 : GHM.

le gain d’amortissement fournit par le cooldr actif diminue. Il est donc de moins en
moins avantageux d’'inclure le coaote™actif, puisque I'amalioration de I'amortissement

peut ne pastre suffisante pour justifier I'ajout dalsleselectriques, de filtres de conte”
et de matriaux supmmentaires.
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5.6 Conclusion

Dans un premier temps, lesaganismes d’action eZcalectrique par extension et
par cisaillement onete compags pour le contle actif de forme et de vibrations. Les
résultats ont mongrque les actionneurs par cisaillement sont efficaces pour produire des
déformations, ou conttér des vibrations, de flexion de petites amplitudesezjences
relativemenelewees lorsqu’ils sont iges dans le cceur de structures sandvagbeaux
rigides et coeur souple. De plus, it troue que ces actionneurs sont optimaux lorsqu’ils
sont courts et relativemeapais.

Dans un deuwsdme temps, quelques configurations d’amortissement hybride ont
et analyses. Pour ce faire, le melt’ ADF rduit a €t asso@ a l'algorithme de
contile optimal LQR igratif. Les traitements amortissants hybrides, associant les traite-
ments viscelastiques passifs etgaéelectriques actifs, du type RCA (Ret¢ment Con-
traint Actif), RCP/CA (Reeiement Contraint Passif avec Caér’Actif) ou RCPE/CA
(Rewétement Contraint PasdHloigné avec Contle Actif) ont été analyss et compas
afin d’établir leurs egions d’optimali¢. Les analyses paratniques de la performance
des traitements du type RCA, obtenus par le collage d’actionnezzegbictriques direc-
tement sur des retéments visaelastiques, ont morgrqu’ils fournissent des syastes de
contle efficaces et robustes. En effet, la partie passive du traitement fournit des amor-
tissements raisonnables en boucle-ouverte et augmente la marge deesdakilitiodes
non contolés. Cependant, la perte de transmissii#ititre 'actionneur et la structure,
duea la souplesse de la couche vistastique, impose des restrictions quatiepaisseur
de cette dermire. Par corexjuent, ces traitements n’oett ‘efficaces qu’avec des action-
neurs pé&zalectriques cols sur des couches visastiques &S minces. Manmoins,
pour les cagfudiés dans ce travail, leur associatean contole actif des premiers modes
propres, moins amortis passivement dans ces cas, abautitcontole hybride perfor-
mant dans une bande dediiences assez large. D'autre part, les traitements hybrides du
type RCP/CA et RCPE/CA,wle re\étement actif n’est pas cellSur le passif et, donc,
agit ¥paement, ont aussté étudésa travers une analyse paratrique. Les esultats
ont montg que, comme @vu, ces traitements sont moingpghdants de dpaisseur de
la couche viscelastique, puisqu’elle needuit pas la transmissibiténtre I'actionneur
et la structure. En plus, pour les exempétgdies dans ce travail, ces traitements sont,
géréralement, plus performants que les RCA d’une part, et peuvent fournir des perfor-
mances comparablescelles des RCA avec des traitements moins longs d’autre part. Il
a étt montg que les traitements RCPE/CA peuvent abautlies amortissements passifs
plus efficaces giCea I'elévation du reefement passif. Par contre, puisque lestemient
contraint passif est optimum pour des couches externes rigides, les traitements RCP/CA
et RCPE/CA aboutissert desepaisseurs et poids pletel€es, par rapport aux traite-
ments RCA. Un des avantages pratiques du traitement RCP/CA sur les autres est que
les longueurs des traitements passif et actif peugtet diferentes. Par coeguent, il
est possible d'utiliser des traitements passifs plus longs que la limite éeges’les ac-
tionneurs pezcélectriques. Il est clair, d’aps les €sultats peSeng's dans ce travail, que
chaque traitement est optimum pour certaines conditionsed&dion.

Sachant que les propetés des matfiaux visc@&lastiques dpendent aussi de la
temperature, en plus de ladguence, les mades viscelastigues ADF, GHM et MSE ont
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aussiete utilises pourtudier I'influence de la tengpature d’ogration sur la performance
d’amortissement d’un traitement du type RCA, en boucle-ouverte eeferRuisque les
mocEles viscelastiques, tels gu'ils omté pEsengs, ne permettent pas une natidation
directe de la variation des proptés du magfiau avec la temgrature, ils oneté appliqEes
pour quelques tengratures figes. LesaSultats ont monérque, pour I'exempletudié
utilisant le magriau Dyad606, les variations des prats du matfiau viscelastique
modifient la performance du cootgur. Il est donc difficile de garantir que la perfor-
mance @siee du systime soit respeet pour toutes les teraptures d’opfation. Ainsi

il a été propog de concevoir unessie de contleurs dans l'intervalle de terepatures et
commuter entre eua chaque variation significative de teempfure, ce qui about#t des
performances uniformes dans l'intervalle.



Chapitre 6

Conclusion ¢generale

6.1 Resune des esultats de la these

Dans cette section, les principaugstiltats de la #se concernant les melgs
eléments finis de poutre sandwich intelligente, la el@dtion des matiaux
visceelastiques et le cordlé actif et hybride actif-passif des vibrations, sordganes.

6.1.1 Mocklesélements finis de poutre sandwich intelligente

Deux moatles€léments finis de poutre sandwich, I'antrois couches et l'autra °
peaux multicouches, oeté developEs. Les couches/sous-couches de la poutre peuvent
étre élastiques, @zclectriques ou visaastiques. letude de la flexion d’'une poutre
elastiquea travers deux pastillesgudglectriques agissant en extensionaotravers une
pastille pézclectrique agissant par cisaillement a memjue lesesultats coicident bien
avec ceux troues dans la ligrature. Elle a mongraussi que les actionneurs par extension
induisent des forces conceedss, alors que ceux par cisaillement induisent des moments
distribués. D’autre part, lesesultats des comparaisons avec @ssliitats trougs dans la
litterature ont mon&’que le modle a peaux multicouches reggénte bien des poutres
multicouches, dont les rigidis des sous-couches des peaux newdfft pas trop. Il a
aussieté monte que I'effet pézcélectrique d’augmentation de rigidities couches/sous-
couches @zaélectriques peudtre pris en compte par I'ajout de délectriques conders’
au nivealelémentaire oa travers une modification des constamiestiques des couches
pieézdélectriques.

6.1.2 Mocklisation des maériaux visccelastiques

Trois méthodes ontete proposes pour la remsentation de laapendance en
frequence des promtes des matfiaux visc@lastiques : (i) une versioneitative de la
méthode degnergies modales, ling€ aux structures peu amorties ; (i) le retaGolla-
Hughes-McTavisliGHM) et (iii) le modele Anelastic Displacement Field®\DF). Les
deux derniers ba&s sur I'ajout de variables internes sont meilleurs que le premier pour des
structures &S amorties. |l & montg que la reprSentativie’ des modles ADF et GHM
est fortement dpendante de la quaditu lissage des courbes imeSses du matiau par

179
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ces moeles. En plus, Bcriture des systmes du second ordre sous formegliations
d’etat a fait apparnse que les moeles ADF et GHM augmentent beaucoup la dimension
du syseme initial. Ainsi, une eduction des masles détat par troncature modaleede”
propoge. Le choix des modes retenir aeté plus difficile dans certains casy ¢ana-
lyse des valeurs propres a éfre accompa@®€ d’'une analyse des modes propres cor-
respondants. Une reggéntation des symnes eduits complexes par degjuations dttat
réelles, dont les variablesatédt repesentent lesaplacements et vitesses modauei@ ~
présente. Le moedle ADF a€té retenu pour lestudes ukttieures puisque : (i) il aboutit
des systimes détat de dimension plus faible par rapport au eledGHM ; (i) il contient
moins de paraetres matfiels que le moele GHM; (iii) il est plus pecis que le moele
MSE.

6.1.3 Contrdle actif de vibrations

La théorie de contle optimal quadratique LQR até pesenge. Un algorithme
iteratif aété propog pour ggler automatiquement la pogrdtion de contle afin de res-
pecter le chamglectrique maximum supportable par les actionneueg@iéectriques.

La prise en compte d’'un observateuetdif, aboutissara un contoleur du type LQG, a

eté pesente. L'étude du conbfle actif d’'une poutre sandwiche@ amortie par son cceur
visceélastique a'travers un actionneur et un capteuszuglectriques &t pesenge en
utilisant trois contofeurs : (i) LQR, (ii) cErivatif et (iii) LQG. Les Esultats ont mongrque

les contoleurs LQR et LQG sont plus efficaces que &idatif, puisque la performance

de ce dernier est limg par le positionnement relatif des actionneurs et capteurs. De plus,
pour le casetudg, une performance de coolie”presque aussi satisfaisante que celle du
LQR a pusétre obtenue par le cooteur LQG avec une tension de casigrinférieure.

6.1.4 Application aux contrdles actif et hybride actif-passif des vi-
brations

Dans un premier temps, lesawanismes d’action eZcElectrique par extension et
par cisaillement onett compags pour le contle actif de forme et de vibrations. Les
résultats ont mongrque les actionneurs par cisaillement sont efficaces pour produire des
déformations, ou conttér des vibrations, de flexion de petites amplitudesezjdences
relativemenelewees lorsqu’ils sont iges dans le cceur de structures sandvagbeaux
rigides et cceur souple. De plus, ikt trouve que ces actionneurs sont optimaux lorsqu’ils
sont courts et relativemeapais.

Dans un deuwdme temps, les traitements amortissants hybrides, associant les traite-
ments viscelastiques passifs etgaéelectriques actifs, du type RCA (Ret¢ment Con-
traint Actif), RCP/CA (Reetement Contraint Passif avec Caér’Actif) ou RCPE/CA
(Rewétement Contraint Pasdiloigné avec Contle Actif) ont été analyss et compags.
Il a é& monteg que les trois sont plus performants que les traitements purement passifs.
Les traitements du type RCA n’oatt efficaces qu’avec des actionneurszeélectriques
collés sur des couches visdastiques &S minces. Les deux autres sont moiepelidants
de I'épaisseur de la couche vistastique et, eng€ral, plus performants que le RCA.
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Les Esultats ont mongrque le RCPE/CA about#t des amortissements passifs plus effi-
caces que les deux autres.

L etude de l'influence de la terapture sur la performance d’amortissement d’un
RCA a montg que les variations des progds du magfiau visc@lastique, dues aux
variation de temerature, modifient la performance du catédr. Ainsi il aéte propos’
de concevoir unessie de contleurs dans l'intervalle de terepatures et commuter entre
eux a chaque variation significative de teempture, ce qui abouta des performances
uniformes dans l'intervalle.

6.2 Originalités de la these

D’aprés I'analyse bibliographiqueettiillée dans la sectiol.2, les originaliés de
cette tlese peuveratre Esunges dans les points suivants :

— Un moctleéléments finis de poutre sandwiclep@&Electrique, pouvant repsentea’
la fois les n&canismes d’action par extension et par cisaillemestt pesent’; ce
mocdEle ne pesente pas de blocage par cisaillemeatgrdu choix desaplacements
axiaux moyen et relatif des plans moyens des peaux comme ddls;

— Leffet piézcélectrique d’augmentation de rigiditii au potentiel induit dans les
couches mzcElectriques &t repesent’a travers des modifications des constantes
élastiques et de mameéquivalenteatravers la prise en compte de ddlsctriques
condenss au niveaglémentaire ;

— Le contole actif des vibrations utilisant des actionneurs par cisaillement n’avait pas
eté pesent” auparavant ;

— Un moctle éléments finis de poutre sandwiclepiElectrique, dont les peaux sont
compoges de plusieurs sous-couchestéapiEsent et valid;

— L'application a I'etude de I'amortissement hybride actif-passif d’'une version
iterative de la rathode degnergies modales;

— La réduction par troncature modale des eypsts détat augmemts, €sultant de
I'utilisation des moeles viscelastigues ADF et GHM, ainsi qu’une rgs€ntation
réelle du systime dEtat Eduit complexe onete presentges;

— Une comparaison des malds viscelastiques ADF, GHM et MSE appligga
I"etude de I'amortissement hybride actif-pas&pdndant de la éuence et de la
temperature, &t pesente pour la prengre fois ;

— Un algorithme ieratif aété propog’pourevaluer automatiquement les pendtions
de contole optimal LQR, de mamere a respecter les limitations des champs
électriques imposables aux reatux pgzalectriques;;

— Une syntlese sur les traitements amortissants hybrides actif-passif, associant

les makriaux viscelastiques et pZclectriques dans un seul traitement ou
sepaement, &té pesente;

— Le contole actif de poutres sandwich coeur viscelastique,a travers des pas-
tilles piézcélectrigues assoes’a des algorithmes de coote; tenant compte de
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la dépendance en drjuence des progtes des matfiaux visc@&lastiques, a&tt
préseng.

6.3 Perspectives de recherche

Dans une perspective de poursuite des travaux de rechezgbgfEs dans cette
thése, il serait irdfessant deageraliser les analyses ggénges icia d’autres types de
structures, notamment aux plagues et coques sandwich, afarglt’leur champ d’ap-
plications. Dans cette extension, il seraécessaire @tudier, d’'une part, les actionneurs
par cisaillement agissant en deux dimensions et, d’autre part, I'extension detesod"
visceelastiques @seng’s aux cas bidimensionnels. En outretdide @taillée des champs
electriques induits dans les actionneurs par cisaillement sereBlen#ressante. D’autre
part, une analyse approfondie de I'influence des modes de relaxation suelsempation
du comportement vibratoire des poutres sandwich par deslemdduits resta faire. De
méme, le @veloppement d’'une base de dees; classifiant les ne&faux viscelastiques
bien modilisables par les metes ADF, GHM et MSE et contenant leurs pagdres
respectifs, serait & utile. Létude d’autres configurations de cairhybride actif-
passif est aussi possible en utilisant les Bled propos$ et constitue une continua-
tion naturelle de cette &se. De plus, I'optimisation des paratres gomngtriques et
des prop®ts des matiaux des traitements hybrides esfprendre en consédation
comme une extension des analyses pataques pesenges dans ce travail. Dans le cadre
expérimental, plusieurs essais pourraietre”galigs pour, d’'une part, valider quelques
résultats nurefiques de performance du casighybride et, d’autre pargtudier d’autres
configurations d’amortissement hybride. Enfin, 'assemblage desreiiftS algorithmes
et modtles proposs$ dans ce travail, afin de@lopper une hité a outils facilea utiliser
en entreprise ou par d’'autres laboratoires, pour I'analyse dessgstde contié hybride
actif-passif, est envisag.
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Annexe A

Propri etes des magriaux

A.1 Matériaux élastiques

Aluminium :

Module d’Young :E = 70,3 GPa
Coefficient de Poissonv. = 0,345
Masse volumiquep = 2690 kg n3

Mousse:

Module d’Young :E = 35,3 MPa
Coefficient de Poissorv.= 0,38
Masse volumiquep = 32 kg ni 3

Tableau A.1: Propéfés des matfiaux composites isotropes transverses.
Ei1(GPa) Ep=E3 Gi12=Giz3 Gz Viz=Viz Va3 p(kgmd)

AS4/3501-6 144.8 9,65 4,14 3,45 0,30 0,4 1389
T300/N5208 181,0 10,3 7,17 3,40 0,28 0,5 1600
Kevlar49-epoxy 76,0 5,56 2,30 1,60 0,34 0,7 1460

A.2 Matériaux visccelastiques

A.2.1 1ISD112

Masse volumiquep = 1600 kg n3
Coefficient de Poisson : 0,5
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Tableau A.2: Paragtres des magles ADF/GHM pour le matiau ISD112a’27C.

mockle ADF GHM
i Go(MPa) A Qi (rad/s) Go(MPa) G & (rad/s)
1 0,50 0,746 468,7 0,50 0,742 6502,9 6,97
2 3,265 4742,4 3,237 50618,8 5,38
3 43,284 715325 41,654 352782 2,56

A.2.2 Dyad606

Masse volumiquep = 1104 kg n3
Coefficient de Poisson : 0,29

Tableau A.3: Paragtres des magles ADF/GHM pour le ma&riau Dyad60& 13C.

mockle ADF GHM
i Go(MPa) Ay Qj(rad/s) Go(MPa) g G (rad/s)
1 5,94 5,88 5,85 1,27 54,42 619452 1,21
2 13,66 2345,09 4495 2489,67 3,23
3 8,94 331,70 30,63 485,15 48,39
4 6,47 50,65 32,21 814,56 7,74
5 34,52 25033,79 146,11 49073,04 1,00

Tableau A.4: Parastres des masles ADF/GHM pour le ma&tfiau Dyad60& 25C.

mocele ADF GHM
i Go(MPa) A Qi (rad/s) Go (MPa) i G (rad/s) ¢
1 2,02 9,89 58,18 1,15 51,96 7363,77 1,34
2 3,14 6,75 16,98 415,24 3,82
3 18,94 403,00 33,34 2814,07 3,57
4 35,06 3097,38 5,84 202,31 18,91
5 165,97 57244,00 225,54 83108,68 1,00

Tableau A.5: Paragtres des magles ADF/GHM pour le ma&riau Dyad60& 3(°C.

mocele ADF GHM
i Go(MPa) A Qi (rad/s) Go (MPa) i & (rad/s) ¢
1 2,09 5,40 73,06 2,11 1,47 421,31 22,99
2 14,15 453,34 23,00 773554 1,25
3 1,43 8,83 5,64  1264,80 8,18
4 28,33  3406,80 14,25 3130,35 3,26
5 128,85 52781,28 104,12 81159,59 1,00




A.3. Matériaux pezclectriques 195

Tableau A.6: Paragtres des magles ADF/GHM pour le ma&riau Dyad60& 38C.

mocele ADF GHM
i Go(MPa) A Qi (rad/s) Gg(MPa) g Gy (rad/s)
1 1,74 1,15 27,02 1,73 1,01 76,36 1,60
2 3,55 213,35 3,15 521,97 1,41
3 11,79 1257,50 10,03 2734,49 1,28
4 24,41 7585,29 20,41 14137,25 1,16
5 113,12 92517,87 85,77 123345,60 1,00

A.3 Matériaux piezceelectriques

A3.1 PZT5H

Masse volumiquep = 7500 kg n1 3
Matrice des constantedastiques :

(126 7,95 841 0 0 O
126 841 0 0 O
B 117 0 0 O 0 2
c= 23 0 0 x 1019 N m
sym 2,3 0
- 273_
Matrice des constantesgaElectriques :
0 0 0O 0 0 1
e=| O 0 0 0 17 0| Cm™
-6,5 -6,5 233 0 0 O
Matrice des constantesaléctriques :
1,503 O 0
e=| 0 1503 0|x108Fm?

0 0 13

A.3.2 Matériau piézeelectrique utilisé par Lin et al.

Masse volumique p = 7730 kg m3
Matrice des constantedastiques :

(128 66 66 0 0 O
128 66 0O O O
B 110 0 0 O 0 2
c= 21 0 o0]X 10N m
sym 2,1 0
2,1

Matrice des constantesgaElectriques :
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0 0 0O 0O
e=| O 0O 0 00(QgCm?
-6,1 —6,1 157 0 0 O
Matrice des constantesaléctriques :
{8,797 0 0
€ =

0 8797 0 |x10°Fmt
0 0 8797



Annhexe B

Matrices de masse et de rigidig

B.1 Modele sandwicha trois couches

Les matrices de masse et de rigid@é la poutre sandwich oeté” calcu€es ana-
lytiguement, par irggration directe, en utilisant le logiciel Mathemafiches matrices
de rigiditt des peaux et du cceur sont congesspar les rigiddS de membraneny), de
flexion (f) et de cisaillementd) (pour le coeur seulement). Tandis que les matrices de
masse sont compess$ par les termes d'inertie de translationx€n) et enz (w), et de
rotation autour dg (r).

Kp=Kmat+Kta+Kmp+Krp (B.1)
1 00 1/2 -1 00 -1/2]
0 00 O 0 00 O
0 00 O 0 00 O
« _Gia| 1/2 00 Y4 -1/2 0 0 -1/4
maT oL -1 00 -1/2 1 00 %2
0 00 O 0 00 O
0 00 O 0 00 O
| —1/2 0 0 -1/4 1/2 0 0 VY4 |
[ 1 00 -1/2 -1 00 12 ]
0 00 O 0 00 O
0 00 O 0 00 O
< P | —-1/2 00 Y4 1/2 0 0 —1/4
mb= -1 00 Y2 1 00 -1/2
0 00 O 0 00 O
0 00 O 0 00 O
1/2 00 —1/4 —-1/2 0 0 14 |
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Kfa—
Kip=

*C

Ac
ch_%i
0
0
0
oY | 0
Kie==1T"10
0
0
0

Annexe B. Matrices de masse et de rigedit”

0 0 0 0
0 12/L2 /L O
0 6/L 4 0
lal 0 0 0 0
L |0 O 0 0
0 —12/L> —6/L O
0 6/L 2 0
0 o0 0 O
0 0 0 0
0 12/L> 6/L O
0 6/L 4 0
S| 0 0 0 0
R ) 0 0
0 -12/L> —6/L O
0 6/L 2 0
0 o0 0 O

Ke=Kmct+Kic+Kee

1 0 d 0
0 122/L? 6d%/L O
d  6d%/L 4d> 0
0 0 0 ©
-1 0 -d 0
0 -—12d%/L? —6d?/L O
—d  6d%/L 2d> 0
0 0 0 ©
0 0 0
122%2/L2  6A?/L 0
6A2/L 4% Nhe
0 Ahe  1/h2
0 0 0
—120%/L2 —6A%/L 0
BAZ/L 2\%  —A/he
0 ~Ahe —1/h2

0 © 0 O
0 —12/L?2 6/L O
0O -6/L 2 O
0 © 0 O
0 © 0 O
0 121> -6/L O
0O -6/L 4 O
0 © 0 O]
0 © 0 0]
0 —12/L> 6/L 0
0O -6/L 2 O
0 © 0 O
0 © 0 0
0 12/L> -6/L O
0O 6/L 4 O
0 © 0 O]
(B.2)
-1 0 —-d 0]
0 —12d%/L?> 6d?/L O
-d -6d?/L 2d> O
0 0 0 ©
1 0 d 0
0 1a?/L> —6d%/L O
d —6d?/L  4d> 0
0 0 0 0]
0 0 0 0 ]
0 —120%/L%2 6A?/L 0
0 —6A?/L 2N%  —A/he
0 0 ~A/he  —1/h2
0 0 0 0
0 122/l —6M%/L O
0 —6A%/L  4\2  A/he
0 0 Ahe  1/n2 ]
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K e = KeCEeAc(A + 1)
0 0 0 0 0 0 0 0
6 1 6 1 1
0 g 10 “mory O Ta 16 ~ ZheATT)
0 1 2L L o _1 _L L
10 15 12he(A+1) 10 30 12hc(A+1)
0 .1 L L 0 1 L L
2hc(A+1) 12hc(A+1) 3h2(A+1)2 2hc(A+1) 12hc(A+1) 6h2(A\+1)2
0 0 0 0 0 0 0 0
o _25& 1 1 g & 1 1
5L 10 2hc(A+1) 5L 10 2he(A 1)
0 1 L ___L 9 _1 2L L
10 30 12hc: (A1) 10 1 12hc(A+1)
0 —-1 _ L L 0 1 L L
i 2hc (A1) Th:(A1)  BhZ(A+1)2 Zhe(A 1)  12hc(A+1) A+
Mp=Myxa+Mza+Ma+Myp+Mzp+Mpp (B.3)
[ 1/3 0 0 16 1/6 0 0 1/12]
0 00 O 0O 00 O
0 00 O 0O 00 O
B 1/6 0 0 /12 1/12 0 0O 1/24
Mxa=pafal | 176 0 0 112 13 0 0 V6
0 00 O 0O 00 O
0 00 O 0O 00 O
| 1/12 0 0 Y24 1/6 0 0 112
[ 1/3 0 0 -1/6 1/6 0 —1/12
0O 00 O 0 0 0
0O 00 O 0 0 0
B -1/6 0 0 1/12 -1/12 0 124
Mio=pofl | /6 0 0 —1/12 13 0 0 -1/6
0O 00 O 0 0 0
0O 00 O 0 0 0
| -1/12 0 0 Y24 -1/6 0 Y12 |
[0 0 0O 00 0 O]
0O 156 22 0 0 54 -13L 0
0 22 42 00 13 -3L2 0
_PaAL| O O 0O 00 O 0 O
27220 |0 O 0O 00 O 0 0
0O 54 13 0 0 156 -22L 0
0 —13L -3L2 0 0 —22L 4L? 0
0 0 0O 00 O 0 0]
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[0 0 0O 00 O 0 0]
0 156 22 0 0 54 —13L O
0 22 42 00 13 -3L2 0
Mo — PoAeL [ 00 0O 00 O 0 0
=220 |0 0 0O 00 O 0 0
0O 54 13 0 0 15 -22L 0
0 —13L —-3L2 0 0 —22L 4?2 0
0 0 0O 00 O 0 0]
[0 O 0O 00 O 0 0]
0 6/5L2 1/10L 0 O —6/5L2 1/10L O
0 1/10L 2/15 0 0 —-1/10L -1/30 O
0 0 0O 00 O 0 0
Ma=palal | o ¢ 0O 00 O 0o 0
0 —6/5L2 —-1/10L 0 O 6/5L> -—1/10L O
0 1/10L -1/30 0 O —1/10L 2/15 O
|0 0 0O 00 O 0 0]
0 O O 00 © 0 O]
0 6/5L> 1/10L 0 0 —-6/5L> 1/10L O
0 1/a0L 2/15 0 0 —-1/10L -1/30 O
0O o0 0O 00 © 0 0
Mo =poll | o 0O 00 O 0 o
0 —6/5.2 —-1/10L 0 0O 6/5L.2 —1/10L O
0O 1/10L -1/30 0 0 —1/10L 2/15 ©
|0 0 0O 00 © 0 O]
Mc=Mxyc+Mzc+ M (B.4)
T 1/3 —d/2L d/12 0 16 d/2L —d/12 07
—d/2L  6d?/5L2 d?/10L 0 —d/2L —6d?/5L2 d?/10L O
d/12  d?/10.  2d?/15 0 -d/12 —d?/10L —d?/30 O
Moc = poAcL 0 0 0 0 0 0 0 0
1/6 —d/2L -d/12 0 Y3 d/2L d/12 0
d/2L  —6d?/5L> —d?/10L O d/2L  6d?/5L> —d?/10L O
—d/12 d?/a0L —d?/30 0 d/12 —d?/10L 2d%/15 O
.0 0 0 0 o 0 0 0]
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[0 0 0O 00 O 0 0
0 156 22 0 0 54 -13 0
0 22 42 00 13 -3L2 0
M _PAL| 0 0 0O 00 O 0 O
=220 |0 O 0O 00 O 0 O
0 54 13 0 0 15 -22L 0
0 —13L -3L2 0 0 —22L 42 0
(0 O 0O 00 O 0 O]

0 0 0 0 0 0 0 0
0 6A2/5L2  A2/10L —A/2h.L O —6AZ/5L2 A2/10L  —A/2h.L
0 A2/10L  2A%/15 A/12h O —A?/10L  —A?/30 —A/12h
Mo —orL | O —A/2nl  A/ihe 1/302 0 Aj2hl  —A/lzhe  1/6h
=Pl g o 0 o 0 0 0 0
0 —6A2/5L2 —N2/10L A/2h.L O 6A2/5L2 —A2/10L A/2h.L
0 A2/10L  —A%2/30 —A/12h; O —A?/10L 22\%2/15 A/12h,
| 0 —A/2heL  —A/12h  1/6h2 O A/2h.L  A/12h,  1/3n2
Les vecteurs d’effortelectriguesquivalenta I'actuation pgzalectrique ont aussi

eté calcu€s analytiquement. lls sonedomn&sky, et Fmnp pour les forces membranaires
des actionneurs par extension (peaujgtpour le moment des actionneurs par cisaille-
ment (cceur).

ka V
Fma:%lﬁ“[—l 00-12100 y2]
a
D Vi
Fmb:%m[—l 0012100 -1/2]
b

e15AM

[0 ~(A+1) 0 L/2h 0 (A+1) O L/2h ]

I:cc =

B.2 Modele sandwicha peaux multicouches

Comme pour le cas prddent, les matrices de masse et de rigidi€ la poutre
sandwich onefé calcu€es analytiquement, par @gfation directe, en utilisant le logiciel
Mathematic®. Les matrices de rigidit’des peaux et du cceur sont congaEsspar les
rigidites de membraneny), de flexion ), de cisaillementd) (pour le coeur seulement)
et, en plus, de couplage membrane-flexiamadX peaux multicouches. Les matrices de
masse sont compess par les termes d’inertie de translationsxdn) et enz (w), de
rotation autour dg (r) et de couplage translation efrotation. Les matrices relatives au
coeur reste inchaegs et ne sont donc papétées ici.

n m
Kp= Y (Kmg +Ktaj+Kmrg) + 3 (Kmb +Krb; +Kmtpy) (B.5)
j=1 =1
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Ileraj = Paq |_aj L

*bjl
C11 b

QO OO0 O0OO0OO0o

0 0 0
12/L2  6/L 0O
6/L 4 0

0 0 0

0 0 0
—-12/L2 -6/L 0O
6/L 2 0

0 0 0

B.2. MocEle sandwicla peaux multicouches
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n m
Mp: Z(anj +Mxraj +Mraj +Mza1)+ Z(bej +Mxrbj +Mrbj +M2bj) (86)
=1 =1

Mxa; = PajAq;L

Mij = pbjAbj L

0
—1/2L
1/12
0
0
1/2L
~1/12
0

[ 1/3 0
0 0

0 0

1/6 0
1/6 0

0 0

0 0

| 1/12 0
1/3 0 0
0 00
0 00
~1/6 0 0
1/6 0 0
0 00
0 00

| -1/12 0 ©
—-1/2L 1/12
0 0
0 0
—1/4L  1/24
~1/2L -1/12
0 0
0 0
~1/4L —1/24

1/6
0
0

1/12

1/12
0

0
124

oNeNololNelolNoelo

~1/6
0
0
112
~1/12
0
0
1/24

~1/4L
Y24

1/4L
—1/24
0

00 112
00 O
00 O
0 0 124
00 16
00 O
00 O
00 112
0 0 -1/12
00 O
00 O
00 124
00 -1/6
00 O
00 O
00 V12
Y2L —1/12
0 0
0 o
VAL —1/24
y2L  1/12
0 o
0 o0
VAL 1/24

0
—1/4L
—1/24

0

0

1/4L
124
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0 —1/2L 1/12 0
-1/2L 0 0 1/4L
1/12 0 0 -—1/24
— 0 /4L -1/24 0
Mxo =Polol ] g 150 _112 0
1/2L 0 0 -1/4L
-1/12 0 0 1/24
0 1/4L 1/24 0
[0 0 0 0
0 6/5L2 1/10L O
0 1/10L 2/15 O
0 0 0 0
Mraj = pajlajL O O 0 O
0 —6/5L2 —1/10L O
0 1/10L -1/30 O
0 0 0 0
[0 0 0 0
0 6/5L2 1/10L O
0 1/a0L 2/15 ©
0 0 0 0
0 —6/5L2 —1/10L O
0 1/10L -1/30 O
0 0 0 0
0 O 0 O
0 156 22 0
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M o pajAajL 0 O O O
T 420 |0 O 0 0
0 54 13 O
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|0 O 0 O
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_PAL {0 0 0 O
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0 54 13 0
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|0 O 0 O

0 y2L -1/12 0

-1/2L 0 0 1/4L

~1/12 0 0 124
0 —1/4L 1/24 0
0 YL 1/12 0

1/2L 0 0 -1/4L

1/12 0 0 —1/24
0 -—1/4. -1/24 O

0 0 0 0]

0 —6/5L2 1/10L O

0 —1/10L -1/30 O

0 0 0 0

0 0 0 0

0 6/5L2 —1/10L O

0 —1/10L 2/15 ©
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0 0 0 0]
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0 0 0 O]
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