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,GHQWLILNDFLMD�PDVH� LQ�XSRJLEQH� WRJRVWL� HODVWLþQLK�QRVLOFHY�
na osnovi spremembe lastnih frekvenc z metodo dodatne 
mase 
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frekvenc nosilcev z enakomerno porazdeljeno maso in konstantno upogibno togostjo se lahko �������� � ������� �� �!��"� � �#$������ %�&#�#�'����# #�� !# (�!����) *# +# ��"� �,��-�#
./.0.123415 6450.47 85 931.034:3 64.;1. <5/.7 =>?.1:. 2.4 @6/5@ A<15B <5/7 <. 4.?52.@ za lastno CDEFGH GIJKGLE GHMINOK PHQI R DESITUILH PIVEDEGOIKNGE EGKFQE GIJKGLE WEDGHXNNI-Eulerjeva 
nosilca, zapisane v obliki: 
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kjer so: 
m -  YZ[Z \Z ]\^_^ `^abc\]d ef\ghciZ g^^j`c\Z_] kd 
EI -   upogibna togost, funkcija koordinate x, 
v  -  lj]m\c l^Ycgd ef\ghciZ g^^j`c\Z_] x

c\ mZ[Z t. 
 nopqros otuvwo xyz {o |}o~|�{rusq s �w�q�q |}�~��ru ~so� ��t��q� � 
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Za homogen nosilec konstantne�� �������� ������� �� ������ ������ ���������� �� 
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in se zapiše kot: 
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Zadnji pogoj zahteva, da sta obe strani enaki konstanti, npr. ω2: 
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t)  (7) in (8), katerih rešitvi sta funkciji w(x) in Y(t) 
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Z vpeljavo okrajšave 
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Njena rešitev je: 

)xbcosh(A)xbsinh(A)xbcos(A)xbsin(A)x(w 4321 ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=   (13) 
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o opazovanega nosilca z enakomerno maso ima tako obliko: 
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kjer so χn konstante, odvisne od dejanskih robnih pogojev in L je razpon nosilca. Lastne 
frekvence so tako funkcije L, EI in m.  
 
 
Predpostavimo sedaj, da so nekatere lastne frekvence nekega nosilca znane oz. izmerjene in 
da je potrebno identificirati upogibno togost EI in m
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frekvenco o

nω  pridobi zgolj razmerje med upogibno togostjo EI in maso m:  
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0123 45 67829:; <32=97>?: za EI in m 9: @7A782 43:=7B:?:C 92 A62=2 95 ?7C 076:07 65>?9:;
D320<29E 12 F959:;G H2812 I?2<:67 65>?9:; D320<29E ?507 > 47<43282912@ 32FJ6?5?7< FA761 <46:<5
95 95?59897>? :9 ?507 12 F5 32I:?2< 437B62@5 47?32B95 =7=5?95 2958B5C 0: >2 43:=7B: :F
konstrukcije s kontrolirano spremembo.  KLML NOLPQL RN SLTMU OVWX VWYZUQY Y[ NOLPQN \YQLO]L UVL[U^LON MUOR_W`MaY]N [ [OLOU ZUZL_OU
maso M na izbrani lokacij i. 
 
 
(QDþED�JLEDQMD�]D�QRVLOHF�]�GRGDQR�PDVR� 
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L

M,Jc

 
Nosilec z dodano maso 

 bcdefghi jkdlmnoni, homogeni nosilec z dodano maso M (z vztrajnostnim momentom Jc) 
locirano na znanem mestu, npr. L1

ip edojmqd rilnksdt uvisjl drdknej gj cipiwjr cvisjlf cvn
osnovnem sistemu, vendar s to razliko, da masa sedaj razdeli nosilec na dva dela, kar vodi do 
dve

x yz{z|y}x |}~���y�}z�y}x �yz�� ����|}yz�� �� ��y��}� }
w1(x) in w2(x) tako veljata za del 

levo in desno od dodatne mase: 
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sistema z dod
z�y� �z��� �z �� ��|z� |����} {��x ���� ���~}�}�y��{ Ai in Bi (i=1 do 4), je �������� ���������  ���� ����� ��¡�¢� ���  ���� ��¡�¢� £¤�£��¥�� ��� ¦�§�¨�¢ � ©�¥�ª «� ¬�¦�­���¤

®¯°±²³´ µ¶·¸¹·²º »· ±¯¸¼ °·½ »̄ ¾¼±¶·¿²¼ ¶·À³±³ °³°±·Á Â ´¼Á¼Ã·²·²³´ ·²¯Ä¿Å ÆÇ½³ ±¯ sistem ima ²·±¶³¹³¯®²¼ ¶·À³±·¹È Ä· »· ½·±·¶Á³²¯²±¯ °³°±·Á¯È ¸³ ¾¶·½°±¯¹®»¯ ¸¯¶¯¸±·¶³°±³Ä²¼ ·²¯Ä¿¼È ·²¯¸¯
²³ÄÅ É·²½¯¶ Ê¯¶¯½³ ¸¼Á¾®·¸°²¼°±³ ¾¶¼¿®·Á¯ °·½ »̄ ¯²¯®³±³Ä²¯ ¶·À³±·¹ ¹ °¾®¼À²³ ¼¿®³¸³ ·²¯Ä¿·
ËÌÍÎ ²· ¼¿°± »̄¯ ¹·Ä ³² ¾¶¼¿®·Á °· ±¯¸¼ ¶·ÀÇ»· ²ÇÁ·¶³Ä²¼Å

 
 

Proces identifikacije 
 ÏÐ ÑÒÓÑÔÓÕ ÑÖ×ÐÔÓÐÔÐÓÕ ØÑÓÒÙ×ÚØÛÕÜ Õ ÒÝ ÕÞßÝ×Õ àÑáâÕÓÐ ãä ÕÓ ØÑÓÒÙ×ÚØÛÕÜÐ ÒÝ ÔÞÖÚàÕä àÐ ÞÐÓÕåÐæ
ç èÑßÑéÜÑ àÑàÐÓÕå ÐØÛÝáÝ×ÑßÝÙ×ÑÔ ÐáÕ èÐ ßÝ×ÒØÕå áÕÒÙÕéÝÔ ÒÝ ÕÞßÝ×Õ ÑàÞÕÔ Ô éÐÒÑÔÓÑ àÑßÝÓÕ
êëê ìíî ïêð ñòîóêòëô îõöòìëî÷ øôðùú ûõóêòüêëî ñôýìøùî þê øòìëþÿôòóîòìüô ï ÿòêùïêëðëô ýôóêëô�
ùüêò þê ñôþù�þî ìëìíîõîòìøî ðîó ïêð ÿòêùïêë�ú ûõ õëìëê�ì ìëìíîøîðëê�ì îõòìõì õì ôöòìïëìïìëê
robne pogoje nosilca se nato identificira zgolj razmerje med upogibno togostjo EI in maso na êëôøô ýôí�îëê m� øôýì íôðêni vrednosti ostaneta neznani. Identificirane vrednosti razmerja ���� 	
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"#$%&"' ($)*"+," -./*0 12 3" 3"4$, 56,$72 7 1$+$18"+2382%#2 "#$%&2 92&$#,$ *642:2;2+$#"9$
sistema se nadomesti z vrednostjo, identificirano na prvotnem sistemu. Koeficient b, ki se <=>?@A @ BC?DEA FGHIJ AC <=KLBMADC= @ N?O?NPBOAKPADCA BC?DEAJ >B MBQACAO?C R BC?DE= FGGIJ AC S? >B
tako mogo

DB ARO?DTC?PA K <=U=D>= ARUBO>BCB M=LVACB WJ O?RUBO>? XYZUJ AMBCPAQA[AO?CBS? C?
prvotni konstrukciji in lastnih frekvenc ω, izmerjenih na spremenjeni konstrukciji (z dodano 
maso). Z izmerjenimi lastnimi frekvencami in znano vrednostjo koeficienta b je seda

> U=S=DBMAOBNPC= AMBCPAQA[AO?PA E=MAKA U ?LA XYJ U?C>N?>=DA <=M?PBN <? C?P= KLBMA AR C?><OB>
identificiranega razmerja EI/m.  \]^_`abcd ec bfg_ ha`cgbcij kfe ic lfmbcnf abc`foae j pq_`frf ncs dfk if `fl]asiam ]_gfoaefm qf_d_^_sf lfick]e ance t_ ahcibauagfoae_j q`fgbasi_ qf ec h_n_]e vc cif kfdf u`cgnciofw xyz{|}| {|~������ �|� �� �~ y{|������� {|~�z�z� yz�{�}�| ���� ~|�z� ��{ z{����|��| �|�|�z���{������ �� ~�|�|� �� �|�z �|��z {��|����z �|���| �|�| yz�~{z�� �y{���|���� �y{����}�
odziva (frekvenc), da jih ni

�z�z�� ~|����� ��z �z���� z� �|y|� ��{����� ��y{|� �� � �|�|����|��� z}{|��|�|� ~�z�� y{z��z������ �z����� �yz�|�� �z �~{|~�
identifikacijo, ki so bili tudi uporabljeni za eksperimentalno potrditev rezultatov), je izraze za 
ostale vrste robnih pogojev mogo�� y{��z}��� �| z��z�� ��|��� �z{|�z� |�|��~�� 
 
 
'LQDPLþQR�REQDãDQMH�HODVWLþQHJD�SURVWROHåHþHJD�QRVLOFD�]�GRGDWQR�PDVR  
 �������� ������ ¡¢¡£¤ ¥��¤ ¡¦ � §�§��¥� ���� ¨ ¤¥ ©�����¥���¥¤� ���¡¥���

Jc, locirano na 
razdalji  L1 od leve podpore. Za pridobitev informacije o lastni frekvenci takega sistema je na ����� �ª� ©¡£ ��¤�����©« ¬��¡�¤­ �¡�� ���¤ �¡  �­¬� �����®¤�� ��§¤ �� ¤¥©¡��¥� ¤§¡¥�¤¯¤¬�¦¤��°±²³´ µ¶·³² ´ ¹̧º»³º»¼½¾³¹ ¿µÀ ¸ ÀÁ»¸¾µ ¾Â²µ ²¼Ã¼Ä¹ ÂÅµ´Á¼Ãµ¾µÀ ¹³ ¶¸Æ¼¾¼Ã¼ Ç¸ÈÄ³µÆÀ¼Ã º»µ´ÉµºÊÁµ ¼·¼Æ¼Åµ ¾Â²µ µ¶º³Ä¹¸Ã¼ »³Ä¸¾µÃ´¼ ³´¼½¾¸Ã´µÀ ¸´¸Äµ¾µÅ´µÀ µ¶»¸¶¼Ã ¶¸ º»Ã¼ Ë»³ÁÃ³´É¼Ì
Uspešnost metode je odvisna od izbire oblikovnih funkcij in kot najpreprosteje funkcije se ½·¸¾» ¹̧¼ ½¾¸¾µÅ´³ Âº¼ÆµÍ´µÉ³Ì Î¸ ¼Í»¸Ã´¸Ã¸´¼ Á¼´½¾»ÂÁÉµ¹¼ ¹³ ´ ¹̧Í¼Ä¹ ¼Åµ¾´¼ ·³½¾¼ ¶¸ µ¶Íµ»¼
lokacije dodatne mase na sredini razpona. Za to situacijo se ocena velikosti porazdeljene mase · Á¼´½¾»ÂÁÉµ¹³ Ä¸ÀÁ¼ º»µ²¼Íµ ¾Â²µ µ¶ µ¶»¸¶¸ ¶¸ µ¶»¸ÅÂ´ º»Ã³ Ä¸½¾´³ Ë»³ÁÃ³´É³ º»¼½¾¼Ä³Ï³Å³Æ¸
nosilca z dodatno maso na sredini razpona, ki ga je podal npr. Low:  
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kjer ν1 ÐÑÒÓ ÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÚ ÔÕÛÞ ÜÚØÙßÞ àÕÖáÛÖßâÞ ÔÕÞØÙÞÜÖãÖäÖåÚ ßÞØæÜâÚ Ò ×Þ×ÚÙßÞ çÚØÞ èé  êÜÙÖÕßÚÙæÛßÚ ÞëÜæáÚ ÞëÜæáÞÛßÖ àìßáâæÝÖ ÝÖ ÙÕæåÞßÞçÖÙÕæäßÚ àìßáâæÝÚé íÔÞÕÚëÚ ÞëÜæáÞÛßÖ
funkcije v=sin(πx/L) za sistem z dodatno maso M na sredini razpona vodi do naslednjega 
izraza: 
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 î ïðñòóñô õö÷ø ùð õöúø ðï ðñûüýþñ ÿ�ü�ñ�ðýûüðù �ý�ïðü �
c dodatne mase, ker ne vpliva na ý��ùÿ �ýðûü����ù�ï �ñ�ñ�ù ð�ïðï ûù�ïü�ù�ï	 
ðñòóñ õöúø ÿý�ù �ý óý�� �ùô �ï

zultatov zaradi 
primernejše oblikovne funkcije. 
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����� �� ������ ������ ����� �� �����  �!�� �"������� #!��$���% �� �� ���  � �� �"����������% �� ���"���� ���� ��� �������  �#����$����� ����"� �������% ��� ��� ���&��� �������
enostavnejšo vpeljavo višjih '()*+),-. /*(012 30 +452 1652 54 ,078497 :2/ ();691014+< =41 7) >)
omenjeno, je proces analize enak kot pri osnovnem sistemu, vendar s to razliko, da masa 
razdeli nosilec na dva dela, kar vodi do dveh funkcij : )x(w1  za del levo od dodatne mase in 

)x(w 2
;0 5)9 5)?,4 45 54501,) @0?) A),0B80 CDE< 

 
Osem neznanih koeficientov A i in Bi FGHI JK LM NO JKPKQG GR STGUGV UKWXGV YKZK[O\] ^G KYGN_[O[K
pomika in upogibna momenta na obeh koncih: 
 

0)0(w1 = ,   0)0("w1 = ,   0)L(w 2 = ,     0)L("w 2 =      (20) 
 

ter štirih pogojev zveznosti pri lokacij i mase, ki opisujejo kompabilitetne pogoje za pomike, R`N_^O] _YKZGWXO aKaOXTO GX YUOQXO NGPOb 
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111
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==
                   (21) 

 
Prva dva robna pogoja vodita do enostavne rešitve: 
 

A2=A4=0              (22) 
 
ki jo je smiselno direktno upoštevati. Preostala robna pogoja ter pogoji zveznosti vodijo do 
sistema homogenih diferencialnih OX`QWc d`^ NGNTOa Ga` XOTUG\G`PXK UOSGTO\] ^`J`U [OJOTOUaGX`XT` NGNTOa` OX`^` XGQc d`^K aKU` WGTG JOTOUaGX`XT` X`NPOJX[O a`TUG^O OX`^` XGQb 
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131313131
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13131
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chbshbcbsbchJshbcJsb
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(23) 
 
kjer so simboli  
 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

EIbbEIbb

LbcoshchLbcosc

LbsinhshLbsins

LbcoshchLbcosc

LbsinhshLbsins

3
31
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1111

1111

⋅=⋅=

⋅=⋅=
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⋅=⋅=

⋅=⋅=

           (24) 

 



Osnove identifikacije sistemov s porazdeljenimi masami 

6 

Determinanta matrike (23) se lahko zapiše v splošni obliki kot: 
 

0EIEI 321
2 ≡∆+∆⋅+∆⋅ ,     (25) 

 e fghijkjhlmjn iolfkjpqrj sgtujlh vn tgfqkjph rqeh v
1, mase M in njenega vztrajnostnega 

momenta Jc, lastne frekvence ω ter koeficienta b: 

( )( ) ( )( )( )( )
( )( ) ( )( )( )( )

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )( )11LL

4
c

1LL1
4

c3

L1LL1LL
2

c
3

L1LL1LL
2

2

LL
4

1

L2 LbsinhL2 Lbins shsJM

 L2 LbcoshcchL2 LbcosJM

shL2 Lbcos c  sL2 Lbcosh schJb2

shL2 Lbcos c  sL2 Lbcosh schMb2

shsb8

⋅−⋅⋅⋅−⋅+⋅⋅ω⋅⋅−

⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅ω⋅⋅=∆

⋅⋅−⋅++⋅⋅−⋅−⋅−⋅ω⋅⋅⋅+

⋅⋅−⋅−+⋅⋅−⋅−⋅⋅ω⋅⋅⋅=∆

⋅⋅⋅=∆

     

(26) wxjmlg phn sq y z{j|}~�� �� ������} |��} ��� }����� ���� �~}��} � ������ 01 ≡∆ ���� ��}��
2∆  

in 3∆ �����}���� ��~ �� �} ������~��� }����� �� �~�����}�}�} ������}�  ������ ���� �} �}������ �~}�~���� ����~���� }����� �}�����} EI z naslednjima rešitvama: 
 

1

31
2

22

1

31
2

22

2

4   
EI

2

4   
EI

∆⋅
∆⋅∆⋅−∆+∆−

=

∆⋅
∆⋅∆⋅−∆−∆−

=
      (27) 

 �� ����� �� ��¡� �¢�£¤� ¥¦§¨ ��©ª�£¢� «��¬©¢�­�® ¯� ¯�°¢±® ¬� ��� �¢²�¢��°­� «±��¢ ©³±ª̄«±©���¡¢� �� ���¡´ �� «� °�� ±¤� �� ��¡� «±©���¡¢�® ¯� «±���¤¢±  � µ³±�±¡���® ­����� ¯� ­±��­�¢�´
V primer

µ �¬�¢��¶�­�·�̄ � © ¡�£̄ ��  ��¡�ª±� ¶��­¡�¢· °� ¯� «�� �°­�¢̄ µ ­±��­�¢� �� ��¡� �±³±£�
pomagati z višjimi frekvencami, zaplete pa se lahko pri identifikaciji z zgolj prvo frekvenco. ¸±���¤¢� �¢¬�­��±� ­±��­�¢� �� ��¡� °� ª�¹­± ¬±¤� �© �¢�£¤�® �©«�ª̄ �¢� �© ­���­����°��£¢� �¢�£¤�
brez upoštevanja vztrajnostnega momenta Jc

´ º¢�£¤� ¥¦»¨ °� ��­± ��¬µ·��� ¡ ª�¢���¢± �¢�£¤± 
 

0EI 21 ≡∆+∆⋅      (28) 

z 

( )( ) ( )( )( )( )L1LL1LL
2

2

LL
4

1

shL2 Lbcos c  sL2 Lbcosh schMb2

shsb8

⋅⋅−⋅−+⋅⋅−⋅−⋅⋅ω⋅⋅⋅=∆

⋅⋅⋅=∆
 (29) 

 º¢�£¤� ¥¦¼¨ ��� ©³±ª̄ �¢± �� ���¡ 
( )( ) ( )( )( )( )

LL
3

L1LL1LL
2

1

2

shsb4 
shL2 Lbcos c  sL2 Lbcosh schM

EI
⋅⋅⋅

⋅⋅−⋅−+⋅⋅−⋅−⋅⋅ω⋅−=
∆
∆−=   (30) 

 ��«��¡ ¯� «��«�±°��̄  � �¢ ° ��� ��¢̄ ¢���¢£¢� ±¬ �¢�£¤� ¥¦½¨® ¯� «±��¢ �¢�£¤� ¥¦¼¨ �¢ ¢̄ �¢�
rešitve (30) zgolj v dejstvu, da indicira korektno rešitev izmed izrazov (27).  
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¾¿ ÀÁÂ¿ÃÁÄÁ ÅÆÇÁÈÀÁ ÉÆÂ¿ÊËÌÁ ÌÁ ÍÆÎÆÏÁ À¿ÌÃË ÊÁÉÆ ÁÀÆÇÃ¿ÐÀÁÌ ÑÁ ËÒÄ¿ÒÁÓ ÔÁ ÌÁ ÕÆÕ¿ÃÀ¿ Í¿Ç¿
locirana na sr

ÁÕËÀË Ä¿ÒÅÆÀ¿Ö ÇÁ ÐÆÕËÉÀ¿ ÁÀ¿ÏÈ¿ Ò¿Ä¿ÕË ÇËÍÁÃÄËÌÁ ÂÆÀÇÃÄ×ÂÊËÌÁ ÄÁÕ×ÊËÄ¿ À¿ ÆÈÉËÂÆ
dveh produktov, kar vodi do dveh rešitev: 
 

3
2

b4

2

Lb
 tanh

2

Lb
tan

MEI
⋅






 ⋅−





 ⋅

⋅ω⋅=    (31) 

b4
2

Lb
cot 

2

Lb
coth

JEI 2
c ⋅






 ⋅−





 ⋅

⋅ω⋅=       (32) 

 ØÄÐ¿ ÁÀ¿ÏÈ¿ ÌÁ Ù×ÀÂÊËÌ¿ ÒÎÆÉÌ ÐÄÁÕÀÆÇÃË ÕÆÕ¿ÃÀÁ Í¿ÇÁ ÚÖ ËÀ ÅÄËÅ¿Õ¿ ÇËÍÁÃÄËÏÀËÍ ÛÉËÜËÍÝÀËÜ¿ÌÀËÍ ÆÈÉËÂ¿Í ËÀ ÅÄËÅ¿Õ¿ÌÆÏËÍ ÙÄÁÂÐÁÀÊ¿ÍÓ ÞÄ×Î¿ ÁÀ¿ÏÈ¿ ÌÁ Ù×ÀÂÊËÌ¿ ÒÎÆÉÌ ÐÒÃÄ¿ÌÀÆÇÃÀÁÎ¿
momenta Jc

ËÀ ÅÄËÅ¿Õ¿ ÀÁÇËÍÁÃÄËÏÀËÍ ÛÇÆÕËÍÝ ÀËÜ¿ÌÀËÍ ÆÈÉËÂ¿Í ËÀ ÅÄËÅ¿Õ¿ÌÆÏËÍ É¿ÇÃÀËÍ
frekvencam. Izraza (31) in (32) predstavljata rešitvi, po obliki podobni rešitvama (18) in (19), ÐÁÀÕ¿Ä Ò ÍÀÆÎÆ ÐËÑÌÆ À¿Ã¿ÀÏÀÆÇÃÌÆÓ 
 
 
Zgled  
 ÞÆÉßËÀ¿ ÀÆÇËÉÊ¿ àáâÓã ÍÖ ÅÄÁÄÁÒ ÈäÜ á åæäåç ÊÍÖ Í¿Ç¿

kg5.37kg2500m15.0m10.0 =⋅⋅ , 

E=32 GPa. Dodatna masa M=200 kg (z Jc=6.66666666⋅10-2 kg⋅m2) je locirana na razdalji 3 m 
od leve podpore. 

 

 

 

 

1. nihajna oblika 

2. nihajna oblika 

3. nihajna oblika 

4. nihajna oblika 



Osnove identifikacije sistemov s porazdeljenimi masami 

8 

 

 
 

 
 

 
 èéêëìí îïíðñíìòí óôõïéö÷ìéìí õ øùúû êüý 
 
Frekve
nce 

osnovni sistem 2

22

2
n

n

L

m

EI






π⋅

⋅ω=  
 sistem z dodatno maso 

M=200 kg ter 
Jc=6.66666666⋅10-2 kg⋅m2 

1 13.7951658635766 Hz 24000.00104050541  12.820750909439 Hz 
2 55.1806814391708 Hz 24000.016685001414  50.153975715465 Hz 
3 124.156708389841 Hz 24000.084400275657  121.873782592285 Hz 
4 220.72387427503 Hz 24000.266451137704  215.961998530973 Hz 
5 344.883806299269 Hz 24000.649579554218  318.134797675876 Hz 
6 496.639872133206 Hz 24001.344626100577  475.364407713904 Hz 
7 675.998120641021 Hz 24002.48597366034  667.783113444883 Hz 
8 882.968415431364 Hz 24004.23097843107  837.194605922803 Hz 

  
 
Identifikacija 
 

 EI [Nm2] m [kg] 
n 

íìéöþô óÿ�û íìéöþé ó��û  
1 129.398 899016.458 899145.856 37.452 
2 862.325 899108.277 899970.603 37.456 
3 -22178.332 894408.087 872229.755 37.260 
4 -42895.185 895917.716 853022.531 37.323 
5 12238.803 898783.911 911022.713 37.443 
6 -34834.269 897706.838 862872.568 37.398 
7 -663074.463 897444.055 234369.592 37.387 
8 -25564.028 899549.263 -181908.009 37.475 

 
 

 

5. nihajna oblika 

6. nihajna oblika 

7. nihajna oblika 

8. nihajna oblika 
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Eksperimenti 
 
Za testiranje prikazane procedure se je uporabil 1780 mm dolg jekleni nosilec z modulom ������	
���� E=2.1 1011 Pa (vrednost, povz��� �� ����
���
��� ���� 
� �
��� �����
� �� ����
m=���� ����� �� !" #$ %&'() �*� +! ,#$ %! ! - " .$/ 0&)/$ %!(0&�&)#$� - -1#(#" $�(
dimenzijama 40*20 mm z debelino 2 mm. Vztrajnostni moment prereza je bil I=1.4216 10-8 
m4.  
 
Za meritve odziva so se uporabili akcelerometri. Uporaba akcelerometrov za meritve nihanja $�( %! '#&2)$3 �&) 2&  #&2)(0#( �&#)(4( $# ' �&#)(4(3 ) ! 0$2&�( $#) #-$0#&2)3 2/(.&2) %( " 3
'( (�5 / !&� ) ! '&'( � !$)0$ )1'$ 20&"& �(2&3 �(! /(6�& %&%(,$ � !$) 0 &-� 0&'$ '& #$4" $6
lastnih frekvenc. V meritvi uporabljeni akcelerometri (Brüel & Kjær Model 4370 z uporabnim 7! �0 #,#$� !(#�&� '& 8999 :-* 2& $� /$ 8;�� � $# )(�& 2 " 2�()!(/&3 '( # 0%/$0("& #(
<=>?=@A BCDAEF GAH@IJ AD IKL=J=>B<=M>I ?= NAJ B?IOI@ D P>Q=J R S?T> UVI>H= W<XJAYA=> 2635 in 
nato prenesen do analogno digitalne enote Mowlem Microsystems MM700. Od tam je so bili 
podatki preneseni v PC-a in obdelani s programom Matlab. 
 ZI X>ACBNAM=E JI[M@AV Y>=KE=@L [B [= \XB>INAJ= I<NA=@M@= EAN>ILA?= IJA XI \CI>@I BNM=]NIF
Vzbujanje sis

M=<I D @=@IC@A< [X\^OI@?=< BN=^=@= <I[= [= @A ADEI?IJB_ K=> [B NAJA DICBEBJ? AEA
>=D\JMIMA CBNJ?=@A N>=D EDN\?I@?I IJA D \CI>L=<F `>=KE=@L= EDB>O=@?I [B NAJ= <=C ab cD E[= CBdbb cD eDI>ICA M=V@AO@AV B<=? AM=E BX>=<=f_ CB <IK[A<IJ@B gabb <=>AM=E eDI>ICA B<=?enega 
spomina analogno-digitalne enote za zbiranje podatkov). Tabela 1 predstavlja prve tri zaznane JI[M@= Y>=KE=@L= KB@[M>\KLA?= [ X>AXICI?BOA<A >ID<=>? A EI/m_ AD>IO\@I@A<A D =@IONB ehdfF 
 iIN=JI hF j>E= M>A JI[M@= Y>=KE=@L= A@ X>AXICI?BOI >ID<=>?I EI/m. 
 

n νn [Hz] 2

22

2
n

n

L

m

EI






π⋅

⋅ω=  

1 20.30  1676.611 

2 83.98 1793.235 
3 184.14 1703.008 XBEX>=O?=   1724.28  

 kOAM@B ?=_ CI AC=@MAYALA>I@A >=D\JMIMA EI>A>I?B D@BM>I? >I@HI ±
lm nonpq rnsrtuvwu stuxwnyzq qw

tako se je vrednost 1724.28 uporabila v nadaljev{w|} qxuwzq~qo{�q|u� �tq�ut|{s{ � {w{pqzqvwnstuxwnyz|n ��������� rno{�u� x{ yu stuxwnyzq t{�pqo}|uz{ �{ �{w| onz ���m�
 

 
Testi na spremenjeni konstrukciji so se izvedli z dvema dodatnima masama (diska z masama 
5 kg in 10 kg ter masnima vztrajnostnima momentoma Jc=0.010125 kg·m2 in Jc=0.049 
kg⋅m2�� �{ �q yu rtqxn�qpq vq� �np| �{wuyp| qsq tu�}pz{zq� |u �qp{ sy{o{ �{y{ xnx{w{ w{ xsu�pno{�q|{� �vuztzqw{ qw ytuxqw{ t{�rnw{�� �xuwzq~qo{�q| yo{ rtn�ux}t{ yu |u q�suxp{ xs{ot{z �{ sy{o
par frekvenc: z upoštevanjem m{ywu�{ s�zt{|wnyzwu�{ �n�uwz{ s {w{pq�q �uw{v�q ����� zut
�tu� w|u�nsu�{ }rn�zus{w|{ �uw{v�{ ������ �nz |u �qpn rtqv{ons{wn� yn �qpu ~tuosuw�u yqyzu�{
� xnx{zwn �{yn wq�|u nx ~tuosuw� nywnswu onwyzt}o�q|u� 
 
 
 
 



Osnove identifikacije sistemov s porazdeljenimi masami 

10 

Tabela 2: Identificirane vrednosti porazdeljene mase za M=5 kg in L1=0.445 m 
 

n νn  [Hz] b EI [Nm2] masa E 
   ������ ���  en. (30) [kg/m'] [N/m2] 
1 12.21 1.35921 6.72 2888.92 2874.33 1.67534 2.00917⋅1011 
2 55.61 2.90073 3229.40 -27.26 3136.19 1.87279 2.24597⋅1011 
3 168.0 5.04180 -1840.51 10007.42 6157.26 5.80349 6.95991⋅1011 

 
 
Tabela 3: Identificirane vrednosti porazdeljene mase za M=10 kg in L1=0.445 m 
 

n νn  [Hz] b EI [Nm2] masa E 
   ������ ���  en. (30) [kg/m'] [N/m2] 
1 9.668 1.20948 20.11 3083.13 3047.07 1.78797 2.14424⋅1011 
2 51.195 2.78320 2801.51 -863.12 1701.36 1.62465 1.94838⋅1011 

 
 
Tabela 4: Identificirane vrednosti porazdeljene mase za M=5  kg in L1=0.89 m 
 

n νn  [Hz] b EI [Nm2] masa E 
   ������ ���  en. (30) [kg/m'] [N/m2] 
1 9.760 1.21522 5.69 2840.57 2840.57 1.64730 1.97554⋅1011 
2 72.00 3.30063 916.40 -8546.58 -8546.58 0.53144 6.37336⋅1010 
3 162.30 4.95554 365.88 23614.19 23614.19 13.69432 1.64230⋅1012 

 
 
Tabela 5: Identificirane vrednosti porazdeljene mase za M=10 kg in L1=0.89 m 
 

n νn  [Hz] b EI [Nm2] masa E 
   ������ ���  en. (30) [kg/m'] [N/m2] 
1 7.52 1.06669 16.311 3021.18 3021.18 1.75204 2.10115⋅1011 
2 72.22 3.30568 4540.45 -17053.39 -17053.39 2.63309 3.15777⋅1011 
3 128.4 4.40772 -140.95 -13.53984 -140.95 -0.00785 -9.41661⋅108 

 ¡¢ £���¤ � ¥¦ § ¨� ¦��£�¦© ¥� ª«� ¬£�­� ­�¬�£ª�© ¥¦�¤̈ ��� « ®­ª�¯� ¤�«£��¯� °­�±ª��²�¯�© ¤�³�̈ ¦
znotraj zadovoljivega ranga, in da rešitve, dobljene z višjimi frekvencami niso uporabne. ´�¢¤¦µ ¢� £�±¬�� ��®�±� ¨� ¯¦µ¦�� ®­�®�«�£� ¥�̈ «£ª¶© ¥� ¢�­�¥� ª�¤�±¦«£� ¥¦¥�£��· ¯�« «�«£�¯
postane zelo podob�� «�«£�¯¶ ¢ ��¦ ®­¦«£¦«£�¦ «£¦®�̈ ¦© ¢�­�¥� ��«� ¨� ��¤¦ ®­�±£���¦
��¯¦µ¦�� ¢�¢��£� ª�¬̈ � °­�±ª��²� �¢ °­�±ª�����µ� «®�±£­� �¢�­�¥� �¢­�¢�£� ¥¦¯����£�¦«£� ®­ª�·
frekvenc). Ker pa je bila (zaradi omejitve opreme) tudi najvišja merska frekvenca relativno 
nizka za meritve višjih lastnih frekvenc (500 Hz), so bile višje frekvence komaj zaznavne. 
 
Zaradi tega se je inverzna identifikacija izvedla zgolj z vrednostmi prvih lastnih frekvenc. ¸��£�¦ ¨�© ¥� ª­�¥�¦«£�© �¥��£�°�²�­��� ¢ ¶®¦­��¦ ¢µ¦¤̈ ®­ª�· ¤�«£��· °­�±venc sistema z 
dodatno maso, vodijo do sprejemljivih rezultatov v primerjavi z dejansko maso 1.72 kg/m'. ¹¦ª®­���� ª­�¥�¦«£ �¥��£�°�²�­��� ¯�«� �� ¦«�¦ª� ®­ª�· °­�±ª��² ª«�· ¬£�­�· ¯�­�£�ª ¨� ��¤���¯­�� º»�¼ ±µ½¯¾© ±�­ ®­�¥«£�ª¤̈ � ¥¦�­¦ ¶̈ �¯��̈ �» 
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Ob pred¿ÀÁÂÃÄÅÆÇ ÈÃ ÉÊ ÆÈÊËÂÆÌÆÍÆÎÃËÃ ÄÎÊÈËÀÁÂ ÏÃÁÊ ËÃ ÊËÀÂÀ ÈÀÐÑÆËÊ ÊËÃÅÃ ÒÓÔÕ ÅÖ×ÏÇ ÁÊ ÉÊ
pridobila vrednost upogibne togosti EI=2900.5 Nm2. Primerjava identificirane vrednosti z ÂÊÀÎÊÂÆØËÀ ÙÚÛÜÝÓÕÞ ß×Ï2à ¿ÀÅÃÑÊÇ ÈÃ ÁÊ ÀáÊ ÄÎÊÈËÀÁÂÆ ÎÃâÐÆÅãÉÊÂÃ âÃ ÏÃËÉ ÅÀÂ ÕäÓ 
 åæ çèéê ëæìíîê ïèðñéðîòê óíêôîæó èðõöíðé ÷ðîæôøæ ùúû öî óçêðîêìíæéëüðîæó ÷ðîæôøæ ýþû éêÿöíæ
do enakih rezultatov za dodano maso na sredini razpona, saj tam masni vztrajnostni moment 
zaradi simetrije nihajne oblike nima vpliva. Dodatna masa na sredini konstrukcije je dejansko ëêòöèæîæ é éê�ëöõô� ÿè��ð îö�æüîð êøëöñð öî íæñê ��êëü é�íèæüîêìíîö�ê�ðîí éçëöéæ îæ îö�æîüð�

 �æëüð üð �ê�êôð êçæ�öíö� ÿæ ìíæ êøð èðõöíéö ÷ðîæôøö ùúû ö� ñéæÿèæíîð ðîæôøð çèö �çêèæøö çèéö�
frekvenc vodili do pozitivnih rešitev in je ta

ñê øöëê çêíèðøîê �çêèæøöíö çêðîêìíæéëüðîê ðîæôøê
(30) za identifikacijo korektne vrednosti. 
 åæ ÿêÿæíîê �æìê îæ ìèðÿöîö èæ�çêîæ ìíæ ìð �æ öÿðîíöïöñæòöüê ëæ�ñê �çêèæøöëö í�ÿö êøð ðîæôøö�
çèöÿêøëüðîö � �æ	ëðö��êéö� çèöîòöçê�� åæ ÿêÿæíîê �æìê 
 ñ� ðîæôøæ ÷��û

 vodi do vrednosti 
m
���ý ñ����� ðîæôøæ ÷ùþû çæ éèðÿîêìí

m=1.63 kg/m'. Za dodatno maso 10 kg pa sta öÿðîíöïöòöèæîö éèðÿîêìíö �
���� ñ���� ê�� �
��úý ñ���� � êøð� çèö�ðèö� ðîæôøæ ÷ùþû êôöíîê
éêÿö ÿê øêëü õö� èð��ëíæíêé� ñæè üð çêìëðÿöòæ øêëü õð�æ çèöøëö�ñæ îö�æüîð êøëöñð� �îæôøö ÷ý�û öî
÷ýùû üæìîê éêÿöíæ ÿê ðîæñö� èð��ëíæíêé ñêí ðîæôøö ÷ùúû� ñêèðñíîð çæ ìê ��êëü ìðéðÿæ èðõöíéð�
ÿêøëüðîð � ðîæôøê ÷ý�û�

 
 
Primerjava rezultatov in komentarji 

 �èðÿìíæéëüðîð ðîæôøð �æ öîéðè�îê öÿðîíöïöñæòöüê ìê øöëð çèæñíöôîê çêíèü
ene z eksperimenti. �èðÿìíæéëüðîö çèöìíêç üð � �çêèæøê çêéçèðôðîüæ ÿð�êîìíèöèæë ìéêüð çèðÿîêìíö� �ðçèæé üð øöë

uporabljen zgolj s prvimi lastnimi frekvencami, se lahko predpostavi, da bi rezultati ö�ñæ�êéæëö ìëöôîê îæíæîôîêìí� ôð øö ìð �çêèæøöëð ÿêéêëü îæíæîôîê ö��ðèüðîð éöõüð ëæìíîð
ïèðñéðîòð � éðôü ö� õíðéöëê� ì�öìðëîê �æîü õö� �æì ÷êçê�êèöíö üð îæ�èðô çêíèðøîê� ÿæ ìíæ øöëö
ÿêÿæíîö �æìö� �çêèæøëüðîö é ðñìçðèö�ðîíö�� éðôü ö êÿ òðëêíîð �æìð îêìöëòæû� ��øöèæ ÿêÿæíîð
�æìð üð ëæ�ñê �ðëê êøô�íëü öéæ� ìæü üð öÿðîíöïöòöèæîæ �æìæ îæ ðîêíê ÿêë�öîð çèéö èð��ëíæí æîæëö�ð�
Predpostavi se lahko, da bi premajhne mase ne bile uporabne zaradi premajhne razlike med ïèðñéðîòæ�ö êèö�öîæëîð öî ìçèð�ðîüðîð ñêîìíè�ñòöüð ÷�æèæÿö êøô�íëü öéêìíö �ðèìñð êçèð�ðû�
Problem velikosti dodatne

�æìð ìð ëæ�ñê íæñê ê�öëö � �çêèæøê èæ�ëöôîö� éðëöñêìíö ÿêÿæíîö�
mas, eksperimenti pa so pokazali, da se lahko metoda uspešno uporabi tudi z dodatno maso, éðôüê êÿ òðëêíîð�æìð êìîêéîð ñêîìíè�ñòöüð�  
 
 
Prednosti 
 
Enostavnost spremembe konstrukcije z dodatn

ê �æìê� ñæè ê�ê�êôö çèöÿêøöíðé éðëöñð�æ
števila sistemov za identifikacijo 
Ohranitev prvotnega stanja konstrukcije po identifikaciji  �îêìíæéîêìí ö�èæô�îæ ÷ñéæÿèæíîæ ðîæôøæû

 �êéêëü üð �ð çèéæ ëæìíîæ ïèðñéðîòæ� îæíæîôîê ö��ðèüðîð éöõüð ïèðñéðîòð ëæ�ñê ì çêéçèðôðîüð�
�æ�êíêéöüê éöõüê îæíæîôîêìí

 
 
Slabosti 
 
Posebni izrazi za vsako vrsto vpetja 
Nepreglednost izrazov pri konstrukcijah z odsekovno konstantnim prerezom 
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c=6.66666666⋅10-3 
kg⋅m2) je locirana na razdalj i 1.5 m od leve podpore. 
 
Lastne frekvence so: 
 
Frekvence osnovni sistem sistem z dodatno maso  

1 30.1592862870886 Hz 29.4556632272687 Hz 
2 120.637486191849 Hz 119.542398060384 Hz 
3 271.437385874854 Hz 268.853776711229 Hz 
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