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Analiza lastnega nihanja nosilcev s koncentriranimi 
masami 
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Podajnostna matrika – virtualno delo, inverzija togostne matrik� ����������� ������  ! ��"�#
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Problem lastnih frekvenc se prevede v razvoj determinante: 
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Inverzna identifikacija nosilcev s koncentriranimi masami 
 
Osnovni sistem 
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Sistem z masi Mj dodano maso ∆Mj  
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Velokost mase M j pa sledi iz: 
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Masna matrika je tako identificirana v celoti, znani 
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Zato se postavi dodatno vprašanje, ali je sploh potrebno izvesti N meritev na spremenjenih 
sistemih oz. ali je potrebno dodati maso v vse prostostne stopnje. Število dejansko potrebnih 
spremenjenih sistemov nsis je tako: 
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Tako velja  

N nsis 

1 1 
2 1.5 (2) 
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4 2.5 (3) 
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tevilu koncetriranih mas formalno ni potrebno dodatno maso 

dodati vsaki koncentrirani masi. 
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 �� �� ������ �� �� �������� ������ �� ���������� ������ ��������� �������� ����������������������� ������ �������� �� ��������� ��� � � �������� ��������

- vrednost upogibne ������� �� ������ �������������� ��� � ������� ����������� ������ ����������� �������
������� �� ����� ���������� �� ����� �� ��� ��� ������� � �� ���������� ��� �������� ����������� ¡¢£�¤¥¦§ � ¦̈§�� ¡¨©�§¦§ �¨¢ ª ©¥¢¡£¨«�¥¬ ­§«�¬® ª¨  ¡¨¡¥¯�� �§­�«�¯§�§ °¨ �°¢± ª ²³´ ¨«¥
z integr¨¤¥¦� �µ¡§¶µ§·±

 ¸§  § ¶§ ¥ª ­¥¨¹��¨«�¥º ¯«§��© «¨º�� ¥­§�¡¥»¥¤¥¢¨ ´¼® ¥­§�¡¥»¥�¨¤¥¦ ¨ ¥ª©§�­¥¨¹��¨«�¥º ¯«§��©­§¦¨� ��  °«�º �¥ ©§¯ °�¡¢§µ�¨± ³� ¦§ �¨¬¢§¯ £°�¹¥µ�¨ ¡�¹� ¡ ��� ¡¢£�¤¥¦ § ´¼ ¥­§�¡¥»¥¤¥¢¨�¨® § «¨º�� �¨¬¢§¯ ¤§«�¡�¨ °�­ ¦̈�� ¡�¨ ¬¨¡¢¥�¨ °¢¥­�µ¥ ª £°�¢¨µ� �£¬§¢¥¯�¥º °� ¡�°��©½©¥¢¡£¨«�� ­§«�® ¬§¡�­¨ ���¯�¥º §«§¬§�¡�©·® ¥�  § £°�¢¨µ¥ ½ �£° ¦̈ ª ¥­§�¡¥»¥¤¥¢¨�¥¬¥ ¬¨ ¨¬¥·ª¨ ¥ª¢¨¯£� �¨¢¨�¡§¢¥ ¡¥¯�§¹¨ °�«¥��¬¨® �¥  §  §©§­¨ ¬�¢¨ £¦§¬¨¡¥   �¨¢¨�¡§¢¥ ¡¥¯�¥¬°�«¥��¬�¬® ¥ª¢¨¯£�¨�¥¬ �¨ � ��©¥ ¥ª¬§¢¦§�¥º »¢§�©§�¤ ½���¡¢�«¨ ¥ª¢¨¯£�¨·± ²�¢§µ¥¡�¨ ¥­§�¡¥»¥�¨¤¥¦¨ ¥ª©§�­¥¨¹��¨«�¥º ¯«§��© ¡¨��  «£¶¥ ª¹�«¦ °¢¥¬§¢¦¨©¥ ¥­§�¡¥»¥¤¥¢¨�¥º©¢§­�� ¡¥ �ª± ¥ªµ�«¦ ¾¨�¦£ ­�µ«¦§�¥º ¢§ª£«¡¨¡�© ½  °�©°¢§¯§�¦§¬·±
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 ÜÆ×É¿ÖÂÌÓÀ¿ÌÃ¿Â ÎÃÉ¿Â ¿É ¿ÌÁÊÀÏÌØÀ × ÎÃÉ¿ÂÒ Ý
o, A1, A2,..., AN

Õ ¿ÌÁÊÀÏÌØÀ ÏÌ × ÎÃÉ¿ÂÒ ÖÉÊ
o, det1, 

det2,...., detN
Õ ×É¿ÖÌË ¿ÌÁÊÀÏÌØÀ ÈÀÊ ¿ÉÃÂ¿ÉÌË¿Â ÎÃÉ¿ÂÙ 

 
 



Osnove identifikacije sistemov s koncentriranimi masami 

10 

Sistem z dvema koncentiranima masama (N=2) 
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Sistem s tremi koncentiranimi masami (N=3) 
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�	��ü	�þ����ü z izrazom za determinanto, ki pa je sedaj enak: 

( ) 32133221133
2

12
2

231123131222
2

13

333231

232221

131211

321

333322311

233222211

133122111

o

MMMddd dd  dd ddd2 dd

ddd

ddd

ddd

MMM

dMdMdM

dMdMdM

dMdMdM

det

⋅⋅⋅⋅⋅+⋅−⋅−⋅⋅⋅+⋅−=

⋅⋅⋅=
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

=
 

321

o
33221123131233

2
12

2
231122

2
13

33221123131233
2

12
2

231122
2

13
321

o

MMM
det

ddd ddd2 dd  dd dd

ddd ddd2 dd  dd dd
MMM

det

⋅⋅
−⋅⋅=⋅⋅⋅−⋅+⋅+⋅

⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅−⋅−⋅−=
⋅⋅

 

 � ��ý��� ���üý ���
���þ� ��� 
ý�þ ü �ü����� ��ü����ü�
�� �ü�	�ý þ �� ÿýü� 	�	�
��� 	�ü� ü���ÿ�ü�ü	� �� ��
��ü ýü��
�� �� ý������
� �� ���üý �ü 
ý� ��	�ÿ�ü ü���ÿe za sisteme z dodatnimi 
masami: 

 

( )

( )

( )3321

3
33221123131233

2
12

2
231122

2
13

3221

2
33221123131233

2
12

2
231122

2
13

3211

1
33221123131233

2
12

2
231122

2
13

MMMM
det

ddd ddd2 dd  dd dd

MMMM
det

ddd ddd2 dd  dd dd

MMMM
det

ddd ddd2 dd  dd dd

∆+⋅⋅
−⋅⋅=⋅⋅⋅−⋅+⋅+⋅

⋅∆+⋅
−⋅⋅=⋅⋅⋅−⋅+⋅+⋅

⋅⋅∆+
−⋅⋅=⋅⋅⋅−⋅+⋅+⋅

 

 
ki pa se v bistvu navidezno razlikujejo zgolj po desni strani (vse desne strani so enake ob 
upoštevanju zveze, s katero se identificira masa). 
 ���� ��  �!�� "#�"� $��%�&"� $%�#'(�( )� *��+(,(�"� -

o. *(  � ��*%�� $%/(' $���/(. (" �� �"�*0
 

32332232
2

23

31331 131
2

1321221 121
2

12o

MMdd MMd

MMddMMdMMddMMdB

⋅⋅⋅+⋅⋅−

⋅⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅⋅+⋅⋅−=
  

 
Zapiše se lahko tudi kot: 

( ) ( ) ( ) 32
2

23332231
2

13331 121
2

12221 1o MMddd  MMddd MMdddB ⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅=  
 (" !�&1��"� 2/�2� �� 3�4�'� 2�$( ��( *�3$�*�"� *��0

 

( )∑∑
= =

⋅⋅−⋅⋅=
3

1i

3

1n
ni

2
innniio MMddd

2
1

B  

 5�!��  ��  (,�% "� /�1�� !/� "�1("��%"( �"�'&( 62� -
o in deto), ki pa vseeno vsebujeta tri 

neznanke, in zato se opazuje še koeficient Bj za sisteme z dodatno maso ∆M j.  
 
Za sistem z dodatno maso v prvi prostostni stopnji tako sledi: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) 13

2
13331 12

2
12221 1o

31
2

13331 121
2

12221 1o

31
2

13331 121
2

12221 1

32
2

23332231
2

13331 121
2

12221 1

32
2

233322311
2

13331 1211
2

12221 11

MMddd MdddB

MMddd MMdddB

MMddd MMddd

MMddd  MMddd MMddd

MMddd  MMMddd MMMdddB

∆⋅⋅−⋅+⋅−⋅+=

⋅∆⋅−⋅+⋅∆⋅−⋅+=

⋅∆⋅−⋅+⋅∆⋅−⋅+

⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅=

⋅⋅−⋅+⋅∆+⋅−⋅+⋅∆+⋅−⋅=

 78 9:9;<= > ?@?8;A@ =89@ B ?CDE: FC@9;@9;A: 9;@FAG : F8 9H:IA@ sledi: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( ) 23
2

2333221
2

12221 1o

32
2

23332221
2

12221 1

32
2

23332231
2

13331 121
2

12221 1

322
2

23332231
2

13331 1221
2

12221 12

MMddd  MdddB

MMddd  MMddd

MMddd  MMddd MMddd

MMMddd  MMddd MMMdddB

∆⋅⋅−⋅+⋅−⋅+=

⋅∆⋅−⋅+∆⋅⋅−⋅+

⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅=

⋅∆+⋅−⋅+⋅⋅−⋅+∆+⋅⋅−⋅=

 
Splošna oblika za dodatno maso ∆M j, dodano j-ti masi M j, pa je : 

( ) ( )∑∑
==

⋅−⋅⋅∆+=∆⋅⋅−⋅+=
3

1i
i

2
ijiijjjo

3

1i
ji

2
ijiijjoj MdddMBMMdddBB  

 
oz.: 

( )

( )
j

oj
3

1i

2
ijiijji

3

1i

2
ijiijjijoj

M

BB
dddM

dddMMBB

∆
−

=−⋅⋅

−⋅⋅⋅∆=−

∑

∑

=

=
 

 
kar ob postavitvi dodatne mase ∆M j vsaki masi M j

B@?: ?@ ;C<J <A8IK L@>M N;:C:JO I< 9<
upošteva še osnovna e

A8IK8 >8 P
oQ 9 ;C<=: A<>A8AR8=:M S<FC8B G< >8 :?<A;:T:R8U:G@ ;@E@9;:A@9:HU8O RG<C A89;@F8G@ =<? =898=: C8>H:IA< DF@E:KA< ;@E@9;:O F@;C<K<A >E@HG <A 98=:>B<A?:8E@A8HA: IH<AO A89;@F8;8 B B98R: :>=<? >E@CAG :J <A8IK B<?A@ ?B8 :>B<A?:8E@A8HA8IH<A8 LC8><A B osnovni za Bo, kjer nastopajo vsi trije), kar pomeni, da je potrebno rešiti sistem <A8IK :A F@:9R8;: B9< BC<?A@9;: B9<J :>B<?:8E@A8HA:J IH<A@BM S< 9< R@; A<>A8AR< 9=8;C8G@RB8?C8;: :>B<A?:8E@A8HA:J IH<A@BO EC< >8 9:9;<= ;C<J H:A<8CA:J <A8IKM 

 
 
Sistem s štirimi koncentiranimi masami (N=4) 
 V<?8G G< A<>A8A:J N<9; :>B<A?8E@A8HA:J IH<A@B :A 9:U<C ?

12, d13, d14, d23, d24 ter d34. 
 W8C8R;<C:9;:IA: F@H:A@= G< ;8R@X 

[ ] [ ]

0detCBA

dMdMdMdM

dMdMdMdM

dMdMdMdM

dMdMdMdM

IDM

oo
2

o
3

o
4

444433422411

344333322311

244233222211

144133122111

=+λ⋅−λ⋅+λ⋅−λ

=

λ−⋅⋅⋅⋅
⋅λ−⋅⋅⋅
⋅⋅λ−⋅⋅
⋅⋅⋅λ−⋅

=⋅λ−
 

 V F@=@IG@ H89;A:J TC<RB<AU :?<A;:T:U:C8A: R8C8R;<C:9;:IA: F@H:A@= F8 G<X 
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( ) ( ) ( ) ( )

0PQ

0P1Q111

i

4

1i
o

2
o

3
4

1i
i

4

i

4

1i
o

124
o

2414
4

1i
i

1444

=λΠ+λ⋅−λ⋅+λ⋅λ−λ

=λΠ+λ⋅⋅−+λ⋅⋅−+λ⋅λ⋅−+λ⋅−

==

=

−−−

=

−

∑

∑
 

 YZ[\]^ _`abcd
 

oo QB =  
 
ter  

oo PC =  
 
Vrednost koeficienta Qo e` [fgcZh]c i^\d

 

 43 42 41323121o           Q λ⋅λ+λ⋅λ+λ⋅λ+λ⋅λ+λ⋅λ+λ⋅λ=  
 
Koeficient Bo pa je sedaj enak: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 43

2
34443342

2
24442241

2
144411

32
2

23332231
2

13331 121
2

12221 1

43443343
2

3442442242
2

24

41441141
2

1432332232
2

23

31331 131
2

1321221 121
2

12o

MMddd MMd ddMMd dd

MMdddMMdddMMddd

MMdd  MMd MMdd  MMd 

MMdd MMd MMdd MMd

MMddMMdMMddMMdB

⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅+

⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅=

⋅⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅⋅+⋅⋅−

⋅⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅⋅+⋅⋅−

⋅⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅⋅+⋅⋅−=

 

 j^kab`]^ f_`f^ b` l^]^_]^ m^n^Z` fcl[ec\[ f`ao kompaktno kot: 

( )∑∑
= =

⋅⋅−⋅⋅=
4

1i

4

1n
ni

2
innniio MMddd

2
1

B   

 og`_`g[\[ b` m^n^Z`p qc b` f_`fc b` lgc_fclgc_ _`abc_]c fc l^abhk]^ r\`_[a^ i^]s`]\g[gc][t
mas (N>2). 
 u `]cZk[ ]ce\^lc _e`t r`e\ ]`f]c][t i^`v[s[`]\^_ wZ` e` i^\ ]`f]c]i` hl^r\`_cb^ i_cqgc\[
neznanih izvendiagonal

][t Za`]^_ l^qcb]^e\]` mc\g[i`p ng` fc `]^e\c_]^ a[]`cg]^ `]cZk^x []l^\g`k]^ b` l^[eic\[ r` lg`^e\ca` `]cZk` w\^g b̀ r` l`\xy z` ea`q[b^ [f e[e\`m^_ f q^qc\][m[
masami. 
Za sistem z dodatno maso v prvi prostostni stopnji tako sledi: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) 14
2

1444113
2

13331 12
2

12221 1o

41
2

14441131
2

13331 121
2

12221 1

43
2

34443342
2

24442241
2

144411

32
2

23332231
2

13331 121
2

12221 1

43
2

34443342
2

244422411
2

144411

32
2

233322311
2

13331 1211
2

12221 11

MMd ddMdddMdddB

MMd ddMMdddMMddd

MMddd MMd ddMMd dd

MMdddMMdddMMddd

MMddd MMd ddMMMd dd

MMdddMMMdddMMMdddB

∆⋅⋅−⋅+⋅−⋅+⋅−⋅+=

⋅∆⋅−⋅+⋅∆⋅−⋅+⋅∆⋅−⋅+

⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅+

⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅=

⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅+⋅∆+⋅−⋅+

⋅⋅−⋅+⋅∆+⋅−⋅+⋅∆+⋅−⋅=

 
Splošna oblika je torej spet: 

( ) ( )∑∑
==

⋅−⋅⋅∆+=∆⋅⋅−⋅+=
4

1i
i

2
ijiijjjo

4

1i
ji

2
ijiijjoj MdddMBMMdddBB  
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oz.: 

( )

( )
j

oj
4

1i

2
ijiijji

4

1i

2
ijiijjijoj

M

BB
dddM

dddMMBB

∆
−

=−⋅⋅

−⋅⋅⋅∆=−

∑

∑

=

=
 

 
ki je prav tako veljaven splošno za N>2. 
 {|}~��� ������ ������ }� |}�������� �}����� ���� � ����} |~}��}���} ��}|��} �}�� �} ���~������� �}�� |����� �� �� �|}����� �� }��}��� ������ �� �

o) s skupno šestimi neznankami. Spet �� ���}�}�� �}���� ��} ���} �����} � ���� ���������}������ ����}�� ��� � �������� �� ��
zapišejo za Bj

� ����}|��} �~��� ������� ���������}����� ������ � ������ �� �
o pa celo vseh šest. 

 �� �� �}� �������� ����~��} ����~��� ���������}������ ����}�� �~� �� ����~ �|�� �� �����������~��� ������ �����~ ����� ����� �� �}�}�� �� �� ���} |}�~���} ��|����� �� �������~�} �����}
(bodisi iz deto ��� �� � ���� ¡ ¢

o oz. Cp£¤ ¥������¦��¡ ����§�¡ �� �� ¡ ¨ �� �© ¨��ª� niti ª�« ¬ ­� �� ® � ��¡�©�� �¦ �ª �ª�� �ª ��̄ � ­ ­�̄   ¦�©����� ­ ­�ª�� ¡���¬ «�¦ ��°�¦ ® ­� ­ ­ ­�ª��± ����§¬ ®��­�¦ �  ­�̄ ���«  ��²� ¦�§�� ©� �­��ª�³�«�°�̄   �©®��­��¨ �����± ���� ®¬ ��̄�  ��®� �ª¦��� ����§ ���«�¤ ´� ¦�§� ¦�©�����± ­ ­�ª��± ¡�� ¯� ª ¦�̄  ugodna zgolj za 
�­��ª�³�«�°�̄   ���� ® ¡���� ¡�ª¦�«� �� ­��¨ �����± ���� ® � ­�̄ � �ª�� ¡�ª¦�«�¬ ��̄  ¡ ¨ ��� ®�¦����̄ � ¦�©²�ª�ª ® �� ª�«  ���¡���°�̄    ©¤ ©¡��̄ µ��̄ � ¡�¦�«�± ����«  ©¤ ����ª���� �ª�
meritev. 
 
Za sisteme z N>3 je torej za identifikacijo izve�­��¨ �����± ���� ® � ª¦�§�  ¦�µ�ª� ���ª�¡�������¦��± ����§¬ «�¦ ¯� ��°�¦ ¡ ¨ �� �©®��ª� © ²�ª¦�©��¡� �²¡�¦����¡� � �ª �«�¬ ®��­�¦ ¯� ©�®��« ®¦�­� �ª ¥ � ª¦�§�  ©�����ª� �¦���­�̄  �� ²�ª¦�©�� ����§�¤ 
 
 
Obstaja pa še morda nekoliko bolj prikrit, a hkrati t²­� ©��  � ¡�¡§�� ¦�©� ¨ ©� �©¦��²�  ©¤�­��ª�³�«�°�̄   �©®��­��¨ �����± ���� ® � ­�̄ � �ª�� ¡�ª¦�«�¤ ¶ §��ª®² §� §��  ��̄ « ¦�«ª��̄ �®�­�  �©®��ª� �­��ª�³�«�°�̄   ®��± ���� ®¬ ª²­� �©®��­��¨ �����±¬ �� ���¦�® �� �© ¨� ¡�ª¦�̄ �
konstrukcije morda dozdeva, da je upogibna togost EI konstantna po celotnem elementu. ·�©� «� ��� ­¦²¨���� � «����  ���§�ª®� ¸����ª���� ����«� ��� ­���� ����ª�³�«�°�̄ � �¦�¦�©�£ § ­ 
��¡¦�� �¦�­®��¡ ��̄ § �̄ � «���   ���§��� ²� ¨�§�  ª ¨ �ª �� ¡��ª²¬ «̄ �¦ �� � ̄ �®�̄  ¬ «�¦ ��§   ­¦�¹��  ® ¡anjši vrednosti EI nad odseku med masama, kjer se oslabitev pojavi. 
 º  �� ¯� ® §��ª®² ¹� �¦�«ª���  « ¦�« �� � � �©¡�­ ª¦�±  �� ®��± « ¦�« ® �­��ª�³�«�°�̄ � ¦�©� «�� « ��ª¦²«°�̄ ¤ » � ¡ �̄   ¡�¦�ª�® ¯� ��¡¦�� � ª¦�§�  ��̄ �¦�̄ ©�©��ª� ��¦�¡�¡§  ��
konstrukcij �¬ ��ª  ¯� � ª¦�§�  ­ � ��ª� ��¡ § �̄ ª ��  � «�°�̄   ��¦�¡�¡§� ª�¦ �� « �°² µ�
seveda velikost spremembe. 
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Prednosti metode pred metodo s spremembo robnih pogojev  
 ¼½¾¿À¿ÀÁÂ ÀÂ¼¿ Ã¿ ÀÄÅÆÅ ÇÂÈÃ¿ ÉÊË¿ÌÇÃ ÉËÂ ÍÅÎ ¼½¾¿À¿ÀÁÂ ÎÅÆÅ¼ÎÉÏ Ä¿ ÆÇ¿Ì¿ ÄÂ ¾ÅÁÄ¿ ½ÅÆÅÃ¿
konstrukcije 
ni potrebno poznavanje podatka o celotni masi konstrukcije ÀÅÈÄÉÐ Ã¿ ÉÊË¿¼ÎÉ Ë¿Ñ ¾ÂÊÇÉÑÄÉÐ ¼½¾¿À¿ÀÁ ÒÊ Ë¿Ñ ÀÂ¼ÂÀÉÏ ÍÂ¾ ÅÀÅÆÅÑÉ ÀÄÅÈÉÓÅ ¾¿ÊÔÇÎÂÎÅË ÉÄ½ÅË½¾¿Ñ¿ÄÃ¿Õ 
 
 
Slabosti 
 
zahtevane so vse lastne frekvence  ÄÔÀ¿¾ÉÑÄÂ ÅÁÑÔÎÇÃ ÉËÅ¼Î  
 
 Ö×ØÙÚ ÛÜÚ

ri nadaljnjih raziskav 
 ÝÞßàáÝâÝãäåÝæ ä ÞÝäçèàäéàÝê ëéßàèì íèÞäæàèîáàß ïäáðÝãß ñ èïßæßàÝï òáßìÝéèï éäîáàÝê âðßãìßàå 

j

o

N

1i
2
ij

N

1i
2
i

j

o

N

1i
i

j

N

1i
i

j

oj
jj M

11

MM

AA
d

∆







ω

−





ω

=
∆






 λ−





 λ

=
∆

−
=

∑∑∑∑
====

 
 ãäð èó íðßÞíèîáäìãÝô Þä æß õíèçÝóàä áèçèîá ãèàîáäàáàä ìñÞèéö åßéèáàßçä ßéßïßàáäô ì óÝîáìõèïèçèëÝ Ýñðäëõà íèÞäæàèîáàß matrike.  


