Osnove identifikacij e sistemov s koncentriranimi masami

Analiza lastnega nihanja nosilcev s koncentriranimi
masami

Izracun lastnih frekvenc konstrukcije z N koncentriranimi masami
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Podajnostna matrika — virtualno delo, inverzija togostne matrike (Lagrangove enacbe 2. reda,
MKE)

Edll dlZ le E
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Dinami¢na matrika

™, dp, dyy B %Ml 0 0 B M, [d,, M, [d, M, [d,y,
[DM]_ [d] [ﬁM]_ 21 d22 d2N D@O Mz 0 - a\/ll le Mz mzz MN mZN
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Problem lastnih frekvenc se prevede v razvoj determinante:
[om]-Adi]=o0

Mlmn_)\ Mzmlz MnmlN
Ml|]j21 Mzmzz_)‘ - Mn|]j2N -0
Mlle Mz mNZ . I\/In mNN =-A

kjer je A =i2

w

Determinanta vodi do karakteristi¢nega polinoma reda N:
VN + ()M A, DM+ ()N P B, N2 + ..+ det, =0

Frrrrir
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Stevilo &lenov polinoma je seveda funkcija koeficienta N, za vsak N>1 pa se pojavita
naslednja koeficienta:

N
A, =tr[DM]=sledDM]|=M, 8, + M, [d,, +...+ M, [@,, = ZMi [,
I\/Il |]'111 MZ le |\/IN mln
deto:|DM|: I\/IllijI I\/|2|]jZZ . I\/INlijn
I\/Il le MZ |]:INZ . IVIN IjjNN

Koeficienta se pojavita tudi pri N=1, vendar sta enaka, saj je dinami¢na matrika v bistvu
skalar.

Determinanta se lahko Hlj e zapiSe kot:

dll d12 . le
_ dy dyp . dy — = &
det =M, M, [0..0M, =M, M, CL.0M,, T =[d| M M,
le dNZ : dNN

Resitve oz. ni¢le karakteristi¢nega polinoma so vrednosti A;,A,,A5,.... A, i1Z katerih sledijo
lastne frekvence:

1 1 1 o 1 .
A= Z=— _ = — . = i=12,....N
T N R = e

Nato se izracunajo $e lastnim frekvencam pripadajoci lastni vektorji.

| nver zna identifikacija nosilcev s koncentriranimi masami
Osnovni sistem

Vse lastne frekvence wy se izmerijo in izraCunajo se ustrezne pripadajoCe vrednosti Aj, kar
omogoci rekonstruiranje karakteristi¢nega polinoma:

(2" -2 ) -2, ) -2 )0 T -2 ) =

Razvoj izrazavod do:

(G D N ) i ) WIS WD WSS WO 15 L e s

+(=2) oA, DA, D, T + A, DA DA, T + A, DA, O, CLLOA +. b A O, DA, OO, )EA
+(Alm2m 0.0\)=0

()" M + ‘ﬂ“laz)\ +..+(-1) m+r|)\ =0
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Iz primerjave obeh izrazov za karakteristi¢ni polinom je sedaj jasno, da je vse koeficiente Ao,
Bo, ... , dety mogoce izraziti z lastnimi frekvencami «w) 0z. iz njih izpeljanimi koeficienti A;.
Najbalj zanimiva sta koeficienta A, ter det,, ki vodita do:

N
A=A +A, F A+ HA = Z)\i

det =A, A, (A, .0\, =MA,

i=1

Z uporabo zadnje zveze je mogoce ustrezno zapisati tudi koeficient Py:
P =AU+ DA, LA +A DL, O oA D, G H A

A DG O A DD Dy AR DD OD,

A A, A
+)\1|]\2 A, LA Ay
Ay
N N N N
= iljl)\i +i|:|1)\i +i|:|1)\i +...t Dl)\i _ det, +det’ +det’ +"”+di§)
" A, A A, A A, A, Ay
= 1+i+i+____+i eg:((*)lz+(,0§+u)§+....+u)i‘)|]jeto
1 A Ag Ay

Sstemz masi M; dodano maso AV

Sedaj masi M; docemo znano maso AM;. Spremeni se masna matrika in posledi¢no tudi ¢leni
karakteristiénega polinoma. Tako sledi (vse konstante imajo sedaj indeks j):

N
Ay =M, + M, T, +.+ (M +AM )@, + .+ M 1 = S (M, +aM, 5 )@,
1=1
N
=AM, d, + 5 M, (d, =AM, (@ +A,

in

AM. AM, N
=det0+M—'El}\/I1El}\/|2D....ED\/IjD ...... Elh/INIZ]H|=detO+M—JEI]:I1MiE]H|
i i
=de +AM'ﬂ1Ie

b et

J
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Dolocitev ¢lenov masne matrike ter diagonalnih ¢lenov podajnostne matrike

Dodatna masa se lahko dodh vsaki koncentrirani masi, (j=1,..,N), in izmerijo se vse
pripadajoce lastne frekvence posameznega sistema:

Vl(i),vz(i),v3(i), _____ ’VN(J) . )\l(j),)\z(i),)\s(i), ..... )\N(J)
kar omogo¢i direktno in enostavno dolo¢itev vrednasti diagonalnih koeficientov podajnostne

in masne matrike.

Diagonalni ¢len podajnostne matrike se namre¢ izraCuna iz:

A -A,
A=A, +OM 8, — A -A, =AM, @, — d, =
AM

i

Velokost mase M; pasledi iz:

AM . AM . det—det, _ AM,
det =det,+ — [det, — det—det, =—— [det, - =
M, M, det, M,
M. = AM, _ det,
' det—det, det-det, )
det,

Masna matrika je tako identificirana v cdoti, znani pa so tudi diagonalni ¢leni podajnostne
matrike [d]

. . . +
Skupaj pa je neznanih w ¢lenov simetri¢ne podajnostne matrike [d] ter Se N ¢lenov

masne matrike, skupnotoregj w neznank.

Ob vsaki spremembi konstrukcije (j=1,2,....N) z dodano maso AM; sledi nov pripadajoci
karakteristi¢ni polinom, v katerem nastopa N koeficientov (Aj, Bj,....,detj). Ce se upostevajo Se
koeficienti karakteristi¢nega polinoma osnovne konstrukcije, torej Ao, Bo,...., deto, ki so tudi
funkcije ¢lenov podajnostne in masne matrike, imamo tako N [(N +1) enacb za izracun

w neznank.

Da se torej lahko dolocijo vsi koeficienti podajnostne matrike, mora formalno veljati:

N[(N +1)2w 5 N+12N_+3:%+1_5
E20.5-» N=>1
2

kar pomeni, da je ta pogoj vedno izpolnjen, kar pomeni, da je z vsemi meritvami mogoce
zbrati dovolj podatkov, da se identificirajo vsi ¢leni podajnostne matrike.

Zato se postavi dodetno vprasanje, ali je sploh pdrebnoizvesti N meritev na spremenjenih
sistemih oz. ai je potrebno doditi maso v vse prostostne stoprje. Stevilo degjansko pdrebnih
spremenjenih sistemov ngs j e tako:
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N |:(nsis +1)=w - Ngs +1= N*3
N +1
r]sis =
2

Tako velja
N Nsis
1 1
2 15(2)
3 2
4 25(3)
5 3

kar pokaZze, da pri naras¢ajoCem Stevilu korcetriranih mas formalno n potrebno do@tno maso
dodati vsaki koncentrirani masi.

Dolocitev izvendiagonalnih ¢lenov podajnostne matrike

Vprasanje, ki se sedaj o€itno postavlja, je, ali je direktna identifikacija izvendiagonalnih
¢lenov sploh dejansko pdrebna oz. kaksno informadjo sploh pinasajo?

Ce je znano, da je upogibna togost El konstantna vzdolz celotnega nosilca, iskanje
izvendiagonalnih ¢lenov na¢eloma ni potrebno, saj je mehansko lastnost - vrednast upagibne
togosti EI mogoce identificirati kar s pomocjo diagonalnih ¢lenov podajnostne matrike
(dovolj je lahko pravzaprav en sam), ki se, kot funkcija EI izraCunajo (za stati¢no dolo¢ene
konstrukcije najenostavneje kar z virtualnim delom, za stati¢no nedolo¢ene pa npr. z MKE ali
z integracijo obtezbe).

Ce se ze iz diagonalnih &lenov lahko identificira El, identifikacija izvendiagonalnih &lenov
dejansko sploh ni ve¢ potrebna. Ko je namre¢ upogibna togost konstrukcije El identificirana,
se lahko namre¢ celotna podajnostna matrika pridobi z uporabo numeri¢nih postopkov
(virtualno delo, metoda konénih elementov), in se uporabi (skupaj z identificiranimi masami)
za izraCun Kkarakteristicnega polinoma, ki se seveda mora ujemati s karakteristiénim
polinomom, izraunanim na osnovi izmerjenih frekvenc (kontrola izraCuna).

Morebitna identifikacija izvendiagonalnih ¢lenov tako sluzi zgolj primerjavi identificiranih
vrednosti oz. izboljSanju dobljenih rezultatov (s povprecenjem).

Ce pa je jasno, da je upogibna togost med vsemi posameznimi masami razli¢na, a odsekovno
konstantna, ali pa se ne more zagotovo trditi, da je konstantna vzdolz celega elementa, pa je
identifikacija izvendiagonalnih ¢lenov (formalno vsaj enega) potrebna, saj iz identificiranih
diagonalnih ¢lenov ni mogoce identificirati vseh upogibnih togosti (razen za konzolo). Pri
nosilcu z N koncentriranimi masami namre¢ tako nastopi N+1 razli¢nih upogibnih togosti, iz
diagonalnih ¢lenov pa sledi zgolj N enacb. Tako je potrebna vsaj Se ena enacba, ki pa se
pridobi s pomoc¢jo izvendiagonalnega ¢lena podajnostne matrike.

Izvendiagonalni ¢leni ne nastopajo v ¢lenih Ao, A1, Aa,..., An, nastopajo pa v ¢lenih deto, dets,
det,,...., dety, vendar nastopajo kot nelinearni ¢leni.
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Sstem z dvema koncentiranima masama (N=2)
Zaradi simetrije podajnostne matrike je neznan zgolj en sam izvendiagonalni ¢len dio.

Karakteristi¢ni polinom je tako:

M, [d,, —A M, [dl
oMl=al="r "m 2 Wy
|[ ] [ﬁ]| Mlmﬂ Mzmzz_)‘

(Mlmll_)\)DMZmZZ_(Mlmll_)\)l:)\_MlDMZl]lez =0
lezmnmzz_)\wzmzz_MlmnD"")‘z_MlEMzmlzz =0
Az_szmzz_MlmnD‘+M1|:M2m11m22_M1DM2m122 =0
)‘2_(M1Ed11+M2mzz)D‘+M1|:M2|:(d11m22_d122):0

= (Mlmll_)\)[(MZ mzz_)\)_ M, M, |]j122 =0

kar bi bilo mogoce zapisati tudi direktno s pomogjo:
(-1F 2 + (-2 A, ** +det, =0

Ker iskani izvendiagonalni ¢len nastopa v izrazu za deto, Ki Se izrauna oz. identificira s
pomocjo lastnih frekvenc, sledi:

det;) = (dll |]jzz - d122)|:|M1 EMz

de
d11 Ijj22 - d122 = M E;\D/l
1 2
de de
d122 = dllm22 _ﬁ - d12 = \/dnmzz_ M E;\D/l
1 2 1 2

Sstem s tremi koncentiranimi masami (N=23)

Neznani so trije izvendagonalni ¢leni in sicer dip, di3 ter dps, in pripadajoci karakteristi¢ni
painom je:
M, [d,;, —A M, [d,, M3®I13
|[DM]_)‘[ﬁI]|: M, [d,, M, [d,, —A Msmzs =
M, [el;, M, [dl;, M, [elys —A
-N+A,\*-B,[A+det =0

S pomogjo lastnih frekvenc identificirani karakteristi¢ni polinom pa je:

(2 00 - 0+ (1 0+ 1, =0
-N+N Di)\i -P, A +E|1)\i =0

od kockr sedaj sledi:
B, =P, = (f + b + et

10
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Ker je bil za N=2 izvendiagonalni ¢len identificiran kar iz izraza za determinanto, se tudisedaj
zalne Z izrazom za determinanto, ki pa je seda enak:

Ivll mll M 2 le M3 |]j13 dll d12 d13
det.—;: Mlm21 M2|]j22 M3|]j23 :MIWZWB 21 d22 d23
Ivll mSl M 2 mSZ M3 |]j33 d31 d32 d33

= (_ dls2 Ijj22 +2 m12 |]j13 mzs - d11 Ijj232 - d122 Ijj33 + d11 |]jzz m33)|:M1 (M 2 (M 3
de
%w—}% = _d132 Ijj22 - d11 Ijj232 - dlz2 mss +2 m12 ml3 Ej23 + d11 |]jzz Ijj33
d132 Ij:,dzz + d11 mzsz + d122 msz -2 Bd12 mlz Edzs = d11 |:()dzz msz - d;ﬁ,
M; M, M,

V izrazu sicer nastopajo vsi trije neznani koeficienti, vendar jih brez dodatnih dveh enacb
seveda ni mogoce resiti. Na razpolago so sicer $e tri podobne enacbe za sisteme z dodatnimi
masami:

de
d132 [dl,, +dy, mzsz + d122 [dl;; — 20, [dl,; [dl; =y, [0, [dl; — (I\/I +AM )TiDM M
1 1 2 Vi3
de
d132 [d,, +d, Edzsz + d122 [dl;; — 206, [dly; (6l 5 =d, [, Ll — M [(M + tA2M )[IM
1 2 2 3
det,

d132 Ijj22 + dll Ijj232 + d122 |]j33 -2 le mlS |]'123 = dll |]'122 m

B Mll:l}\/IZ |:(I\/Iii-i-Al\/IS)

ki pa se v bistvu navidemo razlikujejo zgolj po desni strani (vse desne strani so enake ob
upcstevanju zveze, s katero se identificira masa).

Zato je sedaj nujno potrebno preuciti Se koeficient By, ki se tokrat prvi¢ pojavi, in je enak:
B, = _d122 M, M, +d,, [d,, (M, [M, _d132 M, M, +d,, [8,; M, [M,
_d232 M, (M +d,, [d;; M, [M,

ZapiSe se lahko tudi kot:
Bo = (dll mj22 _dlzz)EMl EMz + (dll mss _dlsz)[Ml EMS + (dzz mss _dzsz)DMz EMS

in dobljeno zvezo je mogoce zapisati kompaktno kot:

B, = % Di Z(dii td,, _dinz)DMi M,

Sedaj sta sicer na voljo dve nelinearni enacbi (za B, in dety), ki pa vseeno vsebujeta tri
neznanke, in zato se opazuje Se koeficient B; za sisteme z dodstno maso AM;.

Zasistem z dodatno maso v prvi prostostni stoprji tako sledi:

11
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B, = (dy; @, —d,,2 )M, +AM, )M, +{d,, @, —d,.2 )M, +AM, )M, +(d,, [, —d,,? )M, TV,
= (0, [@,, - d,,2) M, ™, + (0, [, - o, )M, O, + (1, (B — 0,2 )M, I,
+ (o, (8, — 0,2 )M, I, + (0, (8, ~ d,2)am, T,
=B, +(d,, @, d,,2) M, M, +(d,, [@,, - d,,* JAM, (M,
= B, +((dy, @1, - d,,? )M, + (0, (B, — dy,? )M, )M,

Za sistem z dodatno maso v drugi prostostni stopnji pa sli¢no sledi:

B, = (0, (@, — dy,2) M, (M, +AM, )+ (d, @, — d,.2 )M, M, + (d,, B, — d,.2 )M, + AM )M,
= (0, (@5, - dy,2) M, M, + (0, (B, — 0,2 )M, M, + (], (B, — 0,2 )M, M
+ (o, (8, — 0,2 )M, M, + (0, (8, ~ 2 )M, T,

= B, + (0, @, ., )M, + (0, B, ~ 0,2 )M, )M,

Splosna oblika za dodstno maso AM;, dodano j-ti masi M;, paje:

3

B, =B, + ;(oljj g, —dijz)ElMi [AM, =B, +AM, Di(dﬂ e, —dijz)EMi

0z.:
B, - B, =AM, Dilvli o, @, ~a.?)
iMi I:(dii d; _dijz): BJA;ABO

j

kar ob postavitvi dodatne mase AM; vsaki masi M; vodi do treh enab (oz. Stirih, ¢e se
uposteva Se osnovna eacba za Bo) s tremi neznankami. Ceprav je za identifikacijo togosti
nosilca, kjer nastopajo med masami razlicne upogibne togosti, potreben zgolj en sam
izvendiagonalni Clen, nastopata v vsaki izmed zgornjih enacb vedno dva izvendiagonalna
¢lena (razen v osnovni za By, kjer nastopajo vsi trije), kar pomeni, da je potrebnoresiti sistem
enac¢b in poiskati vse vrednosti vseh izvediagonalnih &lenov. Ce se kot neznanke smatrajo
kvadrati izvendiagonalnih ¢lenov, gre za sistem treh linearnih enacb.

Sstem s &tirimi koncentiranimi masami (N=4)
Sedaj je neznanih Sest izvendagonalnih ¢lenov in sicer di, diz, 014, d23, 24 ter daa.

Karakteristi¢ni polinom je tako:
M, [d,;, -A M, [d,, M, [d; M, [d,,
|[DM]—7\|:ﬁ|]|= M, tdl,, M, tdl,, = A M, [l M, d,,
M, [, M, [d;, M, [d;; - A M, [d;,
M, [d,, M, [d,, M [, M, 8, —A
N-A,IN+B,A*-C,[A+det =0

S pomocjo lastnih frekvenc identificirani karakteristi¢ni polinom pa je:

12
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(4 0+ (0 05 0 0 ()7 10,0+ (4 B i =0
4 4
M-S DTHQIF-R D+ =0

Ocitno velja:

B0 = Qo
ter
C,=P

Vrednaost koeficienta Q, se izratuna kot:
QO =)\1 D\Z +)\1 |:3\3 +)\2 D\S +)\1 |]\4 +)\2 |]\4 +)\3 |]\4

Koeficient B, paje seda enak:
B, =-d, MM, M, +d,, [d,,(M, M, —d, ;> M, M, +d,, [@d,, (M, (M,
-d, M, M, +d,, [@,,[(M, M, —d,,’ M, M, +d,, [d,, M, (M,
-d, M, M, +d,, @, M, M, -d,’ M, M, +d,,[d,, M, M,
= (0, @, - d,, )0, ™, + (0, (@1, ~ .2 ), O, + (0, (@1, - 0,2 )M, O,
+ (0, @, — d,2), I, + (0, 8, — 0,2 ), O, + 0y [, — a2 )M, M,

Dobljeno zvezo je ponovno mogoce zapisati zelo kompaktno ka:
1 4 4 )
Boz_ dii |]jnn_din |:IMi[IMn

Preveriti je mogoce, da je zveza je pravzaprav veljavna za poljubno Stevilo koncentriranih
mas (N>2).

V enacbi nastopa vseh Sest neznanih koeficientov (Ce se kot neznanke upoStevajo kvadrati
neznanih izvendiagonalnih ¢lenov podajnostne matrike, gre za enostavno linearno ena¢bo) in
potrebno je poiskati Se preostale enacbe (torej Se pet). Te sledijo iz sistemov z dodatnimi
masami.

Zasistem z dodatho maso v prvi prostostni stopnji tako sledi:

B, = (d11 [dl,, - dlzz)[qu + AMl)DM 2t (d11 [dl;; - dlaz)[qu +AM1)[M3 + (dzz [dl;; - d232)|]\/| 2 My
+ (dll [d,, - d142)[qM1 +AM 1)|:M4 + (dzz [d,, - d242)|:M oM, + (dsa [d,, - d342)|:M M,

= (d11 mj22 - d122)|:lM1 M ol (dn msa - dlsz)m/ll EMs + (dzz msz - dzsz)EM 2 M 3

+ (dll [d,, - d142)|:M1 M, + (dzz [d,, - (1242)['}‘/I oM, + (d33 [d,, - d342)|:M3 ™,

+ (dll dl,, - dlzz)li M, + (dll [d;, - dlsz)mM M+ (dll e, - d142)mM1 M,

= Bo + ((dll |11122 - dlzz)[M 2t (d11 mss - d132)|]\/| st (d11 m44 - d142)|:M 4)mM 1

Splosna oblika je torej spet:
B, =B, + i(oljj @, -d,”)M, M, =B, +AM, Di(d”. d, - d,”)M,

13
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0z.:
B, -B, =AM, Di M, E(d”. e, - dijz)

iMi E(du d); _diiz): BJAKA:BO

ki je prav tako veljaven splosno za N>2.

Uporaba zadnje enacbe ob postavitvi dodatne mase v vsako prostostno stopnjo vodi do §tirih
enacb (oz. petih, ¢e se uposteva Se osnovna enacba za Bo) S kupnoSestimi neznankami. Spet
je nemogoce dobiti eno samo enacbo z enim izvendiagonalnim ¢lenom, saj v enacbah, ki se
zapiSgjo za By, nastopajo trije neznani izvendiagonalni ¢leni, v enacbi za B, pa celo vseh Sest.

Ce se kot neznanke smatrajo kvadrati izvendiagonalnih &lenov, gre za sicer spet za sistem
linearnih enacb, vendar enacb sedaj ni dovolj in je tako potrebno zapisati Se nelinearno enacbo
(bodsi iz det, ali pa s ¢lenom C, 0z. Cp). Nelinearnim enacbam se ni mogoce izogniti niti
tako, da se v posamezne prostostne stopnje dodajo razli¢ne dodatne mase, kar sicer vodi do
dodatnih enac¢b, vendar so dejansko neuporabne za identifikacijo izvendiagonalnih ¢lenov, saj
so leve strani enaCb enake. Uporaba razli¢énih dodatnih mas je torej ugodra zgolj za
identifikacijo ¢lenov masne matrike in diagonalnih ¢lenov podajnostne matrike, saj omogoca
povprecenje rezultatov in tako eliminacijo oz. zmanj$anje merskih napak oz. nenatan¢nosti
meritev.

Za sisteme z N>3 je torg za identifikadjo izvendiagonalnih ¢lenov potrebno resiti sistem
nelinearnih enacb, kar je sicer mogoce izvesti z ustreznimi numeri¢nimi postopki, vendar je za
vsak vrednost N potrebno zapisati pripadajoce ustrezne enacbe.

Obstaja pa Se morda nekoliko bdj prikrit, a hkrati tudi zelo pomemben razlog za izraun oz.
identifikacijo izvendiagonalnih ¢lenov podajnostne matrike. V bistvu bi bilo najkorektneje
vedno izvesti identifikacijo vseh Clenov, tudi izvendiagonalnih, pa Ceprav se iz geometrije
konstrukcije morda dozdeva, da je upagibna togost El konstantna po celotnem elementu.
Razpoke ali drugacne lokalne oslabitve (plasti¢ni Clenki ali delna plastifikacija prereza) bodo
namre¢ predvsem najbolj lokalno oslabili upogibno togost na mestu, kjer se pojavijo, kar se
bo odrazalo v manjS vrednasti EI nad odseku med masama, kjer se oslabitev pgjavi.

To pa je v bistvu ze prakti¢no korak in pol izmed treh osnovnih korakov identifikacije razpok
na konstrukcij. S pomocjo meritev je namreC potrebno najprej zaznati spremembo na
konstrukciji, nato je potrebno dolo¢iti ¢im bolj to¢no lokacijo spremembe ter na koncu e
seveda velikost spremembe.

14



Osnove identifikacij e sistemov s koncentriranimi masami

Prednosti metode pred metodos premembo robnh poggev

sprememba mase je mnogo lazje izvedljiva kot sprememba togosti, ne glede na robne pogoje
konstrukcije

ni potrebno panavanje podatka o cdotni masi konstrukcije

moznih je izvesti ve¢ razli¢nih sprememb (z ve¢ masami, kar omogoc¢i mnozico rezultatov in
povprecenje)

Sabaosti

zahtevane so vse lastne frekvence

numeri¢na obcutljivost

Mozne smeri naddjnjih razskav

identifikacija diagonalnih ¢lenov podajnostne matrike z omejenim Stevilom lastnih frekvenc
N N 51 1
S0k EZ%_%Z%
= Aj _AO =" G - Q = B 0.]2 - 0.]2
g AM, AM, AM,

kar ob predpostavki, da je upogibna togost konstantna vzdolZz celotnega elementa, v bistvu
omogo¢i izraGun podajnostne matrike.

d
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