Tema Il: Aplicaciones lineales

@ Definiciones y ejemplos. Matriz asociada a una aplicacién
lineal.

@ Nucleo e imagen. Cambios de base.

@ Espacio vectorial cociente.Teoremas de isomorfia. El
espacio de las aplicaciones lineales.
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Ejemplos de aplicaciones lineales

@ f: R? — R?, fes el giro de 90° (en sentido inverso de las
aguijas del reloj). Para cada v € R?, f(v) es el vector
obtenido girando v un angulo de 90°.

@ g: R® — R3, g es la proyeccion en el plano x + y + z = 0.
Para cada v € R®, g(v) es la proyeccion de v sobre el
plano dado.

1 2
oh:RZHR3,h<X>: 1 3 (X>
y P y

h(x,y) = (X +2y,—x + 3y, —3x — y).
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¢, Qué es una aplicacion lineal?

Dados dos espacios vectoriales V y W sobre el mismo cuerpo
K una funcién f: ¥V — W es una aplicacion lineal si preserva la
dependencia lineal. Es decir, si un vector v de V depende
linealmente de v4,...vs € V entonces su imagen tiene la
misma dependencia lineal de las imagenes de vy, ... vs. En
simbolos,

Siv=ajvy+---+ asvs entonces f(v) = a;f(vy) + - - - + asf(vs)

Definicion de aplicacion lineal

Sean V y W dos K-espacios vectoriales. Una funcion

f: V — W es una aplicacién lineal (o una transformacion lineal
u homomorfismo de espacios vectoriales) si

Va,be K,Vvqi,vo € V f(avy + bvo) = af(vq) + bf(vz)
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Propiedades basicas

Sea f: V — W una aplicacién lineal. Entonces
1 (X0 avi) = X7 aif(vi).
2 £(0y)) = 0.
3 f(—v)=—f(v).
4 Si E es subespacio de V entonces
f(E) = {f(v) e W: v € E} es subespacio de W.
5 Si F es subespacio W entonces
f~1(F) = {v e V: f(v) € F} es subespacio de V.
6 vi,...vpld. implica f(vq),...,f(vn) l.d. (pero
f(u),...,f(us) 1.d. noimplica uy, ..., us l.d.).

7 Sild esotroK-e.v. y g: U — V es una aplicacién
lineal, entonces fog: U — W: u f(g(u))
también es una aplicacién lineal.
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Ejemplo tipico de aplicacion lineal

Se consideran los K-espacios vectoriales K" y K. La

aplicacion
f: K" — K™
y definida por
f(X) =AX
X1 a4 ain X1
f = :
Xn am - amn Xn
0
f(x1,...,Xn) = (@11X1 + -+ @1nXn, ..., @m X1 + - -+ + @mnXn)
es una aplicacion lineal.
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Mas ejemplos de aplicaciones lineales

La aplicacion "coordendas”

Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita. Sea B una
base de V. La aplicacién f: V — K" definida por: Para cada
veV

f(v) = coordenadas de v respecto a B,

es una aplicacién lineal.

La aplicacion "proyeccion”

Se consideran los K-espacios vectoriales K" y K”. La
aplicacién f: K" — K"y definida por

(X1, oy Xny Xnaty - -y Xnts) = (X1, ..., Xn)

es una aplicacién lineal.
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Ejemplos de aplicaciones no lineales

Qo f:RZHRZ:(Xay)H(XLyz)
Q g:R?2 - R?: (x,y) — (x, &)
Q@ h:RE—R% (x,y,2) — (x+1,y)

Definiciones y ejemplos. Matriz asociada a un aplicacién lineal Tema II: Aplicaciones lineales



Proposicién 2.1

Sean V y W dos K-espacios vectoriales. Sea
B={vi,vo,...,va} unabase de Vy sean wy, Wa, ..., Wy
vectores de W. Entonces, existe una unica aplicacion lineal

f:v—-WwW

tal que
f(vi) = wq, f(v2) = Wa, ..., (V) = Wy

Observaciones:
@ Una aplicacién lineal queda determinada conociendo las
imagenes de los vectores de una base.

@ Los wy, ws, ..., wy no necesitan ser distintos ni ser

distintos de Oy ni ser L.i.

Definiciones y ejemplos. Matriz asociada a un aplicacién lineal Tema II: Aplicaciones lineales



Matriz de una aplicacion lineal
Definicion
Sean V y W dos K-espacios vectoriales. Sean
By = {V1,V2,...,Vn}YB2 = {W1,W2,...,Wm} basesdeVyW
respectivamente. Sea f: V — W una aplicacién lineal. Para
cadaj=1,2,...,n,sean (aij, ay;, ..., am;) las coordenadas de
f(v;) respecto Bs.
La matriz de f respecto de las bases By y B, es

ayy a2 - dip
a1 dp -+ ap

M(f, B‘I,Bz) = : . : € men(K)
am Adame -° Aamn

Es decir, es

Definiciones y ejemplos. Matriz asociada a un aplicacién lineal Tema II: Aplicaciones lineales



Matriz de una aplicacion lineal

Sean V y W dos K-espacios vectoriales. Sean B; y B, bases
de V y W respectivamente. Sea f: V — W una aplicacion
lineal y A= M(f; By, B>). Sea v un vector de V. Sean

X

X2

X = , las coordenadas de v respecto a B; y sean

Xn
)4

Y = y_2 las coordenadas de f(v) respecto de B,.

Ym

La expresién matricial de f respecto de By y By
AX =Y
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