
20 Lista de Exerc��cio de MAT6416 (10 semestre 2009)

Esta lista contêm problemas cuja solu�c~ao poder�a ser cobrada em prova. Ela
tamb�em contêm proposi�c~oes e teoremas, alguns enunciados e outros demon-
strados em sala de aula (abreviados aqui por d.s.a). A demonstra�c~ao destes
resultados tamb�em poder�a ser cobrada em prova.
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1 A�c~oes Pr�oprias

Problema 1 (d.s.a*). Considere � : G � M �! M uma a�c~ao �a esquerda.
Mostre que:

(1) Dado � 2 TeG,

~�p =
d

dt
(exp(t�) � p)

����
t=0

de�ne um campo suave em M .

(2) O 
uxo de ~� �e '(t; �) := �(exp(t�); �).

Problema 2 (d.s.a). Seja (E;B; �;G) um �brado principal. Mostre que existe
uma a�c~ao a direita, livre e pr�opria de G em E tal que f��1(x)gx2B s~ao �orbitas.

Problema 3 (d.s.a ). Seja � : G�M �!M uma a�c~ao livre e pr�opria. Demon-
stre que (M;�;M=G;G) �e �brado principal, sendo � :M �!M=G.
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Problema 4 (d.s.a*). Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo normal.
Demonstre que G=H admite estrutura suave que o torna um grupo de Lie. Mais
ainda, � : G �! G=H �e homomor�smo de Lie.

Problema 5 (d.s.a). Seja � : G�M !M a�c~ao e denote �(x; �) por �x(�).

(a) Mostre que ker(d(�x)g0) = Tg0(g0Gx).

(b) Considere a aplica�c~ao ~�x : G=Gx ! M tal que ~�x � � = �x: Mostre que
~�x : G=Gx !M �e imers~ao injetora.

(c) Se a a�c~ao for pr�opria mostre que ~�x : G=Gx !M �e um mergulho.

(d)* Mostre que a esfera S2 �e difeomorfa a SO(3)=SO(2):

Problema 6. Seja G um grupo de Lie conexo e considere � : ~G �! G o
recobrimento universal. Demonstre:

i) H = ��1(e) �e um subgrupo de Lie fechado, normal e discreto. Al�em disso,
hg = gh, para todos h 2 H; g 2 G.

ii) G �e isomorfo a ~G=H

iii) �1(G) �e abeliano.

Problema 7. Mostre que SU(2) �e o recobrimento universal de SO(3): Para
tanto resolva os itens a seguir.

(a) Mostre que a esfera S3 contida nos quaternios H �e isomorfa a SU(2):

(b) Seja g 2 S3, � 2 R e u vetor unitario de R3 tal que g = cos(�) + sin(�)u
De�na Tg(v) = gvg�1 para v 2 R3: Mostre que:

(b1) Tg : R
3 ! R3:

(b2)* Tg = eA2�u onde A� =

2
4 0 ��3 �2
�3 0 ��1
��2 �1 0

3
5 :

(b3) ' : S3 ! SO(3) de�nido como '(g) = Tg �e recobrimento.

(b4) Conclua que o grupo fundamental de SO(3) �e Z2:

Problema 8 (d.s.a*). Seja � : G �M �! M uma a�c~ao pr�opria. Demonstre
que, �xando x 2M , existe slice em x.

Problema 9 (d.s.a). Seja � : G�M �!M uma a�c~ao pr�opria e Sx0 um slice.
Demonstre que:
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a) G(Sx0) �e vizinhan�ca G-invariante da �orbita G(x0).

b)
 : G�Gx0

Sx0 �! G(Sx0)

[g; s] 7�! �(g; s)

�e um difeomor�smo G-equivariante, isto �e, a �  [g; s] =  (a[g; s]) =  [ag; s],
para todo a 2 G.

Problema 10 (d.s.a*). SejaM uma variedade Riemanniana completa (conexa).
Demonstre que a a�c~ao de�nida por

� : Iso(M )�M �! M

(g; x) 7�! g(x)
(1)

�e pr�opria.

Problema 11 (d.s.a*). Seja � : G�M �!M uma a�c~ao pr�opria. Demonstre
que existe uma m�etrica em M tal que �G �e subgrupo fechado de Iso(M ).

Problema 12 (d.s.a*). Sejam � : G�M !M uma a�c~ao Riemanniana pr�opria
e G(x) �orbita principal.

(a) Dado um vetor unit�ario v 2 Tx(G(x))
? demonstre que �e possivel de�nir

um campo normal unitario v̂ ao longo de G(x) tal que v̂g�x = d(�g)xv onde
�(�; g) �e denotado por �g.

(b) Av̂g�x = d�gAv̂xd�
g�1

onde Av̂xW = �r
>

W v̂:

(c) Mostre que as curvaturas de G(x) ao longo de v̂ s~ao constantes.

(d) Mostre que o conjunto fexpy(r v̂(y))j y 2 G(x)g �e uma �orbita para todo
n�umero r �xo.

(e) Demonstre que, se uma geod�esica �e ortogonal a uma �orbita (regular ou
singular), ent~ao a geod�esica �e ortogonal a todas �orbitas que encontra.

Problema 13 (d.s.a*). Seja � : G�M �!M uma a�c~ao pr�opria. Demonstre
que o conjunto dos pontos contidos em �orbitas principais �e um conjunto aberto
e denso.

Problema 14 (d.s.a*). Seja � : G �M ! M uma a�c~ao pr�opria. Demonstre
que, dado um ponto p 2 M , exite uma vizinhan�ca G�invariante U do ponto p
tal que U tem somente um n�umero �nito de tipos de �orbitas. Em particular se
M �e compacta, M tem um n�umero �nito de tipos de �orbitas.
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Problema 15. Considere a a�c~ao por conjuga�c~ao do grupo SU(3) nele mesmo.
Mostre que as �orbitas s~ao isomorfas a uma das três variedades abaixo.

(a) �Id onde �3 = 1 e Id �e a matriz identidade.

(b) SU(3)=T 2 onde T 2 �e o grupo das matrizes diagonais complexas (ti;j), tal
que jti;ij = 1 e t1;1 � t2;2 � t3;3 = 1.

(c)* Projetivo complexo CP(2): Em particular mostre que CP(2) �e isomorfo a
SU(3)=S(U(2)� U(1)).

4



2 A�c~ao adjunta e a�c~ao por conjuga�c~ao

Problema 16 (d.s.a*). Seja G um grupo de Lie compacto conexo e considere
a a�c~ao de G em G por conjuga�c~ao. Demonstre:

(a) Existe um toro m�aximo T ,i.e., se T � N para um toro N , ent~ao T = N:

(b) Sejam T1 e T2 toros m�aximos. Ent~ao existe um elemento g 2 G tal que
gT1g

�1 = T2: Em particular os toros m�aximos tem a mesma dimens~ao, a
qual �e chamada posto de G.

(c) Seja T um toro m�aximo e g 2 G: Ent~ao existe um elemento h 2 G tal que
hgh�1 2 T . Em particular cada elemento de G est�a contido em um toro
m�aximo.

(d) Para cada m�etrica bi-invariante em G as �orbitas da a�c~ao por conjuga�c~ao
encontram cada toro m�aximo ortogonalmente.

Problema 17 (d.s.a*). Seja G um grupo de Lie compacto conexo com m�etrica
bi-invariante e t a algebra de Lie de um toro m�aximo. Mostre que cada �orbita
da a�c~ao adjunta encontra t ortogonalmente.

Problema 18 (d.s.a*). Seja G um grupo de Lie compacto conexo n~ao abeliano
e T um toro m�aximo de G. Sejam g e t algebra de Lie de G e T respectivamente
e gC a complexi�ca�c~ao de g: Demonstre:

(a) adX 2 LC(gC; gC) �e diagonaliz�avel com auto-valores imagin�arios puros,
para cada X 2 g.

(b) Existe uma �unica decomposi�c~ao (a menos de permuta�c~ao) de gC em espa�cos
vetoriais complexos

g� = fY 2 gCj [X;Y ] = i�(X)Y; para todo X 2 tg;

onde � : t ! R �e funcional linear chamado raiz. Assim sendo gC =
g0 +

P
�2R g� onde R denota o conjunto das raizes.

(c) g0 = t� i t e g� = g��: Em particular se � 2 R ent~ao �� 2 R.

(d) dimC g� = 1 e dimV� = 2 onde V� := (g� � g��) \ g:

(e) gk� = 0 se k 6= �1; 0; 1.

(f) Seja e2 + i e1 um vetor que gera g�, onde e1; e2 2 g. Ent~ao

(f.1) e1, e2 �e base de V�:

(f.2) [X; e1] = �(X)e2 e [X; e2] = ��(X)e1 para todo X 2 t:

(f.3) he1; e2i = 0 and ke1k = ke2k com respeito a cada m�etrica bi-invariante
h�; �i.

(f.4) Ad(exp(X))jV� =

�
cos(�(X)) � sin(�(X))
sin(�(X)) cos(�(X))

�
com respeito a base

e1
ke1k

; e2
ke2k

.

(g) Seja �_ a co-raiz de �, i.e., o vetor em t tal que �(�_) = 2 e �_ �e
ortogonal ao ker� com respeito a uma m�etrica bi-invariante. Ent~ao
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(g.1) A de�ni�c~ao de �_ n~ao depende da m�etrica bi-invariante.

(g.2) Seja g(�) := R�_ � V�. Ent~ao g(�) �e uma algebra de Lie isomorfa a
so(3) e G(�) := exp(g(�)) �e grupo de Lie compacto.

(g.3) Para cada g 2 G(�), a restri�c~ao de Ad(g) ao ker� �e a identidade.

(g.4) Existe w 2 G(�) tal que Ad(w)�_ = ��_:

Problema 19 (*). Determine o conjunto das raizes R de SU(3). Escolha um
conjunto P de raizes positivas e determine uma base de R (i.e., conjunto das
raizes simples de P ). Utilizando a base de R determine o diagrama de Dynkin
de SU(3):
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