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Esta lista contém problemas cuja solucdo poderd ser cobrada em prova. Ela
também contém proposicoes e teoremas, alguns enunciados e outros demon-
strados em sala de aula (abreviados aqui por d.s.a). A demonstragio destes
resultados também poderd ser cobrada em prova.
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1 Resultados basicos sobre grupos de Lie

Problema 1.1. Seja H um subgrupo de um grupo de Lie G. Suponha que H
é variedade mergulhada. Mostre que H é subgrupo de Lie de G.

Problema 1.2. Mostre que GL(n,R), GL(n,C), SL(n,R) , SL(n,C), O(n),
SO(n) e U(n) sao grupos de Lie.

Dica: Ou demonstra-se que tais grupos sao subvariedades mergulhadas e
utiliza-se o problema anterior, ou mostra-se que eles sdo subgrupos fechados e
utiliza-se (sem demonstrar) o teorema que garante que todo subgrupo fechado
de um grupo de Lie é subgrupo de Lie.

Problema 1.3. Seja s0(3) = {4 € M(3,R)| A = —AT}
(a) Verifique que so(3) é algebra de Lie, com [A, B] = AB — BA.
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(b) Seja A¢ = | & 0 —& | . Mostre que Agv =& x .
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() Aexn =[A¢, Ay] = Ac A, — A, Ae. Conclua que a aplicagdo

(R3, x) — s0(3)
f — Ag

é um isomorfismo de algebras de Lie.
(d) Mostre que s0(3) é algebra de Lie de SO(3), com [A, B] = AB — BA.

(e*) Verifique que exp(A¢) é uma rotagao em torno do eixo & com velocidade
angular ||¢]|.

Problema 1.4. Mostre que se H é subgrupo de Lie mergulhado de um grupo
de Lie G, entdo H ¢ fechado.

Teorema 1.5 (d.s.a). Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g. Seja b
subalgebra de Lie de g. Entdo existe um tunico subgrupo de Lie conexo H C G
com algebra de Lie b.

Proposicao 1.6. Seja G um grupo de Lie e G a componente conexa da iden-
tidade. Entao:

1. G° é um subgrupo de Lie de G normal.
2. As componentes conezas de G sdo da forma gG°.

3. Dado uma vizinhanga U de e entio G° = U2 U™ onde U™ = {gf---g¥| gi €
U}

Problema 1.7. Sejam G e H grupos de Lie conexos e ¢ : G — H homomor-
fismo de Lie. Mostre que ¢ é aplicagdo de recobrimento se e somente se dp, é
um isomorfismo.

Teorema 1.8 (d.s.a). Sejam G, H grupos de Lie ¢ 0 : g — b homomorfismo
de algebras de Lie. Entdo:

1. Se G € conexo e existem dois homomorfismos de grupos de Lie p,v : G —

H com dp, = dp, = 0 entao ¢ = ¢.
2. Eziste uma vizinhanga U de e e aplicagao ¢ : U — H suave tal que
(a) p(ab™t) = p(a)p(b)~t para a,b,ab~ € U (homomorfismo local).
(b) dp. =86.

3. Se G for simplesmente conexo, entdo existe um unico homomorfismo de
grupos Lie ¢ : G — H tal que dp, = 0.



4. Se G e H sdo conezxos e simplesmente conexos e 8 é um isomorfismo,
entdo G e H sao isomorfos.

Proposigao 1.9 (d.s.a). Se G é um subgrupo de Lie de GL(n) entdo a aplicagcdo
exponencial de G coincide com a exponencial de matrizes.

Proposigao 1.10 (d.s.a). Seja ¢ : G — H um homomorfismo entre os grupos
de Lie G e H. Entio ¢ o exp® = exp™ odp.

Proposigao 1.11 (d.s.a). ad (X)Y = [X,Y] para qualquer X,Y € g.

Proposigao 1.12 (d.s.a). Sejam G subgrupo de Lie de GL(n) e X,Y € g.
Entao

1. dL,X =gX edR,X = Xg.
2. Ad (9)Y =gYg L.
3. [X,)Y]=XY - YX (comutador de matrizes).

Problema 1.13. Determine as algebras de Lie de GL(n,R), GL(n,C), SL(n, R),
SL(n,C), O(n), SO(n) e U(n).

Proposigao 1.14 (d.s.a). Seja G um grupo de Lie conexo com algebra de Lie
g. Entao

(a) Se X,Y € g entao [X,Y] =0 se e somente seexp(X) exp(Y) = exp(Y) exp(X).
(b) g é comutativo se e somente se G € abeliano.

(c) Se [X,Y]=0 entdo exp(X +Y) = exp(X) exp(Y).

Teorema 1.15 (*). Seja G um grupo de Lie conezo e abeliano de dimensao n.
Entdo G € isomorfo a T* x R™* onde T* ¢ um toro. Em particular se G ¢é
compacto, entdo G € isomorfo a um toro.

Dica: Pode-se usar (sem demonstrar) o seguinte resultado:

Lema: Sejam V espaco vetorial real e T' subgrupo discreto de (V, +) diferente
de {0} (i.e, I é um lattice integral). Entéo existe k tal que 1 < k < n e existem
vetores ey, ..., e linearmente independentes tais que I' = {Zle nge;\n; € Z}.

Teorema 1.16 (d.s.a*). Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G.
Entao H € subgrupo de Lie mergulhado de G.

Proposigao 1.17 (d.s.a). Seja ¢ : G — H homomorfismo continuo entre os
grupos de Lie G e H. Entdao ¢ € suave.



2 Grupos de Lie e Geometria Riemanniana

Proposigao 2.1 (d.s.a). Seja G um grupo de Lie compacto. Entdo G admite
métrica bi-invariante.

Proposigao 2.2 (d.s.a). Sejam G grupo de Lie com métrica biinvariante,
XY, Z campos invariantes a esquerda. Entao:

(a) <[X7 Y]7Z> = _<Y7 [X7 Z])
(b) VxY = 3[X,Y]
(¢c) R(X,Y)Z = {[[X,Y], Z]

(d) (R(X,Y)X,Y) = H([X,Y],[X,Y]). Em particular a curvatura sectional ¢
sempre maior ou igual a 0.

Proposigao 2.3 (d.s.a). Seja G grupo de Lie conexo com métrica bi-invariante.

(a) Entao a exponencial riemanniana em e € G coincide com a exponencial
de Lie.

(b) A exponencial de Lie é sobrejetora.

Proposigao 2.4 (d.s.a). Seja B a forma de Killing de um grupo de Lie conexo
G.

(a) B(X,Y) = B(Ad (9)X,Ad (9)Y).

(b) Se G admite métrica bi-invariante, entio Ric (X,Y) = —-1B(X,Y). Em
particular a curvatura de Ricci independe da métrica bi-invariante.

Para demonstra o teorema a seguir, o aluno poderd usar o Teorema de
Bonnet-Myers (enunciado em sala de aula).

Teorema 2.5 (d.s.a). Seja G um grupo de Lie conexo semi-simples. Entio G
€ compacto se e somente se a forma de Killing for negativa definida.

Proposigao 2.6 (d.s.a). Seja g a algebra de Lie de um grupo de Lie conezo,
simplestemente conexo G com métrica bi-invariante. Entdo

(a) g é igual a soma direta ortogonal gy ® --- ® g, de ideais simples.

(b) G ¢ isomorfo a um produto de subgrupos normais de Lie G; X -+- X G,
tais que:

(b1) g; € algebra de Lie de G;.

(b2) Se g; é comutativa, entio G; = R. Se g; nao é comutativa, entao G;
€ compacto.



Proposigao 2.7 (d.s.a). Se a algebra de Lie g de um grupo de Lie compacto
G é simples, entao a métrica bi-invariante é inica a menos de multiplica¢do
por constante positiva. Além disto, G € variedade de Einstein para toda métrica
bi-invariante.

Problema 2.8. Seja G um grupo conexo de Lie, simplesmente conexo com
métrica bi-invariante. Suponha que g é semi-simples. Classifique as todas as
métricas bi-invariantes de G em termos de formas de Killing e as decomposi¢tes

em ideais simples g1 @ - -- @ g, de g (vide Proposicao 2.6) e as formas de Killing



