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Resumo

Esta dissertacao tem dois objetivos.

Nosso primeiro objetivo é apresentar alguns aspectos da teoria dos grupos de Lie e agoes proprias,
baseado em aulas dadas por M. Alexandrino

Nosso segundo objetivo e rever a prova da conjectura de Terng e Palais dada por Alexandrino [A].
Este teorema nos garante que folheacoes riemannianas singulares com distribuicao normal é uma
folheacao riemanniana singular com segoes.

Adaptamos a demonstracao para o caso particular das agoes isometricas.
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Abstract

The aim of this work is twofold.

Our first goal is to present some aspects of the theory of Lie group and proper action based on
lectures given by M. Alexandrino.

The second goal is to review the proof of the conjecture of Terng and Palais given by Alexandrino
[A]. This theorem assure us that a singular riemannian foliation with integrable normal distributions
is is a singular riemannian foliation with section.

We adapt the proof for the particular case of isometric action.
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Introducao

Apresentamos aqui um texto introdutdério auto-suficiente sobre grupos de Lie e a¢oes, no intuito
de organizar um instrumental teérico importante para compreender e demonstrar o teorema final
deste texto (a conjectura de Palais-Terng). Algumas vezes, alguns conceitos e teoremas importantes
que exigiriam uma abordagem mais geral serdo utilizados, mas para evitar o desvio de nosso foco
central e prolongar demasiadamente a dissertacao, nos ocuparemos em indicar referéncias onde tais
conceitos podem ser elucidados para eventual consulta do leitor.

Os dois primeiros capitulos desta dissertacao sao baseados em notas de aula da disciplina ” In-
troducao aos Grupos de Lie e Agoes Préoprias” ministrada no primeiro semestre de 2006 pelo profes-
sor Marcos Alexandrino no IME/USP. Em nosso primeiro capitulo, buscamos reunir as defini¢oes e
resultados da teoria dos grupos e dlgebras de Lie de maneira sucinta e compreensivel para um leitor
a nivel de mestrado, também apresentando relacoes importantes que podem ser feitas ao pensar
nos subgrupos e subalgebras de Lie. A disposi¢do das segbes permite um estudo cuidadoso das
proposicoes principais e finalizamos com importante resultado sobre decomposicao de algebras e
grupos de Lie.

O segundo capitulo se preocupa em introduzir as acoes de um grupo de Lie em uma variedade.
Neste capitulo é que tratamos das acbes isométricas proprias bem como dos espacos de Orbitas e
slice tao necessarias para o trabalho no capitulo 3.

No capitulo 3 finalmente vamos atacar o problema proposto por Palais-Terng, que garante a
existéncia de uma secao imersa completa totalmente geodésica sempre ortogonal as érbitas de uma
agao isométrica propria caso a distribuicao normal as érbitas seja integrdavel. Nesta demonstragao,
vamos reunir todo o conhecimento acumulado sobre acoes de grupos de Lie na tentativa de de-
monstrar um resultado recente. Para tal, faremos uma adaptagao da prova de Alexandrino ( [A])

ao caso particular de orbitas de uma acao isométrica propria.
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Capitulo 1

Resultados Basicos de Grupos de Lie

Este capitulo consiste em um texto claro e objetivo sobre a teoria dos grupos de Lie. Os conceitos
principais dessa teoria sao aqui apresentados e as propriedades enunciadas e demonstradas.

De inicio, vamos introduzir as definigbes de grupos de Lie e algebras de Lie, estabelecendo
condigoes para construir dlgebra de Lie a partir de grupo de Lie (através de campos invariantes a
esquerda) e admitindo o terceiro teorema de Lie que nos garante a existéncia de um grupo de Lie
conexo para uma algebra de Lie dada.

Um estudo importante de subgrupos e subalgebras de Lie é realizado na secao 1.4, o que a
torna rica em proposigoes e teoremas importantes sobre homomorfismos de grupos e de dlgebras
de Lie. Estudamos em seguida a exponencial de Lie e sua relagao com os conceitos de adjunta e
adjunta pequena. Finalizamos com o estudo das métricas bi-invariantes e mostrando um importante
resultado de decomposicao de grupos de Lie por meio do qual estabelecemos condigoes para a

existéncia de uma unica métrica bi-invariante.
1.1 Grupos e Algebras de Lie

Procuramos nesta segao introduzir de forma clara os conceitos de grupos de Lie e &dlgebras
de Lie. Para isto, iniciamos definindo variedade suave e depois dando a ela a estrutura de grupo
necessaria para tornd-la um grupo de Lie. Exibiremos alguns exemplos importantes na compreensao
da definicao e mostraremos o primeiro resultado interessante desse capitulo que da estrutura de

grupo de Lie a uma subvariedade mergulhada de grupo de Lie.

Definicao 1.1 (Variedade). Uma variedade suave (analitica) M, de dimensdao m (usualmente
denotada por M™), é um espago topolégico Hausdorff com base enumeravel munido de uma familia
de homeomorfismos

9001 . Z/la — Va
de abertos U, de M em abertos V, de R™ satisfazendo as propriedades:
1) M - Uaz/{a

2) Se W =U, NUg # 0, entao

030 05" 1 pa(W) — (W)
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é suave (analitica)

3) A familia {(Uy, po)} é maxima com relacdo as condicoes acima.

Observacdo 1.2. Algumas denominagOes especiais sao dadas aos homeomorfismos e abertos da
definicdo acima. O par (U, po) é chamado de carta local e, sendo p € U, costumamos dizer que
U, é vizinhanca coordenada de p, o, é coordenada local em p e sua inversa ¢! parametrizacio local
em p. A composigao cpgl 0 o é chamada de mudanca de coordenadas, e uma familia {(Uy, pa)}
satisfazendo 1) e 2) da defini¢ao acima é chamada atlas suave (analitico) de M. No caso em que

3) é satisfeita, dizemos que M possui uma estrutura suave (analitica).

Definicao 1.3. Sejam M e N duas variedades suaves (analiticas), com respectivas estruturas
{(Ua,Ya)} e {(Vs,3)}. Dizemos que uma aplicacdo f : M — N é suave (analitica) em p € M
se pgo fo 1 for suave (analitica) em 1), (p). Vamos denotar o conjunto das funcdes suaves de M
em N por C>*(M,N), e C>*(M) o conjunto das fungoes suaves com dominio M e contra-dominio
R.

Observagdo 1.4. Diremos que a funcao f é suave se ela for suave em todos os pontos de seu dominio.

Note ainda que a definicao 1.3 independe da escolha das cartas.
Defini¢ao 1.5 (Grupo de Lie). Uma variedade suave (analitica) G é chamada Grupo de Lie se:
a) G é grupo;
b) As aplicacoes
G xG— G 1:G6— G
(a,b) —> a-b ar— a!

sao suaves (analiticas).

Observagao 1.6. Na definigao acima, a condigao (b) é equivalente a afirmar que

GxG—(
(a,b) — a- b1

é suave (analitica).

Teorema 1.7. Seja G um grupo de Lie suave. Entdo, G admite uma estrutura analitica que o

torna wm grupo de Lie analitico.

Este resultado é enunciado devido a sua relevancia, apesar de que neste texto trabalharemos
apenas com estruturas suaves. Sua demonstragao foge ao escopo deste texto, mas pode ser en-
contrada em [DK], pg. 28. Convém observar, porém, que todos os resultados aqui apresentados

também sao validos em grupos de Lie analiticos.

Exemplo 1.8. Alguns exemplos de Grupos de Lie sdo:
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a) (R, +);

b) (S',-) sendo - a multiplicacio complexa dada por e? - ¢ = ei(0+o)

c) IT™ = St x ... x S, com a operacio obtida a partir da regra usual para o produto cartesiano de
N————

n

(S*);
d) GL,(R), o grupo multiplicativo das matrizes quadradas de ordem n inversiveis sobre R;
e) SL,(R), o grupo das matrizes reais quadradas de ordem n, com determinante 1;
f) O, ={A € GL,(R): A=t = A'};
g) U, ={AcGL,(C): A~ = A%}

Observagao 1.9. Cabem alguns comentdarios com relagao aos exemplos d), e), f) e g) apresentados
acima. O espago das matrizes quadradas M, (R) possui uma estrutura natural de variedade, e
considerando a aplicacao determinante (a qual é suave) obtemos G L, (R) = det (R — {0}). Por-
tanto, GL,(R) é um aberto de M, (R) e possui estrutura de variedade. A multiplicacao de matrizes

¢é polinomial em cada componente, e a inversa é dada por:

ATt = ﬁ ~adj A

onde adj A denota a adjunta cldssica da matriz A dada por (adj A);; = (—1)"*7 det M;;, sendo
M;j; obtida pela omissao da j-ésima linha e i-ésima coluna da matriz A. Consequentemente, tais
aplicagdes sao suaves e, como det(A - B) = det A - det B, resulta que GL,(R) é grupo de Lie.
Usando as fungoes det e f(X) = X X! (esta dltima também suave por ter entradas polinomiais),
temos que SL,(R) = det™ (1) e O, = f~Y(I). Fixando uma matriz A, é vélido que det(AX) =
det Adet X e f(AX) = Af(X)A!, para toda matriz X; disso segue que det e f(X) = X X! sdo
aplicagdes de posto constante e, por consequéncia do teorema do posto, SL,(R) e O,, sdo subva-
riedades (def. 1.10) de GL,(R). A proposi¢ao 1.12 vai garantir que essas subvariedades sa@o grupos
de Lie. (O caso U, é andlogo, usando a fungio g(X) = X X?).

Definigao 1.10 (Imersao, Mergulho, Subvariedade).
a) Uma aplicacao suave entre variedades f : M — N é imersdo se df, é injetora, Vp € M.

b) Uma imersdo f : M — N é mergulho se f : M — f(M) é homeomorfismo, considerando

f(M) com a topologia induzida de N.

¢) Dada uma variedade M e um subconjunto N C M, diremos que N é subvariedade imersa de
M se N possui uma estrutura suave na qual a inclusao i : N — M ¢é uma imersao. Se existir
uma estrutura suave de N em que a inclusao seja um mergulho, N serd chamada subvariedade
(mergulhada) de M.
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Lema 1.11. Sejam L, M variedades e N uma subvariedade mergulhada de M. Seja f : L — M
suave tal que f(L) C N. Entao, f: L — N € suave.

Demonstracao: Tomemos um ponto arbitrario p € L, e seja ¢ = f(p) sua imagem. Podemos
considerar uma vizinhanga coordenada (U, ) de p a qual é levada por f em uma vizinhanca
coordenada (V,1) de g tal que (V) é uma bola B.(0) e ¥(q) = (0,...,0) € R*. Como N ¢
subvariedade mergulhada de M, temos que (VN N) = W N {(z1, ..., Tm,0,...,0) € R"}, sendo
W um aberto de R™. Assim, temos que ¥ o f o p(x) = (f1(x),..., fm(x),0,...,0), para todo = €
o Y(U). Tomando 7 a projecio nas m primeiras componentes (a qual é uma aplicacio suave),
temos m o o f o p(x) = (fi(x),..., fm(z)) uma aplicacdo suave em ¢~ !(p). Como p foi tomado

arbitrario, concluimos que f : L — N é suave. [ |

Proposicao 1.12. Seja G um grupo de Lie e H uma subvariedade mergulhada de G a qual é um

grupo com relagdo ao produto de G. Entdo H € também um grupo de Lie.

Demonstracao: Considere a aplicagao

f:HxH—G
(h1,hg) — hy - hy!

a qual é suave pela definigdo de grupo, e além disso f(H x H) C H. Como assumimos H subvarie-
dade mergulhada de G, resulta do lema 1.11 que f : H x H — H é uma fungao suave, concluindo

portanto que H possui estrutura de grupo de Lie. [ |

Definimos a seguir o conceito de algebra de Lie:

Definicao 1.13 (Algebra de Lie). Uma Algebm de Lie g é um espago vetorial (real) dotado de

uma aplicacao bilinear

[,]:gxg—9

chamada colchete de Lie, satisfazendo as propriedades:

i) [X,Y] = —[Y, X] (anti-comutatividade);

i) [[X,Y], Z] + Y, Z],X] + [[Z, X],Y] = 0 (equacao de Jacobi);
Exemplo 1.14. Alguns exemplos de dlgebras de Lie sao:
a) My,(R), com [A, B] = AB — BA,;

b) R3 com o produto vetorial [v, w] = v x w;
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1.2 Colchete de Campos

Definimos recentemente algebra de Lie, onde a aplicacdo colchete é essencial. Dada uma va-
riedade, vamos agora pensar no médulo dos campos suaves em uma variedade e estabelecer uma
aplicacao do tipo colchete. Na verdade, mostraremos que esta aplicacao é de fato um colchete de
Lie, dando o primeiro exemplo pratico desta operacao. O conteiido necessario para trabalharmos

em campos em uma variedade serd dado nesta secao.

Defini¢ao 1.15 (Campo em Variedade). Um campo X em uma variedade M é uma segao do

fibrado tangente TM := UpepTpM (cf. [dC2], pg. 15), ou seja, é uma aplicacao

X:M—TM talque woX(p)=p

onde 7w : T'M — M é a projecao canonica.

Observagao 1.16. Tomando um ponto p € M (m-dimensional) e considerando x uma parametrizagao

local em p, podemos escrever:

X(p) = Zai(p)ég (1.1)
i=1 v

sendo cada a; uma funcao real e {62} base de T}, M associada a x.
K2
i=1..n

O campo X serd suave em p se para todo i, a; o x for suave em x~1(p). Vamos denotar o conjunto

dos campos suaves em uma variedade M por E(M).

Definicao 1.17 (Derivada Direcional). Seja v € T, M. Definimos a derivada direcional em p € M
na dire¢ao de v de uma fungao f € C*°(M) por:

v-fp = dfp(v)

onde a : (—g,6) — M, a(0) =p e /(0) = v.

Observacdo 1.18. A definicdo acima nos dé outra interpretacdo de um campo: podemos pensa-lo
como uma aplicagao entre espacos de fungdes. De fato, dada uma funcao f € C*°(M), definimos

Xf(p) = X,f, ou seja, a derivada direcional de f na direcdo do campo. Por (1.1), temos que:
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Expressando desse modo temos que X é suave se, e somente se, X f é suave para todo f € C>°(M).

Como uma variedade suave é localmente difeomorfa a R™, os teoremas locais de equagoes dife-
renciais ordindrias sdo naturalmente estendidos a variedades suaves. Por isso podemos admitir o

seguinte resultado, o qual pode ser verificado em qualquer livro de equactes diferenciais ordindrias:

Teorema 1.19. Seja X um campo suave em uma variedade M e p € M. FEntdo existe uma
vizinhanga U de p em M, um intervalo (—9,9) com 6 > 0 e uma aplicagcdo suave ¢ : (—9,0) xU —

M tal que a curva t — @(t,q), t € (=0,0), ¢ €U € a tinica curva que satisfaz g 830 = X(¢(t,q)) e
¢(0,q) = q.

Definigao 1.20. A aplicacdo ¢ : Y — M sendo ¢¢(q) = ¢(t, q) dada pelo teorema 1.19 é chamada
fluzo local de X.

Definigao 1.21 (Colchete de Campos). Sejam X e Y campos em M. Definimos o campo [X, Y]

por:

(X, Y]f = X(Y[f)-Y(XSf), VfeC®(M) (1.2)

Observagdo 1.22 (Expresséo em coordenadas). Em uma variedade n-dimensional, considere X =

Z a, eY = Z bj— 8 . Assim,

Jj=1 g J
(3,0
- "Ox; \ 4~ 7 Ox
1=1 7j=1
N~ [(Ob; 0 9?
= i| = =— +bj=——
;z_:a <6xi Ox; + j@:m@@)

Analogamente,

vX — Z 3@1 Zn: b 62
N ]81‘] 8581 “ i ]al‘iaﬂ?j

3,j=1 1,j=1

Portanto,
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[X,Y] = XY-YX

n

,j=

resultando:

X,Y] =

6bji “ 8%’ 0

a; — -
8.%‘2‘ 8:L'j i1 J 8xj 8901
- ij 8aj 0
i — b — 1.
Z (a 81’1 bz 8@) &Tj ( 3)

i,j=1

Observagao 1.23. Em particular, quando M é aberto de R", X = (z1,....,x,) € Y = (y1,...Yn),

temos:

(X, Y]

= DyX —DxY
= DxY —-DyX

onde D ¢é a derivada de aplicagoes de R™ em R"™.

Observagao 1.24. Vamos verificar que o colchete de campos é um colchete de lie:

1.
X,Y] = XY -YX
= —(YX - XY)
= [V, X]
2.

(X, Y], 2] + [V, Z21X] + [[Z, X], Y]

Proposicao 1.25 (cf. [CL], pg. 213).

= XY -YX,Z|+[YZ-2Y,X]|+[Z2X - XZ,Y]
=0

(X, Y] =0 ¢ op) =) op

1.3 Campos Invariantes a Esquerda

Dado um grupo de Lie G, considere a aplicacao:
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Ly:G—G

a—g-a

Diremos que um campo X é invariante a esquerda se

Xga = dLy X,

De modo mais simples, denotamos apenas X = dL,X, Vg € G.

Analogamente, considerando a fungao:

R,:G— G

a——a-g

vamos dizer que o campo X ¢é invariante a direita se X = dRy,X. O campo serd bi-invariante se

for invariante a direita e a esquerda.
Lema 1.26. Campos invariantes a esquerda (ou a direita) sao suaves.

Demonstracao: Seja g pertencente a uma vizinhanca da identidade e, e considere a funcgao
L(g,h) = g - h. Temos assim DL : TG x TG — TG e, definindo

s:G—TG xTAG
g9— (g9, Xe)

segue que 1o DL o s(g) =ge X(g9) = DL o s(g). Isto prova que o campo é suave.
[
Dado um vetor v € T, G, podemos definir o campo invariante a esquerda X por Xy, = dLgv,.

Com isto temos um campo invariante a esquerda em G de maneira tal que X, = v.

Proposicao 1.27. O conjunto dos campos invariantes a esquerda num grupo de Lie G tem estru-

tura de dlgebra de Lie.

Demonstragao: Primeiro, mostremos que tem estrutura de espaco vetorial. A soma e a mul-
tiplicacao por escalar sao induzidas das operagoes usuais com funcgoes, faltando verificar que os
resultados destas operacoes ainda sao invariantes a esquerda. Tomando dois campos invariantes a
esquerda X e Y, temos que X =dL,X eY = dL,Y. Assim,

X+Y = dL,X +dL,Y
= dL,(X +7Y)

Logo, a soma de campos invariantes a esquerda é invariante & esquerda. Agora, tome « € R,
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aX = adLsX
= dLg(aX)

ficando clara a estrutura de espaco vetorial. Ja provamos na observacao 1.24 que o colchete de
campos ¢ colchete de Lie, mas precisamos verificar que o colchete de campos invariantes a esquerda

é ainda invariante a esquerda:

ALy[X,Y]f = dL,(XY —YX)f
= (dLyX)Yf — (dL,Y)Xf
= XYf-YXf
= [(X,Y]f

Concluimos que o conjunto dos campos invariantes a esquerda em um dado grupo de Lie é uma

algebra de Lie. [ |

Definigao 1.28. A Algebra de Lie dos campos invariantes & esquerda sobre um grupo de lie G é

chamada dlgebra de Lie do grupo de Lie, e denotada por g.

Observacao 1.29.
g=T.G

Lembre-se que a cada vetor de T.G, esta associado um tnico campo invariante a esquerda. Do
mesmo modo, dado um campo X, ele nos dd um unico vetor X., evidenciando a biunivocidade
entre g e T.G. Em T.G, definimos

[Xea }/e] = [X7 Y]

onde X e Y sao os campos invariantes & esqueda construidos a partir de X,,Y, € T.G (veja co-
mentario no inicio desta se¢ao). Isto dd a T.G uma estrutura de dlgebra de Lie que, por construcao,

é isomorfa a g

Finalizamos esta secao apresentando o terceiro teorema fundamental de Lie, o qual serd usado
em diversas situacoes ao longo do texto. Omitimos sua demonstracao por estar além dos nossos

objetivos, mas pode ser conferida em [DK], pg. 32.

Teorema 1.30 (3° Teorema de Lie). Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita. Entdo, existe

um unico grupo de Lie simplesmente conexo G que tem dlgebra de Lie G.
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1.4 Subgrupos e Homomorfismos de Lie

Nesta se¢ao, estamos preocupados em estabelecer relagoes entre os subgrupos de Lie e as sub-
algebras de Lie. Sob que condi¢oes um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G possui uma &lgebra
de Lie que coincide com uma sub-algebra de Lie de g? Sera possivel criar um homomorfismo de
algebras de Lie a partir de um homomorfismo de grupos de Lie? E a reciproca, serd possivel? Em
que condicoes?

Estas perguntas norteiam esta segao, o que a torna repleta de resultados importantes da teoria
dos grupos de Lie. Alguns conceitos necessarios serao rapidamente introduzidos, como o de fol-
heacao, distribuigao e recobrimento mas, para evitar o desvio de nosso objetivo principal, usaremos

alguns resultados sempre dando indicacées de onde podem ser encontrados.

Definigao 1.31 (Homomorfismo de Grupos de Lie). Sejam G e H grupos de Lie. Uma aplicacdo

p: G — H é homomorfismo de grupos de Lie se:
a) o é suave.

b) ¢(g1-92) = p(g1) - (g2)

Definigao 1.32 (Homomorfismo de Algebras de Lie). Dadas duas élgebras de Lie g e b, a aplicagao
Y 1 g — b é homomorfismo de dlgebras de Lie se 1 é linear (no sentido de espago vetorial) e, além
disso, ¥[X,Y] = [V X, ¥Y].

Em algumas demonstragoes faremos uso do teorema de Frobenius, o qual enunciamos em duas
versoes. A seguir colocamos rapidamente os conceitos envolvidos, mas para um estudo mais cuida-

doso recomendamos o apéndice dois de [CL] (vide pg. 215).

Definicao 1.33 (Distribuigao). Uma distribui¢cio D de dimensao k em uma variedade M™ é uma

escolha de k-subespacos vetoriais em T M, isto é,
D, cT,M, VpeM.

Diremos distribuicao suave se, para cada p € M, existir uma vizinhanca V de p e campos suaves

X1, ..., X}, definidos em V satisfazendo, para todo q € V:
a) Xi(q) € Dy, Vi=1,....k
b) {Xi(Q)}lgigk ¢ base de D,,.

E, ainda, a distribuigao sera involutiva se satisfizer a seguinte condigao:
“Sejam X, Y campos definidos em uma vizinhanca U de p em M, tais que X, Y, € Dy, Vg € U.
Entao [X,Y], € Dy, Vg e U”.

Teorema 1.34 (Frobenius). Seja D uma k-distribuicio suave involutiva em uma variedade M.

FEntao:
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a) Dado p € M, existe uma subvariedade Ly, tal que
T.L,=D,, Vxecl,
A subvariedade acima € chamada subvariedade integral
b) Se L' e L? sdo subvariedades integrais mdzimas e T,L' = T,L?, entdo L' = L.

¢) (quase mergulhada) Supondo K outra variedade e ¢ : K — L uma fung¢ao tal que io) : K —

M ¢ suave, a funcao ¢ : K — L também € suave.

Definigao 1.35 (Folheagao). Uma folheagdo de dimensao k de uma variedade M™ é uma parti¢ao
de M por uma familia de subvariedades F (todas de dimensao k) de maneira que, para cadap € M e
cada v € T,F, (sendo F), a folha que contém p) existe um campo suave X definido numa vizinhanga

U de p em M satisfazendo:
a) X, =v
b) X, € T,F,, VYgqelU

Observagao 1.36. Se F = {F} é uma folheagao de dimensao k de uma variedade M™, entao para
todo p € M, existe uma vizinhanca U de p, uma vizinhanca W de 0 € R™ = R*¥ x R ¢ um

difeomorfismo
YW —U

tal que (W N (R* x {yo}) = Py(0,y0)> onde Pyo,,) € a componente conexa de Fy ) NU que
contém (0, yp).

Teorema 1.37 (Frobenius Reformulado). Seja D uma k-distribuicio suave involutiva em uma
variedade M. Entdo, existe uma unica folheaggo F = {F} de dimensao k satisfazendo D, =
T, Fy, Vge M.

Definigao 1.38 (Subgrupo de Lie). Seja G um grupo de Lie. Dizemos que H C G é subgrupo de
Lie de G se:

a) H é subgrupo algébrico de G.
b) H é subvariedade imersa de G.

c)
HxH-—H

(a,b) — a- b1

é suave.
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Definigao 1.39 (Campos f-relacionados). Dada uma fungao suave entre variedades f : M — N,
X € E(M),Y € E(N). Dizemos que X é f-relacionado a 'Y se

Yip = dfpXp, VpeM

D)

Observagdo 1.40. Outra maneira de trabalhar com campos f-relacionados é tomando uma fungao

g € C™®(N) e, conforme a observacao 1.18, fazer:

Yip(9) = dfpXp(9)
= Xp(gof)

dai, X e Y sao f-relacionados se, e somente se, para toda fungao g € C>°(N), ocorrer (Yg)o f =
X(go f).

Proposicao 1.41. Sejam X', X2 € E(M) e Y',Y? € E(N). Suponha X f-relacionado a Y,
i =1,2. Entdo, [X', X?] é f-relacionado a [Y1,Y?].

Demonstracao: Tome g € C*°(N). Segundo a observagao 1.40, temos:

Yig)of = X'(gof), i=1,2 (1.4)

Usando a eq. 1.4, temos:

(YLY?lg)of = (YI(Y?g))of—(Y?(Y'g))of
= X' (Y?g)o f) = X*((Y'g)o f)
= X' (X*(gof) = X*(X'(go f))
= X', X%(gof)

Definigao 1.42 (Subélgebra de Lie). Seja g uma algebra de Lie. Um subespaco b é uma subdlgebra

de Lie se é fechado com relacao a operacao colchete.

Lema 1.43. Seja H C G um subgrupo de Lie. Entao by é subdlgebra de Lie de g.

Demonstracgiao: Sendoa € H, considere a aplicagio L := L,| . Temos assim que ioLX = L, 01,
H
sendo i : H — G a inclusdo. Seja X € T.H, e defina os campos X = dLP X, Va € H e

X4 =dL,X, Ya € G. Mostremos que X e X sdo i-relacionados:
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Xi(a) - dLl(a)d'lX
= didLX
= di, X"
Como consequéncia da proposicao 1.41, resulta que [X,Y];) = di [ X7, YH) e di(T.H) = T.H. m

Teorema 1.44. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Seja b subdlgebra de Lie de g.

Entao existe um unico subgrupo de Lie conexo H C G com dlgebra de Lie §.

Demonstracao: Defina D, = {X, : X, = dL,X, com X € h}. Como h é uma &lgebra de Lie,
entao D, é involutiva. Pelo teorema de Frobenius (teorema 1.37), existe uma tnica folheagao F tal

que Dy, =T,F,, Vq. Definindo H = F,, temos que:

i) Lg leva folha em folha, pois:

dLyD, = dL,T,F,
TyaFya

e portanto dLyD, = Dg.q.

ii) Se h € H, entao Ly-1(H) é folha contendo e. Portanto L,-1(H) = H, resultando que H é
grupo.

iii) Defina

Yv:HxH—H
(a,b) — a=1-b

como i e i 01 sao suaves, resulta do teorema de Frobenius (teo. 1.34) que v é suave. Assim,

H é grupo de Lie conexo com &algebra de Lie b.

Proposigao 1.45. Sejam G e H grupos de Lie com respectivas dlgebras de Lie g eh. Se o : G —

H ¢é homomorfismo de grupos de Lie, entdo dpe : g — b € homomorfismo de dlgebras de Lie.

Demonstracao: Tomando a € G, temos que
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poLS(@) = ¢la-a)
= p(a)-o(z)
= L oe(z)
Disso, segue que:
dpodLl = dLg(a) odyp (1.5)

Sendo h € H e g € GG, vamos definir os campos:

X = diflde.X,

G _ G
x¢ = drSx.

Com isso, temos:

H  _ H

Xotg) = dLygydpeXe
= dp dLSX,
= d(pr

E portanto os campos X e X sio ¢-relacionados. Resulta da prop.1.41 que:

(XH YyH], = dp.]X,Y]C de.T.G

De onde concluimos que dy, ¢ homomorfismo de algebras de Lie.

Definigao 1.46 (Recobrimento). Uma aplicagao sobrejetora e continua 7 : F — B é chamada

recobrimento se, para cada p € B, existe vizinhanca U de p tal que 7! (i) é a unido disjunta de

abertos U, C F com 7 : U, — U homeomorfismo.
Ua

O seguinte teorema pode ser verificado em [B], pg. 98, ou entao em [DK], pg. 67. As duas
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demonstragoes sao bem distintas, sendo que a primeira envolve agoes (conceito a ser trabalhado no

préximo capitulo) e a segunda, homotopia.

Teorema 1.47. Dado um grupo de Lie conexo G, existe um unico grupo de Lie simplesmente

conexo G com homomorfismo de Lie m : G — G que é também recobrimento.

Proposicao 1.48. Sejam G, H grupos de Lie conexos e m : G — H homomorfismo de Lie
sobrejetor.

m € recobrimento <  dm. € isomorfismo.

Demonstragao:

(<) Suponha dr, isomorfismo, dr, : T.G — T H, onde €’ denota o elemento neutro de H.

Do teorema da funcao inversa, existe vizinhanca U/ de e e vizinhanca W de ¢/ tal que 7 : U — W é
difeomorfismo. Como 7 é sobrejetor, dado p € H é possivel encontrar ¢ € G tal que m(q) = p. Dali,

m:q-U — p-W é difeomorfismo, pois 7(q - x) = 7(q) - 7(x) = p - w(x). Logo 7 é recobrimento.

(=) Como 7 é recobrimento, existe uma vizinhanca V de e tal que 7 : V — U é homeomorfismo.
Além disso, como por hipétese m é homomorfismo de Lie, segue conjuntamente com a proposicao
1.45 que dm. é isomorfismo de algebras de Lie.

[

Teorema 1.49. Sejam G, H grupos de Lie e 0 : g — b homomorfismo de algebras de Lie. Entdo:
1. Existe uma vizinhanga U de e e aplicagdo ¢ : U — H suave tal que

(a) ¢(ab) = p(a)e(b) para a,b,ab € U (homomorfismo local).
(b) d(pe =0.
2. Se G for simplesmente conexo, entdo existe um homomorfismo ¢ : G — H tal que dpe = 0.

3. Se G € conexo e existem dois homomorfismos v, : G — H com dp. = dip, = 0 entao

p=1.

4. Se G e H sdo conexos e simplesmente conexos e 8 € um isomorfismo, entdo G e H sdo

isomorfos.
Demonstragao:

1. Considere £ = {(z,0(x)) : = € g}, o qual é subélgebra de Lie de g x . Segue do teo.1.44 que

existe um subgrupo de Lie conexo R de G x H com algebra de Lie K.

Considere a inclusao i : R — G x H e a projecao 71 : G Xx H — G. Entao, moi: R — G é
suave e um homomorfismo de Lie tal que d(m; 0i)(z,0(x)) = x, Vx € g. Segue do Teorema da
Fungao Inversa que existem vizinhancas U de ¢’ em R eV de e em G tais que 7o : U — V
é difeomorfismo. Vamos definir ¢ = mp o (71 04)~! : V — H. Logo, ¢ é homomorfismo local

e dp. = 0, pois:
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dpe(X) = d(mo (m0i) He(X)
= dmyd((moi) ™ HX
= dmy(X,0(X))
= 0(X)

2. Conforme fizemos no item 1 desta prova, verificamos que 71 o ¢ é homomorfismo sobrejetor e
d(m o). é isomorfismo. Segue da prop.1.48 que 71 04 : R — G é recobrimento. Supondo G
simplesmente conexo, temos que 71 o ¢ é homeomorfismo e ¢ = mg o (71 0 i)*l :G— Héo

homomorfismo procurado.

3. Tome K = {5, w(é)} R e R sao subgrupos de Lie conexos com a mesma algebra de Lie. Logo
R=Re p=1.

4. Do item (2) desta prova, temos que ¢ : G — H é recobrimento. Como H é conexo,

simplesmente conexo, segue que ¢ € isomorfismo.

Proposicao 1.50. Seja G um grupo de Lie e G° a componente conexa da identidade. Entdo:

1. G° ¢ um subgrupo de Lie de G normal.
2. As componentes conexas de G sdo da forma gG°, com g € G.

3. Dado uma vizinhan¢a U de e entdo GO = U U™ onde U™ = {gi - - gF| gi € U}

Demonstragao: E verdade que G é aberto e fechado. Mostremos que é um subgrupo de Lie.

Tome g € GO arbitrario, e considere o conjunto g-G® = L,(G?). Como L, é suave, g-GY é conexa
egcg-GY Isto implica que g - G° N GY # () e portanto g - Gy = Gy. Da mesma forma, como a
inversdo é suave, o conjunto G° ; = {g~! : g € G°} é conexo com e € G ;. Disso resulta G* ; = G°
e portanto G° é subgrupo de Lie de G.

1

Para ver que G° é normal, basta tomar a funcio suave z — g-2-¢g~ ' e temos g- G- g~ = GY,

para todo g € G, haja visto que e € g- G0 - g~ 1.

Por fim, basta mostrar que U2 U™ é aberto e fechado em G°. Que é aberto nao ha divida, pois

U ¢é aberto e por consequéncia U" é aberto, para todo n. Verifiquemos que o conjunto ¢é fechado.

Seja p um ponto de acumulagao de U U™ e U™ = {u™! : uw € U}. Entdo, em p- U1 existe um

1

ponto g € U2 . U", digamos, g = p-u~ ", com u € U. Logo, p = g-u € Uy U". Isto conclui a

prova. [
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1.5 Aplicacao Exponencial e
Representagcao Adjunta

Definigao 1.51. Um homomorfismo de Lie ¢ : R — G é chamado subgrupo a 1-pardametro.

Fixando X € g, considere o homomorfismo de algebras de Lie

0:R—R-X
t—t-X

Do teorema 1.49, existe um tnico subgrupo a 1-parametro Ay : R — G tal que Ny (0) = X. Com

base nisso, definimos:

Definicao 1.52. Em um grupo de Lie G, a aplicacdo exponencial de Lie é definida por:

exp:g — G
X — Ax (1)

Proposicao 1.53. A aplicagdo exponencial de Lie satisfaz as sequintes propriedades:
a) exp(tX) = Ax (1

b) exp(—tX) = exp(tX)~!

c) exp(t1 X + t2X) = exp(t1.X) - exp(taX)

d) exp: T.G — G € suave e dexpy = [

Demonstragao: Para mostrar o item a), basta verificar que Ax () = A¢x(1). De fato, considere

o grupo a l-parametro A(s) = Ax(st). Assim,

d
MN(0) = —Ax(st
0 = Zax(sn|

= Nx(t)
S ¢

Portanto:
Ax(st) = Ax(s)
e, tomando s = 1, segue que
Ax(t) = exp(tX) (1.6)

Os itens b) e ¢) seguem diretamente do fato de exp(tX) ser um homomorfismo de Lie e, para

verificar d), basta derivar a equagao 1.6 em t = 0. [ |
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Corolario 1.54. Existe uma vizinhanca da identidade onde a exponencial de Lie é um difeomor-

fismo.

Demonstragao: Isto segue diretamente do item d) da proposigao 1.53 acima e do teorema da

funcao inversa. u

Observagdo 1.55. Alguns fatos interessantes com relagao & exponencial de Lie sdo:

1. Em um grupo de matrizes, a exponencial de Lie coincide com a exponencial de matrizes
(cf. [S], pg. 10-21), ou seja,

exp(4) = T (1.7)
k=1

2. Em geral, exp(X +Y) # exp(X) - exp(Y'). (cf. [S], pg 10-55)
3. exp nem sempre ¢ sobrejetora. (cf. [DK], pg. 22)

Proposicao 1.56. Seja ¢ : G — H um homomorfismo entre os grupos de Lie G e H. Entdo
poexp® = exp odp.

Demonstragao: a(t) = poexp®(tX) e 3(t) = exp! odp(tX) sdo ambos subgrupo a 1-parametro
com '(0) = #(0) = dpx. Segue do teorema 1.49 que @ = f3. |
A seguir, enunciamos as formulas de Campbell. Omitimos sua demonstracao, mas pode ser

conferida em [S], pg. 10-28.

Teorema 1.57 (Férmulas de Campbell). Seja G um grupo de Lie e X,Y € g. Entado, existe € > 0

tal que, para |t| < e, temos:

a) exp(tX)exp(tY) = exp(H(X +Y) + L[X, Y] + O(3))

b) exp(tX)exp(tY)exp(—tX) = exp(tY + t3[X, Y] + O(?))

¢) exp(—tX) exp(—tY) exp(tX) exp(tY) = exp(t2[X, Y] + O(t3))

3
onde O|§‘t3) € limitado.

Definicao 1.58 (Conjugagao). Fixado um elemento g em um grupo de Lie G, definimos conjugacao

por g como a aplicagao:

Cy:G— G

ou seja, Cy = Ly o Ry-1.
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Definigao 1.59 (Adjunta). A Representa¢do Adjunta de um grupo de Lie G é a fungao:

Ad : G — Aut(g)
g +— dCy

ou seja, Ad (g9) = dLy o dR,

Observagao 1.60. Como consequéncia da defini¢ao, temos que:

Ad(g)X = (gexp(tX)g™) (19)
t=0

e, da proposicao 1.56:

gexp(X)g~' = exp(Ad (9)X) (1.9)

Definigao 1.61 (Adjunta pequena). Definimos a adjunta pequena de um grupo de Lie G como a

aplicacao:
ad : g — End(g)
Xr—dAd X
isto é,
d
ad (X)Y = &Ad (exp(tX))Y (1.10)

t=0

Observagdo 1.62. Usando novamente a proposicao 1.56, temos:

Ad (exp(X)) = exp(ad (X))
Lema 1.63.

ad(X)Y = [X,Y]
Demonstragao: Pelas férmulas de Campbell (teorema 1.57), temos que:
exp(tX) exp(tY)exp(—tX) = exp(tY +*[X, Y]+ O(t))
e, pela equacao 1.9, resulta:
exp(Ad (exp(tX)tY) = exp(tY +t2[X,Y] + O(t?))

Tomando ¢ suficientemente pequeno, vale:

Ad (exp(tX))Y = Y +t[X,Y]+O(t?)
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por fim, derivando, concluimos por meio da equacao 1.10 que:
ad (X)Y = [X,Y]
]

Proposicao 1.64. Seja G um grupo de Lie conexo com dlgebra de Lie g. Entdo, dados X,Y € g,
temos que [X,Y] = 0 se, e somente se, exp(X)exp(Y) = exp(Y)exp(X). Em particular, se o

colchete de Lie for nulo para quaisquer X,Y € g, o grupo G serd abeliano.
Demonstracgao:

(=) Pela observagao 1.62, temos que:

Ad (exp(X))Y = exp(ad (X))Y

Pois ad (X)Y = [X,Y] =0 (lema 1.63). Usando a equacao 1.9, resulta:

exp(X)exp(Y)exp(—X) = exp(Y)
(<) Supondo
exp(sX)exp(tY)exp(—sX) = exp(tY)

temos, da equacao 1.9, que:

exp(Ad (exp(sX))tY) = exp(tY)

Derivando com relagao a s em s = 0, resulta [X,Y] = 0. Por meio da proposigao 1.50, segue

o resultado para todo o grupo G.

1.6 Subgrupos Fechados

Teorema 1.65. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo algébrico fechado de G. Entdo, H

€ subgrupo de Lie mergulhado.
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Demonstragao: Vamos, primeiramente, definir nosso candidato a T, H:
h:={X eT.G:exp(tX) € H, Yt}

Vamos demonstrar o teorema a partir de uma sequéncia de afirmacdes; a primeira delas vai garantir,

em particular, que b # ()

Afirmagao 1.66. Seja (X;) uma sequéncia em T,G com X; — X e (t;) sequéncia real com t; — 0.
Se exp(t; X;) € H, Vi, entao X € h.

Note primeiramente que as hipéteses da afirmagao 1.66 sao satisfeitas em nosso problema, haja

visto que podemos supor H nao-discreto,e entao existe uma sequéncia (h;) em H com h; — e.

Com isto, podemos tomar X; tal que exp(X;) = h;, e definir t; = || X;|, X; = % Como (Xj;) é

uma sequéncia na esfera unitaria, admite subsequéncia convergente e portanto as hipdteses estao
satisfeitas.
Vamos demonstrar a afirmacao 1.66:

Prova: Supondo t; > 0, definimos

wo- ]

t;

ou seja, a funcdo que toma o maior inteiro menor ou igual a ti Como:
k2

t t
—— 1< Ri(t) < —
t; Z()_ti

= t—t; <tRi(t) <t
concluimos que:
tiRi(t) — t = tRi()X; — tX
Da continuidade da exponencial, resulta:
exp(t;R;(t)X;) — exp(tX)
Por outro lado,

exp(tiRi(t)X;) = exp(t;X;) € H

Como H é fechado, exp(tX) € H e entao X € h. o

Afirmacdo 1.67. b é um espaco vetorial.
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Prova: Sejam X,Y € b, pelas férmulas de Campbell (teorema 1.57):

2

12
exp(ti(X +Y) + o [X, Y] + O(t) = exp(t;X)exp(t;Y) e H
portanto, ;
exp(ti(X +Y + é[X’ Y]+0(2) e H
¢ t
X+Y+§’[X,Y]+O(t$) — X +Y
quando t; — 0. Como consequéncia da afirmacao 1.66, temos que X +Y € b. o

Afirmacao 1.68. Seja b’ espaco vetorial tal que

TeG:h@h,

Y:hoh — G
(X, X') — exp(X) - exp(X’)

Entao, existe vizinhanga de (0,0) tal que ¢ é difeomorfismo restrito a tal vizinhanca.
Prova: Para demonstrar a afirmacao 1.68, vamos derivar v:

D1vp,0)(X,0) = dexpy X
= X

Doth0,0)(0, X)) = dexpy X'
= X,

Disso temos que Dy = I e, pelo teorema da funcao inversa, 1 é difeomorfismo em uma vizinhanca
de (0,0). o

Afirmagao 1.69. Existe uma vizinhanga V' de 0 em b’ tal que exp(X’) nao pertence a H, para
X' eV

Prova: Suponha por absurdo que exista sequéncia X; — 0 tal que X; e b e exp()?i) € H. Defina
ti = || X e

>

Xi =

~
N
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Como X; é uma sequéncia em um conjunto compacto, podemos tomar uma subsequéncia conver-
gente (vamos denotar com o mesmo indice i) X; — X, t; — 0 e exp(t;X;) € H. Pela afirmagao
1.66, X € b, o que contraria h N h' = {0} o

Afirmacdo 1.70. Existe uma vizinhanga U de 0 em T.G tal que

HnNexpU) =exp(hNU) (1.11)

Note que, sendo a equacao 1.11 verdadeira, temos que H é uma variedade mergulhada em uma
vizinhanga de e. Como H é grupo, H é uma variedade mergulhada, e portanto H é um subgrupo
mergulhado. Segue da proposicao 1.12 que H é subgrupo de Lie mergulhado de G.

Basta entao provar que a equacao 1.11 é verdadeira:

Prova: Segue da construcao de h que
HnexpUd) Dexp(hNU)
Escolha U vizinhanca de 0 em T.G de maneira que:

¢é difeomorfismo
u

a) exp

b)

¢ difeomorfismo (conforme a afirmacao 1.68)
u

c) (UNY) V', conforme a afirmagao 1.69).

Seja a € H Nexp(U). Por b), existem tnicos X € h e X' € h’ com a = exp(X) - exp(X’), e assim
exp(X') = [exp(X)]7!-a € H. Segue da afirmacio 1.69 que X’ = 0, ou seja, a = exp(X), com

X € h. Como a foi tomado arbitrario, segue a equacao 1.11.

Corolario 1.71. Sejam G, H grupos de Lie e ¢ : G — H um homomorfismo continuo. Entao,

p € suave.

Demonstragao: Considere o gréifico K = {(g,¢(g)) : ¢ € G}. K é um subgrupo algébrico
fechado de G x H, entao por consequéncia do teorema 1.65, K é subgrupo de Lie mergulhado de
G x H. Tomando a inclusao i : K — G x H, e as projegoes 71, o respectivamente na primeira e
segunda componente, temos que 71 0 é aplicacdo de posto constante, pois 7 0io L = L% o o1,
O fato de K ser grafico em conjunto com o teorema do posto garante que 7y o 7 é imersao.

Necessariamente, dim(K) = dim(G), pois se ndao 7 o i(K) teria medida nula em G, contrariando

m 04(K) = G. Usando o teorema da fun¢ao inversa, temos que 71 o4 é difeomorfismo local e, como
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71 0 é bijecdo, é um difeomorfismo global. Por fim, ¢ = m9 o (71 04)~!, e portanto uma aplicacio
suave.

Observagdo 1.72. Se ¢ : G — H é um homomorfismo de Lie , entdo ker(p) = ¢~ !(e) é subgrupo
de Lie fechado.

Observagdo 1.73. Seja G um grupo de Lie conexo e
Z(G)={geG:g9gb=0bg, Vbe G}

Entao, Z(G) = ker(Ad). De fato, se g € Z(G) evidentemente Ad (g) = I. Tomemos g € ker(Ad ),

usando a equacao 1.9 temos:
gexp(tX)g~' = exp(tX)

E portanto g comuta com todos os elementos numa vizinhanca de e onde exp estd definida. O

resultado segue da proposicao 1.50.
1.7 Fatos de Geometria Riemanniana

A partir de agora, vamos envolver em nosso estudo alguns conceitos de geometria riemanniana.
Mas, para nao desviar o objetivo central deste capitulo, apenas faremos uma listagem das defini¢oes
e resultados a serem utilizados. Para um estudo mais cuidadoso, recomendamos a leitura do segundo

e terceiro capitulo de [dC2].

Definicao 1.74. Seja M uma variedade riemanniana com métrica (, ). Uma conezdo riemanniana

(compativel com a métrica) é uma aplicagao:

satisfazendo:

a) VixyvZ = fVxZ +VvyZ

b) Vx(Y+2)=VxY +VxZ

¢) VxfY = (XY + fVxY

d) X(Y.2) = (VY. Z) + (Y, Vx2)

e) [X,Y] = VxY — Vy X

Observagao 1.75 (Férmula da Conexao).

2AVy X, Z)=X(Y,Z) - Z(X,)Y)+Y(Z X) — (X, Z],Y) — ([Y, Z],X) — ([X,Y], Z)
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Note que esta férmula exibe o candidato natural a conexao em uma variedade riemanniana e além

disso mostra que esta estd unicamente determinada pela métrica. (cf. [dC2], pg. 61)

Defini¢do 1.76 (Derivada Covariante). Seja V um campo em uma variedade M e a: I — M
uma curva suave. Considere V(t) = Vo a(t). Definimos a derivada covariante de V ao longo de

. COIMo: v
%V = Va/(t)V

Seja V (t) um campo ao longo de uma curva o : [ — M.

va’(t) V = Va/(t)V

onde V' é uma extensao de V na vizinhanca de a.

Definicao 1.77. Uma curva a : I — M ¢ geodésica se
Ve (t) =0
Proposigao 1.78 (cf. [dC2], pg. 58). Seja v uma curva. Dado v € T\ 0)M, existe um tinico campo

V' ao longo de v com V)V =0. V € chamado transporte paralelo de v.

Proposicao 1.79 (cf. [dC2], pg. 70). Dado p € M, existe € > 0 tal que, dado X € B.(0) C T, M,

existe uma unica curva « : [—1,1] — M com «(0) =p e o/(0) = X.
Definicao 1.80 (Exponencial Riemanniana).

exp, : B:(0) — M

x— ax(1)
Observacao 1.81. Se a é geodésica, entao ||| é constante.

Proposicao 1.82 (cf. [dC2], pg. 73, 77). Dado p € M, eziste B-(0) C T,M tal que:

a) exp, ¢ difeomorfismo, e dexp, = 1
Be(0)

b) a(t) = exp,(tX) minimiza a distdncia entre p e exp(X)

Teorema 1.83 (cf. [dC2], pg. 80). Seja p € M. Entao, existe € > 0 e vizinhang¢a VW de p sendo

que:

a) Para x € W, exp,, : B:(0) — M ¢€ difeomormismo.

b) exp,(W) DW, Vo € W.

¢) Dado X, Y € W, a geodésica minimimizante ligando X a'Y estd contida em V.

A seguir, enunciamos o teorema de Hopf-Rinow, cuja demonstragao pode ser vista em [dC2],
pg. 162.
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Teorema 1.84 (Hopf-Rinow). Seja M uma variedade e p € M. As afirmagdes abaizo sdo equiva-

lentes:
1. exp, : TyM — M, ou seja, a exponencial riemanniana em p estd globalmente definida
2. Todo fechado e limitado em M é compacto
3. M € espaco métrico completo
4. A exponencial riemanniana exp, : T, M — M estd definida em todo x € M.

Uma variedade riemanniana é completa se atende a alguma das assercoes acima (e portanto
todas).

Definicao 1.85. Em uma variedade riemanniana, definimos a curvatura por:
R(X,Y)Z :=Vxy|Z - VxVyZ+VyVxZ

E curvatura de Ricci por:

Ric(X,Y) :=trR(X,e)Y
A demonstragao do teorema de Bonnet-Myers abaixo pode ser conferida em [dC2], pg. 221.

Teorema 1.86 (Bonnet-Myers). Seja M uma variedade riemanniana completa. Suponha que
Ric(X,Y) > 3(X,Y). Entio

a) M é compacta

b) diam(M) < m\/252, sendo n a dimensdo de M
c) m (M) € finito

d) O recobrimento M é compacto

1.8 Métricas Bi-invariantes

Definicao 1.87 (Métrica Invariante a Esquerda). Seja G um grupo de Lie. Uma métrica ( , ) é

invariante a esquerda se Ly ¢é isometria, Vg € G. Isto quer dizer:
((dLg)hU, (dLg)hV>gh = <U, V)ha Vg, h e G, VU, Ve ThG

Analogamente, definimos métrica invariante a direita.

Dada uma métrica em T.G, podemos construir uma métrica invariante a esqueda em G por:
(Vi,W)g = (dLyV,dL, W),

onde g é qualquer elemento em G e V, W sao vetores em T,G.
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Definigao 1.88. Uma k-forma w € invariante a esquerda se Lyw = w

Analogamente, definimos k-forma invariante a direita.

Dado um k-tensor alternado em T.G, definimos uma k-forma invariante & esquerda como:

wy(v1, .0y V1) = we(dLg-1v1, ..., dLg-1vg)

Definicao 1.89. Uma métrica é bi-invariante se Ly e Ry sao isometrias, Vg € G.
Proposigao 1.90. Seja G um grupo de Lie compacto. Entdo G admite métrica bi-invariante.

Demonstragao: Sejaw uma n-forma invariante a direita (n=dim G) e (, ) uma métrica invariante
a direita. Defina:
SV, W 2= / (AL V,dLyW)ge w (1.12)
G

Mostremos que:

1. <, > é invariante a esquerda.
< dLth, dLhW >hx = / <dLg(CthV), dLg(dLhW»g(hI) w
G

= L(dLghV, dLghW>(gh)m w

Vamos fixar V, W, x e denotar:
f(g) = (dLyV,dLgW)ge
Assim, usando que Rjw = w e aplicando mudanca de varidvel, temos:

/G ALy V. Ly Wos @ = | f(g

Ry (fw)

I
Q\Q

= fw

I
Q\:Q

(AL, V,dLyW)ge w
= ng/:p
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2. <, > é invariante a direita.
SARVLARW 2o = [ (LR )L AL (AR oy
= /G (ARWALyV, dRRALy W) (gayp @

- / (ALgV,dL,W) ge w
G

Teorema 1.91. Seja G um grupo de Lie conexo com métrica bi-invariante. Para cada a € G,
defina
I“:G—G
Entao:
a) I* € uma isometria que inverte geodésica, isto é, se a é geodésica com a(0) = a, I*(a(t)) =
a(—t).

b) A geodésica o, com a(0) =e e a'(0) = X € o subgrupo a um pardmetro exp(tX).
Demonstracgao:

a) Veja que d5 = —I, e portanto uma isometria, e I¢(a(t)) = a(t)~! sendo %Ie(a(t)) = —ad/(t).
Logo, I¢ é uma isometria que inverte geodésica.
Agora, tomando a € G arbitrario, temos I* = R, o I¢ o L,-1; é isometria por ser composta de
isometria, e inverte geodésica, ja que I¢ inverte geodésica.

b) Vamos provar por inducao em n que a(nt) = «(t)"”, Vn € N:

De fato, tomando u,t € R, temos:

alt)-a(w)-aft) = I1°UoI¢(a(u))
= 1"(a(-u))

Fazendo &(u) = a(u + t), continuamos:

I“O(a(—u)) = 1°Oa(—u —t)
= a(u+t)
= a(u+2t)

Agora, tomando u = 0, resulta:
a(2t) = a(t)?
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Supondo valido para n, segue:

a(t)n+1 = «a

E portanto a igualdade é vélida para todo n € N.

Mostremos que « é um homomorfismo.
Qﬂ(—é’,&)
Sejam a,b € QN (—¢,¢), e tome um racional ¢ de maneira que a = nt e b = mt, com n,m

numeros inteiros. Assim:

ala+b) = «

Usando a continuidade de «, resulta que « é homomorfismo local. Para verificar que « é

(_575)

um homomorfismo de Lie, basta notar que « é segmento de geodésica contida no subgrupo

(_‘575)
exp(tX) = ((t), e portanto Lo(s)a é um segmento de geodésica contido em 3. Dado um certo

I C R, podemos repetir este processo de forma que « se estenda em 1.

Corolario 1.92. A exponencial de Lie em um grupo de Lie compacto € sobrejetora.

Demonstracao: Se G é compacto, entdao G admite métrica bi-invariante (proposi¢ao 1.90) e,
para tal métrica, exp(X) = exp,(X) (teorema 1.91). Pelo teorema 1.84, G é variedade riemanniana

completa, e portanto exp = exp, : T.G — G é sobrejetor. [ |

Proposicao 1.93. Sejam G grupo de Lie com métrica bi-invariante, X,Y,Z campos invariantes

a esquerda. Entdo:

(a) <[X7Y]7Z> = _<Y7 [X7 Z]>
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Em particular, a curvatura seccional

(R(X,Y)X,Y)

K(o) =
) VIXIPIY? = (X, Y)2 ~

Demonstragao:

(a) Derivando a expressao:
(Ad ()Y, Ad (%)Z) = (Y, 2)

temos que (vide equagao 1.10 e lema 1.63):

(X,Y],Z) +(Y,[X,Z]) = 0

(b) Segue diretamente da férmula da conexao (observagao 1.75), com uso do item a) desta pro-
posicao.
(c)
R(X, Y)Z = V[X,y}Z —VxVyZ+VyVxZ

= %[[X, Y], Z] - %VX[Y, Z) + %W[x 4

1 1 1
= 5[[X7Y]7Z]_Z[Xv[Y7ZH+Z[K[X7ZH
— YL 2]+ (§IXY] 20+ 12X ]+ v 2]
= LX.¥].7]

devido a igualdade de Jacobi (definigao 1.13).
(d)
1
1
= _Z<[X7 [Xv YH? Y)

= 7<[X7 Y]? [Xv Y]>

fazendo uso do item (a) dessa proposigao.

1.9 Forma de Killing

Para completar o estudo de métricas bi-invariantes em grupos de Lie, introduzimos as formas

de Killing por meio da qual estabeleceremos condices para a compacidade de um grupo de Lie.
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Definigao 1.94 (Forma de Killing). Dados X,Y € g, onde G é grupo de Lie, a forma de Killing é
definida por
B(X,Y) :=tr(ad(X) -ad(Y))

Observagdo 1.95. B é bilinear e simétrica
Definicao 1.96. g é semi-simples se B é nao-degenerada.

Proposigao 1.97.
B(X,Y) = B(Ad(g)X, Ad(g)Y)

Demonstragao: Seja ¢ : g — g um automorfismo de dlgebras de Lie. Entao:

ad (p(X))p(Y) = ¢ad (X)Y

E, consequentemente

ad (p(X)) = pad (X)p!

Dai:

B(p(X),¢(Y)) = trad (¢(X))e(Y))
= tr(pad (X))
= tr(ad (X)ad (Y))
= B(X,Y)

Como Ad (g) é um automorfismo de Lie, o resultado é vélido.
[ ]

Corolario 1.98. Suponha g semi-simples e B negativo-definida. Entdo —B € métrica bi-invariante.

Observacdo 1.99. Sendo G um grupo de Lie com métrica bi-invariante, entao:

Ric(X,Y) = Ric(X,Y):=trR(X,e)Y
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E portanto segue a férmula

1
Ric(X,Y) = _ZB(X’ Y) (1.13)
Em particular, a curvatura de Ricci independe da métrica bi-invariante.

Teorema 1.100. Seja G um grupo de Lie conexo semi-simples. G € compacto se, e somente se,

B € negativo-definida.

Demonstragao: (<) Suponha B negativo-definida, entdo —B é métrica bi-invariante. Assim,
(G, —B) é uma variedade Riemanniana completa (teorema 1.84), onde a equagao 1.13 é satisfeita.
Segue do teorema de Bonnet-Myers (teorema 1.86) que G é compacto.

(=) Suponha G compacto. Pela proposi¢ao 1.90, G admite métrica bi-invariante e assim:

B(X,X) = trad(X)ad (X)

n

= D (ad (X)ad (X)e;, e;)

i=1

n
= = (ad (X)ejs,ad (X)e;)
i=1
n
= = lad (X)eil] <0
i=1
Na segunda passagem da conta acima, fizemos uso do item a) da proposicao 1.93 e do lema 1.63

Como B é semi-simples, B(X, X) < 0 e portanto negativo-definida. [
1.10 Decomposicao em Ideais Simples

Finalizamos este capitulo com um resultado importante de decomposicao, por meio do qual é
possivel enxergar um grupo de Lie como o produto de retas com grupos compactos. Sob algumas
condigoes, conseguimos assim garantir a existéncia de uma tnica métrica bi-invariante, induzida da

forma de Killing.

Defini¢ao 1.101 (Ideal). Uma subélgebra de Lie h de uma &lgebra de Lie g é chamada ideal se
[X,Y]eh VXebh YVeg.

Quando os unicos ideais de h forem {0} e b, entdo o ideal serd simples.

Teorema 1.102. Seja g uma dlgebra de Lie com métrica bi-invariante, isto €, ([X,Y],Z) =
_<Yv [X7 Z]>

(a) g € igual a soma direta ortogonal g1 @ --- @ g, de ideais simples.

(b) Se Géo grupo de Lie conezo e simplesmente conexo com dlgebra de Lie g, entao Gé isomorfo

a um produto de subgrupos normais de Lie G1 X --- X Gy, tais que:
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(b1) g; € algebra de Lie de G;.

(b2) Se g; € comutativa, entao G; = R. Se g; ndo é comutativa, entdo G; € compacto.

Demonstracao:

(a)

Basta mostrar que se h é um ideal, b+ é também um ideal. Seja X € h-, Y €ge Z € b:

e portanto [X,Y] € ht.

Pelo 3° Teorema de Lie (teorema 1.30), dado g; existe um unico subgrupo de Lie conexo,
simplesmente conexo G; com algebra de Lie g;. Assim, Gy X ... X G, é grupo de Lie conexo,
simplesmente conexo, com &dlgebra de Lie g1 &... 6 g, = g. Pela unicidade dada pelo 3° teorema

de Lie, G1 X ... x G, = G do enunciado.

Antes de provar que os subgrupos (G; sao normais observamos que, sendo g; comutativo e

simples, entao g; = R. Dai, como G; é conexo e simplesmente conexo, segue que G; = R.

No caso em que g; nao é comutativo, observamos que nao pode existir X € g;, X # 0 tal que
[X,Y] =0, VY € g, pois se existisse {X } seria um ideal de g;, o que contraria nossa hipdtese.
Usando o argumento da demonstracao da proposigao 1.100 (=), temos que a forma de Killing

de g; é negativo-definida. Pela mesma proposi¢ao, concluimos que G; é compacto.

Lema 1.103. g; ideal implica que G; é subgrupo normal

Prova: Tomando X € g;, Y € g, temos [X,Y] € g;. Usando a observacao 1.62, temos que:

Ad (exp(Y))X = exp(ad (Y))X

Por outro lado, pela equacao 1.9

exp(Y) exp(X) exp(Y) ™! = exp(Ad (exp(Y))X)
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Isto implica
exp(Y) exp(X) exp(Y) ™! € Gy
Concluimos o resultado a partir da proposi¢ao 1.50
o

Proposicao 1.104. Seja G um grupo de Lie compacto, com métrica bi-invariante, cuja dlgebra de
Lie g seja simples. Entdo, a métrica bi-invariante € unica, a menos de multiplicagao por constante,

e além disso:

Ric(X,Y) = k({X,Y)

Demonstragao: Seja (, ) uma métrica bi-invariante dada, e ( , ) outra métrica bi-invariante.

Entéao, existe uma matriz simétrica A positivo-definida tal que:

(X,Y) = (AX.Y)
Afirmacao 1.105.

Aad (X)=ad (X)A

Prova:

(Aad (X)Y,2) = (ad (X)Y,2)
— —(Y,ad (X)2)
= —(AY,ad (X)2)
= (ad (X)AY, Z)

Afirmagao 1.106. ad (X) deixa os auto-espagos de A invariantes, isto é, os auto-espagos sao ideais.

Prova: Seja V tal que AV = AV. Entao:

Aad (X)V = ad (X)AV
= ad (X)V
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Como g é simples, segue da afirmagao 1.106 que A = Al e portanto:
(XY) = MX)Y)

Além disso, como G é compacto, segue da proposigao 1.100 e coroldrio 1.98 que —B é métrica
bi-invariante, e entao existe uma constante k tal que —B(X,Y) = 4k(X,Y’). Pela equagao 1.13,

resulta:

1
Rie(X,Y) = — B(X,Y)

_ i4k<x, Y)
— R(X,Y)
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Capitulo 2
Acoes Proprias

Se antes efetuamos o estudo cuidadoso dos grupos de Lie, agora queremos estudar a acao deste
grupo em uma variedade. Neste capitulo definimos agoes e acdes proprias, e um estudo inicial de
fibrados é realizado afim de mostrar que o espago de orbitas de uma acao livre e prépria é variedade
e ainda que 7 : M — M /G é fibrado principal.

A seguir definimos subvariedade slice e mostramos que tal subvariedade sempre existe se a acdo
for prépria. Além disso, construimos uma vizinhanca tubular de uma 6rbita regular por meio da
subvariedade slice.

As acOes isométricas sao entao introduzidas, visto que agbes isométricas préprias desempen-
ham um papel fundamental nesta dissertagao. Demonstramos alguns teoremas pertinentes a acoes
isométricas proprias e em seguida definimos representacao isotrépica e representacao slice.

O importante Teorema da Orbita Principal (dentre os mais relevantes deste trabalho) é de-
monstrado e finalizamos o capitulo apresentando tipos de érbitas e uma forma de estratificar uma

variedade M através das componentes conexas dos tipos de dérbitas.
2.1 Definicoes e Resultados Iniciais

Aqui definimos agoes de grupos de Lie em variedades (& esquerda e a direita) sempre exibindo
exemplos para familiarizar o leitor com este conceito. Apresentamos também uma gama de resulta-
dos sobre acgoes e terminamos por definir acao prépria, inclusive exibindo versoes equivalentes para

sua definicao.

Definigao 2.1 (Agao a Esquerda). Seja G um grupo de Lie e M uma variedade. A aplicagao suave
w:GxM— M

é uma acao a esquerda de G em M se:

a) ule,x) =z, Ve e M

b) w(gi, p(g2,)) = p(g9192, ), Yg1,92 € G e Vo € M.

Por simplicidade, denotaremos g - = pu(g, ).

Exemplo 2.2. Alguns exemplos de acdo a esquerda sdo listados abaixo:

39



40 CAPITULO 2. ACOES PROPRIAS

HxG—G
(h,g)—h-g

onde H um subgrupo de Lie de G.

2.
SO3(R) x R? — R3
(A,v) — Av
3.
GxG— G
(a,b) — a-b-a”t
4.

Ad:Gxg—g
(9, V) — Ad(g)V

De modo andlogo, podemos definir acao a direita, como fazemos abaixo:

Definicao 2.3 (Acao a Direita). Seja G um grupo de Lie e M uma variedade. A aplicagao suave
pw:MxG— M

é uma acao a direita de G em M se:

a) p(xr,e) =z, Ve e M

b) p(p(z, 91), 92) = p(x, 9192), V91,92 € G e Vo € M.
Por simplicidade, denotaremos x - g = pu(z, g).
Exemplo 2.4. Alguns exemplos de ag@o a direita:

1. Considerando novamente H subgrupo de Lie de G, temos a acao

Gx H—CGG
(g,h) —g-h

2. Seja V um espaco vetorial n-dimensional e B(V') o espaco dos referenciais de V', ou seja, dos

isomorfismos lineares 7' : R — V. Uma agao a direita de GL,(R) em B(V) é dada por

B(V) x GL,(R) — B(V)
(Z,g)—Zoyg

Observagao 2.5. Considere M uma variedade e B(T'M) seu fibrado de referenciais, isto é, B(T'M) =

Upem B(T,M). Temos uma acao a direita dada por:

B(TM) x GL,(R) — B(TM)
(Z,9)— Zoyg
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Observagao 2.6. Se p: G X M — M é acao a esquerda, entao

-1

i M x G — M definida por u(x,g) = u(g—", ) é acao a direita.

De fato, pi(z,e) = ple,z) =x e

iz, 91),92) = mlgat mlgr "))

= (g gy )

= u((g192) ", 2)
= ﬁ(xaglg2>

Definigao 2.7. Dada uma agao a esquerda G x M — M, definimos:

1. Grupo de Isotropia de x € M como

Gy={9€eG:g-x =2z}

2. Orbita de x € M como
G(r)={g-z:9€G}

Tal acao serd chamada:

3. Transitiva se, dados x,y € M, existir g € G tal que g -z = .

4. FEfetiva se o fato de g - x = x, para todo z € M implicar ¢ = e. Em outros termos, se
meMGz‘ = {6}

5. Livre, se Gy = {e}, Vz € M.
Proposicao 2.8. Seja G x M — M acdo a esquerda.
i) Glx)NG(y) #0 = G(x) = G(y)
i) Ggo =9 -Gz gt
Demonstracgao:

i) Suponha que exista z € G(z) N G(y). Entao, z = g1 - © = g2 - y, sendo g1, g2 € G. Portanto,
x = (gl_lgg)y, o que implica x € G(y). De modo anédlogo, mostramos que y € G(x), resultando
a igualdade das orbitas.
1) Vamos mostrar as inclusoes:
i g'Gac'gil CGg~z

Sejah € g- G- g~ L. Entdo h = glg~!, sendo | - = z, e podemos efetuar:
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he(g-z)=(glg " )g-2)=g(l-2)=g
Logo, h € G4,
L4 Gg~a:Cg'Gx’g_1

Seja h € Gz, entdo h(g - z) = g - z. Tomando | = g~ 'hg, temos

l-x=(g"'hg)- e =g h(g-2) =g 'g-x =z

1

concluindo que [ € G,. Como h = glg™", resulta que h € gG.g.

Lema 2.9. Seja (G,-) um grupo de Lie. Definindo G := (G, *), com g1 * g2 = go - g1, temos:

i) G € um grupo de Lie e os campos invariantes a esquerda de G sGo os campos invariantes a
direita de G.

i1) A aplicagdo
inv:G — G
g— g7

€ um isomorfismo de Lie.

Z”) [7]:_[7]’

Demonstragao:

i) G tem a mesma estrutura suave de G, e g1 * go = go - g1 é suave, visto que - é suave. Além
disso, Ly(x) = gxx =2+ g = Ry(x), Yz € G, e com isso temos dL, = dR,, Vg € G. Tomando
X um campo invariante & esquerda em G, temos que X = dL,X = dR,X, Vg € G e portanto
X é um campo invariante a direita em G. Da mesma forma concluimos que todos os campos

invariantes a direita em G sao campos invariantes a esquerda em G.

i1) O fato da aplicagao ser bijetora e suave segue imediatamente da hipétese de G ser grupo de
Lie, visto que o elemento inverso por * é o mesmo que por -. Para verificar que é homomorfismo
de Lie, tome g1, g2 € G:
(1 92) =g 01 =g v gy
ii1) Da proposigao 1.45, temos que d inv, = —I é um isomorfismo de algebras de Lie entre T.G e
T.G. Logo, —[X,Y] = d inve[X,Y] = [d inv.X,d inv.Y] = [-X,-Y] = [X,Y].

Proposicao 2.10. Considere p: G x M — M wma ag¢do a esquerda.
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i) Dado ¢ € T,G, definimos £ € E(M) como

- d
= —(ex t .
&p dt(e p(t&) - p) i

i) O fluzo de € € py(p) := exp(t€) - p.
ii1) A aplicagdo

€ homomorfismo de dlgebra de Lie.

Demonstracgao:
i) Defina
s M —T.GxTM
b (57 Op)
assim,
dﬂ(e,p)sg(p) = d,u(e,p) (§7Op)
d
= e (Grewntee)n)) )
= Lu(exp(t€).p)
- dtﬂ €xp y D o
d
= gexp(tﬁ)'ptzo
= &
onde denotamos - = u( , ).

i1) Considere ¢t(p) = exp(t€) - p. Temos ¢o(p) = e - p = p. Basta mostrar que:

d
at Pt (p)

d
pn exp(t§) - p

t=to t=to

Facamos a mudanca s = t — ¢, obtendo

43
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Portanto, ¢; é o fluxo de E
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d
gz ()0 |

< (exp(s€) exp(t06)) -

s=0

L exp(s6) - (expltod) )
s=0

% exp(s§) - ¢t (p)

s=0

€1, ()

iii) Dado ¢ € T,G, definimos o campo X¢(g,p) = (dR4€,0,). Mostremos que os campos e X¢

sao p relacionados.

d,u(g,p))(5 (97 p)

Resulta da proposicao 1.41 que

dp(gp) (R4, 0p)

d
dii(gp) i(exp(té)g,p)

t=0

d
£u(exp(t£)g,p) i

< (exp(t€)9) -

t=0

< exp(t€)(g 1)

Sgp

5u(g,p)

t=0

[5, Mgp = dfi(gp) [X£7 X g.p) (2.1)

Usando a idéia sugerida pelo lema 2.9, podemos considerar R(G) a dlgebra dos campos inva-

riantes a direita em G e definir:

0: R(G) — =(G x M)

A equagao 2.1 implica que
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¢ um homomorfismo de algebras de Lie. O resultado segue diretamente do isomorfismo provado
no lema 2.9.

Observagdo 2.11. Seja p: G x M — M uma acao a esquerda.

1. Podemos fixar g € G e definir:
w M— M

T g-x
2. Analogamente, fixando x € M obtemos:

et G— M
gr—g-x

Proposicao 2.12. Seja p: G X M — M uma a¢do a esquerda. Entao, para cada x € M fizado,
temos ker d(p,)go = Tg,(90Gz)-
Demonstracao: Vamos demonstrar as inclusoes:

Z) Tgo (QOGI) C ker d(Mz)go

Seja v € Ty, (goGz). Entao, existe w € T.(G,) de maneira que dLgw = v. Pela regra da
cadeia:

= L Lyy(exp(tw))

t=0

= S0 (exp(tw)

t=0

Apliquemos d(pty)g, a v:

d
(dppz)gov = (dux)go%goeXp(tw)

t=0

d
= %/ﬁx(go exp(tw)) .

= %(Qo exp(tw)) - x

t=0

d
= 29 (exp(tw) - ) i

Mas, como w € T.(G;), temos que exp(tw) € G, e portanto exp(tw) - x = z. Logo, a tltima

expressao nos da:
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d
(d,um)gov = %(90 - ) o =0

Com isto provamos que v € ker d(fiz)g,

i) kerd(pz)go C Ty (90Ga)

Se v € kerd(puy)go C Ty,G, entao existe w € T,G com dLgw = v. Novamente, pela regra da
cadeia:

v = dLgw

= L exp(tw)

t=0

= 4 g exp(tw)
= dtgoexp w -

Usando a hipétese,

d
d(Hz)gov =0 = d(piz)go g0 exp(tw)] =0
t=0
d
= d*ux(goexp(tw)) =0
4 t=0
= Lgexpltw),z)| =0
gt exvltw) o) =
= 9 g exp(tw) -z)| =0

Note que gy estd fixado, e com notacao da observagao 2.11 temos:

S (exp(tw) - o)

= du?° %(exp(tw) - x)

= W, campo em M, e nossos calculos
t=0
indicam dp9w, = 0. Como du9° é invertivel, resulta @, = 0. Usando o item ii) da proposi¢ao

Pelo item i) da proposicao 2.10, 4 (exp(tw) - x)

2.10, temos o fluxo de @ dado por ¢i(x) = exp(tw) - z, de onde concluimos por unicidade
de EDO que exp(tw) - © = z para todo ¢ e portanto exp(tw) é curva em G,. Lembre que
v = %go exp(tw) e pelo tdltimo argumento ggexp(tw) é curva em ¢goG,, sendo possivel

=0
concluir que v € Ty (goGy).

Definigao 2.13. Aplicacoes ¢ : M — N sdo prdprias se ¢ 1(K) C M for compacto, para todo
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compacto K C N.
Definicao 2.14 (Agoes Préprias). A agao a esquerda p: G x M — M é prépria se a aplicagao
H:GxM—MxM
(g,2) — (9, )
for prépria.
Proposigao 2.15. Sdo equivalentes:
i) GXx M — M € uma agao prépria
i1) Sejam L, K C M compactos, entio {g € G:g-KNL# 0} é compacto

ii1) Sejam (zy) e (gnry) sequéncias em M tais que x,, — x € M e gpx,, — y € M. Entao, (gn)

admite uma subsequéncia convergente em G.
Demonstragao:
e i)=1ii). SejaB={geG:9g-KNL#0}e

H:GxM—MxM
(g,2) — (9 z,7)

entdao, W = H Y(L,K) = {(g,2) € GXx M : g-x € L e x € K} é compacto. Como a projecio

7 : G X M — G é continua, m (W) é também compacto. Mostremos que w1 (W) = B:
m (W) C B, poisse g e m (W) = (g,2) e W= (g-z,2) e LxK=gKNL#0=g€B
Bcm(W),poissege B=gKNL#0=3zecK:g-z€L=(g,2) e W=gem(W)

e ii) = i). Tomando A C M x M compacto, podemos encontrar L, K compactos em M de maneira
que A C LxK. Porii), B={g € G:g-KNL # 0} é compactoe H '(4) c H'(L,K) C (B, K).
Visto que H~1(A) é fechado e estd contido em um compacto, segue que H~!(A) é também

compacto.

o ii) = uit). Seja K = {zp,}U{z} e L ={g, -z} U{y}. K e L sdo compactos e para todo n,
gn€B={9g€G:g-KNL#0}. Como assumimos B compacto, (g,,) admite uma subsequéncia

convergente.

e iii) = ii). Tomando L e K compactos em M, vamos considerar B={g€ G:g- KNL# 0} e
uma sequéncia (g,) em B. Entao, existe (z,) em K tal que (g - x,) é sequéncia em L. Como K
e L sdo compactos, podemos supor (tomando uma subsequéncia se necessario) que z, — x € K

e gn-Tn — y € L. Deiii), (gn) admite uma subsequéncia convergente e portanto B é compacto.

Observagdo 2.16. Se a acao for prépria, decorre imediatamente da definicdo que G, é compacto,
pois H Yz, 2) = {(Gy, )}
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Exemplo 2.17. .
1. Se G é compacto, entao G x M — M é prépria.

2. Se H C G um subgrupo de Lie fechado, entao

GXH—>G
(g,h) — gh

é proépria.
2.2 Fibrados

Definigao 2.18 (Fibrado Coordenado). Sejam E, F, B variedades suaves e G um grupo de Lie.
Suponha que G x F' — F seja uma ag¢ao a esquerda efetiva, e m : E — B uma aplicacao suave
sobrejetora. Suponha ainda que B admite uma cobertura aberta {U,} e existem difeomorfismos

Yo : Uy x F — 71U, satisfazendo as propriedades abaixo:
a) mo, =m, onde m (b, f) =0b

b) Sejam U,,Us abertos tais que U, NUz # (. Entao, wﬁ_lwa(b, f) = (b,0,3(b)f), onde b,3(b) € G
e b5 : Uy, NUz — G é suave.

A T-upla (E, B, F,G,7,Uy, ) é 0 fibrado coordenado.

Observacao 2.19. Na definicao acima, os elementos que copoem um fibrado recebem algumas de-

nominagoes especiais, sendo elas:
E: Espaco Total
B: Base
F: Fibra
G: Grupo Estrutural
m: Projecao
1o Trivializacao Local
a3: Funcao de Transicao

Definigao 2.20. Dois fibrados coordenados (E, B, F, G, m,Uq, %) €
(E,B,F,G,m, Vg, pg) sao equivalentes se gogl o Yo (b, ) = (b, éﬁa(b)f). Assim, a classe de equi-

valéncia é chamada simplesmente de fibrado.

Exemplo 2.21. Alguns exemplos de fibrados séo:
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1. Seja C := {(x,9,2) € R3 : 22 + y? = 1} o cilindro circular reto. Para ilustrar a defini¢io
de fibrado, basta tomar E = C, B = S, F = R e G = {I}. Geometricamente falando, as
fibras sao as retas verticais e a base o circulo formado pelo cilindro na interseccao com o plano
x0y. {Uy} sdo as vizinhangas parametrizadas de S 1 7 leva cada reta vertical 7 em 7N ST e
0op(b) =1, Vb€ B.

2. Considerando E a faixa de Mdbius, B = S, F =Re G = {I, —I} = Zs, temos as vizinhancas
Uy = {e? € S': —m—Z <0 < Ztels ={e? € S': -Z <6 <7+ %} Assim,

UamZ/[g:)/VlﬁWQ ondeﬁga :Ieeﬂa' = 1.
Wi Wa

3. (Fibrado Tangente)

Dada uma variedade M, podemos considerar £ =TM, F =R" B = M, sendo 7 a projecao

canonica de T'M em M. Dali,

V5 Wa(b,v) = (b,d(p5 a)bv)
onde {p,} é atlas de M. Neste caso, temos G = GL,,(R).
Definicao 2.22 (Fibrado Vetorial e Fibrado Principal). .
a) Um fibrado (F, B, F,G, ) é chamado fibrado vetorial se F = R" e G C GL,(R).

b) Um fibrado (F, B, F,G, ) é chamado um fibrado principal se F = G. Neste caso, denotamos
apenas (E, B,G, ).

Proposicao 2.23. Seja (E, B,G, ) um fibrado principal. Entdo, existe uma agao livre e propria

a direita de G em E tal que {n~1(x)}zep sdo orbitas.

Demonstragao: Sendo -: G x G — G a agao dada pela definigao de fibrado, vamos definir uma
agao a direita * : E X G — G por = * g := Yo(b, f - g), onde © = 1, (b, f). Mostremos que nos
pontos b € U, NUp a acao independe da trivializacao.

Do item b) da definicao 2.18, se b € U, NUp temos que z = 14 (b, f) = (b, 0,3(b) - ). Dai,

¢a(b7f'g) = wﬁ(bveaﬁ(b) : (fg))
= (b, (Bap(d) - f) - 9)

Segue diretamente da definicio de agdo e de fibrado coordenado que a acdo é livre e 77 1(b) é
orbita, para todo b € B. Mostremos que a acao é prépria:
se (bn, fn) — (b, f) e (bn, fn - gn) — (b, k), entdo f, - gn — k e, como f, — f, temos que

gn — f~1 -k € G. Compondo por trivializacdo concluimos a prova.
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Definigao 2.24 (Espaco de Orbita). Dada uma acao a esquerda pu : G x M — M, considere a
relagao de equivaléncia

r~y&sSdgeGig-z=y

Definimos o espaco de orbita de p por:
M/G={[z] .z € M}

Observacgdo 2.25. .

1. O espaco M /G pode ser dotado da topologia quociente, isto é, U é aberto em M /G se 7= (U)

é aberto em M.

2. m: M — M/G é continua e aberta.

7w é continua, pela definicdo de topologia quociente. Agora, tomando U aberto, temos que

7Y m(U)) = UgeagU, o qual é unido de abertos.

3. m: M — M/G nao é fechada.

Como exemplo, podemos tomar M = R? e G = {f,(z,y) = (z,y + a)}. O conjunto C' =
{(z,y) € R? : 2y = 1} é fechado, porém 7(C) = R — {0} ndo é fechado.

4. M /G pode ser nao-Hausdorff. Como contra-exemplo, temos a agao irracional do toro.
Proposicao 2.26. Se G x M — M for prépria , entio M /G serd Hausdorff.

Demonstragao: A prova se seguird por meio das afirmagoes:

Afirmagao 2.27. Um espaco topolégico N é Hausdorff se, e somente se, A := {(z,z) € N x N} é
fechado em N x N

Afirmacdo 2.28. Como a agao é propria, o conjunto
C={(x,g-x) e M xM:ze€M, geG}

¢é fechado.

Prova: De fato, se z, — x e g, - &, — v, entdo existe subsequéncia (usando o mesmo indice n)
gn — g 0 que resulta em g - x = y (usamos aqui o fato de M ser Hausdorff). Assim temos que

(z,y) € C e portanto C ¢ fechado. o

Afirmacdo 2.29.

FiMxM-— Y xY

(x,y) — (7(z), 7 (y))
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é continua, aberta e sobrejetora.

Prova: Isto segue diretamente dos itens 1) e 2) da observagao 2.25. o

Afirmacgao 2.30. 7(C) = A, diagonal de % X %, e HA)=C

Prova: Consequéncia direta da definicao de C. o

Como 7 é aberta, 7(C¢) é aberto e, como 7 é sobrejetora, resulta que A é fechado. O resultado
segue entao da afirmagao 2.27
|

Teorema 2.31. Seja u: M x G — M uma agao a direita livre e propria. Entao M/G admite
uma estrutura de variedade tal que (M, 7, M/G,G) € fibrado principal, sendo m: M — M/G.

Demonstragao: J& sabemos pela proposigao 2.26 que M /G é espago de Hausdorff. Seja z € M

e S, uma subvariedade de M tal que
ToM =T,S; ®d(iz)ed

Vamos provar por meio de lemas:

Lema 2.32. Reduzindo S, se necessdrio, temos que a restricao ¢ = | € um difeomorfismo.
Sz xG

Prova: Pela proposicao 2.12,
ker d(pz)go = Ty, (90G)

Visto que a acao é livre (G, = {e}, Vo € M), temos

ker d(pz)e = {0}

e portanto d(py)e é injetora. Como dy é continua, podemos reduzir S, se necessério, e obter:

d(pty)e : 8 — TyM injetora para todo y € S, (2.2)
TyM =T,S; & d(piy)e9 (2.3)
Por outro lado
Sy — M

tem por derivada du® = I, e entao

,u : Sy x {e} — M é imersao (2.4)
Sz x{e}
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Das equagoes 2.2, 2.3 e 2.4 resulta que du, ) € isomorfismo para todo y € S;.
Vamos provar agora que o mesmo ocorre nos demais pontos g € G. Para isso, consideramos os

caminhos suaves aw em Sy e f em G com a(0) =y e 5(0) = e.

Aty (0 (0), ARy (0)) = ulalt), 5(1) -9)

d
= Hul(a(t), (1)), 9) i

= du) dpy,e)(c/(0),5'(0))

t=0

Como duj ¢é inversivel, segue da igualdade acima que dfi(y,g) ¢ isomorfismo. Aplicando o teorema

da funcao inversa, concluimos que ¢ := p é difeomorfismo local.
Sz xG
Vamos mostrar que ¢ é injetora para concluir que é um difeomorfismo global. Suponha por absurdo

que nao seja injetora, entdo podemos tomar duas sequéncias (y, gn) € (Yn, hyn) em S, X G com
Tp — T

Yn > T

de maneira que x,, - gn = Yn - by, mas (Tn, gn) # (Yn, hn)-

Tomando
temos

Tn - kn = Yn
e dai

Ty kp — @ (2.6)

Pela hipétese da agao ser prépria, é possivel encontrar uma subsequéncia convergente k, — k

(mantemos o mesmo indice por simplicidade de notagao). Assim, temos também
Ty by — -k (2.7)

Das equacoes 2.6 e 2.7, resulta

e portanto k € G, = {e}. Pela equacao 2.5
g hyt —e (2.8)

A equagao 2.8 juntamente com nossa suposicao por absurdo contraria o fato de ¢ ser injetora na
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vizinhanga de (z,¢). Este argumento prova que ¢ é um difeomorfismo global.

Lema 2.33. 7(S;) € aberto em M/G.

Prova: De fato, 77 1(7(S;)) = (S:)G = {s-g: s € Si,g € G}, o qual é aberto. Segue do lema

2.32 que cada 6rbita em (S;)G intersecta S; em um tnico ponto, e portanto 7| Sy — w(S;) €
Sa
homeomorfismo. o

Desejamos mostrar que:
e Para outra variedade S, temos

()

Yy
(no lema 2.34, especificamos U e V)

U — Y é suave.
Sz

o Uyt ouu(b,g) = (b,0,:(b)g), onde

Yy :7(Sy) X G — ﬂfl(Sz)
-1
.9)— (= s) OF

Mostraremos estes dois itens no préximo lema:

Lema 2.34. Sendo x,y € M e S;, S, tomados como no inicio desta demonstragdao, suponha que

0 £W = (5,)G N (5,)G
Entao:
i) Exitem abertos U em Sy eV em Sy tal que

W= QD(U, G) = @(V7 G)

1) A aplicagio K : V — U definida por K(z) = ()G N Sy € suave.
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Prova:

i) Pelo lema 2.32, o=t (W) é aberto em S, x G e invariante pela acio de G. Portanto, é da forma

U x G. Pelo mesmo argumento, é também da forma V x G.

i) Temos que ¢~ (U) = {(2,0(2)) : z € V}. Logo 0 é suave, e consequentemente K(z) = z - 0(z)
é suave e K(V) =U. Agora, basta definir

Corolario 2.35. Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo normal. Entao, G/H admite estrutura

suave que o torna um grupo de Lie. Mais ainda, m: G — G/H €é homomorfismo de Lie.

Demonstragao: Pelo exemplo 2.4.1, a acao (g,h) — g - h é livre e prépria. Do teorema 2.31,
G/H é variedade e m : G — G/H é suave. Tomando

afa,b) =a-b1
temos do fato de H ser subgrupo normal que o diagrama

e

Q

3
3
X &——X

Q
Q

3

=@
&
TQ

4~>
«

comuta e portanto
a(aH,bH) = ab™*H

A comutatividade do diagrama e o fato de 7 admitir segdes suaves (isto é, existe s : U C G/H — G
tal que 7o s(b) = b) garantem que & é suave.
|

Proposicao 2.36. Seja pu: G X M — M wma acdo e, fitando x € M, considere p, conforme a

observacao 2.11. Entao:
i) iz : G/Gy — M tal que iy o™ = p, € imersdo injetora.

i1) Se a acdo for propria, iy 1 G/Gy — M é um mergulho. Em particular, G(x) € variedade

mergulhada.
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Demonstracgao:

i) Segue do teorema 2.31 que G /G, é variedade. Visto que g-G, =7 1([g]) e pz(9-Gz) = g,

concluimos que existe uma aplicagao i, que faz com que o diagrama

G G(z)

™
G
Ge
comute, ou seja, piy = fiz om. Como 7 : G — G, admite seg¢oes locais, resulta que fi, é suave.

Da proposicao 2.12, dji, é injetora. Logo, fiy : G% — G(z) é bijecdo, em particular sem

auto-intersecao.

i1) Desejamos mostrar que existe vizinhanga W de g - * em M e vizinhanca U de go - G, em GQ
x

tal que
i (U) = WN G(2)

Suponha que isto nao seja verdade. Entao, existe sequéncia (g,x) tal que

gn T —>go- T (2'9)

7(gn) + m(g0)

Visto que a acgdo é prépria, existe uma subsequéncia (a qual usamos o mesmo indice) g,

convergente a g. Pela equagao 2.9
gro=go-x

e portanto m(g) = m(go), uma contradigao.

|
Sabemos pelo teorema 1.47 que dado um grupo de Lie conexo GG, existe um unico grupo de Lie

conexo e simplesmente conexo G e uma aplicagao recobrimento p : G—G.
Proposicao 2.37. Seja G um grupo de Lie conexo e considere p : G — G dada acima. Entdo:

i) H = p~l(e) é um subgrupo de Lie fechado, normal e discreto. Além disso, ghg™' = h, para
todo h € H,g € G.

i) G ¢ isomorfo a G/H
iii) m(G) € abeliano.

Demonstracgao:
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i)

i)

i)
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Como p é continuo, evidentemente H ¢é fechado e, sendo p um homomorfismo, podemos tomar

g € G arbitrério e obter:

plgHg™") = plg)p(H)p(g™")
= p(g)ep(g™)

= e

Portanto H é normal. Que H é discreto segue diretamente da defini¢cao de recobrimento.

Fixando h € H, considere a funcao

f:G—H
g— ghg™!
Como {h} é aberto e fechado em H e a funcio é continua, segue que f~1(h) é aberto e fechado

em (G. Mas G é conexo, e portanto

[ =aG
Logo, ghg~! = h para todo g € G.
Visto que
p(ah) = p(a) para todo a € G, h € H
temos

porL(aH) = pla)
e portanto fica bem definida
@:=por t:G/H — G
Note que ¢ é homomorfismo continuo, e por consequéncia um homomorfismo de Lie (vide
corolério 1.71). Como ¢ é bijetora, é um isomorfismo.

Como 7 : G — G/H é fibrado (teorema 2.31), segue que ¢ é suave e, dado que H é discreto,
drm e dp sao isomorfismos, resultando dyp um isomorfismo. Pelo teorema da funcao inversa, ¢

¢ um difeomorfismo local e, como ¢é bijetor, é isomorfismo de Lie.

Sejam «; caminhos em G com «;(0) = e = (1), para i = 1,2 e @; levantamento de «; (isto

é, p(a;) = a;) com @;(0) = é.

Defina

Note que:
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(1) B = aga - hy é o levantamento de oz que passa por hy, isto é, 8(0) = hy e p(8) = as.

(2) B(A) =hy -

(1) e (2) implicam que:

042*041(1) = hg'hl
— hl.h2

= 7 * 052(1)

onde * é concatenagao.

—~—

. —_ ~— ~ = . . . . .
Assim, ag * a1 e aj * ag sdo curvas em G com mesmos pontos finais e iniciais, e portanto
sao homotdpicas por homotopia que fixa os extremos. Isto implica que as * a1 e @ * ag sao

homotdpicas por homotopia que fixa e, ou seja:

[ag] % [an] = [ag* ay]
= [041 * 052]

= [oa] * [ag]

Concluimos que 71 (G) é abeliano.

2.3 Existéncia de Slice

Iniciamos esta secao definindo subvariedade slice em x, exibindo exemplos do que isso significa
e terminamos por provar que se a acao for prépria é sempre possivel encontrar uma subvariedade

desse tipo.

Definigao 2.38 (Slice). Seja u : G x M — M uma agao a esquerda e z € M fixado. Dizemos

que uma subvariedade S, contendo x é slice em x se:

a)
T.M =1T,S, & T,G(x)
T M =1T,S, + T,G(y)
para todo y € S,.
b) S, é invariante pela acdo de G, ou seja, se y € Sy e g € G, entdo g-y € S,

c) Seye Sy, geGeg-ye Sy entdo g € Gy
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Lema 2.39. Seja p : G X M — M wuma ac¢do e x € M fizado. Suponha a existéncia de uma
subvariedade S tal que T,M = T,G(x) ® T,S. Entao:

i) Existe uma subvariedade C C G contendo e tal que

g:gx@TxC

1) Reduzindo S, se necessdrio, temos que ¢ := € um difeomorfismo.
CxS
Demonstragao: Denotando g, := T.(G,), seja V tal que
g=g:0V
Considere B.(0) C V, com ¢ > 0 suficientemente pequeno, e defina
C = exp(B:(0))
Pela proposicao 2.12, ker(duy)e = TeG,, de onde concluimos que

(1) d(pz)e

é injetor

v
(2) d(pz)eV = T,G(x).

Por outro lado,

=1
TS

(3) dp°

(1), (2) e (3) acima implicam que (dy)( ) ¢ um isomorfismo, e o resultado segue do teorema da
fungao inversa.

Lema 2.40. Seja p: G x M — M uma agdo propria e G, o grupo de isotropia de um elemento
x € M fixado. Entdo, existe uma métrica riemanniana em M tal que Gy € subgrupo do grupo de

isometrias de M. Em particular:
i) exp, : B:(0) — U € difeomorfismo
i) d(exp,)o =T
ii1) p9(exp,(v)) = exp,(dudv) sendo g € G,.

Demonstragao: Tomando uma métrica arbitraria (, ) em M, definimos:

<.Z', y)p - / (dﬂg$7 d:ugy)g'p w

T
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onde w é uma n-forma volume invariante & direita (n = dim G). Dai:

(dplz, dpy), = / (dpfdp"z, dpddp"y) g (hp) ©

T

= / (d,ughxv dﬂghy) (gh)p) W

x

fazendo f(g) = (dpdz, dpudy)g.p, continuamos:

flgh)w = Ry, (fw)
G o

= <.TL‘, y>p

O resultado segue das propriedades da exponencial riemanniana (proposi¢ao 1.82) e do fato de

isometria levar geodésica em geodésica.

[
Teorema 2.41. Seja o : G x M — M uma agao propria. Fizando x € M, existe slice em x.
Demonstragao: Vamos provar por afirmagoes, como segue:
Afirmacgao 2.42. T,G(z) é dul-invariante se h € G.
Prova:
p(h,exp(té) -x) = p(h,exp(tOh™" - z)
= p(hexp(th™ !, x)
Derivando em t = 0, temos
dpt () =Ad (h)¢ (2) € TG (x)
o

Da suposicao de G, ser um grupo de isometrias juntamente com a afirmacao 2.42 resulta que para
v € (T,G(x))* temos du(v) € (T,G(x))*

ou seja,
(TG (z))* é também du” invariante para h € G,
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Vamos definir
S, = exp(B:(0))

com B.(0) C (T,G(x))* e e > 0 suficientemente pequeno.

Do lema 2.40, item 4i), resulta p(S;) C S,. Isto prova os itens a) e b) da definicao de slice
(definigao 2.38).

Vamos provar o item c¢) da definigdo, supondo por absurdo que este nao seja satisfeito.

Suponha por absurdo que existam sequéncias (z,,) em S, e (g,) em G tais que

Tp — X
e (gn - ) é sequéncia em S, com

gn - Ty — T, mas g, ¢ G,

Visto que a acao é propria, existe uma subsequéncia (a qual usamos o mesmo indice n) (g, ) tal que

gn — 9
Da continuidade da agado, g € G,. Vamos definir

Gn = g_lgn

dai

Considere a variedade C' definida no lema 2.39.

Afirmacdo 2.43. Existe vizinhanca W de e em G tal que, dado g € W, existe h € G, e um tnico
ceC,comg=c-h.

Prova: Esta afirmacao segue do fato de g = g, @ T.C' e do teorema da funcao inversa.

Por meio da afirmacao 2.43, temos que

Jn = Cn - hy (2.11)
Do item b) da definigao de slice (defini¢ao 2.38), resulta

hy - T € Sy

Se ¢, # e, sabemos pelo lema 2.39 que ¢, - (hy, - x,,) ¢ Sz, porém isto contraria o fato de g, -z, € S.



2.4. FIBRADOS ASSOCIADOS 61

Se ¢, = e, temos que g, = ¢y, - by, € Gy, 0 que também contraria g, ¢ G.

2.4 Fibrados Associados

Seja p : P — B um fibrado principal com grupo estrutural H, F' uma variedade de maneira
que H age sobre F.
Sabemos que H age a direita de P por uma agao livre e prépria (proposi¢ao 2.23). Vamos definir

uma agao:

Hx(PxF)— (PxF)
(h, (p, f)) — (p-h=" k- f)

Observagdo 2.44. A acao 2.12 dada acima é a esquerda livre e prépria. Pelo teorema 2.31, o espago

(2.12)

de oOrbitas

PxgF:={(p-h""h-f):he€H, (pf) €PxF} (2.13)

é uma variedade.

Definicao 2.45. A variedade P X g F' definida na equacao 2.13 acima é chamada produto torcido
de Pe F.

Proposicao 2.46. Seja
mn:Pxygy¥F —B

[z, f] — p(z)
Entao, (P xg F,B,7,F,H) é fibrado.
Definicao 2.47. O fibrado dado pela proposicao 2.46 acima é chamado fibrado associado ao fibrado
principal p: P — B com fibra F'.

Demonstracao: Seja S a variedade transversal a (z)H e U := (S)H a vizinhanca H-invariante
construida na demonstracao do teorema 2.31.
Defina

Yp:HXx(SXxF)—UXF (2.14)
(h,($,f))l—>($h71,hf) .
observe que v é difeomorfismo

Lema 2.48. Sejam M e N wvariedades. Suponha que H age livre e propriamente a esquerda em M

eem N. Seja p: M — N um difeomorfismo H-invariante. Entao, existe um unico difeomorfismo

p:M/H — N/H tal que pom =mo .
M
M
H

©
"

2

3

T

v

Tz
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Segue do lema acima que existe um tnico difeomorfismo

p:SxF —UxXxygF
(@, f) — [z, f]
Por fim, para duas variedades transversais Sy e S defina:

¢; m(S;) x F—UxygF
(b, f) = [} (b), f]

onde m; :=m7| , com i = 1,2. O resultado é consequéncia da afirmagao 2.49 a seguir:
Si

Afirmacdo 2.49.
3" 0 d1 = (b.0(b) - f)
onde #:V C S — U C 51 é definido como na demonstracdo do teorema 2.31.
Prova: De fato, se
[21, 1] = [22, f2]
concluimos que

(x1-h b f1) = (22, f2)

para algum h. Assim:

fo=h-fi (2.15)
r1 =2+ h (2.16)
r1 =22 9(1’2) (2.17)

Equagoes 2.16 e 2.17 e o fato da agao ser livre implica que
0(x2) = h (2.18)

Para obter o resultado, basta substituir a equacao 2.18 na equacao 2.15.

2.5 Vizinhanca Tubular

Proposigao 2.50. Seja p: G x M — M uma a¢ao propria e Sy slice em x € M.

a) Entdao a agdo
a:GxG—G

(a,b) — ab
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nduz uma Unica acdo

&:GxG/Gy — GGy

tal que o diagrama

comuta.
b) Seja
B:Gx(GxS;)— (GxSy)

tal que

B(a,(g,v)) = (ag,y)

Entao, existe um unico

B:Gx(Gxga, Se) — (G xg, Ss)

tal que o diagrama

GXSQC‘ - >G><Sm

G xg, Sz [3—>G X Gy Oz
comuta.

¢) O diagrama abaizo comuta:
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G X Gy Sx L}G X Gy Sx

-

Teorema 2.51. Seja i : G x M — M uma agao propria e Sy, um slice. Entao:
a) G(Sz,) € vizinhanga G-invariante da orbita G(xg).

b)
1 G xG,y Sey — G(Ssy)

g, 2] — g -2
é um difeomorfismo G-equivariante, isto €, g - la, z] = ¥[ga, x].

Demonstragao: Seja
p:G xSy — M

(g,)—g-x

Afirmagao 2.52. dp(g ) € sobrejetora
Prova: De fato,

T M = dpz(g) + TS,

Efetuando

©(goh,z) = go-(h-x)
= 40" So(h> ZL')
= u(go, o(h,x))

resulta que
d@(go,x) = dugod(p(e,x)

mas como du® é inversivel e dy(, . € sobrejetor, podemos concluir a afirmagao.

A afirmagao 2.52 implica que G(S3,) é aberto G-invariante.

Afirmagio 2.53. o(g,r) = ¢(h,y) se, e somente se, h = gk~! e y = k- x, onde k € Gy, .

Prova:
(«) ¢ imediatamente verdadeira.

Vamos verificar (=). Se
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entao

onde
E=h"lg (2.20)

Usando que y,z € S,,, onde S, ¢ slice juntamente com a equacao 2.19 resulta que
ke Gy,

Por fim, concluimos pela equacao 2.20 que:

h=gk!

A afimacgao 2.53 e o fato de
7T¢G><Sx0—>GXGIOSmo

ser fibrado principal implicam na existéncia de uma unica aplicagao
Y G Xg,, Szg — G(Sx)

suave e bijetora tal que

p=1om

ou seja, que o diagrama
©
G X Szo — G(Sz,)

¥

G x Gzp Smo

comuta.

Afirmacdo 2.54. i é difeomorfismo.

Prova: Visto que dy é sobrejetora e ¢ =1 o, concluimos que diy é sobrejetora. Por outro lado,
dim G xg, Sz, = dimG/Gy, + dim Sy,

= dimM
= dim S(Gg,)
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Assim, dy é isomorfismo, e pelo teorema da fungao inversa v é difeomorfismo local. Como 1) é
bijetora, é difeomorfismo global. o
[

Corolario 2.55. Seja ¢ definido no teorema 2.51. Entdo

w[gﬂv Sﬂﬁo} = Sgowo
Em outras palavras
9o - Sl‘o = 590'960

Demonstragao: Seja
S = d)[907 S:Eo]

Afirmagao 2.56. S atende ao item a) da definigao de slice (definigao 2.38).

Prova:
S = ¢[90a Swo]
= go- ¢[€7 Sxo]
= go- Sx()
Logo, S é também transversal as orbitas. o

Para verificar o item b) da definigao 2.38, devemos provar que

Afirmagdo 2.57.
Ggoz(S) C S

Prova: Se h € Gg,.,, segue da proposicao 2.8 que
h= gok:go_1 com k € Gy,

Seja y € S:
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Afirmagao 2.58. Satisfaz o item c) da defini¢ao 2.38.

Prova: Suponha

g - ¥lgo, z] = ¥[go, Y]

Entao
[990, 2] = [90, Y]
e temos
90 = ggoh™"
y=h-x
com h € G;. Assim
h = g5 " 990

implicando

g = gOhQ()_1 € Gggm

Observacdo 2.59. Existe uma unica retragdo G-invariante
7 G(Sz,) — G(z0)

tal que

POt = gy o

ou seja, de maneira que o diagrama abaixo comute.

P
G XGyy Szo —— G(Say)

2.6 Acoes Isométricas

As acoes isométricas desempenham um papel essencial em nosso estudo, até porque o resultado
final que apresentamos no capitulo 3 supoe actes isométricas proprias. Mostraremos teoremas
importantes com relagao a agoes isométricas préprias e estabeleceremos uma topologia em Iso(M)

(a saber, o conjunto das isometrias na variedade M) de maneira que este seja um grupo de Lie.

Definigao 2.60 (Agao Isométrica). Uma ag@o riemanniana pu: G X M — M é isométrica se p9

¢ isometria para todo g € G.
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Definigdo 2.61. Sejam M, N espacos métricos e (f,,) uma sequéncia de funcoes em C°(M, N).
Dizemos que f,, converge na topologia da convergéncia compacta para f € C'(M, N) se f, converge

uniformemente em cada compacto para f, ou seja

fn

u r

Observagao 2.62. .

1. Denotamos a convergéncia na topologia da convergéncia compacta por:

fn =5

2. No caso de espagos métricos, tal topologia coincide com a topologia compacta aberta.

Teorema 2.63. Seja M uma variedade riemanniana conexa. Entdo, o grupo de isometrias de M,

denotado por Iso(M), é grupo de Lie com a topologia da convergéncia compacta.
Proposigao 2.64. Seja pu: G x M — M uma a¢do o esquerda.

a) Se gn — g, entdo pdn S pd

b) Se a agao € prépria e pIr R w9 (converge pontualmente), entio g, — g
Demonstracao:

a) Por definigao, p9» L, w9 se, dado um compacto K e € > 0, existir N . tal que

d(gn(z), g(x)) < e

paratodon > Nezx € K.

Vamos supor que isto nao seja verdade. Entao, existe um compacto K e € > 0 de maneira que

para todo n € N, é possivel encontrar m > n e x,, € K com

d(pI™ (), 19 (xm)) > € (2.21)

Como K é compacto, podemos passar para uma subsequéncia convergente (z,,) sendo z,,, —

x. Tomando os indices m;, temos g,,, — g € T, — x, resultando

Im; " Tm; — 9T (2'22)

Por outro lado,
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g Ty, — - (2.23)

Das equacoes 2.22 e 2.23, temos que

contrariando a equagao 2.21.

Afirmacdo 2.65. Suponha que pkn RN p*. Entdo existe uma subsequéncia (ky,) tal que kn, —
k.

Prova: Para cada z,

Como a agao é prépria, existe uma subsequéncia k,, — t € G. Mas

ke 2Lt (2.24)
pne 2L (2.25)

Das equagdes 2.24 e 2.25, resulta que p*(z) = p'(x), para todo = € M, e portanto k = t.
o

Agora, suponha por absurdo que g, ndo convirja para g. Entao, existe uma subsequéncia (gy,)

tal que

d(gn;,9) > € (2.26)

pt . . ~ Al
Como pd™ — pd, conseguimos por meio da afirmacgao 2.65 uma subsequéncia

g?’bij — g
0 que contraria a equacao 2.26.

Lema 2.66 (Parti¢do da Unidade G-invariante). Seja p: G X M — M uma a¢ao prépria e {Uy }

uma cobertura de abertos localmente finita G-invariante. Entdo, existe uma particio da unidade

G-invariante {fo}, estritamente subordinada a {Uy}. Em outras palavras, existe {fo} sendo:



70 CAPITULO 2. ACOES PROPRIAS

0) fo: M —R, fo>0
b) supp(fa) C Ua

¢) Yo falz) =1

d) falg-x) = fa(x)

Teorema 2.67. Dada uma acdo propria b : G X M — M, existe uma métrica em M de maneira

que pC € subgrupo fechado de Iso(M).

Demonstragao: Vamos tomar abertos G-invariantes U, := G(S;,,) e considerar {f,} a partigao

da unidade G-invariante associada a {U,} (vide lema 2.66).

Afirmacao 2.68. A estrutura definida em T'M por

S,

Ta

<95>y>p = / (dﬂngdﬂgy)g-pw

«

onde w é uma forma invariante & direita e (, ) é métrica qualquer, é G, -invariante.

Prova: Usamos aqui o mesmo raciocinio aplicado na demonstragao do lema 2.40. o

Vamos definir uma métrica em U, por:

<dﬂg$7 dﬂgy>g's = <$, y> (227)

onde s € Sy,

Como (, ) é G, -invariante e G5 C G, para s € S,_, o produto definido na equagdo 2.27 acima
estd bem definido.

Por fim, basta definir

<7>::Zf04<7>
G

u se torna entao um grupo de isometrias. Falta provar que é fechado em Iso(M).
Suponha que
pd 2o f € Iso(M) (2.28)

Entao

gn v — f o

como a agao é prépria, existe subsequéncia (g,,) tal que
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Do item a) da proposicao 2.64

,u,g”i L Ng (2.29)
Das equacodes 2.28 e 2.29 concluimos que
g=1
[

Teorema 2.69 (Ascoli-Arzeld). Sejam X,Y espacos métricos compactos e C°(X,Y) dotado da

métrica

d(f,g) := sup d(f(z),g(x))

zeX

Seja F uma familia em C°(X,Y). Entdo, F € relativamente compacta se a familia F é equicontinua,
isto é, se dado e > 0, existe 6 > 0 tal que, tomando x,& € X com d(z,%) < 0, entao d(f(x), f(Z)) <
€ para todo f € F.

Para uma demonstracao do teorema de Ascoli-Arzeld, consultar [L1], pg. 244.

Teorema 2.70. Seja G C Iso(M) um subgrupo fechado e M uma variedade riemanniana coneza.A

acao

pw:GxM-—M
(9,2) — g2

€ propria.

Demonstragao: Vamos primeiro considerar o caso em que M é completa.

Sejam

gn  Tp — Y

T, — T

e ng tal que, para n > ng

Fixe r1 > 0 e tome a bola fechada K := B, (z).
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Afirmagao 2.71.
d(gn - K,y) <e+m

Prova: De fato, tomando z € K:

d(gn - 2, y) < d(%gn : xn) + d(gn - T, gn - 2)
€
< 5 +d($mz)
< g +d($mx) +d(xaz)
< < + = +r
>~ 9 2 1
< e+n

O fato de g, ser isometria implica que

Afirmagao 2.72. (gy) é familia equicontinua

Como a variedade é completa, as bolas fechadas sao compactas. Segue das afirmacoes 2.71 e
2.72, juntamente com o teorema de Ascoli-Arzeld (teorema 2.69) que existe uma subsequéncia
(gn;) convergindo uniformemente em K para uma funcio continua g € C°(K,M). Visto que

gn; € Iso(M), podemos concluir que g € Iso(M). Além disso, g € G, pois G é fechado.

Por um argumento de diagonal de Cantor, podemos obter uma subsequéncia (gn,;) convergente em

cada compacto B, (z).

Caso geral: Suponha

Ty — X
gn Tn —Y

entao, para todo € > 0 é possivel encontrar ng tal que, sendo n > ng,
d(xp,x) < e

d(gn : :L‘nvy) <e
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Como gy, € isometria, temos

d(gn - 2,y) < d(gn-T,9n - Tn) +d(gn - Tn,y)

L€
2 2
= £

e portanto
n T —Y
O resultado segue do lema abaixo:

Lema 2.73. Seja (gn) uma sequéncia em Iso(M) e suponha que exista p € M tal que (gn(p))

converge. Entdo, (gn,) admite uma subsequéncia (gn,) tal que

Gn; —% g € Iso(M)

Para uma demonstragao deste lema, consultar [KN], pg. 46.

Observagao 2.74. Existe um grupo de isometrias fechado de uma variedade M de dimensao finita
que nao age propriamente.

Seja M = £2, com o produto
o0
i=1

e G = O, grupo ortogonal.

Se GG agisse propriamente entao O, = G seria grupo compacto, uma contradi¢ao pois tomando
Ti(a1,az,...) = (az,as, ..., ak, a1, ag41, -..)
podemos notar que Tj(e1), com e; = (1,0,0,...) ndo admite subsequéncia convergente, pois
[Tn(e1) — Tin(er)]| =2

para quaisquer n # m.
2.7  Orbita Principal

Agora vamos definir o conceito de érbita principal e de representagao isotropica e slice. A
partir da definicao de campo equivariante normal, vamos mostrar que o fibrado normal de orbitas
principais ¢é trivial.

Definicao 2.75 (Orbita Principal). Dada uma agao prépria p: G x M — M, uma 6rbita G(x)
é principal se existir uma vizinhanca U, de x em M onde, para todo y € U,, existe g € G tal que
G, C gGygt.
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Observacao 2.76. Seja G(x) érbita principal e y € S,. Entao, Gy = G,.
De fato, Gy C G, pela definicao de slice, e como G(x) é dérbita principal

Gy C Gy C gGyg™?

Como G é compacto,

Gy = gGyg_l
e portanto Gy = G.

Definigcao 2.77. Seja u: G x M — M uma acao riemanniana prépria. Definimos representa¢do

1sotréopica em x € M como a aplicacao
G, — GL(T,M)
g— dpd
Observagdo 2.78. Como a representagio isotrépica deixa T,,G/(z) invariante, também deixa T,G(x)*

invariante.

Definigcao 2.79. Seja u: G x M — M uma agao riemanniana prépria. Definimos representa¢do

slice por:

G, — O(T,G(z))*
g dp9

Observagao 2.80. Para uma acao isométrica prépria,
Sz = exp,(B:(0))

onde B.(0) C T,G(z)*.

Proposigao 2.81. Seja p: G x M — M uma agao riemanniana propria. G(x) € drbita principal

se, e somente se, a representacdo slice é trivial (isto €, du9 = I para todo g € G).

Demonstracao: Se G(x) é érbita principal, pela observacao 2.76, G, = G, para todo y € S,.
Logo, a representacao slice é trivial.

Supondo que a representacao slice seja trivial, temos que

dpfv =v

para todo g € G, e para todo v € T,.S,

Assim

pfexp,(v) = exp,(duv)

— exp,(v)
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Isto implica que G C G, para todo y € S;. Visto que G C G, temos G, = G, para todo y € S,.
Logo G(z) é érbita principal.
[ ]

Proposigao 2.82. Seja p: G x M — M wuma agao riemanniana propria, G(zx) orbita principal
ev € T,G(z)*. Entio

‘75]'96 = d(p9)z vz
€ um campo bem definido.

Demonstragao: Se

g-x=k-x
entao
(k7lg) -z =2z
logo
Elgeqd,
e por consequéncia existe h € G, com
g=kh
Como G(zx) é principal, segue da proposicao 2.81 que du” =1, e assim
TSz
d,ug d,ukh
— dkdut
TSz
TwSa

Definigao 2.83. Um campo V ao longo de G(x) é chamado equivariante normal se:

—

a) dudVy, = ‘_/:q.y, para quaisquer g € G e y € G(x)
b) V, € T,G(z)*

Coroléario 2.84. Seja pp : G x M — M wuma a¢ao riemanniana préopria e G(x) uma orbita
principal. Entao G(x) admite um referencial normal global do fibrado normal. Em particular, o

fibrado normal de G(z) € trivial.

Proposicao 2.85. Seja pn : G x M — M wuma ag¢do riemanniana prépria, G(x) uma drbita

principal e V- um campo normal equivariante. Entdo:
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a) A‘?W = dugA‘ch,ugfl, onde Ay(w) = —Viwv

b) As curvaturas de G(z) ao longo de V sio constantes.
c) {expy(‘_/;/) cy € G(x)} € uma orbita.
Demonstragao:

a)

(dugflAVg,zdugw,m = (Ay, dpfw,dpz) 4.
= (—Vdugwdugvx,du9z>g.w
= (—dungvm,dugz>g.z
= ~(VuVe,2)a

b) Temos que A‘ch = Ak. Disso resulta

dpt™ Ay k=

e, por fim

Ay, (duok) = N(du®k)

eng-z(‘?Q‘I) = eng_x(dﬂng)

= g epr(V)

2.8 Campos de Killing

Definicao 2.86 (Campos de Killing). Seja M uma variedade riemanniana, X e E(M) e

X (=g, e) xU — M

o fluxo de X.
X é chamado Campo de Killing se

cpt)g:u—>M

é isometria para todo ty € (—¢,¢)
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Proposicao 2.87. Seja p: G x M — M wma ag¢do isométrica propria. Entdo, uma geodésica

que € ortogonal a uma orbita é também ortogonal a todas as orbitas que encontra.
Demonstragao: Seja o uma geodésica tal que

o/ (0) € Ta()G(c(0))*
Tome £ € g e seja

—

d
= —(exp(t§) -
5}7 dt (e p( 6) p) 0

conforme definido na proposigao 2.10.

Por hipdtese,

—

(6a(0):@'(0)) =0

Desejamos mostrar que, para todo ¢,

<ga(t)7 O/(t» =0

Como { é campo de Killing,

<Vo/g7 O/> + <Va’ga O/> =0
e por consequéncia
(Va&d) =0 (2.30)

Assim, usando a equacao 2.30:

—

d - o
£<£a(t)7 (X/(t)> - <Vo/€, a/> + <€7 vo/a,>

Como supomos

resulta que, para todo ¢

(Eagr), @/ (t) =0

Da arbitrariedade na escolha de & resulta a veracidade da proposicgao.
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Teorema 2.88 (Teorema da Orbita Principal). Seja u: G x M — M wuma ag¢do propria onde M

é conexa. Entao:

a) O conjunto dos pontos contidos em drbitas principais (denotado por M) € ndo-vazio, aberto e

denso em M.

b) O conjunto M, /G € variedade coneza.

1

c) Sejam G(x), G(y) duas orbitas principais. Entio G, = gGyg9~ ", para algum g € G.

Demonstracao: Ao longo da demonstragao, vamos considerar M dotado de uma métrica em que
p& se torna subgrupo fechado de Iso(M) (isto nos é garantido pelo teorema 2.67).

O item a) serd provado no lema abaixo:

Lema 2.89. M, ¢ conjunto nao-vazio, aberto e denso em M.

Prova: Vamos mostrar por meio de afirmagoes:
Afirmagao 2.90. M, # 0

Prova: Visto que os grupos de isotropia s@o compactos, podemos escolher x € M tal que G, tem
a menor dimensao possivel e para tal dimensao o menor nimero de componentes conexas.

Seja Sy o slice em x. Pela defini¢ao de slice, G, C G, para y € S, e, pela escolha de z, temos
Gy = G,. Como G(S;) é aberto, G(z) é 6rbita principal.

Afirmagao 2.91. M, é aberto

Prova: Seja x € M,. Entao, para todo y € Sy, temos G, = G. Assim G(S;) C M. o

Afirmagdo 2.92. M, é denso

Prova: Seja x € M, U vizinhanca de x em M e S, slice em z.

Escolha y € G(S;) NU tal que G, tem a menor dimensao e para tal dimensao o menor nimero de
componentes conexas.

Seja z € G(S,)NUNG(S;). Entao, G,-1.,NG,. A escolha de y implica que Gy-1., = G, e portanto
G(y) é principal. o
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Lema 2.93. Se (M — M,)/G ndo desconecta localmente por caminhos M,/G e M/G € conezo,

entdo M,/G € conexo por caminhos.

Prova: Sejam y,z € M,/G e a uma curva em M/G com o(0) = y e a(l) = z (isto é possivel
porque M /G é conexo por caminhos).
Seja V1, ..., V, uma cobertura aberta de M /G que nao desconecta caminhos. Sabemos que M, /G

é aberto e denso em M/G, assim existe

pi € Vi N Vit ﬁMp/G

Usando a propriedade que V; nao desconecta por caminhos M,/G, podemos encontrar uma curva
B em M,/G tal que y, z,p; € 5.

Lema 2.94. (M — M,)/G nao desconecta localmente por caminhos My/G.

Prova: O fato de S,/G, = G(S,)/G implica que, para provar o lema 2.94, basta mostrar que :
Afirmacdo 2.95. (Sy — (Sz)p)/Ga nao desconecta (S;)p/Ga.

Usando a definicao de representacao isotrépica e a afirmacao 2.95, concluimos que para provar o

lema 3, basta provar:

Afirmacdo 2.96.

Seja K um grupo compacto de isometrias agindo em R™. Entao (R™ — R})/K nao desconecta
R?/K

Prova: Provemos por inducao na dimensao m.

Sem =1, temos K = {—1,1} e R/K = [0, 00).

Vamos supor que a afirmacao 2.96 seja verdadeira para m < n.

Considerando a acdo de K em S™~! (esfera unitaria), a hipétese de inducdo, a definicdo de repre-

sentacao slice, e a afirmacao 2.90 temos que

(st = sph) /K

nio desconecta localmente S"~1/K.
Seja z,y € R e T o ponto contido na reta ligando 0 a x tal que Z e y estdao na mesma esfera.
O fato de (S"~' — 5~ 1)/K ndo desconectar localmente S" /K e o lema 2.89 implicam que G(i)

e G(y) podem ser conectados por uma curva o em Ry /K.
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Por outro lado, os pontos ao longo da reta que ligam = a  tém a mesma isotropia (representacao
linear), assim G(x) e G(%) estdao conectados em R/K por uma curva . Concluimos que a * 3
conecta G(r) a G(y) em R /K.

O item b) serd provado no lema abaixo:

Lema 2.97. M, /G ¢ variedade coneza.

Prova: Os lemas 2.93 e 2.94 implicam que M, /G é conexo por caminhos. O fato de M, /G ser
conexo por caminhos e a representagao isotrépica em S, ser trivial (proposigao 2.81) junto com o
mesmo argumento usado na demonstracao do teorema 2.31 implica que M, /G é variedade conexa.

&

O item c) é consequéncia do item b).
2.9 Tipos de Orbita
Definigao 2.98. Seja pu: G x M — M uma agao prépria.

a) Duas drbitas G(x) e G(y) sao do mesmo tipo se existir g € G tal que

Gy = gGyg ™t = Gyy

b) Se H é grupo de isometrias de algum ponto de M dizemos que G(x) é do tipo (H) se existir
g € G tal que

ngg—l =H

¢) (Gz) < (Gy) se existir g € G tal que

gGyg_l C Gy
d) Uma érbita é chamada regular se dim G(z) é igual & dimensao da érbita principal.
e) Uma drbita que nao é regular é chamada singular.

f) Uma érbita regular que nao é principal é chamada excepcional.
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Teorema 2.99. Seja p: G x M — M wma ac¢do propria. Entao, dado um ponto p € M, existe
uma vizinhanca G-invariante U de p de maneira que U tem somente um nidmero finito de tipos de

orbitas. Em particular, se M € compacta, M em um numero finito de tipos de orbitas.

Demonstracao: Considere S, o slice em p e defina U := G(S,). Considere também M dotado
de métrica tal que u& C Iso(M).

Afirmacdo 2.100. Se duas Gp-6rbitas Gp(x) e Gp(y), com z,y € Sp, sao do mesmo tipo entao as

duas G-6rbitas G(x) e G(y) sdo do mesmo tipo.

Observagdo 2.101. A afirmacgao 2.100 implica que o ntimero de tipos de G-6rbitas em U é menor

ou igual ao nimero de tipos de G-6rbitas em S,,.

Observacgao 2.102. G, age propriamente em S, pois G, é compacto.

Faremos uma demonstracao por inducao na dimensao de M.

Quando dim M = 0, o resultado é trivialmente verdadeiro.

Hipdtese de Indugao: O teorema é verdadeiro para M com dim M = k < n.

Desejamos mostrar que o teorema é verdadeiro para k = n.

Se dim S, < n, podemos utilizar a observacao 2.101 e a hipétese de inducao para encerrar a
demonstracao.

Vamos supor que dim .S}, = n.

Neste caso, G = G e du®r age em T,M = R" como subgrupo de O, (R).

Note que O, (R) deixa S"~! invariante e, por hipétese de inducdo, S™~! tem niimero finito de tipos
de orbitas. Os grupos de isotropia (e assim os tipos isotrépicos) sao constantes em cada linha que
contém 0, e portanto a acao da representacao isotrépica tem no maximo uma 6rbita a mais em S,
do que em S™!, e consequentemente um nimero finito.

Proposicao 2.103. Seja p : G x M — M uma a¢do riemanniana propria e H um subrupo

compacto de G. Entao, cada componente de

M ={zeM:h -z==x YheH}
¢ variedade mergulhada totalmente geodésica isto é, toda geodésica de MM ¢ geodésica de M.

Observacdo 2.104. Componentes conexas de M podem ter dimensao diferentes.
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Definigao 2.105. Seja p: G x M — M uma agao prépria. G(z) e G(y) sao do mesmo tipo local
se existir um difeomorfismo equivariante
Y S8(Sy) — S(Sy)
Observagao 2.106. G(z) e G(y) sdo do mesmo tipo local se:
1. s@o do mesmo tipo.

2. existir um difeomorfismo

com

para g € G,.
Observagdo 2.107. Relagao de tipo local é mais fina do que a de tipo.

Definigao 2.108. Seja H € G um subgrupo. Definimos o normalizador de H como

N(H):={9eG:gHg ' =H}

Teorema 2.109. Seja pu: G X M — M wma ac¢do propria e x € M. Denote por Mz o conjunto

dos pontos com o mesmo tipo de x e My o conjunto dos pontos com mesmo tipo local de x. Entdo:
a) M; € aberto e fechado em M;.

b) Mz N MC= € aberto em MS%=. Além disso, ¢ variedade N(Gy)-invariante.

¢) A agio de N(G.)/Gy em Mz MG+ ¢ livre e propria.

d) M; € variedade G-equivariante difeomorfa

G /Gy X N(G) e, (Ma N M)

Definicao 2.110. Uma estratificacao de uma variedade M é uma partigao localmente finita por

subvariedades { M, };c; de M, chamadas estratos tal que:

a) Para cada i € [,

onde I; C I —{i}.
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b) dim M; < dim M; para cada j € I;.

Teorema 2.111. Seja p: G x M — M uma agao prépria. As componentes conexas dos tipos de
orbitas de M formam uma estratificacao de M.
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Capitulo 3

A Conjectura de Terng-Palais

Este é o capitulo final desta dissertagao, onde usando o instrumental tedrico apresentado nos
capitulos 1 e 2 vamos compreender e demonstrar o Teorema 3.8, o qual chamamos de Conjectura
de Palais-Terng. Segundo [HOL] este teorema garante que se a distribui¢ao normal de uma agao
propria é integravel, entao a agao é polar, i.e., existem subvariedades imersas, completas, totalmente
geodésicas que encontram todas as orbitas ortogonalmente

Algumas provas distintas foram feitas para esta conjectura, sendo uma delas apresentada no
préprio artigo [HOL|, mas para demonstra-la optamos por adaptar a prova de Alexandrino ( [A]);
em seu artigo, apresenta uma versao mais geral valida para folheagOes riemannianas singulares.
Como lidamos com um caso particular, optamos por adaptar esse resultado ao caso de drbitas
regulares de acoes isométricas préprias.

Na organizacao desse capitulo iniciamos apresentando alguns fatos de imersées riemannianas
que serao utilizados, mas sem a preocupacao de demonstra-los, visto que facilmente podem ser
encontrados em qualquer livro-texto de Geometria Riemanniana. A seguir partimos para a de-

monstracao da conjectura, a qual dedicamos uma secao.
3.1 Fatos sobre Imersoes Riemannianas

Elencamos aqui alguns fatos sobre imersoes riemannianas necessarias para o entendimento da
demonstracao do teorema 3.8. Para uma demonstragao cuidadosa desses fatos, consultar o capitulo
6 de [dC1].

Observacao 3.1. Dada uma imersao f : N — M, onde M possui uma estrutura riemanniana,

podemos induzir em N uma métrica por:

<u,’U>p = <dfpu7dfpv>f(p)
Neste caso, ( , ), é chamada métrica induzida por f em N, e f é chamada imersdo isométrica.

Observagcdo 3.2. Dada uma imersao f : N — M, como em cada p € N temos um mergulho

f:U — f(U), onde U é uma vizinhanca de p em N, temos a seguinte decomposigao:

T,M = T,N & (T,N)*
Costumamos também denotar (7,N)* por v, N

85
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Definicao 3.3. Definimos v, N da observacao 3.2 acima como o espaco normal a N em p. Mais

geralmente, sendo VN := Upenvp N, temos que (vN,m, N) é o fibrado normal a N.

Observagcao 3.4. Supondo f : N — M uma imersao onde M é uma variedade com conexao
riemanniana V, sendo X,Y campos locais de vetores em N podemos estendé-los a campos locais

X,Y em M, respectivamente, e definir a conexao (riemanniana) em N:

VxY = (ViY)!
onde (@ X?)T denota a componente tangencial de \Y XY/- Esta tltima coincide com a conexao
riemanniana de N com a métrica induzida de M.
Com isso, definimos a aplicagao bilinear simétrica
B(X,Y)=VzY - VxY

Tomando p € N e n € v,N, definimos:

H,:T,N x T,N — R

por

H"?(X7Y) = <B(X7Y)777>
a qual é também bilinear simétrica.

Definigao 3.5 (Segunda Forma Fundamental). A forma quadratica

I1,(X) = Hy(X, X)

é chamada segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal 7 (veja a observacao 3.4

acima).

Definigao 3.6 (Imersao totalmente geodésica). Uma imersao f: N — M é geodésica em p € M
se 11, ¢ identicamente nula para todo n € v,N, e totalmente geodésica se f é imersao geodésica

para todo p € N.

Proposigao 3.7. f € imersao totalmente geodésica se, e somente se, toda geodésica em N € também

geodésica em M.

3.2 A Prova da Conjectura

Considere uma acao isométrica propria G x M — M. Tomando um ponto regular ¢ € M,
podemos considerar uma bola normal B (q), que admite uma distribui¢ao horizontal integravel H.
Logo, existe uma folha H na bola normal de maneira que H 1 {G(z)},¢p.(q)- Diremos que o é uma

secao reqular se o é aberto de uma folha de H.



3.2. A PROVA DA CONJECTURA 87

Teorema 3.8. Seja M uma variedade riemanniana completa e G um grupo que age propriamente
por isometrias em M. Se a distribuicdo de espacos normais as orbitas requlares for integrdvel,
entdao existe uma se¢cao imersa totalmente geodésica para a acdo de G a qual encontra todas as

orbitas e sempre perpendicularmente.

Na observacao a seguir, apresentamos uma definicao da variedade grassimaniana por meio do
conceito de agdo que estudamos no capitulo 2. Uma outra forma muito interessante de definir ¢é

identificando as bases ortogonais de um mesmo k-plano, o que pode ser verificado em [B], pg. 62.

Observagao 3.9 (Grassimaniano de k-planos em R™). Seja G (R™), k < n o conjunto dos subespagos
vetoriais k-dimensionais de R™. Para dar uma estrutura de variedade a este conjunto, consideramos

a acao natural:

J7 On X Gk(Rn) — Gk(Rn)

Como na proposi¢ao 2.36 do capitulo 2, temos a comutatividade do diagrama:

On L} Gk(Rn)

On
Ok X On—k

o que dd a Gi(R™) estrutura de variedade. Esta é chamada Variedade de Grassman.
No caso de uma variedade M, vamos definir G (M) := U,Gy(T,M)

Para facilitar o entendimento do texto, adotamos agora uma convencao: dada uma acao
isométrica propria p : G x M — M, vamos considerar F = {G(x)}zenm a folheacdo de M
dada pelas érbitas regulares da acao p. Quando denotarmos F, ficara entendido que tratamos da
folheacao dada pelas orbitas regulares.

No proximo exemplo pretendemos dar uma visao simples da folheacao determinada pelas érbitas
regulares de uma acao isométrica prépria. Na proposicao 3.11 bemo como na observacao que a

segue, explicamos como ocorre a agao induzida.

Exemplo 3.10. Considere M = 5% x R, e G = SO(2) x R. Tomando ¢ o pélo norte da esfera,
temos que as 6rbitas G(z), para x # g e de sua antipoda, sdo difeomorfas a S' x R e ortogonais a

5% x 0, e G(q) é o proprio eixo 0z. Assim, S, = U x {0} onde U é uma vizinhanga de ¢ em S? e

G, = SO(2). Neste caso temos que, F| sdo os paralelos da esfera e F = {SO(2) 'X}XGRQ sa0
Sp

circunferéncias centradas na origem em 7;,5,. Note que temos um difeomorfismo entre F e F
Sq

Enunciamos a seguir um resultado importante no processo de demonstracao desse teorema.

Como nao apresentamos sua demonstragao, indicamos que pode ser conferida em [P].
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Proposicao 3.11 (Boualem). Seja M uma variedade riemanniana completa, G x M — M uma
acao isométrica propria, Sy slice em q de raio € e o uma sec¢ao regular contida na bola normal

B.(q). Suponha que o insersecta S,. Entdo:

a) Existe um subespaco V C TS, de maneira que

o C De(q) := exp,(V NU)
onde U = B-(0) C T,5,.

Observagdo 3.12. Quanto a proposicao anterior vale lembrar que pela definicao de slice temos uma

agao u: Gg x Sg — Sy o que nos dd uma folheacdo F| = {Gy(y)}yes,. Isto induz uma acao
Sq
f: Gy x TySy — 1,5,
(g, X) — d(p9)y X

e entdo temos uma folheacio F = {G,(X)} XxeT,s,- Desta forma, equ_1 é um difeomorfismo entre

Fl| elF.
Sq

Proposicao 3.13. Se v € uma geodésica em M ortogonal a uma orbita regular, entdo o conjunto

dos pontos singulares € isolado em ~y.
Demonstracao: Considere primeiro o caso linear onde G = O,, e temos a acao natural:

O, x R" — R"

(g, )—g-x

Neste caso, 0 é érbita singular. Vamos verificar que, se G(X ) é regular, entao G(/\)Z ) é regular
para qualquer X\ # 0.
De fato, Ghx = Gx e como G(X) = G/Gx, temos que dim G(X) = dim G(AX). Logo, G(AX) é
regular.

O caso geral segue do caso linear discutido acima junto com as propriedades de representagao

isotrépica. [ |

Lema 3.14. Seja Sy slice em g € M e F conforme definida na proposicao 3.11. Considere V. um
subespago ortogonal as folhas de F. Entio:

a) O conjunto dos pontos requlares de F € aberto e denso em V NU, o qual € ortogonal as folhas
de F.

b) O conjunto dos pontos regulares de F ¢é aberto e denso em D.(q) := exp,(V NU).
¢) A subvariedade D:(q) € ortogonal as folhas de F

d) D.(q) é uma subvariedade totalmente geodésica.
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Demonstracgao:

a) Vamos separar a prova em trés partes:

i)

i)

i)

O conjunto é denso.

Seja z € V NU. Precisamos mostrar que, tao préximo quanto se queira de z, é possivel

encontrar pontos regulares.

De fato, tome um ponto regular x € V NU (o que é possivel pois tomamos V' ortogonal a
uma folha regular). Considere v a reta em V NU ligando = a z. Como v C V e VLG(z),
temos que 7L G(x). J& que x é regular, segue da proposi¢ao 3.13 que os pontos singulares
ao longo de «y sao isolados. Em particular, como z € ~, é possivel encontrar pontos regulares
tao proximo de z quanto se queira.
O conjunto € aberto.
Seja z € V NU ponto regular. Mostremos que existe uma vizinhanca de z formada por
pontos regulares. Como G(z) é regular, as érbitas préximas a G(z) sdo também regulares.
Como dim(V) =codim(G(z)), tais érbitas intersectam V.
O conjunto dos pontos regulares em V NU é ortogonal as orbitas.
Seja z € V. NU um ponto regular e construa ¢y, ..., ¢ : [0,1] — V como segue:

t;(0) e o

(1) ==z

{¢/(1)} é base de T,V
Temos que ¢; LG(¢;(0)), de onde temos que ¢; LG(z), Vi. Consequentemente, G(z)LV.

Sendo A o conjunto dos pontos regulares de F, temos que equ(A) é aberto e denso, visto que

exp, € suave.

Tome y € D.(q) ponto regular e o, se¢do regular contendo y. Provemos que o, C D.(q).

Seja g, = exp;l(ay), da proposicio 3.11 temos que G, é segio regular de F. Pelo item (a),
oy C V NU ja que G(§)LV.

Segue diretamente de ¢) e do fato que pontos regulares sdo densos em D.(q).

Proposicao 3.15. Seja g € M e D:(q) = exp,(V NU). Seja Bs(q) bola normal de raio 6 em M.
Defina

Entao:

Ds(q) := {exp,(v) : v € TyD:(q), |Jv]| < &}

a) O conjunto dos pontos requlares de F é aberto e denso em Ds(q).

b) Ds(q) € ortogonal as folhas de F.
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¢) Ds(q) € totalmente geodésica.

Observagcdo 3.16. Vale ressaltar que d da proposicao 3.15 é frequentemente maior que € do lema
3.14

Demonstragao: Seja § € T;D:(q) tal que y(t) = exp,(t£) tem pontos regulares (0 <t < 1). Da
proposicao 3.13, os pontos singulares sao isolados em . Como 7 é compacto, podemos cobrir ~
com um numero finito de slices centrados em v(t;) tal que (¢;) é o inico ponto singular possivel
em v NSy,

Construa T' = U;D.(y(t;)) conforme lema 3.14.

Como exp,, ¢ difeomorfismo e T" ¢ totalmente geodésica, podemos encontrar vizinhanga W de § em
T,D:(q) e definir vizinhanca de v em T por N := exp,(W). Além disso, N C Ds(q). Assim, temos
vizinhanga N de v em Ds(q) satisfazendo os itens (a) a (c). Da arbitrariedade da escolha de & segue

o resultado. [

Agora que enunciamos alguns resultados necessdrios, vamos efetuar a prova da conjectura de

Palais-Terng.
3.2.1 Demonstracao do Teorema 3.8

Sejage M e

Dy, (g) = {exp,(v) : v € T,D:(q) e [[v] < 1}

onde 1 > 0. Como D, (q) é compacto, é possivel encontrar uma vizinhanga compacta U de Dy, (q)
e & > 0 (a saber, o delta de Lebesgue) tal que, para todo = € U, Bs(x) é bola normal. Seja ~y
geodésica de comprimento r tal que 7/(0) € T;D.(q). Note que podemos estender D.(g) ao longo
da geodésica v para uma subvariedade (nao necessariamente completa) satisfazendo a proposicao
3.15, por meio de colagem de discos totalmente geodésicos de raio /2. Explicando melhor:

Considere inicialmente Ds/2(q), o qual satisfaz os itens (a) — (¢) da proposicdo 3.15. Defina o

segundo disco como

Dsa(7(0/4)) := {exp.y(5/4)(v) : v € Ty5/4)Ds/2(q) e [Jv]| < 6/2}

Este conjunto também satisfaz os itens (a) — (¢) da proposi¢ao 3.15. Continuando esse processo,
obtemos discos por indugao e estendemos D.(q) ao longo de 7.
Seja X, a uniao das extensoes construidas acima ao longo de todas as geodésicas v com compri-

mento 1 tal que 7/(0) € T, D.(g). Usaremos o lema abaixo:

Lema 3.17. X,, pode ser coberto por um numero finito de discos D;’s (de raio &) satisfazendo os

itens (a) — (¢) da proposicao 3.15.

Demonstracao: Vamos provar a seguinte afirmacao necessaria para o lema:
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Afirmagao 3.18. Seja x € Dy, (q). Entdo, Dy, (q) N Bs/a(z) pertence a um ntimero finito de discos
D;’s de raio /2 satisfazendo os itens (a) — (¢) da proposi¢ao 3.15.

Prova: Seja

K = {v € T;D:(q) : exp,(v) € Bss(x) e ||v]| < ri}

Note que K é compacto. Agora tome vy € K. Conforme apresentado acima, podemos estender
D.(q) ao longo de exp,(tvg) para uma subvariedade totalmente geodésica T'. Como exp é continua,
podemos encontrar W vizinhanga de vy tal que equ(tu) CT,paratodoue WNKelO<t<1.

Da compacidade de K segue a afirmacao.

Para concluir a prova do lema, vamos cobrir D, (¢) com um nimero finito de bolas Bg e Pela
afirmagao, deduzimos que D, (q) estd contida em uma unido finita de discos Dj/9(p;) satisfazendo
(a) — (c) da proposigao 3.15. Assim, conforme definimos ¥,,, concluimos que para todo z € %,

existe ig tal que = € Ds(pi,)-

Dando continuidade a prova do teorema, vamos provar que X, € subvariedade imersa em M.
Considere (G¥(M), M, ) o k-grassimaniano de M e defina D} C G¥(M) por

D; :={T,D; :x € D;}

e X7 C GH(M) por

¥ = {TuDi}

xeirl

Dy 6 imersa em G¥(M), e se D} e D tém um ponto em comum entao eles coincidem numa
vizinhanga desse ponto. Como ¥*, pode ser recoberto por um ntimero finito de D}, vemos que X7,
é mergulhada em G*(M). Concluimos que ¥,1 é imerso sendo X,1 = [] .

Para concluir a prova, tome uma sequéncia 71 < rg < ... < r, — 00 e construa X, e X7, como

acima. Podemos mostrar assim que 37; ¢ mergulhada e X, imersa. Finalmente, defina

E* = UT,‘ E:z

Temos que ¥* é uma subvariedade e que ¥ := U,, %, é imersa para ¥ = [[ £*. Usando o Teorema

de Hopf-Rinow (teorema 1.84) temos que ¥ é completa.
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