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Esta lista contém problemas cuja solucdo poderd ser cobrada em prova. Ela
também contém proposicoes e teoremas, alguns enunciados e outros demon-
strados em sala de aula (abreviados aqui por d.s.a). A demonstragio destes
resultados também poderd ser cobrada em prova.
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1 Campos de Jacobi

Proposigao 1.1 (d.s.a). Seja f: (—¢,€) X [a,b] = M uma aplicagcio suave tal
que f(so,*) € geodésica para todo sy € (—¢€,€). Entdao J(t) := %(O,t) é campo

de Jacobi ao longo da geodésica a(t) := f(0,1).

Proposicao 1.2 (d.s.a). Seja § tal que exp, : Bs(p) — M estd bem definida.
Defina a curva a(t) = exp,(tvo) com ||wll = 1 e [t| < 0. Para w € T,M
considere o campo tw ao longo do segmento t — tvg. Entdo J(t) := d(exp,, )y, tw
é campo de Jacobi com J(0) =0 e ¥.J(0) = w.

Proposigao 1.3. Suponha que M ¢ geodesicamente completa, i.e, exp,, : T, M —
M estd bem definida para todo p € M. Seja o : (—0,0) — M geodésica e J campo
de Jacobi ao longo de a. Entao J(t) = %(O,t) para f(s,t) = expgy (tv(s))
onde B : (—e€,€) = M é uma curva tal que 8'(0) = J(0) ev: (—€,e) = M é um
campo ao longo de B com v(0) = o/(0) e Xv(0) = ¥ J(0).



Proposigao 1.4 (d.s.a). Sejam M variedade Riemanniana com curvaturas sec-
cionais constantes K e o : [0,a] = M geodésica com vetor velocidade 1. Entdo o
campo de Jacobi J ao longo de a com condigdes iniciais J(0) =0 e - J(0) = w
para w perpendicular a o' (0) € J(t) = cx(t)w(t) onde w(:) € o transporte par-

alelo de w ao longo de a e cx € a funcdo definida como ci(t) := sin(tvK) o,
VE
K>0,ckx(t):=t se K=0 ecglt) ::% I;K) se K < 0.

Proposigao 1.5 (d.s.a). Sejam (M™, g) variedade Riemanniana com curvaturas
seccionais constantes K e 1 : (0,8) x S*" 1 — Bs(p) parametrizacio geodésica
polar, i.e., P(r,v) = exp,(rdv) onde A : (R", g0) — (T, M, g) € isometria lin-
ear. Entio a métrica g em coordenadas geodésicas polares é dr® + (cy(r))?ds®
onde ds® é a métrica candnica da esfera S e a funcdo cx foi definida na
Proposi¢ao 1.4. Em particular, duas variedades Riemannianas com mesma di-
mensao e mesmas curvaturas seccionais constantes iguais a K sao localmente
tsométricas.

Proposigao 1.6 (d.s.a). Sejam § tal que exp,, : Bs(p) — M estd bem definida.
Defina a(t) = exp,(tv) com [t| < J e [jv|]| = 1. Entao a(ty) € ponto conjugado a
a(0) ao longo de a com multiplicidade k se e somente se dim(ker d(exp,,)syn) =

k.

Proposigao 1.7 (d.s.a). Seja o :[0,a] = M geodésica. Suponha que a(a) nio
é ponto conjugado a a(0) ao longo de a. Entio dado v € To)M e w € Ty M
existe um unico campo de Jacobi J ao longo de o tal que J(0) =v e J(a) = w.

Problema 1.8. Exercicio 5 do Capitulo V do livro do Carmo.

1.1 Sugestoes

Proposicao 1.5
Seja {e;} C T, (S"~1) referencial ortonormal. Note que

Ji(r) = d(exp,)ra,rAe;
= dw(r,v) (07 ei)a

é campo de Jacobi ao longo da geodésica r — exp,,(rAv). Utilizando Proposigao
1.4 verifique que

9(Ji, Jj) = bijck. (L.1)
Por fim defina

Jo(r) = d(exp,)rasAv
= dw(r,v) (17 O)

e utilizando o Lema de Gauss conclua que
9(Jo, Ji) = 0. (1.2)

O resultado entdo seguird das Equacoes (1.1) e (1.2).



2 Imersoes isométricas

Problema 2.1. Uma subvariedade Riemanniana M de uma variedade Rieman-
niana (M, (-,-)) é chamada totalmente geodésica, se a segunda forma se anula
ao longo de M. Mostre que M é totalmente geodésica se e somente se toda

geodésica de M é geodésica de M.

Problema 2.2. Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante e H C G
subgrupo fechado. Mostre que H é subvariedade totalmente geodésica.

Proposigao 2.3 (d.s.a). Seja M subvariedade Riemanniana de uma variedade
Riemanniana (M, (-,-)) e denote R, R os tensores curvaturas de M e M e B o
(1,2) tensor segunda forma de M. Entao

Problema 2.4. Mostre que as curvaturas seccionais de S” sao 1.

Proposigao 2.5 (d.s.a). Seja & um campo normal unitdrio a uma subvariedade
Riemanniana M de uma variedade Riemanniana (M,(-,-)) . Seja ¥ : V C
R” — U C M parametriza¢io com U compacto. Considere o : U — R tal que
¢y = 0. Para U' compacto com U C U' defina F : (—8,8) xU* — M como
F(t,z) := exp,(t&) e U : (=6,0) x V.= M como W(t,z) = F(tp(x), ¥(zx)).
Escolha § para F ser imersdo injetora. Defina g ; = (d¥'e;,d¥'e;) onde
Wi(z) = U(t,z). Entio:

£ Elle=
(@) —n(H. ) =

®) VT (V) oy = —n[y(Hpbw

onde H é o vetor curvatura média e w € a forma volume (com orientagdo in-
duzida por ¥.)

Proposigao 2.6. Seja M subvariedade Riemanniana de uma variedade Rie-
manniana (M, (-,-)). Seja {e4} um referencial adaptado a M e denote H4,5 as
I-formas de conexao e ); ; as 2-formas de curvatura de M associadas a {ea}.
Entao

(a) d@;; =, Qik NOkj+ D, Wia ANWa,j— s € a equacao de Gauss escrita
no referéncial adaptado.

(b) d@iq = Y ) Wik N Do + ZB Dig NDga — Qi@ é a equacao de Codazzi
escrita no referéncial adaptado.

(¢) dGag =) ;Ga,ifNig+D_, Qany ANOy.5— Q0 s € a equacdo de Ricci escrita
no referéncial adaptado.

Concluimos entdo que as equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci sao partes da
equagdo de curvatura:
do=0ANo— .



Teorema 2.7 (d.s.a). Seja U C R™ aberto com métrica Riemanniana g. Con-
sidere {e;}1"_, referencial ortonormal (em relagcdo a métrica g) definido em U, w;
as formas duais de {e;} e w;; as formas de conexdo Riemannianas da métrica
g em relacdo ao referencial {e;}. Seja A um 2 tensor simétrico definido por
AX)Y) =Y wint1(X) @ wi(Y). Defina wpq1i := —Wipy1 € w a matriz de
1-formas formada por wa g com A, B variando de 1 a n + 1. Suponha que w
atende formalmente as equagioes de Gauss e Codazzi de uma hipersuperficie no
espaco Fuclidiano, i.e., dw = w A w. Entdo dado zo € U, py € R**! e uma
base ortonormal vq,...,vn11 € Ty, R" existe, para um aberto U cCU de z
suficientemente pequeno, uma unica imersio isométrica ¥ : (U, g) — (R, go)
tal que d¥,,e; = v; ondei = 1,...,n. Além disto A(X,Y) = I[I(d¥X,dTY),
onde Il ¢ a sequnda forma da hipersuperficie M = lII(U) associada ao vetor N
normal a M com N(pg) = vpt1.

Problema 2.8. Exercicio 9 do capitulo 8 do livro do Carmo. Dado uma sub-
mersao Riemanniana F': M — B o exercicio discute a relacdo entre a conexao
Riemanniana de M e a conexao Riemanniana de B.

Problema 2.9. Exercicio 10 do capitulo 8 do livro do Carmo. Dado uma
submersao Riemanniana F' : M — B o exercicio discute a relacao entre a
curvatura de M e a curvatura de B.

Problema 2.10. Exercicio 12 do capitulo 8 do livro do Carmo. O exercicio
discute como calcular a curvatura do espaco projetivo complexo.

Problema 2.11. Seja F : M"** — B* uma submersio Riemanniana. Mostre
que os itens abaixo sao equivalentes.

(a) Para todo ¢ € B, a conexio normal da subvariedade F~!(c) ¢ flat.

(b) A distribuicdo normal H é integravel. Em particular, as folhas tangentes
a H sao totalmente geodésicas.

Problema 2.12. Considera a acdo isométrica pu : S' x §* — §? definida por
w(, (21, 22)) := (Az1, Aza). Mostre que a distribuicdo normal # as érbitas de p
nao é integravel.

2.1 Sugestoes

Problema 2.11

Para provar que (a) implica (b) considere {e4} referencial local adaptado
a submersao, i.e, e; (i = 1,...,n) é tangente as pre-imagens e e, (o« = n +
1,...,n + k) é normal projetdvel. Pelo teorema de Frobenius se [ey,es], € H,
para qualquer «, 8 > n e para qualquer = entdo H serd integravel, i.e., existe
uma folheacdo {X} cujas folhas sdo tangentes a distribui¢do H. Seja w; é o dual
de e;. Note que H = N}, kerw;. Assim para mostrar que H ¢é integravel, basta
mostrar que 0 = w;([eq,es]) = (Ve,e5 — Ve,yeq,€:) para todo i,a, 3.

Por outro lado, usando o fato da conexdo normal ser flat, i.e., (V. ,eq,e3) =0
e o fato de e, ser projetavel temos:

(Ve e8,€5) = —(eg, Ve, €5)
= —(eg, Ve, eq + [eq,€5])
= —(eg, Ve;ea)
= 0



De forma analoga temos (V,eq,e;) = 0 e isto prova que 0 = w;([eq,es]).

Afim de provar que (b) implica (a) considere uma folha ¥ tangente a dis-
tribuigdo H. Seja v € T, ¥ e a(t) := exp,(tv). O fato de F' ser uma submersao
Riemanniana implica que a geodésica a é ortogonal a todas as subvariedades
F~1(c) que ela encontra. Em particular é sempre tangente a H e assim deve
estar contida em ¥. Em particular note que o também é geodésica de X. Assim
vemos que ¥ é totalmente geodésica. Considere {e4} referencial adaptado a
submersdo. Como ¥ é totalmente geodésica, temos que:

0 = (Ve ee3)
= (Veea+ [ea,ei],65>
= <v€iea7 65)

e a ultima igualdade implica que a conexdo normal é flat.

Problema 2.12

Seguindo a notacao introduzida no Problema 2.10 considere N = (14 0i,1+
0i). Entdo iN = (0 + 1,0 + i) é o vetor tangente a érbita que passa pelo ponto
N. Considere agora os vetores X = (% +0i, —% +0i)eY = (0+ %i, 0— %1)
Note que X e Y sdo ortogonais a N e assim tangentes a esfera. Por outro lado
X e Y sdo ortogonais a ilN e assim ortogonais a érbita que passa por N. Por
fim note que (X,iY’) = —1. Assim Pelo Problema 2.10 temos que K(X,Y) = 4.
Como K(X,Y) = 1 segue da férmula do Problema 2.9 que [X,Y]” é diferente
de zero. Assim a distribui¢do normal H néo é integréivel.



3 Variedades completas e o teorema de Hadamard

Teorema 3.1 (d.s.a). Seja (M, {-,-)) variedade Riemanniana.
(a) Entao as afirmagdes abaizo sao equivalentes

(a.1) Eziste p € M tal que exp, : T,M — M estd bem definida.
(a.2) Os limitados fechados de M sdo compactos.
(a.3) M é completa como espago métrico.

(a.4) M € geodesicamente completa, i.e, exp, : T,M — M estd bem
definida para todo x € M.

(b) Se M é completa, i.e., uma das afirmagées do item (a) é satisfeita, entao
dado p e ¢ em M existe um segmento de geodésica minimizante ligando p
aq.

Problema 3.2. Seja (M, (-,-)) variedade Riemanniana homogénea, i.e, para
qualquer z,y € M existe uma isometria g € Iso(M) tal que g(x) = y. Mostre
que M é completa.

Problema 3.3. Mostre que R”, S™ e H” sao variedades Riemannianas comple-
tos.

Problema 3.4. Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante. Mostre que
G é variedade Riemanniana completa.

Problema 3.5. E possivel mostrar que a aplicacdo exponencial de Lie de
SL(2,R) nao é sobrejetora. Use este fato para concluir que SL(2,R) ndo admite
métrica bi-invariante.

Proposicao 3.6 (d.s.a). Seja F' : M — M uma isometria local sobrejetora.
Suponha que M é completa. Entdo F ¢ recobrimento isométrico.

Lema 3.7 (d.s.a). Seja M variedade Riemanniana completa com K < 0. Entdo
para qualquer p € M a aplicagao exp, : T,M — M € difeomorfismo local.

Teorema 3.8 (d.s.a). Seja M variedade Riemanniana completa, simplesmente
coneza com K < 0. Entao, para todo p € M, exp, : T,M — M ¢ difeomorfis-
mos.

3.1 Sugestoes

Problema 3.3: Para mostrar que H" é variedade Riemanniana completa, pode-se
mostrar que ele é homogeneo (vide e.g. Sec 1.E ou Sec. 3.L do livro de Gallot,
Hulin, Lafontaine, ou Teorema 5.2 e Teorema 5.3 Cap 8 do livro do. Carmo).



4 Isometrias e espacos de curvatura constante

Proposigao 4.1 (d.s.a). Sejam (M, g) e (M,g) variedades Riemannianas com-
pletas e A : T,M — TﬁM isometria linear. Seja B.(p) bola normal. Defina
F : B(p) = M como F(z) := exp; oAo(exp, |, o)) ! (¢). Para cada & € B(p)
defina P : T,M — T, M o transporte paralelo ao longa da dnica geodésica min-
imizante v com ¥(0) = p e y(r) = x e [|7'|]| = 1. Defina ¥(t) := exp,;(Ay'(0))
e P Tﬁ]\;f — TF(JE)]\;I o transporte paralelo ao longo de 4 do ponto 4(0) a
4(r) = F(z). Por fim defina ¢ := PAP!. Suponha que

9(R(X,Y)Z,W) = §(R($(X), 6(Y)), (Z), (W)
Entao F é isometria local e dF, = A.

Proposigao 4.2 (d.s.a). Sejam F;: (M,g) — (]\Zf,g), com i = 1,2 duas isome-
trias locais da variedade Riemanniana conexa M na variedade Riemanniana
M. Suponha que existe p € M tal que Fi(p) = F2(p) e d(F1), = d(F2)p. Entdo
F1 - F2.

Teorema 4.3 (d.s.a). Seja (M,g) variedade Riemanniana completa simples-
mente conexa com curvaturas seccionais K constante iguais a c. FEntao M
€ isométrica a M(c) onde M(c) = H® se ¢ = —1, M(¢c) = R" se ¢ = 0 ¢
M(c) =S™ se c = 1.

Teorema 4.4 (d.s.a). Seja S superficie compacta conecta, orientdvel. Entao:
(a) S admite métrica com K =1 se e somente se g(S) = 0.
(b) S admite métrica com K =0 se e somente se g(S) = 1.

(c) S admite métrica com K = —1 se e somente se g(S) > 1.



5 Variacao da Energia

Proposigao 5.1 (d.s.a). Sejam (M, g) variedade Riemanniana completa, p,q €
M e~ :[0,a] = M uma geodésica minimizante ligando p a q. Entdo para
qualquer curva (8 : [0,a] = M ligando p a q temos E(y) < E(B). A desigualdade
vale se e somente se B for geodésica minimizante.

Proposigao 5.2 (d.s.a). Sejam (M, g) variedade Riemanniana completa, « :
[0,a] = M curva suave por partes, f : ( € e) [0,a] = M wma variagdo
de a, Ef(s) a energia da variagdo, i.e., = fo Bf (s,t ,%(s t))dt e
V(t) := %(O,t). Entao

0
(5.1, %L (s.1)

B of z+1 fitn V@f
3B = L 2 S oGy gy g e

Proposigao 5.3 (d.s.a). Seja (M,g) variedade Riemanniana completa. Uma
curva diferenciavel por partes a : [0,a] = M € uma geodésica se e somente se
para toda variagdo prdpria f de « temos %Ef(O) =0.

Proposigao 5.4 (d.s.a). Sejam (M, g) variedade Riemanniana completa, v :
[0,a] = M geodésica, f : ( ) [0,a] = M wma variagao de v, E¢(s) a

energia da variagdo, i.e., = [ g( 2 (s,8), % (s, 8)) dt e V(t) == 2L(0,).
Entao
1 d? _ VvV of , vV of ,
5332 21(0) = g(5-5-(0,a),7'(a)) — 9(5-5-(0,0),7'(0))
d \Y to
+ Zg(V(t),av(t)) e
=0

k

- Z /t - ) YV(0) + g(RG/ 0,V 0)7' (0, V(D) de

ou de forma equivalente

53 B0 = oL 0.0, - oL G 0,000
+ L(V,V)

onde I, é a forma do indice, i.e.,

L) = [ gV, 3 0) - a(BG O,V 0, W (1) d



Problema 5.5 (d.s.a). Enuncie o teorema de Indice de Morse e conclua que
dado uma geodésica v : [0, a] — M minimizante, entdo v(¢) ndo pode ser ponto
conjugado a v(0) para 0 < ¢ < a.

Teorema 5.6 (d.s.a). Seja (M,g) variedade Riemanniana completa. Suponha
que Ric,(X) > % > 0 para todo p € M e todo X € T,M com || X|| = 1. Entdo:

(a) M ¢é compacta com diametro menor ou igual a 7r.
(b) O recobrimento universal de M é compacto e assim 71 (M) € finito.

Problema 5.7. Seja G um grupo de Lie e g sua algebra de Lie. Dados X,Y € g
definimos a forma de Killing como

P(X,Y) :=tr ad(X) o ad(Y)

onde ad(X)Y := [X,Y]. O grupo (algebra de Lie) é chamado semi-simples se
® é nao degenerada. Mostre que se g é semi-simples e ® é negativa definida
entdo —® é metrica bi-invariante. (Dica Pode-se usar (sem demonstrar) que
&(Ad(g)X, Ad(g)Y) = B(X,Y).)

Problema 5.8. Seja G um grupo de Lie que admite métrica bi-invariante.
Mostre que Ric(X,Y) = —i@(X, Y) para X,Y € g. Em particular conclua que
Ric nao depende da métrica bi-invariante.

Problema 5.9. Seja G um grupo de Lie conexo semi-simples. Mostre que G é
compacto se e somente se a sua forma de Killing é negativa definida.

Teorema 5.10 (d.s.a). Seja (M,g) variedade Riemanniana compacta, ori-
entdvel com dimensao par. Suponha que as curvaturas seccionais sejam sempre
positivas. Entao M € simplesmente coneza.



