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Esta lista contém problemas cuja solucdo poderd ser cobrada em prova. Ela
também contém proposicoes e teoremas, alguns enunciados e outros demon-
strados em sala de aula (abreviados aqui por d.s.a). A demonstragio destes
resultados também poderd ser cobrada em prova.
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1 Variedades e métricas Riemannianas

Proposigao 1.1. Sejam V e W campos em uma variedade M. Entdo

(a) Eziste um tnico campo, denotado por [V,W] tal que para toda fungdo
suave f: M — R temos [V,W]-f=V-(W-f) =W -(V-f).

(b) Suponha que em coordenadas temos V = ), via%i eW =3, wia%i.
~ ow; Ovi g
Entio [V,W] =3, Zj(“j agjj - wj 8;]1- ) da; *

Problema 1.2. Sejam (E, 7, B) e (E,#, B) fibrados vetorias de posto n. Dize-
mos que eles sdo isomorfos se existe uma aplicacio F : E — E tal que 7 = 7o F
eF:E,— Ep é um isomorfismo. Em particular um fibrado (E,w, B) de posto
n é chamado fibrado trivial se ele é isomorfo a B x R™.

(1) Mostre que todo grupo de Lie G tem fibrado tangente trivial.
(2) Mostre que o fibrado tangente da esfera S? nao ¢é trivial.

Teorema 1.3 (d.s.a). Toda variedade M admite métrica Riemanniana.



Problema 1.4 (Espaco hiperbdlico). Neste problema iremos ver as diferentes
representacdes do espaco hiperbélico.

(a) O espaco de Minkowski é definido como R"*! com a forma quadratica
(r,x) = —22 + 22 + .-+ 22. Considere H*! a subvariedade de R"*!
definida como: H" := {z € R*"™|(z,z) = —1,x¢ > 0}. Verifique que a
forma quadratica —dz3 + dx? + --- + dx? restrita a H" é uma métrica
Riemanniana g.

(b) Seja f a pseudo-inversaéo com polo s = (—1,0,---,0) definida por f(z) =
s — %, onde (-,-) é a forma quadratica definida no Item (a). Para

X =(0,X4,...,X,) no plano zg = 0 denote | X|* := (X, X) = " | X7
Mostre que f é difeomorfismo de H"™ no disco unitario {z € R”, |z| < 1} e

1\ % dz?
que gy := (f 1) 9= 42?:1 O [zZ

(c) Seja h a inversdo no R"™ definida como h(z) := s + %, com polo
s =(—1,0,...,0). Mostre que h é um difeomorfismo do disco unitario no

2
. * _ n  dx;
semi-espaco z1 > 0 e que h*gy =) ., T

Obtemos assim duas variedades Riemannianas que sdo isométricas a (H", g), a
primeira é chamada disco de Poincaré (Item (b)) e a segunda semi-espaco de
Poincaré (Item (c)).

Problema 1.5. Sejam g; e dr? métricas canonicas de S"~! e I = (0,00). Defina
em S x I a metrica g(p, ) := r2g1 + dr?.

(a) A métrica g é métrica produto?

(b) Mostre (S™ 1 x I, g) é isométrico a (R™ —0,can) e que (S" ! x I, g; x dr?)
é isométrico ao cilindro {z € R""'|z? +... + 22 = 1,exy > 0}.

Problema 1.6. Sejam (M™, g) variedade Riemanniana orientada e w a m-
forma volume (i.e, a Unica m-forma tal que w(es,...,en), = 1 para qualquer
referencial ortonormal {e;} de T, M coerente com a orientacdo de T, M'). Mostre

que em coordenadas w = \/det(g; ;) dr1 A ... Adzy.

Problema 1.7. Mostre que GL(n,R), GL(n,C), SL(n,R) , SL(n,C), O(n) e
U(n) sao grupos de Lie.

Problema 1.8. Seja G é um subgrupo de Lie de GL(n,R). Mostre que a
aplicacdo exponencial de G coincide com a exponencial de matrizes.

Problema 1.9. Sejam G subgrupo de Lie de GL(n,R) e X,Y € g. Verifique:
1. dL,X = gX e dR,X = Xg.
2. Ad (9)Y := G (gexp(tY)g™")|i=0 = gY 9"

3. Usando o fato (ndo precisa demonstrar) que %Ad (exp(tX))Y =0 =
[X,Y] mostre que [X,Y] = XY — Y X (comutador de matrizes).

Proposi¢ao 1.10 (d.s.a). Seja G grupo de Lie compacto. FEntio G admite
métrica bi-invariante.



Problema 1.11. Seja su(n) :={A € M(n,C)|A=—-A*tr A=0}
1. Prove que su(n) é a algebra de Lie de SU(n).

2. Verifique que o produto em T.SU(n) definido como (X,Y’) := Rtr (XY™)
pode ser estendido para uma metrica bi-invariante.

Problema 1.12. Seja s0(3) = {A € M(3,R)| A = —AT}
1. Verifique que s0(3) é algebra de Lie de SO(3).

0 =& &
2. Seja A¢ = | & 0 =& | - Mostre que Agv =& X v.

& & 0
3. Verifique que A¢y, = [A¢, A,)] = A A, — A, A;. Conclua que a aplicacdo

(R3, x) — s0(3)
f — Ag

é um isomorfismo de algebras de Lie.

4. Verifique que exp(A¢) é uma rotagdo em torno do eixo § com velocidade
angular ||€]|.

Problema 1.13. Seja H subgrupo fechado de um grupo de Lie G. Mostre que
a acdo G x H — @ definida como g-h := gh é uma acéo a direita, livre, prépria.

Problema 1.14. Verifique os difeomorfismos abaixo:
(a) S*=S0(n+1)/SO(n).
(b) P*(R) =SO(n+1)/S(0(n) x O(1)).
(c) PM(C)=SU(n+1)/S(U1) x U(n)).

Problema 1.15. Seja G um grupo discreto (i.e., com topologia discreta).
Suponha que G age em uma variedade M. Mostre que a agdo é propriamente
descontinua se e somente se a acao é livre e prépria.

Problema 1.16. Seja G um subgrupo discreto de isometrias de uma variedade
Riemanniana M. Mostre que M /G é variedade Riemanniana e 7 : M — M/G
é recobrimento Riemanniano.

Comentario: O Problema 1.16 deve ser resolvido diretamente, i.e., sem
utilizar o Teorema 1.18.

Problema 1.17. Seja {a;} uma base de R”. Um lattice I associado a esta
base é o conjunto de todos os vetores ) k;ja; para k; € Z. Identificando I' com
o subgrupo de translagdes podemos fornecer ao quociente R™/I" estrutura de
variedade (vide Problema 1.16).

(a) Mostre que existe um difeomorfismo p : R"/T" — T™.

(b) Seja gr métrica definida em 7" tal que p : R"/T" — T™ é isometria, onde
a métrica em R"/I" foi definida no Problema 1.16. Mostre que gr e gp
definidas em T sdo isométricas se e somente se existe uma isometria em
R™ que envia o lattice I’ no lattice I



Teorema 1.18 (d.s.a). Sejam M variedade Riemanniana com métrica g™ e G
subgrupo fechado de isometrias de M. Suponha que a agdo G X M — M € livre.
Entdo existe uma métrica g™/% em M/G tal que 7 : (M, g™) — (M/G, gM/<)
é submersdo Riemanniana.

Comentdrio: Visto que P*(C) = $?"*1 /S segue do teorema acima que a
submersdo 7 : §2* !t — §27+1 /Gl induz uma métrica Riemanniana em P7*(C).
Tal métrica é chamada de métrica de Fubini-Study.

1.1 Sugestoes

Proposicao 1.1: Consulte e.g Carmo (Capitulo 0, Proposicao 5.3)

Problema 1.2: Para verificar que o fibrado tangente da esfera nao é trivial,
utilize o fato de topologia que S" (n par) ndo admite um campo X que nunca
se anula.

Problema 1.4: Consulte e.g. Gallot, Hulin, Lafontaine (Secdo 2.A, pagina
56,57) e Carmo (Capitulo 8, pdgina 196,197).

Problema 1.5: Consulte Gallot, Hulin, Lafontaine (Segéo 2.A, pagina 58,59).
Problema 1.6: Considere e; = bij%. Note que (b;;)? (gi7)(bij) = Id.

Assim det(b;;) = m. Por outro lado se w = ecdz; A ... A dx, temos
ij

1 =w(es,...,e,) = cdet(b;;). Podemos entdo concluir que ¢ = \/det(g;;).

Problema 1.7:

Mostre diretamente que GL(n,R) e GL(n,C) sdo grupos de Lie. Depois
mostre que SL(nR) , O(n), SL(n,C), e U(n) sdo subgrupos fechados de GL(n, R)
e GL(n,C) e use o resultado enunciado em sala de aula que subgrupos fechados
de grupos de Lie sao subgrupos merqulhados de Lie.

Problema 1.8:

Defina ¢(t) := exp(tX). Usando o fato que ¢ é um homomorfismo de Lie a 1-
parametro, conclua que ¢ é solugdo da E.D.O, ¢'(t) = ¢'(0)¢(t) com ¢(0) = Id.
O resultado segue entdo de E.D.O (Célculo IV).

Problema 1.14: Utilize o fato enunciado em sala de aula que se G x M — M
€ uma agdo propria (e.g. G € compacto) entdo G(x) € mergulho de G/G,. Para
mostrar por exemplo que P*(R) = SO(n+1)/S(0(n) x O(1)), note que a agdo
de SO(n + 1) na esfera S™ induz uma agdo em P"(R) (visto que ac¢do de matriz
comuta com a acdo por multiplicacdo por escalar).

Problema 1.16: Consulte e.g. Gallot, Hulin, Lafontaine (Capitulo 2, Secao
2.A, pégina 59).

Problema 1.17: Consulte Gallot, Hulin, Lafontaine (Capitulo 2, Secdo 2.A,
pagina 60,61).



2 Conexao e Curvatura

Problema 2.1. Sejam (E,M,n) um fibrado vetorial com conexado V e {&}
um referencial local definido em uma vizinhanca coordenada U em M. Para
V =3, vr& denote DxV := 3" X - v, Mostre que VxV = DxV + A(X)V
determinando a matriz de 1-formas A em fun¢do dos simbolos de Christoffel
(Va%l{j =2 I‘fjfk) e em termos das 1-formas de conexao ( V§; = 3, w; j®&;).

Proposigao 2.2 (d.s.a). Sejam (E,M,n) um fibrado vetorial com conexao V
ea:[0,1] > M uma curva suave. Considere Vy € E0)- Entio existe uma
dnica se¢io V ao longo de o tal que YV =0 (segdo paralela) e V(0) = V.

Teorema 2.3 (d.s.a). Seja (M,g) variedade Riemanniana. Entio ela admite
uma unica conexdo Riemanniana,i.e, compativel com a métrica e livre de tor¢ao.

Problema 2.4. Sejam (M, g) e (M, g) variedades Riemannianas com conexoes
Riemannianas V e V. Seja F': M — M isometria. Mostre que:

(1) dF,VwV = (VapwdFV)p(p)
(2) F preserva transporte paralelo.

Proposigao 2.5 (d.s.a). Seja (M, g) variedade Riemanniana e V sua conexdo
Riemanniana. Entdo as afirmagdes abairo sio equivalentes:

(1) Para todo p € M eziste uma vizinhanga U de p em M e um referencial
local {&;} definido em U tal que VE; = 0.

(2) O tensor curvatura € nulo.

(8) Para todo p € M existe uma vizinhanga U de p em M tal que o transporte
paralelo em U independe do caminho.

Proposigao 2.6 (d.s.a). Seja (E, M, ) fibrado vetorial com conexio V. Sejam
{&} wm refencial local definido em wma vizinhan¢a U de M e w;; as 1-formas
de conexdo em relagdo ao referencz'al {&}, i.e, V& = Zj w;j ®&;. Considere
um outro referencial local {§;} na vizinhanga U de M. Sejam b; ; as fungdes
tais & = Zj b; j&;. Entao & = dbb~! +bwb™! onde & denota a matriz de formas

de conexao em relagcdo ao referencial {fl}

Proposigao 2.7 (d.s.a). Seja (E,M,n) fibrado vetorial com conexdo V. Sejam
{&} um refencial local definido em uma vizinhanca U de M, w;; as 1-formas
de conexdo em relacio ao referencial {&;} e Q5 as 2-formas de curvatura em
relagio ao referencial {&;}, i.e, R(-,-)& =32, Qi j ®&;. Entio —Q = dw —wAw

Proposigao 2.8 (d.s.a). Sejam (M, g) variedade Riemanniana e V sua conexdo
Riemanniana. Sejam {e;} um referencial ortonormal definido em uma vizin-
hanga U, w; as suas I-formas duais, i.e, w;(e;) = 0;5, e wy; as I-formas de
conexao em relagao ao referencial {e;}. Entdo:

(a) wij +wj; =0

(b) dw; = ijij A wj.



Problema 2.9. Sejam G grupo de Lie com métrica biinvariante (-,-) e X,Y, Z
campos invariantes a esquerda. Mostre que:

(a) (X, Y], 2) = =(Y,[X, Z])

(b) VxY = 3[X,Y]

(©) R(X,Y)Z = ;[[X,Y], Z]

(d) (R(X,Y)X,Y) = 1([X,Y],[X,Y]). Em particular conclua que a curvatura
sectional é sempre maior ou igual a 0.

Problema 2.10. Faga os exercicios 1,2,3 e 8 do livro Carmo, Cap 2.

Problema 2.11. Faga os exercicios 6,7,8 do livro Carmo, Cap 4.

2.1 Sugestoes

Problema 2.1:
1. ag; = Zz Ff]da:z

2. ;5 = Wjj-

Problema 2.5:
Use o lema enuciado em sala de aula (que serd demonstrado na P2) que Se
as curvaturas seccionais sao nulas, entao M € localmente isométrico a R™.

Problema 2.9:

Para provar o Item (a) lembre-se primeiro da defini¢do da Adjunta dada
no Problema 1.9, i.e, Ad (9)Y := %(g exp(tY)g~1)|i—o e usando a defini¢io de
métrica bi-invariante conclua que Ad (g) é isometria. Depois utilize a férmula
4 Ad (exp(tX))Y|;=0 = [X,Y] dada no Problema 1.9. O item (b) seguird do
Item (a) e da férmula que define a conexdo Riemanniana, dada na demonstragio
do Teorema 2.3.



3 Geodésicas

Ao longo desta segao (M, g) denotard variedade Riemanniana com métrica g.

Proposigao 3.1 (d.s.a). Dado q € M existe € > 0 tal que exp, : B(0) — M ¢é
difeomorfismo sobre um aberto de M.

Proposicao 3.2 (d.s.a). Sejam exp, : B.(0) — M bem definida, Sgil(O) esfera
contida em Bs(0) com & < § e v : (—e€) — Sg‘_l(O) curva suave. Defina
f(s,t) == equ( v(s)). Entao g(%, %{) =0.

Proposigao 3.3 (d.s.a). Seja Bs(q) uma bola normal. Defina o : [0,1] — Bs(q)
como «a(t) := equ(tv) com |[v]] < 4. Seja B :[0,1] = M curva suave por partes

tal que a(0) = B(0) e a(l) = B(1). Entio L(a) < L(B). Se a igualdade vale
entdo 3[0,1] = [0, 1].

Proposigao 3.4 (d.s.a). Dado q € M eziste vizinhanga W de q tal que, se x,y
pertencem a W entao existe uma unica geodésica minimizante ligando = a y.

Proposigao 3.5 (d.s.a). Seja v : [0,1] = M wma curva suave por partes tal
que d(v(0),v(1)) = L(v). Entao v é imagem de uma geodésica.

Problema 3.6. Faca os exercicios 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,12, 13 Capitulo 3
do livro do Carmo.

Problema 3.7. Suponha que M ¢é variedade Riemanniana compacta. Mostre
que toda geodésica estd definida para todos valores de R.

3.1 Sugestoes

Problema 3.7: Considere o campo geodésico restrito ao fibrado tangente uni-
tario TH(M) := {V, € T, M, ||V,|| = 1},em e aplique o resultado que afirma que
todo campo suave definido em variedade compacta gera um grupo a 1 parametro
de difeomorfismos.



