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Resultado:

1. A prova tem duracao de 2 horas.
2. A prova pode ser feita a lapis.

3. Justifique todas as afirmacoes, enunciando os teoremas e pro-
priedades usados.

4. Vocé deve escolher no maximo 2 questoes de 1 ponto, 3 questoes
de 2 pontos e 2 questoes de 3 pontos de forma que a soma dos
pontos seja no maximo 10 (ou 11) pontos. Marque as questoes
escolhidas com um X na coluna Aluno(a) na tabela abaixo.

Aluno(a) | Professor

Q1.1 (1,0 pt)
Q1.2 (1,0 pt)
Q 1.3 (1,0 pt)
Q1.4 (1,0 pt)
Q 2.1 (2,0 pt)
Q 2.2 (2,0 pt)
Q 2.3 (2,0 pt)
Q 2.4 (2,0 pt)
Q 3.1 (3,0 pt)
Q 3.2 (3,0 pt)
Q 3.3 (3,0 pt)
Q 3.4 (3,0 pt)
Pontuacgao:




1 Questoes de 1 ponto

Escolha no maximo 2 questoes.

Questao 1.1 (1 pt). Seja 6 tal que exp, : Bs(p) — M estd bem definida. Defina
a curva a(t) := exp,(tvg) com |lvg|| = 1 e |t| < 0. Para w € T,M considere o
campo tw ao longo do segmento ¢t — tvy. Mostre que J(t) := d(exp,,)sy,tw é
campo de Jacobi com J(0) =0 e ¥ .J(0) = w.

Questao 1.2 (1 pt). Sejam M variedade Riemanniana com curvaturas sec-
cionais constantes K e « : [0,a] = M geodésica com vetor velocidade 1. Mostre
que o campo de Jacobi J ao longo de a com condigdes iniciais J(0) = 0 e
3 J(0) = w para w perpendicular a ' (0) é J(t) = ck (t)w(t) onde w(-) é o trans-

porte paralelo de w ao longo de a e ¢k é a fungao definida como ck (t) := Sini;g)
se K >0, cg(t):=tse K =0ecg(t) ::% VI;K)seK<0.

Questao 1.3 (1 pt). Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariantee H C G
subgrupo fechado. Mostre que H é subvariedade totalmente geodésica.

Questao 1.4 (1 pt). Seja (M, (-, -)) variedade Riemanniana homogénea, i.e,
para qualquer z,y € M existe uma isometria g € Iso(M) tal que g(z) = y.
Mostre que M é completa.

2  Questoes de 2 pontos

Escolha no maximo 3 questoes.

Questao 2.1 (2 pt). Sejam (M™,g) variedade Riemanniana com curvaturas
seccionais constantes K e ¢ : (0,6) x S* ! — Bs(p) parametrizacio geodésica
polar, ie., ¥(r,v) := exp,(rAv) onde A : (R",g9) — (T,M,g) é isometria
linear. Mostre que a métrica g em coordenadas geodésicas polares é dr? +
(c(r))%ds? onde ds? é a métrica candnica da esfera S?~1 e a funcdo cx foi
definida na Questdao 1.2. Conclua que duas variedades Riemannianas com
mesma, dimensao e mesmas curvaturas seccionais constantes iguais a K sdo
localmente isométricas.

Questao 2.2 (2 pt). Seja M subvariedade Riemanniana de uma variedade

Riemanniana (M, (-,-)) e denote R, R os tensores curvaturas de M e M e B o
(1,2) tensor segunda forma de M. Mostre que

<R(X7Y)X7Y> - (R(X,Y)X,Y> = (B(XaX)aB(Y7Y)> - <B(XvY)aB(X7Y))
Questao 2.3 (2 pt). Seja M variedade Riemanniana completa com K < 0.

(a) Mostre que para qualquer p € M a aplicacdo exp,, : T, M — M é difeo-
morfismo local.

(b) Supondo que M é simplesmente conexa, mostre que para todo p € M,
exp, : T,M — M ¢ difeomorfismos.

Dica: Pode-se usar, sem demonstrar, que se F' : N — N é uma isometria local
sobrejetora e N é completa entdo F' é recobrimento isométrico.



Questao 2.4 (2 pt). Sejam (M, g) variedade Riemanniana completa, 7 : [0, a] —
M geodésica, f : ( ,€) X [0,a] = M uma variagao de vy, Ef(s) a energia da

variagdo, i.e., Ey(s) == [o g( af (s,t), %{ (s,t))dt e V(t) := %(O,t). Mostre que
1 & _ vof , v af ,
L0 = o2 0.0).7@) - o> 20,0, 4(0)
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pr W(t) — g(R(+'(®), V(£)y' (1), W (t)) dt

3 Questoes de 3 pontos

Escolha no maximo 2 questoes.

Questao 3.1 (3 pt). Seja U C R™ aberto com métrica Riemanniana g. Con-
sidere {e;}7_; referencial ortonormal (em relacdo a métrica g) definido em U, w;
as formas duals de {e;} e w;; as formas de conexdo Riemannianas da métrica
g em relacdo ao referencial {e;}. Seja A um 2 tensor simétrico definido por
AX)Y) =3 wing1(X) @ wi(Y). Defina wypi14 := —wipq1 € w a matriz de
1-formas formada por wa g com A, B variando de 1 a n + 1. Suponha que w
atende formalmente as equacoes de Gauss e Codazzi de uma hipersuperficie no
espaco Euclidiano, i.e., dw = w A w. Mostre que dado 2y € U, py € R**! e uma
base ortonormal vy,...,v,41 € T}, R™™ existe, para um aberto U C U de z
suficientemente pequeno, uma tnica imersio isométrica ¥ : (U, g) — (R"*1, go)
tal que d¥,.e; = v; onde 4 = 1,...,n. Além disto A(X,Y) = [I(dVX,dTY),
onde II é a segunda forma da hipersuperficie M := ¥(U) associada ao vetor N
normal a M com N(pg) = vpy1-

Questao 3.2 (3 pt). Seja (M,(,-)) variedade Riemanniana. M é chamada
completa se atende uma das equivaléncias abaixo.

(1) Existe p € M tal que exp, : T, M — M estd bem definida.
(2) Os limitados fechados de M sdo compactos.

(3) M é completa como espaco métrico.



(4) M é geodesicamente completa, i.e, exp, : T, M — M estd bem definida
para todo x € M.

Se M é completa, mostre que dado p e ¢ em M existe um segmento de geodésica
minimizante ligando p a q.

Questao 3.3 (3 pt). Seja S superficie compacta conecta, orientavel. Mostre
que:

(a) S admite métrica com K = 1 se e somente se g(S) = 0.
(b) S admite métrica com K = 0 se e somente se g(S) = 1.
(c) S admite métrica com K = —1 se e somente se g(S) > 1.

Questao 3.4 (3 pt). Seja (M, g) variedade Riemanniana completa. Suponha
que Ric,(X) > 5 > 0 para todo p € M e todo X € T,M com || X|| = 1. Mostre
que:

(a) M é compacta com diametro menor ou igual a 7.

(b) O recobrimento universal de M é compacto e assim (M) é finito.



