
Introdu�c~ao �a Geometria Riemanniana
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Data: 07 de julho de 2008

Nome:

Resultado:

1. A prova tem dura�c~ao de 2 horas.

2. A prova pode ser feita a l�apis.

3. Justi�que todas as a�rma�c~oes, enunciando os teoremas e pro-
priedades usados.

4. Você deve escolher no m�aximo 2 quest~oes de 1 ponto, 3 quest~oes
de 2 pontos e 2 quest~oes de 3 pontos de forma que a soma dos
pontos seja no m�aximo 10 (ou 11) pontos. Marque as quest~oes
escolhidas com um X na coluna Aluno(a) na tabela abaixo.

Aluno(a) Professor
Q 1.1 (1,0 pt)
Q 1.2 (1,0 pt)
Q 1.3 (1,0 pt)
Q 1.4 (1,0 pt)
Q 2.1 (2,0 pt)
Q 2.2 (2,0 pt)
Q 2.3 (2,0 pt)
Q 2.4 (2,0 pt)
Q 3.1 (3,0 pt)
Q 3.2 (3,0 pt)
Q 3.3 (3,0 pt)
Q 3.4 (3,0 pt)
Pontua�c~ao:
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1 Quest~oes de 1 ponto

Escolha no m�aximo 2 quest~oes.

Quest~ao 1.1 (1 pt). Seja � tal que expp : B�(p)!M est�a bem de�nida. De�na
a curva �(t) := expp(tv0) com kv0k = 1 e jtj < �. Para w 2 TpM considere o
campo tw ao longo do segmento t ! tv0. Mostre que J(t) := d(expp)tv0tw �e

campo de Jacobi com J(0) = 0 e r
dt
J(0) = w:

Quest~ao 1.2 (1 pt). Sejam M variedade Riemanniana com curvaturas sec-
cionais constantes K e � : [0; a]!M geod�esica com vetor velocidade 1. Mostre
que o campo de Jacobi J ao longo de � com condi�c~oes iniciais J(0) = 0 e
r
dt
J(0) = w para w perpendicular a �0(0) �e J(t) = cK(t)w(t) onde w(�) �e o trans-

porte paralelo de w ao longo de � e cK �e a fun�c~ao de�nida como cK(t) := sin(t
p
K)p

K

se K > 0, cK(t) := t se K = 0 e cK(t) := sinh(t
p�K)p�K se K < 0:

Quest~ao 1.3 (1 pt). Seja G um grupo de Lie com m�etrica bi-invariante eH � G

subgrupo fechado. Mostre que H �e subvariedade totalmente geod�esica.

Quest~ao 1.4 (1 pt). Seja (M; h�; �i) variedade Riemanniana homogênea, i.e,
para qualquer x; y 2 M existe uma isometria g 2 Iso(M) tal que g(x) = y:

Mostre que M �e completa.

2 Quest~oes de 2 pontos

Escolha no m�aximo 3 quest~oes.

Quest~ao 2.1 (2 pt). Sejam (Mn; g) variedade Riemanniana com curvaturas
seccionais constantes K e  : (0; �) � S

n�1 ! B�(p) parametriza�c~ao geod�esica
polar, i.e.,  (r; v) := expp(rAv) onde A : (Rn; g0) ! (TpM; g) �e isometria
linear. Mostre que a m�etrica g em coordenadas geod�esicas polares �e dr2 +
(ck(r))

2ds2 onde ds2 �e a m�etrica canônica da esfera S
n�1 e a fun�c~ao cK foi

de�nida na Quest~ao 1.2. Conclua que duas variedades Riemannianas com
mesma dimens~ao e mesmas curvaturas seccionais constantes iguais a K s~ao
localmente isom�etricas.

Quest~ao 2.2 (2 pt). Seja M subvariedade Riemanniana de uma variedade
Riemanniana ( ~M; h�; �i) e denote R, ~R os tensores curvaturas de M e ~M e B o
(1; 2) tensor segunda forma de M . Mostre que

hR(X;Y )X;Y i � h ~R(X;Y )X;Y i = hB(X;X); B(Y; Y )i � hB(X;Y ); B(X;Y )i

Quest~ao 2.3 (2 pt). Seja M variedade Riemanniana completa com K � 0:

(a) Mostre que para qualquer p 2 M a aplica�c~ao expp : TpM ! M �e difeo-
mor�smo local.

(b) Supondo que M �e simplesmente conexa, mostre que para todo p 2 M ,
expp : TpM !M �e difeomor�smos.

Dica: Pode-se usar, sem demonstrar, que se F : N̂ ! N �e uma isometria local
sobrejetora e N̂ �e completa ent~ao F �e recobrimento isom�etrico.
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Quest~ao 2.4 (2 pt). Sejam (M; g) variedade Riemanniana completa, 
 : [0; a]!
M geod�esica, f : (��; �) � [0; a] ! M uma varia�c~ao de 
, Ef (s) a energia da

varia�c~ao, i.e., Ef (s) :=
R a
0
g(@f

@t
(s; t); @f

@t
(s; t)) dt e V (t) := @f

@s
(0; t): Mostre que

1

2

d2

ds2
Ef (0) = g(

r

@s

@f

@s
(0; a); 
0(a))� g(

r

@s

@f

@s
(0; 0); 
0(0))

+

kX
i=0

g(V (t);
r

dt
V (t))j

t�
i+1

t+
i

�

kX
i=0

Z ti+1

ti

g(V (t);
r2

dt2
V (t)) + g(R(
0(t); V (t))
0(t); V (t)) dt

ou de forma equivalente

1

2

d2

ds2
Ef (0) = g(

r

@s

@f

@s
(0; a); 
0(a))� g(

r

@s

@f

@s
(0; 0); 
0(0))

+ Ia(V; V )

onde Ia �e a forma do ��ndice, i.e.,

Ia(V;W ) :=

Z a

0

g(
r

dt
V (t);

r

dt
W (t))� g(R(
0(t); V (t))
0(t);W (t)) dt

3 Quest~oes de 3 pontos

Escolha no m�aximo 2 quest~oes.

Quest~ao 3.1 (3 pt). Seja U � R
n aberto com m�etrica Riemanniana g. Con-

sidere feig
n
i=1 referencial ortonormal (em rela�c~ao a m�etrica g) de�nido em U , !i

as formas duais de feig e !i j as formas de conex~ao Riemannianas da m�etrica
g em rela�c~ao ao referencial feig. Seja A um 2 tensor sim�etrico de�nido por
A(X;Y ) :=

P
i !i n+1(X) 
 !i(Y ). De�na !n+1 i := �!i n+1 e ! a matriz de

1-formas formada por !A;B com A;B variando de 1 a n + 1: Suponha que !
atende formalmente as equa�c~oes de Gauss e Codazzi de uma hipersuperf��cie no
espa�co Euclidiano, i.e., d! = ! ^!. Mostre que dado x0 2 U , p0 2 R

n+1 e uma
base ortonormal v1; : : : ; vn+1 2 Tp0R

n+1 existe, para um aberto ~U � U de x0
su�cientemente pequeno, uma �unica imers~ao isom�etrica 	 : ( ~U; g)! (Rn+1; g0)
tal que d	x0ei = vi onde i = 1; : : : ; n. Al�em disto A(X;Y ) = �(d	X; d	Y ),
onde � �e a segunda forma da hipersuperf��cie M := 	( ~U) associada ao vetor N
normal a M com N(p0) = vn+1:

Quest~ao 3.2 (3 pt). Seja (M; h�; �i) variedade Riemanniana. M �e chamada
completa se atende uma das equivalências abaixo.

(1) Existe p 2M tal que expp : TpM !M est�a bem de�nida.

(2) Os limitados fechados de M s~ao compactos.

(3) M �e completa como espa�co m�etrico.
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(4) M �e geodesicamente completa, i.e, expx : TxM ! M est�a bem de�nida
para todo x 2M .

SeM �e completa, mostre que dado p e q emM existe um segmento de geod�esica
minimizante ligando p a q:

Quest~ao 3.3 (3 pt). Seja S superf��cie compacta conecta, orient�avel. Mostre
que:

(a) S admite m�etrica com K = 1 se e somente se g(S) = 0.

(b) S admite m�etrica com K = 0 se e somente se g(S) = 1.

(c) S admite m�etrica com K = �1 se e somente se g(S) > 1.

Quest~ao 3.4 (3 pt). Seja (M; g) variedade Riemanniana completa. Suponha
que Ricp(X) � 1

r2
> 0 para todo p 2M e todo X 2 TpM com kXk = 1: Mostre

que:

(a) M �e compacta com diametro menor ou igual a �r:

(b) O recobrimento universal de M �e compacto e assim �1(M) �e �nito.
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