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Resultado:

1. A prova tem dura�c~ao de 2 horas.

2. A prova pode ser feita a l�apis.

3. Justi�que todas as a�rma�c~oes, enunciando os teoremas e pro-
priedades usados.

4. Você deve escolher no m�aximo 2 quest~oes de 1 ponto, 3 quest~oes
de 2 pontos e 2 quest~oes de 3 pontos de forma que a soma dos
pontos seja no m�aximo 10 (ou 11) pontos. Marque as quest~oes
escolhidas com um X na coluna Aluno(a) na tabela abaixo.

Aluno(a) Professor
Q 1 (1,0 pt)
Q 2 (1,0 pt)
Q 3 (1,0 pt)
Q 4 (1,0 pt)
Q 5 (2,0 pt)
Q 6 (2,0 pt)
Q 7 (2,0 pt)
Q 8 (2,0 pt)
Q 9 (3,0 pt)
Q 10 (3,0 pt)
Q 11 (3,0 pt)
Q 12 (3,0 pt)
Pontua�c~ao:
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1 Quest~oes de 1 ponto

Escolha no m�aximo 2 quest~oes.

Problema 1 (1pt). Demonstre que toda variedade M admite m�etrica Rieman-
niana.

Problema 2 (1pt). SejaG subgrupo de Lie deGL(n;R):Mostre que a aplica�c~ao
exponencial de G coincide com a exponencial de matrizes.

Problema 3 (1pt). Sejam (E;M; �) um �brado vetorial com conex~ao r e f�ig
um referencial local de�nido em uma vizinhan�ca coordenada U em M . Para
V =

P
k vk�k denote DXV :=

P
X � vk�k. Mostre que rXV = DXV +A(X)V

determinando a matriz de 1-formas A em fun�c~ao dos simbolos de Christo�el
(r @

@xi

�j =
P

k �
k
i j�k).

Problema 4 (1pt). Seja (M; g) variedade Riemanniana e r sua conex~ao Rie-
manniana. Suponha que para p 2 M existe uma vizinhan�ca U de p em M

tal que o transporte paralelo em U independe do caminho. Mostre que existe
uma vizinhan�ca ~U de p em M e um referencial local f�ig de�nido em ~U tal que
r�i = 0 e em particular que o tensor curvatura �e nulo em ~U .

2 Quest~oes de 2 pontos

Escolha no m�aximo 3 quest~oes.

Problema 5 (2pt). Seja G grupo de Lie compacto. Mostre que G admite
m�etrica bi-invariante.

Problema 6 (2pt). Seja (M; g) variedade Riemanniana. Mostre que ela admite
uma �unica conex~ao Riemanniana, i.e, compat��vel com a m�etrica e livre de tor�c~ao.

Problema 7 (2pt). Sejam (M; g) e ( ~M; ~g) variedades Riemannianas com conex~oes
Riemannianas r e ~r. Seja F : M ! ~M isometria. Mostre que:

(1) dFprWV = ( ~rdFW dFV )F (p)

(2) F preserva transporte paralelo.

(3) F leva geod�esica em geod�esica.

Problema 8 (2pt). Sejam G grupo de Lie com m�etrica biinvariante h�; �i e
X;Y; Z campos invariantes a esquerda. Mostre que:
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(a) h[X;Y ]; Zi = �hY; [X;Z]i

(b) rXY = 1
2 [X;Y ]

(c) R(X;Y )Z = 1
4 [[X;Y ]; Z] e hR(X;Y )X;Y i = 1

4 h[X;Y ]; [X;Y ]i: Em par-
ticular conclua que a curvatura sectional �e sempre maior ou igual a 0:

(d) As geod�esicas de G que partem de e s~ao subgrupo a 1-parametro, i.e, a
aplica�c~ao exponencial de Lie coincide com expe.

Dica: Pode-se usar (sem demonstrar) que d
dt
Ad (exp(tX))Y jt=0 = [X;Y ] onde

Ad (g)Y := d
dt
(g exp(tY )g�1)jt=0 = dLgdRg�1Y

3 Quest~oes de 3 pontos

Escolha no m�aximo 2 quest~oes.

Problema 9 (3 pt). Sejam (M; g) variedade Riemanniana e r sua conex~ao Rie-
manniana. Sejam feig um referencial ortonormal de�nido em uma vizinhan�ca
U , !i as suas 1-formas duais, i.e, !i(ej) = �ij , e !ij as 1-formas de conex~ao em
rela�c~ao ao referencial feig. i.e., rei =

P
j !i j 
 ej . Mostre que :

(a) !ij + !ji = 0

(b) d!i =
P

j !ij ^ !j :

Problema 10 (3 pt). Sejam (M; g) variedade Riemanniana e expq : B�(0)!M

bem de�nida. Denote Sn�1~�
(0) esfera contida em B�(0) com ~� < � e considere

v : (��; �)! Sn�1~�
(0) com sendo uma curva suave. De�na f(s; t) := expq(tv(s)).

Demonstre que g(@f
@s
; @f
@t
) = 0:

Problema 11 (3 pt). Seja (M; g) variedade Riemanniana. Seja B�(q) uma
bola normal. De�na � : [0; 1] ! B�(q) como �(t) := expq(tv) com kvk < �:

Seja � : [0; 1] ! M curva suave por partes tal que �(0) = �(0) e �(1) = �(1):
Demonstre que L(�) � L(�) e que se a igualdade vale ent~ao �[0; 1] = �[0; 1].

Problema 12 (3 pt). Seja (M; g) variedade Riemanniana com conex~ao Rie-
manniana r. Mostre que:

(a) Dado p 2M existe referencial ortonormal feig de�nido em uma vizinhan�ca
de p tal que reiej(p) = 0:

(b) 4(f:g) = f 4 g + g4 f + 2hgrad f; grad gi onde f e g s~ao fun�c~oes suaves
de M:

(c) Se M �e compacta, orientada e conexa e f : M ! R �e fun�c~ao harmônica,
i.e, 4f = 0; ent~ao f �e constante em M:

Dica: Pode-se usar (sem demonstrar) que d(iX�) = (div X)� onde � �e a m-
forma volume de Mm.
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