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Resultado:

1. A prova tem duracao de 2 horas.
2. A prova pode ser feita a lapis.

3. Justifique todas as afirmacoes, enunciando os teoremas e pro-
priedades usados.

4. Vocé deve escolher no maximo 2 questoes de 1 ponto, 3 questoes
de 2 pontos e 2 questoes de 3 pontos de forma que a soma dos
pontos seja no maximo 10 (ou 11) pontos. Marque as questoes
escolhidas com um X na coluna Aluno(a) na tabela abaixo.

Aluno(a) | Professor

Q1 (1,0 pt)
Q2 (1,0 pt)
Q3 (1,0 pt)
Q
Q

4 (laO pt)

5 (270 pt)
Q6 (2,0 pt)
Q7 (270 pt)
Q8 (2,0 pt)
Q9 (3,0 pt)
Q 10 (3,0 pt)
Q 11 (3,0 pt)
Q 12 (3,0 pt)
Pontuacgao:




1 Questoes de 1 ponto

Escolha no maximo 2 questoes.

Problema 1 (1pt). Demonstre que toda variedade M admite métrica Rieman-
niana.

Problema 2 (1pt). Seja G subgrupo de Lie de GL(n, R). Mostre que a aplicacio
exponencial de G coincide com a exponencial de matrizes.

Problema 3 (1pt). Sejam (E, M,n) um fibrado vetorial com conexdo V e {&;}
um referencial local definido em uma vizinhanca coordenada U em M. Para
V =3, vr& denote DxV := 3" X -vp,. Mostre que VxV = DxV + A(X)V
determinando a matriz de 1-formas A em funcdo dos simbolos de Christoffel

(Va%ifj = Zk Ffjfk)-

Problema 4 (1pt). Seja (M, g) variedade Riemanniana e V sua conexdo Rie-
manniana. Suponha que para p € M existe uma vizinhanca U de p em M
tal que o transporte paralelo em U independe do caminho. Mostre que existe
uma vizinhanca U de p em M e um referencial local {¢;} definido em U tal que
V&, = 0 e em particular que o tensor curvatura é nulo em U.

2  Questoes de 2 pontos

Escolha no maximo 3 questoes.

Problema 5 (2pt). Seja G grupo de Lie compacto. Mostre que G admite
métrica bi-invariante.

Problema 6 (2pt). Seja (M, g) variedade Riemanniana. Mostre que ela admite
uma unica conexdo Riemanniana, i.e, compativel com a métrica e livre de torgao.

Problema 7 (2pt). Sejam (M, g) e (M , §) variedades Riemannianas com conexdes
Riemannianas V e V. Seja F': M — M isometria. Mostre que:

(1) dF,VwV = (VarwdFV) g,
(2) F preserva transporte paralelo.

(3) F leva geodésica em geodésica.

Problema 8 (2pt). Sejam G grupo de Lie com métrica biinvariante (-,-) e
X,Y, Z campos invariantes a esquerda. Mostre que:



(a) <[X7 Y]7Z> = _<Y) [X7 Z]>
(b) VxY = 3[X,Y]

() R(X,Y)Z = {[[X,Y],Z] e (R(X,Y)X,Y) = 3([X,Y],[X,Y]). Em par-
ticular conclua que a curvatura sectional é sempre maior ou igual a 0.

(d) As geodésicas de G que partem de e sdo subgrupo a l-parametro, i.e, a
aplicagao exponencial de Lie coincide com exp,.

Dica: Pode-se usar (sem demonstrar) que %Ad (exp(tX))Y ;=0 = [X,Y] onde
Ad (9)Y := L(gexp(tY)g1)|s—0 = dLydRy-1Y
3 Questoes de 3 pontos

Escolha no maximo 2 questoes.

Problema 9 (3 pt). Sejam (M, g) variedade Riemanniana e V sua conexao Rie-
manniana. Sejam {e;} um referencial ortonormal definido em uma vizinhanga
U, w; as suas 1-formas duais, i.e, w;(e;) = d;5, € w;; as 1-formas de conexdo em
relagdo ao referencial {e;}. i.e., Ve; = 3 w;; ® e;. Mostre que :

(a) Wij + Wji = 0

(b) dw; = ijij Awj.

Problema 10 (3 pt). Sejam (M, g) variedade Riemanniana e exp, : B.(0) — M
bem definida. Denote 5571(0) esfera contida em B;(0) com § < § e considere

v:(—€€) = Sg_l(O) com sendo uma curva suave. Defina f(s,t) := exp,(tv(s)).

Demonstre que g(%, %) = 0.

Problema 11 (3 pt). Seja (M,g) variedade Riemanniana. Seja Bs(g) uma
bola normal. Defina a : [0,1] — Bs(q) como a(t) := exp,(tv) com [jv]| < 4.
Seja 8 :[0,1] = M curva suave por partes tal que a(0) = £(0) e a(1) = S(1).
Demonstre que L(a) < L(f) e que se a igualdade vale entdo [0, 1] = [0, 1].

Problema 12 (3 pt). Seja (M,g) variedade Riemanniana com conexdo Rie-
manniana V. Mostre que:

(a) Dado p € M existe referencial ortonormal {e;} definido em uma vizinhanga
de p tal que V,e;(p) = 0.

(b) A(f.g)=fAg+gA f+2grad f,grad g) onde f e g sdo fungdes suaves
de M.

(c) Se M é compacta, orientada e conexa e f : M — R é fun¢do harmonica,
ie, Af =0, entdo f é constante em M.

Dica: Pode-se usar (sem demonstrar) que d(ixv) = (div X)v onde v é a m-
forma volume de M™.



