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Seccién 1: Introduccion 2

El programa se cubre con los siguientes capitulos de libro de texto Novales (1997):

Capitulos 1 a 3: Estos temas han sido cubiertos en asignaturas anteriores, y debido a su bajo nivel de
complejidad no se verdn en clase (aunque forman parte del programa).

Capitulos 4 a 6: Estos temas han sido cubiertos en las asignaturas Estadistica I y II. Se realizard un
breve repaso en clase (una semana o semana y media como méximo), asumiendo que el alumno es
capaz de preparar por su cuenta esta parte.

Capitulos 7 y 8: completos
Capitulo 9: secciones 9.4 a 9.6
Capitulos 10 y 12: completos

Tema 5. Anélisis de relaciones. Modelo Lineal Simple (Tema 13 de EyE) (1 semana y media o
menos)
Capitulo 13 del manual de Alfonso Novales “Estadistica y Econometria”

Introduccién al andlisis de relacién.

2. Andlisis gréafico. Gréfico x-y. Importancia de las escalas en series temporales.

3. Analisis estadistico de relaciones. La covarianza y el coeficiente de correlacién. Ventajas e inconve-
nientes.

4. Relacién matemaética Vs. relacion Estadistica. El modelo econométrico.

5. El modelo de regresién simple.

6. Introduccién. ;Que es un estadistico? ;Que es un estimador 7 ;Que es una estimacién?

7. Propiedades de un estimador.

8. El método de minimos cuadrados ordinarios. Relacién con la aproximacion lineal de la esperanza

condicionada.
9. Distribuciéon del estimador de . Estimacién puntual e Intervalos de Confianza

10. Interpretacién de los residuos de un modelo. La varianza residual.
Otra referencia seguida en la elaboracién de este material es el capitulo 1 de Hayashi (2000), que se puede

descargar desde: http://www.pupress.princeton.edu/chapters/s6946.pdf

1. Introduccién

1.1. El punto de vista estadistico: Regresién como descomposicién ortogonal

ﬂ Descomposicion ortogonal y causalidad 1

Y=E(Y|D)+U
donde el conjunto de informacién es D : (X = x); por tanto

Y=EY|X)+U
donde E,x (Y] ) es una funcién arbitraria

lectura estadistica: de izquierda a derecha.
Siempre es cierta. No implica causalidad ni conclusiones tedricas

lectura tedrica: de derecha a izquierda.

Interpretacién puede ser falsa (regresiones espurias)

De Spanos (1999, Capitulo 7, en particular la Seccién 7.5.3)

Sea Y una variable aleatoria con segundo momento finito, es decir, E (|H2) < 00, y un conjunto de
informacion D; entonces siempre podemos encontrar una descomposicién de Y como la siguiente:
Y=E(Y|D)+U (1.1)
donde
E (Y|D): es el componente sistemético

1Otros excelentes manuales en castellano son Pefia (2001), Pefia (2002) y Pefia y Romo (1997).


http://www.pupress.princeton.edu/chapters/s6946.pdf
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U: es el componente NO-sistemético

La existencia de dicha descomposicién? estd garantizada siempre que E <|Y]2> < 00.

Ambos componentes de Y satisfacen las siguientes propiedades
1. Exn(U|D)=0
2. Eup(U?| D) = Var,n (Y| D) < 00

3. E <U~ [E Y] D)D =0 por tanto ambos componentes son ortogonales.

Supondremos que disponemos de una sucesién de variables aleatorias Y,, (paran = 1,...,N) y de una
matriz de variables aleatorias X ; y que nuestro conjunto de informacién D es
[N x k]
D: (X =x)

es decir, el conjunto de variables aleatorias X (en total N variables) ha tomado conjuntamente la matriz
de valores x.
Siendo asi, la descomposiciéon ortogonal para cada Y,, queda como sigue:

Yn:E(Y;z‘X)"'_Un

Noétese que esta es una descomposicién puramente estadistica. Unicamente nos dice que si disponemos
de cierta informacién acerca de las variables X, podemos descomponer la variable Y,, en dos partes. Pero
no hay una teoria econdmica detras; por tanto no dice si hay relaciones de causalidad entre las variables.
Podria ocurrir que:

1. bien las variables X genenaran parcialmente a Y (y por tanto, al conocer D : (X = &) sabemos
qué parte de Y es debida a X y qué parte no)

2. o bien que Y causa (o genera) las variables X (y por tanto, al observar D : (X = x) sabemos
qué cabe esperar que ha ocurrido con la variable causante Y; como cuando vemos llover por la
ventana, y entonces sabemos que hay nubes en el cielo

3. o bien, que hay alguna otra causa comun (y quizd desconocida) que genera conjuntamente tanto a
Y como a X (y observar lo que ha ocurrido con X (la informacién D) nos indica que cabe esperar
que ha ocurrido con Y (puesto que tienen un causante comiin).

La descomposicién ortogonal
Yn :E(KI‘X)J'_Un
se lee de izquierda a derecha (es decir, “puedo descomponeter Y, en las dos partes descritas a la
derecha”), y no hay una teoria detras.

1.2. El punto de vista del Analisis Econémico: Regresion como modelo explicativo

Como economistas deseamos que la descomposicién estadistica de més arriba sea reflejo de las relaciones
tedricas entre X y Y. En este sentido queremos leer la relacién de derecha a izquierda, es decir Y (por
ejemplo el consumo) estd generado por una funcién de las variables X (por ejemplo una funcién de la
renta) junto a otras causas distintas de la renta (U).

Esta visién sugiere algunos de los nombres dados tanto para Y como para X. No obstante (y a pesar
de los nombres), no debemos nunca perder de vista que la descomposicion ortogonal es una relacién
estadistica que siempre® podemos encontrar; pero que en general no permite sacar conclusiones tedricas
de ella (regresiones espurias). Sélo en aquellos casos en que las variables situadas a derecha e izquierda
provienen de un modelo tedrico bien establecido, que nos sugiere qué variables son causantes (y por ello
las situamos a derecha) y cudles son causadas (izquierda) quizd podamos sacar conclusiones. La palabra
“quizd”, se debe a que con frecuencia los datos disponibles no miden aquellos conceptos empleados en los
modelos tedricos (consumo permanente, preferencias, nivel de precios, utilidades, aversién al riesgo, etc.),
o bien a que los modelos no estdn correctamente especificados (temas que se veran en otros cursos de
econometria).

2Si interpretamos las variables aleatorias con varianza finita como elementos de un espacio vectorial, entonces E (Y| D)
representa una proyeccién ortogonal, y la descomposicién (1.1) es anédloga al teorema de proyeccién ortogonal (Luenberger,
1968), con E (Y| D) como el mejor predictor en el sentido de la propiedad ECSV4 en la pagina™36 del Tema 2.

3siempre y cuando E <|Yn|2> < oo
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ﬂ Modelo de regresion 2

donde :
= V,: Vble enddgena, objetivo, explicada (o regresando)

s X = [Xl, ey Xn]/ : Vble exdgena, de control, explicativa (o regresor)

= [J,: factor desconocido o perturbacién

Llamamos a Y vble. enddgena (porque consideramos que se determina su valor o caracteristicas a través
del modelo), wvble. objetivo (porque es una magnitud que deseamos controlar, por ejemplo la inflacién si
somos la autoridad monetaria) o simplemente regresando.

El vector columna X = [X [T, ¢ n,]l : formada por N variables que llamamos ezdgenas (porque con-
sideramos que vienen dadas de manera externa al modelo), o vbles. de control (porque tenemos capacidad
de alterar su valor para, a través del modelo, controlar Y; por ejemplo fijar la oferta monetaria o los tipos
de interés para controlar la inflacién), o simplemente regresor.

U, es el efecto conjunto de otras variables o circunstancias que influyen en la observacién de Y,,, y
que decidimos no contemplar en el modelo por alguna razén (dificultad o imposibilidad de observarlas) o
sencillamente porque las desconocemos. También puede ser sencillamente un error cometido al medir Y,,.
Llamamos a U,, perturbacion.

2. Modelo Clasico de Regresién Lineal

ﬂ Modelo Cléasico de Regresién Lineal 3

Modelo especial en el que la descomposicién ortogonal
Y, = E(Y;z ‘X) + U,

es tal que:

’ Ey, x (Y, | ) es funcién lineal de x,, ‘

’ Var,, x (Y, | ) es constante (homocedasticidad) ‘

.. Qué debo suponer para que esto se cumpla?
(jal menos como lectura estadistica!)

En el analisis de regresion estamos interesados en estimar los dos primeros momentos de Y,, condicionados
a X =, es decir, B, x (Y| ®) vy Var,, x (Y5, | ).

El modelo Modelo Cldsico de Regresion Lineal es un caso particular en el que E,, x (Y, | x) es funcién
lineal de z, (del dato con subindice n, es decir, del instante n, o de la empresa n, o del pais n, o del
individuo n, ...) y Var,, x (Y5, | ) es una funcién constante (por tanto Y, | € es homoceddstica).

A continuacién, vamos a describir los tres supuestos de un modelo econométrico que garantizan la exis-
tencia de una descomposicién ortogonal como la del modelo clasico de regresién lineal. El cuarto supuesto,
que garantiza que la estimacion de la relacion lineal es uinica, lo veremos en la seccién siguiente.

2.1. Tres primeros supuestos en el Modelo Clasico de Regresién Lineal

ﬂ Supuesto 1: linealidad 4

h(:) es lineal: Y, = h(X,) + U, =B + B X,, + U,
por lo tanto

Yi=  pi1+08X1+U
Yo = p[r1+BXo+Us

Y= pi1+6Xn+Un
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por tanto
Yl 1 Xl Ul
YQ 1 XQ U2
o Bl S Y IR B B
Yr 1 XN Un
o)
Y = X B+ U
[~V x1] [Nx2] [2x1] [Nx1]
donde
Yl 1 Xl Ul
Y, 1 X5 By Us
Y=| . |: X=1. .1|; 8= ; U= | .
: : : fa :
Yy 1 Xy Un
X1
Xo
0 bien X = [I,X} ; donde X =1 .
XN

Ejemplo 1. [funcién de consumo:|
CON; = p1+ BRD; +U;

donde CON,; y RD; son el consumo y la renta disponible del individuo i-ésimo respectivamente, y U,
son otros factores que afectan al consumo del individuo i-ésimo distintos a su renta disponible (activos
financieros, estado de dnimo, etc.).

Aqui la variable exdgena Y es el consumo (CON), y los regresores son X; =1 (una constante) y X, la
renta disponible (RD).

ﬂ Supuesto 2: Esperanza condicional de U — Estricta exogeneidad 5
Eox(Ulz)= 0
[nxl]
es decir
Eyp (Ur] ®) 0
EUz\X (UZ | w) 0
Eux (Ul ®) = . =1
Eyx (U] @) 0
Evx (Un|®) =Ey,x (Un| 21, ..., @N)
paran=1,...,N.
z1

EUMX (U” ‘ :E) = EUN\X Un, |

TN
paran=1,...,N.

Ejemplo 2. [funcién de consumo: (continuacién del Ejemplo 1)]
Estricta exogeneidad implica que para el individuo i-ésimo

EU,,,\X (Uz | ’I‘d) = EU,,X (Uz | (lea rda, -, Tdk)) =0,

es decir, la esperanza de la perturbacién i-ésima, condicionada a todas y cada una de las rentas disponibles,
es cero.
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ﬂ Supuesto 2: Esperanza condicional de U — Estricta exogeneidad 6

E(U,X)=0 ortogonalidad U, 1 X

Euox(Ulx)= 0 |=<SEU,) =0

[N x1]

Cov (U, X) =0

(ortogonalidad entre lo que conozco X y lo que desconozco U,)

Comentario. En el caso de regresién con datos temporales, la exogeneidad estricta implica que los
regresores son ortogonales a las perturbaciones pasadas, presentes y futuras. Esta es una restriccion muy
fuerte, que no se cumple en general con datos temporales (se discutird en Econometria IT).

A continuacion aparecen las demostraciones de la trasparencia anterior :
Proposicién 2.1. SiE, x (U,|z) =0, entonces E(U,, X)= 0

[n><1]

Demostracion.

E (U, X) :/~-~/unwfl,nx(un,ac)dun day - duy
:/-u/unacfb”‘x(uﬂa:)fx(ac)dun day - dz)
:/un [/.../wfx(m)de...dxl Fox (un | @) fx () dun
— [ B GO x| @) (&)

— [B(X)] / tnfox (in | @) fie () duy

=B (X) - Eyx (U] 2)
=E(X)-0= 0 por hipétesis

[nxl]

Una importante implicacién de E,, x (U, | €) = 0, es que entonces E (U,,) = 0 ya que
E(U,)=Ex(E (U, | X)) por el T?* de las esperanzas iteradas.
=Ex(0)=0 por ser E,, « (U, | x) las realizaciones de E (U, | X)

Y de los dos resultados anteriores se deriva que

Cov (Up, X)=E (U, X)—E(U,)-E(X)= 0 —0-E(X)= 0

[n X 1] [n X 1]

EJERcICIO 1. [Relacidn si y sélo si entre la funcién de regresion lineal y los supuestos 1 y 2]
Demuestre que los supuestos 1 y 2 implican la primera condicién del Modelo Cldsico de Regresion Lineal,
esto es, que la funcién de regresién de Y,, sobre los regresores es lineal

Evx (Yol x) =61 + 2,00

Reciprocamente, demuestre que si dicha condicién se verifica para todo t = 1,...,T, entonces necesaria-
mente se satisfacen los supuestos 1y 2.

Solucion:
Ev x(Yo|®) =Ey, x (61 + X0 + U, | @) por el Supuesto 1
=01+ x,02+E,, x (U, ]| ) puesto que X, =z,
= b1+ znf por el Supuesto 2.
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Reciprocamente, suponga que E, x (Y, |z) = (1 + z,02 para todo n = 1,...,N. Definamos U,, =
Y, —E, x (Y, | «). Entonces, por construccién el Supuesto 1 se satisface ya que U,, =Y, — [ﬂl + ﬂan].
Por otra parte

Eux(Up|x)=E, x(V,|x)—E, x(EY,|X)|x) por la definicién que aqui damos a U,
pues B, (E ()/n |X) | :l’) =E,.x (}/n | w) , ya que:

B (B0 1) 12) = [ | [ efiin (U1 2) dn] £ (01| 2)
:/ [/(Un + ﬁl + $nﬁ2)fu,,,\x (Un, | 33) dun:| fU,L\X (Un | 33) duy,

By + s + / [ / U fore (Un | @) dun] Forne (Un | @) dun

=01+ anf2 + Evx (E (U, [ X)] @)
:51 + xnﬂQ + EUn\X (Uu, | :17) = Ezrn\x (/81 + Xnﬁ2 + U, | CI))

Ejercicio 1

ﬂ Supuesto 3: Perturbaciones esféricas 7

» homocedasticidad
By, x (Un2 ‘ a:) = g2 paran=1,2,...,N

= no autocorrelacion

Ev,ux (U;Uj|x)=0 sii#j parai,j=1,2,...,N

Nota 1. Definimos la matriz de varianzas y covarianzas de un vector columna Y como

Y
Var (Y) =Var =E(YY)-E(ME (V)
YN
7E(Y12) E(Y1Y3) E(Y1Yy) [E()]2 E(M)E(2) E(Y)E(Yy)
B(v2?) o EB(aYy) EO22 e BORE(YN)
E(vn?) B0
o Oy, Oyvyvy
0‘32 e O-YZYN
7
Sea a , entonces,
['mXN]
Var (aY) =E (aYY’a’) — E (aY) E (Y'a’)
=al[E(YY)-E(VE (Y)]a sacando factores comunes

=aVar (Y)a’
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ﬂ Supuestos 2 y 3: Implicacién conjunta 8

Var g, x (Ui | ) Cov i, rgx (U1,Uz | @) wo o Covy,ux (ULLU, | @)

Cov iyt x (Uz,U1 | ) Var y,x (U2 | @) wo Covi,u,x(Us,Uy, | )

Varyx (U| z) =

Covy, v, x(Un,Ur |®)  Covy, vyx(Un,Uz|®) ... Vary, x (Un | )

o2 0 ... 0

0 o2 ... 0 )

= . =0 I
: [NxN]
0 0 o?

Var,x (Ul ) =By x (UU’ | 2) =By (Ul 2) Eyix (U] @)

Uy 0
=Eyx S [on o U]l = || [0 - 0] por el Supuesto 2
Un 0
Eyx(U:%]z) Eu,vyx(UiUz |2) . By uyx(UiUs |2) 0 0 0
Ey,u,x(U2U1 | ) EL'Q\X(U22 ‘m) o Ep,uyx(U2Un | =) 00 -0
|Evyux(UnUi|®) Eugux(UnUs|@®) .. E[;N‘X( Un? |gc) 00 --- 0
62 0 ... 0
0 o2 ... 0
=1 . .. . por el Supuesto 3
0 0 ... o2

El supuesto de que la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbaciones (condicionada a ) es o>
veces la matriz identidad (perturbaciones esféricas)

a2 0 0O ... 0
0 ¢2 0 ... 0
»—(0 0 a2 ... 0
0O 0 0 ... o2

es una restriccién muy fuerte, ya que implica:

1. que la dispersién (la varianza) del efecto de término perturbacién asociada a cada observacién (o
a cada instante, o a cada individuo, etc) es idéntica a la de las demds (no sabemos exactamente a
que se debe la perturbacién que afecta a cada Y,, pero la dispersién (incertidumbre) de ese efecto es
idéntica para todos).

Dicho de otra forma: las perturbaciones U,, son hoceddsticas, ya que

Var,, x (U, | z) = 0? paratodon=1:N.

2. que la covarianza entre las perturbaciones de observaciones distintas (o de instantes ,o individuos
diferentes) es cero. Dicho de otra forma: las perturbaciones no tienen correlacién serial, ya que

COVU’;;J‘X(U,;, Ujlxz)=0 para i # j.

Esto anadido al supuesto de distribucién conjunta Normal (ver Supuesto 5 més adelante | T0O.18 )

significard que las perturbaciones son independientes para las distintas observaciones.

Nota 2 (Relacién entre la funcién cedastica contante y los supuestos 1, 2 y 3). Nétese que con
los tres supuestos también se cumple la segunda condicién del modelo clasico de regresién lineal ya que

Var,, x (Y, | ) = Var,, x (01 + 82X, + U, | ®) = Var, x (U, | ) = o2
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Variacién de los supuestos 2 y 3 en algunos casos especiales:
2.2. Modelo Clasico de Regresion Lineal para Muestras Aleatorias
Si (Y, X) es una muestra aleatoria simple, i.e.. {V,,, X, } es i.i.d. paran = 1,..., N; entonces,
Eux (Uil z) =Eyx, (Uil @)
Ey x (U?| 2) =E, ., (U] 2))
y también E, o (UiU; | ®) =E v, (U | 23) By, (U | ) para i # j

Con lo que los los supuestos 2 ‘TO.5 ‘ vy 3 ‘ T0.7 ‘ quedan reducidos a

supuesto 2’: E, . (U;j|z;) =0
supuesto 3’ E, . (U.?| z;) =0% >0
paratodon=1,..., N
(Nétese que los regresores estén referidos exclusivamente a la observacién n-ésima)
En general este supuesto no es adecuado para modelos con datos de series temporales ya que las muestras
no son i.i.d. (no son muestras aleatorias simples puesto que suele haber correlacién entre los datos).

EJercicio 2. Demuestre que
Evux (UiUj| ) =By, (Ui | 2) Ey i, (Uj | 1) parai # j

para el caso de muestras aleatorias simples (m.a.s.)
Pista.
EU,Uj\X (UIUJ | 113) = Ez;,rrj\x (E (UI ‘X UJ) : Uj | ZI})
debido a que {U;, X;} es independiente de {U;, X1,...,X;_1,X;41,..., Xy} para ¢ # j, junto con el
teorema de las esperanzas iteradas.

2.3. Regresores No Estocasticos

Si los regresores son no estocasticos, es decir son la matriz determinista @, entonces no es necesario
distinguir entre funciones de densidad condicionales, f., .« (U, | @), e incondicionales, f, (U,); por tanto

los supuestos 2 ’T0.5 ‘ y 3 ’TO.?‘ quedan reducidos a
supuesto 2”: E (U,) =0
supuesto 3”: E (Un2) =02>0 y E(UU;))=0 parai#j
para todo n,i,j =1,..., N
(Estos son los supuestos empleados en la mayoria de libros de texto, como por ejemplo en Novales
(1993))
Este caso no puede suponerse con modelos autorregresivos o de ecuaciones simultineas.

Quedan un cuarto supuesto acerca del rango de la matriz de regresores (que garantiza la unicidad en la
estimacién) y un quinto supuesto acerca de la distribucién conjunta de U que enunciaremos mds adelante

(véase Supuesto 4 y Supuesto 5 )

3. Estimaciéon MCO (Minimos Cuadrados Ordinarios)

Necesitamos un cuarto supuesto que nos permita obtener estimaciones de 31 y (o

ﬂ Supuesto 4: Independencia lineal de los regresores 9

El rango de X es 2 con probabilidad 1.

[N x2]

= ndmero de observaciones > 2
= Vectores columna 1, X linealmente indep.

Por tanto X no es un vector de constantes a, es decir, P (X #a-1)) = 1;
O lo que es lo mismo Var (X,,) # 0.
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Se dice que existe multicolinealidad perfecta cuando el Supuesto 4 NO se satisface.

ﬂ Modelo Lineal Simple 10

Por el Supuesto 1 Y, =a+ bX,, 4+ U,; entonces

Ev,x, (Vo] x,) = Ev,x, (a+0bX, +U, | xn) =
= a+bry,+E, x, (U,| )
= a-+ bx,.

Por lo tanto, sabemos que E, . (V| ) es

Cov (V,X) Cov(X,Y)

Ey . (Vo | 2a) = E (V) — E(X) T
Unl|X n n ns
i Var (X) Var (X)
a b
para todo x, € Rx,
Véanse las ecuaciones (10.3) y (10.4) Seccién 10.4 (Esperanza condicional cuando es una funcién lineal) del Tema 2, pagina 37.

Véanse las ecuaciones (10.3) y (10.4) Seccién 10.4 (Esperanza condicional cuando es una funcién lineal)
del Tema 2, pagina 37.

ﬂ Modelo Lineal Simple: Metodo de los momentos 11

Estimaremos los parametros a y b sustituyendo los momentos tedricos por los muestrales; es decir

b="Czy (3.1)

2
Sz

~ — Sxy — T
a:y—s—;’w = y—bx (3.2)
x

Supuesto 4 (independencia lineal de regresores) = solucién tnica.

ﬂ Término de error 12

Las perturbaciones U,, no son observables R
Pero las podemos estimar sustituyendo 3 por 3 para una muestra concreta {y,,, z,}2_; de {Y,,, X, }2_,.

~

€n = ynf(angxn) = Yn — Yn; donde@;:aJrgmn

De manera que: Yn = Un + €n

Ejemplo 3. [precio de las viviendas:]

t  Precio Superficie
1 199.9 1065
2 228.0 1254
3 235.0 1300
4 285.0 1577
5 239.0 1600
6 293.0 1750
7 285.0 1800
8 365.0 1870
9 295.0 1935
10 290.0 1948
11 385.0 2254
12 505.0 2600
13 425.0 2800
14 415.0 3000

Cuadro 1: Superficie (en pies al cuadrado) y precio de venta de los pisos (en miles de délares) (Ramanathan, 1998, pp. 78)

Planteamos el modelo Y,, = a+bX,,+U,, donde Y, es el precio del piso t-ésimo, X, es su superficie, y U,
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son otros factores que influyen en el precio del piso, pero “ortogonales” al la superficie del mismo (situacién,
estado de mantenimiento, servicios, etc.). Deseamos saber cual es el efecto marginal del incremento de la
superficie de un piso en su precio, y disponemos de datos de 14 pisos (Cuadro 1 en la pdgina anterior).
Por lo tanto necesitamos estimar el valor del parametro b.

Calculando los momentos muestrales de e y obtenemos

A=y T —523509; b= ‘?Ty = 0.13875

2
Sz

price = 52, 3509 + 0, 138750 sqft
(1,404) (7,407)

T=14 R?>=0,8056 F(1,12)=54,861 & = 39,023

(entre paréntesis, los estadisticos t)

Estimaciones MCO utilizando las 14 observaciones 1-14
Variable dependiente: price
Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico ¢ valor p
const 52,3509 37,2855 1,4041 0,1857
sqft 0,138750 0,0187329 7,4068 0,0000
Media de la var. dependiente 317,493
D.T. de la variable dependiente 88,4982
Suma de cuadrados de los residuos 18273,6
Desviacién tipica de los residuos () 39,0230
R? 0,820522
R? corregido 0,805565
Grados de libertad 12
Criterio de informacién de Akaike 144,168
Criterio de informacién Bayesiano de Schwarz 145,447
Salida del programa “libre” Gretl (Gnu Regression, Econometrics and Time-series Library)

Por lo tanto, el precio de venta esperado de un piso con una superficie de 1800 pies cuadrados, E (Y| 1800),

serd de

g7 = 52.3509 + 0.139 - 1800 = 302551
sin embargo en la muestra hay un piso con dicha superficie cuyo precio es y; = 285. Esta discrepancia
es el error de estimacién, que es una estimacién de la perturbacién (o factor desconocido) U; (el error é7
puede deberse por tanto a que dicho piso esta en una mala situacién, dispone de pocos servicios, etc.; es
decir, caracteristicas distintas a su supercicie)


http://gretl.sourceforge.net/
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t Precio Superficie Precio estimado Error
E ( P| superficie) e

1 199.9 1065 200.1200 -0.22000
2 228.0 1254 226.3438 1.65619
3 235.0 1300 232.7263 2.27368
4 285.0 1577 271.1602 13.83984
5 239.0 1600 274.3514  -35.35142
6 293.0 1750 295.1640 -2.16397
7 285.0 1800 302.1015 -17.10148
8 365.0 1870 311.8140 53.18600
9 295.0 1935 320.8328 -25.83278
10 290.0 1948 322.6365 -32.63653
11 385.0 2254 365.0941 19.90587
12 505.0 2600 413.1017 91.89826
13 425.0 2800 440.8518  -15.85180
14 415.0 3000 468.6019  -53.60187

Cuadro 2: Superficie (en pies al cuadrado), precio de venta (en miles de délares), precio estimado, y errores estimados.

ﬂ Estimacién MCO: Interpretacion gréfica 13
price versus sqft
550
500 [ v12 )
0
@'\"
0 ?\%M)
L é> :
450 U
.
o
400 |
o
. —
° E(P|2600) =
Lm0l (PI2600) = 412
A
300 F "
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.
200 |
150 . . . .
1500 2000 2500 3000
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GNU Gretl (este ejemplo)

Continuacion del ejemplo “precio de las viviendas” en la pagina™ 14

4. Propiedades algebraicas de la estimacion MCO

TT Minimos cuadrados ordinarios: Propiedades algebraicas 14

EJercicio 3. Demuestre las dos igualdades de la trasparencia anterior.

5. Propiedades estadisticas del estimador MCO ,@‘ X

Nota 3. Sean x e y vectores de orden N, entonces

Z(l’n —Z)(yn —Y) = Zyn(xn —%) paran=1,...,N.

n
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Demostracion.

S @B =T =S o0 -2~ 7 (w0 — )

n

Asi pues, de 3.1 en la pagina™10 resulta

/b\ _ Zn($n 75)(?% - ﬂ)/N :Zn yn(xn *E)
>on (@n —T)?/N >on (@n —T)?

S (st )
b= Zﬂ:mnyn

Ty — T

2 (@n — @)%

es decir,

donde

my, =

:Zyn(xn—f)—?'ozz:yn(wn—f) paran=1,...

13

(5.1)

Por tanto, b es una combinacién lineal de los datos y,, (donde m,, son los coeficientes de dicha combinacién);

y entonces @ también es combinacién lineal de los datos y,, (véase 3.2 en la pagina™10).

f Estimador MCO ,é\‘ x

/I;: Zmnyn7

Estimaciones:

Estimadores:

b‘/\m = ZmnYn.

— Yv’u, T _
e = 20t (0a)

Asi que podemos calcular los momentos de los estimadores

Andlogamente gﬁ‘\w =a;, + (b z) " Tn; y Enle = Yn — P

Por tanto, b es combinacién lineal de los datos Yn; entonces a también lo es (véase 3.2 en la pagina™10).

15

Se puede verificar que
> =0
, 1 1 1
th = = = —_—
i Ylm—®)? Ts
thfﬂt :th(fﬂt *E) =1

(Novales, 1997; Gujarati, 2003, pag. 488-491 y pag. 100 respectivamente).

EJercIcIO 4. Demuestre que las ecuaciones 5.2 a 5.4 son ciertas.
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14

ﬂ Esperanza del estimador MCO b x

Por 5.1 en la pagina anterior sabemos que b ’ x=y mY,.
Entonces,

E‘ X :Z mt(a + bxt + Un,)

ZGth—&—metxt +thUn = b—l—thU,L

Eux (3’ X) = bJFthEUn,X(Un | x) =b.

Por tanto el estimador es insesgado (lo mismo ocurre para a)

16

EJERCICIO 5. Verifique que el estimador MCO del pardmetro a es insesgado.

T Varianzas y covarianzas de los estimadores MCO 17
Ademas
Var (5 ‘ x> —Var (b +3° th,,,,) de (5.5)
= Var (m;U,,) pues Cov (U;,U;) =0sii#j
= Z miVar (U
Yt
7T5% de (5.3) (5.6)
Y a2
o2z ~ —o.z
~ — N . ~ —
Var (a | x) = Nez Cov <a|x,b|x) - T (5.7)
EJERCICIO 6. Demuestre que las igualdades de (5.7) son ciertas.
Ejemplo 5. [continuacién de “precio de las viviendas”:|
Las desviaciones tipicas de @)y y bjx son:
o2x?
Dt (@x) =/02 - (9.1293e — 01) = T 52
N 5 o2
Dt (b‘x) —\/0? - (2.3044¢ — 07) = T

Pero no conocemos O’%;I .

Continuacién del ejemplo “precio de las viviendas” en la pagina siguiente
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6. Distribucion de los estimadores M CO bajo Normalidad

ﬂ Supuesto 5: Distribucién Normal de las perturbaciones 18

Para conocer la distribucién completa necesitamos un supuesto més sobre la distribucién conjunta de U:
Ulx~N(0,0’I) = Y|x~N(a+bz,o’I)

donde I es la matriz identidad.

Ya que @)y y bjx combinaciones lineales de Y,,, tienen distribucion Normal.

Por tanto
2
R P BN (b, -2
a|x ~ aﬂ 2 7 ‘X ~ b 2
Nsg, Nsz
ﬂ Distribucién del estimador MCO ,/8;‘ X 19

(a partir de ahora también denotaremos un estimador 5‘ x sencillamente con 5)

Asi pues,
G, ~N (ﬁj , Var (ﬁj))
y ~
Bj — By
— ~N (0 ) 1)
Dt (ﬁj)
'ﬂ Estimacién de la varianza residual 20
El pardmetro o2 es desconocido
La cuasivarianza de €
—~2
2=l
e N-2
es estimador insesgado de o2.
(vedse Novales, 1997, Apéndice 13.A)
ﬂ Distribuciéon cuando la varianza de U es desconocida 21

sustituyendo o2 por su estimador, s2, tenemos el estadistico 7~ del pardmetro

a—a b—b
— :TaNtN—Q; —3 Zm2 :TbNtN—Q;
2 t

= N )

7. Estimacién por intervalos

Vimos que para dar una estimacién por intervalos, fijado (1 — «), debiamos buscar los nimeros min y
max tales que

P (min <7 <maz) = (1 —a)
donde min y max son +t(y_2 ./2); entonces

Ok € [[/3; *t(N-n,a/2) Dt (@)] con Prob. = (1 — a).

Ejemplo 5. [continuacién de “precio de las viviendas”:|
Las desviaciones tipicas de @)y y bjx son:

Dt (@x) =v/02 - (9.1293¢ — 01) =

Dt (b)) =v/o7 - (2:304e — 07) =
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No conocemos alz ., pero podemos sustituirla por la la cuasi-varianza de los errores estimados; puesto

S _ @'e _ 182736
que 82 = r— = 15> = 1522.8:

. ¢ 15228 z?

Dt (d/x) = /(1522.8) - (9.1293¢ — 01) T _ 37.985;
. 1522
IN;(b‘x) = /(1522.8) - (23044 — 07) = | | ; = 001873

Véase los resultados de estimacion en el ejemplo del precio de lab viviendas (pdgina 11).

Poran;mﬂw,Cov(ahnqx)«—(15228) (—4.4036¢ — 04) = =" = —0.671

N~si
Por tanto, la estimacién del efecto marginal de la superficie sobre el precio es,
be [0.139 + (t(12,a/2)) -0.01873] ;

y para la constante
a € [52.351 % (t(12,a/2)) - 37.285] ;

Continuacién del ejemplo “precio de las viviendas” en esta pagina

8. Contrastacién de hipdtesis

Esta parte de las notas se verd después de cubrir el Tema 6 del programa.

Ejemplo 5. [continuacién de “precio de las viviendas”:] Podemos contrastar la significativadad
individual de la estiamcién de a.

Puesto que no tiene mucho sentido que un piso con una superficie igual a cero tenga precio distinto de
cero; podemos contrastar:

HQ ca=0
H1 a 7& 0
En este caso la regién critica debe ser
a—0
RO={x|——  Sko—o —
o2 2w /5 >ap
N (x—7)2 N (z:—7)7
Para o = .05 resulta k1 = t13 /2 = 2.16 = —k2, es decir
52.351 . _— y
37285 1.4041 no rechazamos Hy con nivel de significacién del 5 %.

Un experto en el mercado de la vivienda afirma que un aumento de un pie cuadrado en la superfice
supone un incremento de 150 dolares (jsi no mas!). A la luz de los datos, podemos creer al experto a un
nivel de significacién del 2.5 %.

Hy: b=0.15
Hy: b<0.15
La region citica de una séla cola es
b—0.15
RC={x| ————=<k
52
> (@ —7)2
sustituyendo lo que hemos calculado, tenemos que
0.139 — 0. 15
———— = —0.58729 > ¢ = —-2.16
0.01873 ~ 12,0025

no podemos rechazar la opinién del experto.
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9. Ejercicios

A resolver en clase
EJERCICIO 7. Demuestre que en el modelo de regresién simple Y, = a+bx;+U,, el supuesto E, (U, | x) =
0 implica E,, x (Y, | xX) = a + bzy; y Ues la perturbacién aleatoria del modelo.

A resolver en clase
EJERCICIO 8. (Consta de 5 apartados)
Sean los siguientes datos:

Empresa y; x xyi T

A 1 1 1 1

B 3 2 6 4

cC 4 4 16 16
D 6 4 24 16
E 8 5 40 25
F 9 7 63 49
G 11 8 88 64
H 14 9 126 381

sumas 56 40 364 256

Cuadro 3:

donde y son beneficios, y  son gastos en formacién de personal de una empresa.
Ademis se sabe que las varianzas y covarianzas muestrales son tales que:

N-sy= > (yi—9)° =132,
N-s2 = Y (x;—=)? =56,

N -sgy= > (; —%)(yi —Y) =84,
donde N es el tamano muestral.
Suponga que se plantea el siguiente modelo

Y =a+bx; + U,

donde U; son otros factores que afectan a los beneficios distintos de sus gastos en formacién (el término
de error). Se sabe que la distribucién conjunta de dichos factores es:

U~ N(0, ¢*1),

donde I es una matriz identidad de orden 8, y o2 es la varianza de U;, cuyo valor es desconocido.

(a) Estime por MCO los pardmetros a y b del modelo.

(b) ;Cuél es el beneficio esperado para una empresa que incurriera en unos gastos de formacién de personal
de 37

(c¢) Calcule los residuos de la empresa E y F. ;Que indica en este caso el signo de los residuos? La
comparacion de los residuos para estas empresas jcontradice el hecho de que F tiene mayores beneficios
que E? Justifique su respuesta.

(d) Estime por MCO un intervalo de confianza del 95 % para el pardmetro b del modelo, sabiendo que la
suma de los residuos al cuadrado es 6.

(e) Contraste la hipdtesis de que “la pendiente del modelo es uno” frente a que “es menor que uno” con
un nivel de significacién del 10 %. ;Cuél es el p-valor de la estimacién de “dicha pendiente”?

Mas ejercicios completos de regresion en el Tema 6 del programa.

Lista de Trasparencias

Descomposicion ortogonal y causalidad
Modelo de regresion

Modelo Clésico de Regresién Lineal

[ENEGCR N

Supuesto 1: linealidad
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5 Supuesto 2: Esperanza condicional de U~ Estricta exogeneidad
6 Supuesto 2: Esperanza condicional de U~ Estricta exogeneidad
7 Supuesto 3: Perturbaciones esféricas
8 Supuestos 2 y 3: Implicacién conjunta
9 Supuesto 4: Independencia lineal de los regresores

10 Modelo Lineal Simple

11 Modelo Lineal Simple: Metodo de los momentos

12  Término de error

13 Estimacién MCO: Interpretacién gréfica

14 Minimos cuadrados ordinarios: Propiedades algebraicas

15 Estimador MCO B ‘ x

16 Esperanza del estimador MCO 3‘ X

17  Varianzas y covarianzas de los estimadores MCO

18 Supuesto 5: Distribucién Normal de las perturbaciones
19 Distribucién del estimador MCO B; ‘ x

20 Estimacién de la varianza residual

21 Distribucién cuando la varianza de U es desconocida
22 Partes del temario
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Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 2. Puesto que {U;, X;} es independiente de {U]-, X1,y Xio1, Xit1,..., X} tenemos que
Boeo, (Ui @ug) = B, (Us ] 2.
Asi
Ev,ux (UUj| ) =E,.» X (E(UU; | XU;)-Uj | @) por Teorema esperanzas iteradas
=Ey,u,x(EUi | XUj)-Uj| ) por linealidad de la esperanza condicional
=Eu,u,x (EU: | X;)-Uj| x) por ser m.a.s.
=By, (Uil i) B, (U | 24) POT Ser m.a.s.
Ejercicio 2

Ejercicio 3.

1.
Zé; = Z(yn _z//.’;) = Z(yn _a_gxn) = Zyn - N l:

Z]\Z[Jn _AZ]\i;n} B =0

Zmna :Z [xn(yn —a—Exn)}
:anynfzxnafzgxi
ST o (Zf\?% —EZ]\?%>
Y x (T2 3y (s

Q)

I e R e B3

=0
Ejercicio 5. De 3.2 en la pagina™ 10 sabemos que

Por lo tanto el estimador condicionado es

=N 1 ~ 1
Al x= 3= (b x) X
Ccuya esperanza es

~ 1 ~ 1
Eux(a | X) = ﬁZEU”\X(K‘L ‘ X) —Eux (b ’ X) ﬁzxt
1 1
gZEUH\X(Yn | x) — b;th
1 1
- ZEUMX(CL +bxy + Uy, | x) — bﬁ th
1 1 1 1
gZa—‘y—bEth + EEU,”‘X(UH | X) — bﬁ th

1
=a+—-E, x(U,|x) = a.
n

Ejercicio 6. Novales (véase 1997, capitulo 13)

Ejercicio 7. Ya que

Eux (Yo |x) =E, x(a+br + U, | x)
=a+br: +E, x (U,]| %)

Ejercicio 3

puesto que b es insesgado
sustituyendo Y,

cancelando términos

Ejercicio 5

Ejercicio 6

pues a, b, y x; son ctes

=a + bxy por el supuesto: E,, x (U, | x) =0
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Ejercicio 7
Ejercicio 8(a)
1. Por una parte:

por otra, las medias muestrales son

i 4 _ i

por lo que

O

Ejercicio 8(b) Segiin el modelo estimado, una empresa que incurra en unos gastos de 3 deberfa tener
unos beneficios de N
y=a+br=-05+15-3=4

Ejercicio 8(c) Los residuos de la empresa E serdn:
yp —Up =yp — (@ +bzg) =8 (—054+15-5=8-7=1
y los de la empresa F":
yr —Ur =yr — (@+bep) =9— (—05+15-7)=9—-10= —1.

Puesto que
:I/\: EU\X,_~>(Y | :BFD)a

un signo positivo para el residuo de cierta empresa significa que ésta ha logrado unos beneficios mayores
que los esperados (dado su nivel de gasto en formacién de personal, z). Por el contrario, un residuo negativo
significa que la empresa ha obtenido unos beneficios menores de los esperados por el modelo (dado su gasto
en formacién).

La comparacion entre empresas con distinta inversién en formacién no es apropiada para valorar los
datos sobre beneficios (sélo lo es entre empresas con mismo nivel de gasto en formacién). La empresa
F tiene mayores beneficios que los de E, pero, dado su nivel de gasto en formacién (7), estos beneficios

deberfan haber sido ain mayores (el valor esperado es 10).
O

Ejercicio 8(d) El estimador MCO se distribuye Normal con esperanza igual al verdadero valor de los
parametros estimados, y varianza desconocida.

= Buscamos los valores A y B tales que

by —b

PlAL — <B|=(1-0a)
5?\

S(w;—=)2

Donde —2x=" ¢ distribuye como una ¢ de Student con N — 2 grados de libertad; por tanto A y

Sz —=)2

B son los valores que aparecen en las tablas, y que determinan un intervalo centrado en cero con una
probabilidad asociada del 95 %; es decir, A = —2.447, y B = 2.447, y 2 = 6/(N — 2) = 1. Asi pues,
la estimacion del intervalo de confianza de parametro desconocido b es

ICH o5 (w) = [1.5 4 2.447 - /1/56

Ejercicio 8(e) Las hipdtesis son:
HO :b=1
Hi:b<1
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La region critica de una sola cola es

bk —1
RC=<{x| —————=<k ;,
52
2 (zi—x)?
donde k es el valor de la tablas para una t de Student de seis grados de libertad, ya que el estadistico de la
parte izquierda de la desigualdad tiene dicha distribucién. Para a = 0.1, tenemos que k = tg, .1 = —1.44.

Sustituyendo tenemos que
15-1

\/1/56
por lo que no rechazamos Hy.
El p-valor es la probabilidad de

=374 >k = tg,0.1 = —1.44

bix —b 15-b
<

Swoar | TE o

1.5-1
=P (I/’V < > = 3.74) ~ 0.999

V/1/56

donde W se distribuye como una t de Student con seis grados de libertad.

P(angspﬁ):P H,
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