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Este es un material de apoyo a las clases. En ningún caso sustituye a los libros de

texto que figuran en el programa de la asignatura; textos que el alumno debe estudiar

para afrontar el examen final con ciertas garant́ıas de éxito.

El programa se cubre con los siguientes caṕıtulos de libro de texto Novales (1997)1:

Caṕıtulos 1 a 3: Estos temas han sido cubiertos en asignaturas anteriores, y debido

a su bajo nivel de complejidad no se verán en clase (aunque forman parte del

programa).

Caṕıtulos 4 a 6: Estos temas han sido cubiertos en las asignaturas Estad́ıstica I y II. Se

realizará un breve repaso en clase (una semana o semana y media como máximo),

asumiendo que el alumno es capaz de preparar por su cuenta esta parte.

Caṕıtulos 7 y 8: completos

Caṕıtulo 9: secciones 9.4 a 9.6

Caṕıtulos 10 y 12: completos

1Otros excelentes manuales en castellano son Peña (2001), Peña (2002) y Peña y

Romo (1997).



1. Introducción



⇑ De (S, B, P (·)) a un modelo de probabilidad: historia en śımbolos 1

S → RX

(B, P (·)) → {fX (x;θ) , θ ∈ Θ}

Llamamos Soporte al conjunto RX de posibles valores de la v.a.

Llamamos Modelo de Probabilidad a la familia o colección de funciones de

densidad

Φ = {fX (x;θ) , θ ∈ Θ, x ∈ RX}

Llamamos Espacio Paramétrico al conjunto θ ∈ Θ de posibles valores de

los parámetros de las funciones de densidad.



⇑ Modelado emṕırico 2

1. Postulamos a priori una familia de densidades como mecanismo

estocástico subyacente.
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⇑ Modelado emṕırico 2

1. Postulamos a priori una familia de densidades como mecanismo

estocástico subyacente.

a) debemos elegir aquel Modelo de Probabilidad más adecuado a

los datos

histograma → fX (x;θ)
datos pueden restringir RX y espacio paramétrico, Θ

b) Elegimos una familia (no una función en particular)

Φ = {fX (x;θ) , θ ∈ Θ, x ∈ RX}

donde los parámetros son desconocidos.

2. Inferencia estad́ıstica ⇒ modelo de probabilidad (Tema 4 y siguientes)
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⇑ Inferencia estad́ıstica 3

Estudiar propiedades y/o relaciones estocásticas de poblaciones

X : Renta familia Madrileña
Y : Renta familia Barcelonesa

Podemos preguntarnos por

E (Y) = 10000?; E (Y) ∈ (8000, 15000)?;

EY|X (Y | 5000) > E (Y)?;

Var (Y) > Var (X) ; P (Y > X) ; fY (y) ∼ N(µY , σ2
Y)

Conociendo fXY (x, y;θθθ) respuesta inmediata.

Pero...

A veces sólo conocemos fXY (x, y) pero no θ (Inferenc. paramétrica)

A veces ni siquiera conocemos fXY (x, y) (Inferenc. no paramétrica)



⇑ Esquema Parte de Inferencia 4

Estimación puntual vs Intervalo de Confianza

Contraste de hipótesis (“Ta de la decisión”)

• Paramétricos: θ en fX (x;θ)
• No paramétricos: (Distribución, Homogeneidad, Independencia)



2. Inferencia paramétrica



⇑ Parámetros y momentos: ¿Qué relación hay? 5

Momentos Teóricos (o momentos de una distribución): valor esperado de

funciones g(X)

E (g(X)) =
∫

RX

g(x) · fX (x;θ) dx
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⇑ Parámetros y momentos: ¿Qué relación hay? 5

Momentos Teóricos (o momentos de una distribución): valor esperado de

funciones g(X)

E (g(X)) =
∫

RX

g(x) · fX (x;θ) dx

por tanto son funciones h(θ;x) de los parámetros

E (g(X)) = h(θ;x)

Inferencia: sobre valor de θ mediante momentos muestrales (dada x).



⇑ Inferencia estad́ıstica 6

Llamamos modelo muestral de tamaño n, X, a

X ≡ (X1, X2, . . . , Xn)

y llamamos muestra a una realización de X

x ≡ (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn
X .

Supondremos los datos observados como realizaciones del modelo muestral

(i.e., una muestra).



⇑ Inferencia estad́ıstica 7

Modelo estad́ıstico

1. Modelo probabiĺıstico

fXi
(xi;θ)

2. Modelo muestral

X = (X1, X2, . . . , Xn)
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⇑ Inferencia estad́ıstica 7

Modelo estad́ıstico

1. Modelo probabiĺıstico

fXi
(xi;θ)

2. Modelo muestral

X = (X1, X2, . . . , Xn)

⇒

Distribución conjunta

de X

fX(x,θ)

Datos observados (muestra)

x = (x1, x2, . . . , xn)

Realización de X

(un punto del soporte Rn
X)

⇒

�

Inferencia estad́ıstica

Estimación

Contrastación

Predicción



⇑ Estad́ıstico 8

Llamamos estad́ıstico a una función del modelo muestral

g(X1, X2, . . . , Xn) ≡ g(X);

es por tanto v.a.



⇑ Estad́ıstico 8

Llamamos estad́ıstico a una función del modelo muestral

g(X1, X2, . . . , Xn) ≡ g(X);

es por tanto v.a.

Sus momentos respecto al origen son

E
([

g(X)
]r) =

∫
· · ·
∫

Rn
X

[
g(x)

]r
fX(x,θ)dx1 · · · dxn

donde x ≡ (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn
X .



⇑ Muestreo aleatorio simple 9

El muestreo aleatorio simple (m.a.s.) supone que Xi son idéntica e

independientemente distribuidas

Xi ∼ iid; i = 1, . . . , n.
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es decir, cada xi proviene de una misma población.



⇑ Muestreo aleatorio simple 9

El muestreo aleatorio simple (m.a.s.) supone que Xi son idéntica e

independientemente distribuidas

Xi ∼ iid; i = 1, . . . , n.

Por tanto, fX1 (x) = fX2 (x) · · · = fXn (x) = fX (x) ;
es decir, cada xi proviene de una misma población.

Además (por la independencia)

fX1,...,Xn(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

fXi
(x) = (fX (x))n

y

MX1,...,Xn =
n∏

i=1

MXi = (MX)n



3. Estimación puntual y por intervalos (repaso)



⇑ Estimación 10

Supongamos una muestra aleatoria simple (m.a.s.)

x ≡ (x1, x2, . . . , xn);

realización del muestreo aleatorio simple (modelo muestral)

X ≡ (X1, X2, . . . , Xn) con fX (x;θ) .

Buscamos un valor para el vector θ que “de algún modo” es más acorde

con la muestra x.



⇑ Estimador puntual 11

x es una de las posibles realizaciones de X.



⇑ Estimador puntual 11

x es una de las posibles realizaciones de X.

Buscamos una regla que elija un valor de θ para cada x.

Espacio muestral Espacio paramétrico

g(·)

Θ

θ̂x

Rn
X

estimación: θ̂ = g(x1, x2 . . . , xn) = g(x)
(Resumen de algún aspecto de la información muestral)

estimador: θ̂ = g(X1, X2, . . . , Xn) = g(X)



⇑ Estimador puntual de la esperanza 12

Segunda muestra

Tercera muestra

Primera muestra

9 13 10

10 14

1110 12 11

11.5 11.5

10.6

1212

x = 10.6

x = 11

x = 12

Modelo muestral: (X1, X2, X3)

Estimador: bθ = (X1 + X2 + X3)/3

Primera muestra: x = (10, 12, 11)

Estimación con primera muestra: bθ = 11

(es un valor puntual, una realización de bθ)

Boxmodels (Sumas y medias)

http://ecocuan.ccee.ucm.es/cursos/claroline/document/goto/?url=%2FSoftware%2FJAVA%2Fpaginas_java%2Fboxmodel.html


⇑ Estimador puntual 13

Existen infinidad de posibles estimadores.

problema de la elección (Insesgadez, eficiencia).

• Máxima verosimilitud

• Mı́nimos cuadrados

• Método de los momentos

• Otros.
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⇑ Estimador puntual 13

Existen infinidad de posibles estimadores.

problema de la elección (Insesgadez, eficiencia).

• Máxima verosimilitud

• Mı́nimos cuadrados

• Método de los momentos

• Otros.

Estimación puntual es tan sólo una realización de θ̂.

Estimación puntual es poco informativa.

Podemos decir más si conocemos la distribución de θ̂.



⇑ Estimador por intervalos 14

Buscamos una regla que elija, para cada x, un conjunto de valores que

pueda contener el verdadero valor de θ con cierta probabilidad.

�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����

RX

Espacio muestral Espacio paramétrico

Θ

x g(·)

Deseamos que:

el conjunto sea pequeño (precisión)

la probabilidad de que el verdadero θ pertenezca al conjunto sea

grande (confianza)



⇑ Estimador por intervalos 15

[
h(θ̂1), h(θ̂2)

]
= g(X(n))

de tal manera que

P
(
h(θ̂1) ≤ θ ≤ h(θ̂2)

)
= (1− α)

donde

(1− α) es el nivel de confianza.

Buscamos que (1− α) sea grande; y (θ̂2 − θ̂1) sea ḿınimo.

(Generalmente se fija (1− α) y se busca que ( bθ2 − bθ1) sea ḿınimo.)

Necesitamos la distribución de g(X(n))



4. Distribuciones asociadas al muestreo (repaso)

4.1. Distribución de la media muestral



⇑ Distribución de la media muestral: bajo normalidad 16

Estimador de la esperanza cuando la varianza es conocida

Sea X ∼ N
(
µ , σ2

)
con σ2 conocida.

Emplearemos como estimador de E (X) la media aritmética

g(X1, . . . , Xn) = x̂ =
1
n

n∑
i=1

Xi

donde

x̂ ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
o tipificando

x̂ − µ

σ/
√

n
∼ N(0, 1).



⇑ Distribución de la media muestral: bajo normalidad 17

Dado un nivel de confianza calculamos el intervalo

Puesto que
bx−µ
σ/
√

n
∼ N(0, 1).

P

(
a ≤ x̂ − µ

σ/
√

n
≤ b

)
= 1− α

z1−α
2

0z α
2

µ ∈
[
x̂ ± σ√

n
zα/2

]
; con probabilidad 1− α.



⇑ Intervalo de confianza: ejemplo 18

Xi : Renta familia Madrileña i

n = 16;
∑

xi = 2536; Xi ∼ N(µ, 250);
(1− α) = 0.95 =⇒ z0.975 = 1.96

Entonces [
2536
16

±
√

250√
16

1.96

]
= [151, 025; 165, 975]

http://ecocuan.ccee.ucm.es/cursos/claroline/document/goto/?url=%2FSoftware%2FJAVA%2Fpaginas_java%2Fboxmodel.html
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n = 16;
∑

xi = 2536; Xi ∼ N(µ, 250);
(1− α) = 0.95 =⇒ z0.975 = 1.96

Entonces [
2536
16

±
√

250√
16

1.96

]
= [151, 025; 165, 975]

Cálculo con muestras A, B, C, ...

x̂
A

= 150, 5 → [143.025; 157.975]
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∑

xi = 2536; Xi ∼ N(µ, 250);
(1− α) = 0.95 =⇒ z0.975 = 1.96

Entonces [
2536
16

±
√

250√
16

1.96

]
= [151, 025; 165, 975]

Cálculo con muestras A, B, C, ...

x̂
A

= 150, 5 → [143.025; 157.975]

x̂
B

= 164 → [156.525; 171.475]

x̂
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⇑ Intervalo de confianza: ejemplo 18

Xi : Renta familia Madrileña i

n = 16;
∑

xi = 2536; Xi ∼ N(µ, 250);
(1− α) = 0.95 =⇒ z0.975 = 1.96

Entonces [
2536
16

±
√

250√
16

1.96

]
= [151, 025; 165, 975]

Cálculo con muestras A, B, C, ...

x̂
A

= 150, 5 → [143.025; 157.975]

x̂
B

= 164 → [156.525; 171.475]

x̂
C

= 155 → [147.525; 162.475]
· · · · · · · · ·

“verdadero valor” es µ = 155, 2 (pero es DESCONOCIDO!!!)

Boxmodels (Intervalos de confianza)

http://ecocuan.ccee.ucm.es/cursos/claroline/document/goto/?url=%2FSoftware%2FJAVA%2Fpaginas_java%2Fboxmodel.html


⇑ Intervalo de confianza: ejemplo 19

En econoḿıa generalmente se dispone de una única muestra (no hay
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√
n

2.57

]
= [153, 81; 174, 158]

menor precisión!!



⇑ Intervalo de confianza: ejemplo 19

En econoḿıa generalmente se dispone de una única muestra (no hay

laboratorio)

Si queremos aumentar el nivel de confianza...

(1− α) = 0.99 =⇒ z0.995 = 2.57

entonces [
x̂ ±

√
σ2

√
n

2.57

]
= [153, 81; 174, 158]

menor precisión!!

Dado 1− α podemos aumentar la precisión de dos formas

1. disminuir σ2 (poĺıtica de distribución de rentas)

2. aumentar n (tamaño de muestra)



4.2. Distribución de la varianza y la cuasi-varianza muestral



⇑ Distribución de la varianza muestral: bajo normalidad 20

Estimador de la varianza

Sean Xi ∼ iid. N
(
µ , σ2

)
, con µ y σ2 desconocidos.

Emplearemos como estimador de Var (Xi) el estad́ıstico:

g(X1, . . . , Xn) =
n∑

i=1

(Xi − x̂)2

σ2
=

nŝ2

σ2
=

(n− 1)ŝ2

σ2
∼ χ2

(n−1)

donde

ŝ2 =
1
n

n∑
i=1

(Xi − x̂)2,

y

ŝ2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − x̂)2 (insesgado).



⇑ Distribución de la varianza muestral: bajo normalidad 21

Cálculo del intervalo Puesto que

(n− 1)ŝ2

σ2
∼ χ2

(n−1)

Fijado (1− α) buscamos a y b tales que

P

(
a ≤

(n− 1)ŝ2

σ2
≤ b

)
= (1− α)

χ1−α
2

χ α
2

0

α
2

α
2

1− α

entonces σ2 ∈

[
ŝ2(n− 1)

χ2
(n−1,1−α/2)

,
ŝ2(n− 1)
χ2

(n−1,α/2)

]
con prob. = (1− α)



4.3. Distribución de la media muestral cuando la varianza NO es

conocida



⇑ Distribución de la media muestral: bajo normalidad (varianza desconocida) 22

Estimador de la esperanza cuando la varianza NO es

conocida

Sea X, y sean Var (X) y E (X) desconocidas.

Emplearemos como estimador de E (X) el estad́ıstico:

g(X1, . . . , Xn) =
x̂ − µ√

ŝ2/n
∼ tn−1 .
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Cálculo del intervalo Puesto quebx−µq bs2/n
∼ tn−1

Fijado (1− α) buscamos a y b tales que

P

(
a ≤ bx−µq bs2/n

≤ b

)
= (1− α)

t1−α
2

t α
2

0

α
2

α
2

1− α

entonces

µ ∈
[
x̂ ± tn−1,α/2 ·

√
ŝ2/n

]
con Prob. = (1− α).



4.4. Otras distribuciones
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Sean X1, X2, . . . , Xn con E (Xi) = µi, con Var (Xi) = σ2
i con fXi

(xi)
cualquiera; entonces si Y = X1 + X2 + . . . + Xn

Y −
∑

µi√∑
σ2

i

d→ N(0, 1);

por lo tanto

Y
d→ N

(∑
µi,

∑
σ2

i

)
.



Tablas resumen de varios estad́ısticos



Parámetro Estad́ıstico pivote Distribución Intervalo de confianza

p bp−pq bp bq
n

N (0 , 1) p̂ ± zα/2

√ bpbq
n

p1 − p2
(cp1−cp2 )−(p1−p2)r cp1 cq1

n1
+

cp2 cq2
n2

N (0 , 1) cp1−cp2±zα/2

r cp1 cq1
n1

+
cp2 cq2
n2

Cuadro 1: Intervalos de confianza para proporciones; (q = 1− p)



Parámetro Estad́ıstico pivote Distribución Intervalo de confianza

µ;
σconocido

(x̄−µ)√
σ2/n

N (0 , 1) x̄ ± zα
2

√
σ2/n

µ;
σdesconocido

(x̄−µ)q bs2/n
tn−1 x̄ ± t α

2

√
ŝ2/n

σ2 (n− 1)ŝ2/σ2 χ2
n−1

bs2 (n−1)

χ2
1−α

2

,
bs2 (n−1)

χ2
α
2

µ1 − µ2

σ1, σ2conocidas

(x̄1−x̄2 )−(µ1−µ2)r
σ2
1

n +
σ2
2

m

N (0 , 1) x̄1−x̄2±z α
2

r
σ2
1

n +
σ2
2

m

µ1 − µ2;
σ1 6=σ2

(x̄1−x̄2 )−(µ1−µ2)r
s2
1

n +
s2
2

m

tn+m−2 x̄1−x̄2±t α
2

r
s2
1

n +
s2
2

m

µ1 − µ2;
σ1=σ2

(x̄1−x̄2 )−(µ1−µ2)r
(n−1)s2

1+(m−1)s2
2

n+m−2 ( 1
n + 1

m )
tn+m−2 x̄1−x̄2±t α

2
denominador

σ2
2

σ2
1

bs2
1/σ2

1bs2
2/σ2

2

=
bs2
1 σ2

2bs2
2 σ2

1

Fn−1,m−1 Fa

c
s2
2c

s2
1

≤σ2
2

σ2
1
≤Fb

c
s2
2c

s2
1

Cuadro 2: Intervalos de confianza para poblaciones normales
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5 Parámetros y momentos: ¿Qué relación hay?

6 Inferencia estad́ıstica
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9 Muestreo aleatorio simple
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18 Intervalo de confianza: ejemplo



19 Intervalo de confianza: ejemplo

20 Distribución de la varianza muestral: bajo normalidad

21 Distribución de la varianza muestral: bajo normalidad

22 Distribución de la media muestral: bajo normalidad (varianza desconocida)
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Partes del temario
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