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Este es un material de apoyo a las clases. En ningln caso sustituye a los libros de
texto que figuran en el programa de la asignatura; textos que el alumno debe estudiar
para afrontar el examen final con ciertas garantias de éxito.

El programa se cubre con los siguientes capitulos de libro de texto Novales (1997)*:

Capitulos 1 a 3: Estos temas han sido cubiertos en asignaturas anteriores, y debido
a su bajo nivel de complejidad no se verdn en clase (aunque forman parte del
programa).

Capitulos 4 a 6: Estos temas han sido cubiertos en las asignaturas Estadistica | y Il. Se
realizard un breve repaso en clase (una semana o semana y media como méximo),
asumiendo que el alumno es capaz de preparar por su cuenta esta parte.

Capitulos 7 y 8: completos
Capitulo 9: secciones 9.4 a 9.6

Capitulos 10 y 12: completos

1Otros excelentes manuales en castellano son Pefia (2001), Pefia (2002) y Pefia y
Romo (1997).



1. Introduccion



ﬂ‘ De (S,%B, P (-)) a un modelo de probabilidad: historia en simbolos 1

S — RX
(B, P()— {f«(z:0), 6 €O}

Llamamos Soporte al conjunto Rx de posibles valores de la v.a.

Llamamos Modelo de Probabilidad a la familia o coleccién de funciones de
densidad
®={fc(2;0), 0 €O, z€Rx}

Llamamos Espacio Paramétrico al conjunto 8 € ® de posibles valores de
los parametros de las funciones de densidad.



Modelado empirico 2

1. Postulamos a priori una familia de densidades como mecanismo
estocdstico subyacente.
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Modelado empirico 2

Postulamos a priori una familia de densidades como mecanismo
estocdstico subyacente.

a) debemos elegir aquel Modelo de Probabilidad mas adecuado a
los datos
= histograma — fx (z;0)
= datos pueden restringir Ry y espacio paramétrico, ®

b) Elegimos una familia (no una funcién en particular)
® = {fc(z;0), 0 €O, x € Rx}

donde los pardmetros son desconocidos.



Modelado empirico 2

Postulamos a priori una familia de densidades como mecanismo
estocdstico subyacente.

a) debemos elegir aquel Modelo de Probabilidad mas adecuado a
los datos
= histograma — fx (z;0)
= datos pueden restringir Ry y espacio paramétrico, ®

b) Elegimos una familia (no una funcién en particular)
P ={fx(z;0), 0 €O, z€Rx}

donde los parametros son desconocidos.

Inferencia estadistica = modelo de probabilidad (Tema 4 y siguientes)



’ﬂ‘ Inferencia estadistica

Estudiar propiedades y/o relaciones estocasticas de poblaciones

X : Renta familia Madrilena
Y : Renta familia Barcelonesa
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ﬂ Inferencia estadistica

Estudiar propiedades y/o relaciones estocasticas de poblaciones
X : Renta familia Madrilena
Y: Renta familia Barcelonesa
Podemos preguntarnos por
E (Y) = 100007; E (Y) € (8000, 15000)7;
Eyux (Y] 5000) > E (Y)?;
Var (Y) > Var (X); P(Y>X); fr(y) ~ N(uy,0%)

Conociendo fiy (z,y;8) respuesta inmediata.

Pero...
A veces sélo conocemos fxy (,y) pero no 0 (Inferenc. paramétrica)

A veces ni siquiera conocemos [y (z,y) (Inferenc. no paramétrica)



= Estimacién puntual vs Intervalo de Confianza

= Contraste de hipdtesis (T2 de la decisién")
e Paramétricos: 0 en f(x;0)
e No paramétricos: (Distribucién, Homogeneidad, Independencia)



2. Inferencia paramétrica



T Parametros y momentos: ;Qué relacién hay? 5

Momentos Tedricos (o momentos de una distribucién): valor esperado de
funciones g(X)

E (g(X)) = / 9(@) - fx (210) die



’ﬂ‘ Parametros y momentos: jQué relacion hay? 5

Momentos Tedricos (o momentos de una distribucién): valor esperado de
funciones g(X)

E (g(X)) = / 9(@) - fx (210) die

Rx
por tanto son funciones h(6;z) de los pardmetros
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’ﬂ‘ Parametros y momentos: jQué relacion hay? 5

Momentos Tedricos (o momentos de una distribucién): valor esperado de
funciones g(X)

E (g(X)) = / 9(@) - fx (210) die

Rx
por tanto son funciones h(6;z) de los pardmetros

E (9(X)) = n(6; z)

Inferencia: sobre valor de 8 mediante momentos muestrales (dada x).



’ﬂ‘ Inferencia_estadistica 6

Llamamos modelo muestral de tamano n, X, a

XE(X],XQ,...,X,J

y llamamos muestra a una realizacién de X

z = (z1,22,...,2,) € RY.

Supondremos los datos observados como realizaciones del modelo muestral
(i.e., una muestra).



Modelo estadistico

1. Modelo probabilistico
Ix, (74 0)
2. Modelo muestral

X =(X1,Xo,...,Xp)
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Ix, (74 0)
2. Modelo muestral

X = (X'11X27--~7Xn)

Distribucién conjunta
de X

fX(mv 0)

Datos observados (muestra)
x = (r1,22,...,%n)

Realizacién de X
(un punto del soporte R”.)




Modelo estadistico

1. Modelo probabilistico
fX, (74 0)
2. Modelo muestral

X = (X'11X27--~7Xn)

Distribucién conjunta
= | de X

fX(mv 0)

]

Datos observados (muestra)
x = (r1,22,...,%n)

Realizacién de X
(un punto del soporte R”.)

Inferencia estadistica

» Estimacién
= Contrastacién

= Prediccién




’ﬂ‘ Estadistico

Llamamos estadistico a una funcién del modelo muestral
9(X1, Xo, ..., X)) = g(X);

es por tanto v.a.



'ﬂ‘ Estadistico

Llamamos estadistico a una funcién del modelo muestral
g(Xla X27 °oo 7X’n,) = Q(X)~

es por tanto v.a.

Sus momentos respecto al origen son

E / / fX (x,0)dxy - - - dxy,

donde x = (21, z3,...,2,) € R%.



’ﬂ‘ Muestreo aleatorio simple 9

El muestreo aleatorio simple (m.a.s.) supone que X,; son idéntica e
independientemente distribuidas

X, ~iid; i=1,...,n.



'ﬂ Muestreo aleatorio simple 9

El muestreo aleatorio simple (m.a.s.) supone que X; son idéntica e
independientemente distribuidas

X; ~ iid; 1=1,...,n.
Por tanto, f«, (z) = fx,(2)--- = fx, () = fx(z);

es decir, cada x; proviene de una misma poblacién.



'ﬂ Muestreo aleatorio simple

El muestreo aleatorio simple (m.a.s.) supone que X; son idéntica
independientemente distribuidas

X; ~iid; i=1,...,n.

Por tanto, fx, (z) = fx,(z) - = fx, () = fi(@):
es decir, cada x; proviene de una misma poblacién.
Ademds (por la independencia)

n

Ix1,Xn (@1, - Tn) = H Ix, (z) = (fx (z))"

=1

Mx,, . x, = [[Mx, = (Mx)"

i=1



3. Estimacién puntual y por intervalos (repaso)



Supongamos una muestra aleatoria simple (m.a.s.)
= (21,22,...,Ty);
realizacién del muestreo aleatorio simple (modelo muestral)

X = (X1, Xs,...,X,) con fx(x;0).

Buscamos un valor para el vector 8 que “de algiin modo” es mas acorde
con la muestra .



'ﬂ‘ Estimador puntual

x es una de las posibles realizaciones de X.

11



’ﬂ‘ Estimador puntual

ax es una de las posibles realizaciones de X.

Buscamos una regla que elija un valor de @ para cada x.
R% (S}

Espacio muestral Espacio paramétrico

estimacion: 0 = g(z1,22...,2,) = g(x)
» (Resumen de algiin aspecto de la informacién muestral)

estimador: 6 — 9(X1, Xo,..., X)) = g(X)

11



’ﬂ‘ Estimador puntual de la esperanza

Primera muestra ﬂ

S
A /4 Y /A
\
9 e =106 [106

Tercera muestra

AN o]~z
115

= Modelo muestral: (X, X, X3)

= Estimador: 6 = (X1 + X2+ X3)/3

= Primera muestra: = (10,12,11)

= Estimacién con primera muestra: 6 =11
(es un valor puntual, una realizacién de 5)

Boxmodels (Sumas y medias)

12


http://ecocuan.ccee.ucm.es/cursos/claroline/document/goto/?url=%2FSoftware%2FJAVA%2Fpaginas_java%2Fboxmodel.html

Existen infinidad de posibles estimadores.
= problema de la eleccién (Insesgadez, eficiencia).
e Mixima verosimilitud
e Minimos cuadrados
e Método de los momentos
e Otros.

13



Existen infinidad de posibles estimadores.
= problema de la eleccién (Insesgadez, eficiencia).
e Mixima verosimilitud
e Minimos cuadrados
e Método de los momentos
e Otros.

Estimacién puntual es tan sélo una realizacién de 6.
Estimacién puntual es poco informativa.

13



Existen infinidad de posibles estimadores.
= problema de la eleccién (Insesgadez, eficiencia).
Maéxima verosimilitud
Minimos cuadrados
Método de los momentos

[ )
[ )
[ )
e Otros.

Estimacién puntual es tan sélo una realizacién de 6.
Estimacién puntual es poco informativa.

Podemos decir mas si conocemos la distribucién de 6.

13



T Estimador por intervalos 14

Buscamos una regla que elija, para cada x, un conjunto de valores que

pueda contener el verdadero valor de 8 con cierta probabilidad.
Rx (S}

Espacio muestral Espacio paramétrico
Deseamos que:
= el conjunto sea pequefio (precisién)

= |a probabilidad de que el verdadero O pertenezca al conjunto sea
grande (confianza)



’ﬂ‘ Estimador por intervalos 15

de tal manera que

donde
= (1 — a) es el nivel de confianza.

Buscamos que (1 — ) sea grande; y (A, — 1) sea minimo.
(Generalmente se fija (1 — a) y se busca que (6 — 1) sea minimo.)

Necesitamos la distribucién de g( X ,,))



4. Distribuciones asociadas al muestreo (repaso)

4.1. Distribucion de la media muestral



’ﬂ‘ Distribucion de la media muestral: bajo normalidad 16

ESTIMADOR DE LA ESPERANZA CUANDO LA VARIANZA ES CONOCIDA

Sea X ~ N (,u, 02) con o2 conocida.

Emplearemos como estimador de E (X) la media aritmética

g(Xl,...,X

H'M

donde

o tipificando




Distribucion de la media muestral: bajo normalidad 17

i)
DADO UN NIVEL DE CONFIANZA CALCULAMOS EL INTERVALO
Puesto que ET/% ~ N(0,1).
Pla< %_M <b|=1—-«a
a/\n

i i

i
zZa 0 Zi_a
1-3

~, O
wE [J: + —=24/2|; con probabilidad 1 — a.
Vn



Entonces

Intervalo de confianza: ejemplo 18

X, : Renta familia Madrilena i
n=16; > x;=2536; X, ~ N(u,250);
(1 — a) =095 = zp.975 = 1.96

/2
2536 | v250, o] _ [151,025; 165,975]
16 ~ /16


http://ecocuan.ccee.ucm.es/cursos/claroline/document/goto/?url=%2FSoftware%2FJAVA%2Fpaginas_java%2Fboxmodel.html

Entonces

Intervalo de confianza: ejemplo

X, : Renta familia Madrilena i
n=16; > x;=2536; X;~ N(u,250);
(1 — a) =095 = zp.975 = 1.96

V2
2536 | v250, o] _ [151,025; 165, 975]
16~ /16

Célculo con muestras A, B, C, ...

~A

0 =150,5 — [143.025; 157.975]

18
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’ﬂ‘ Intervalo de confianza: ejemplo

X, : Renta familia Madrilena i

n=16; > x;=2536; X;~ N(u,250);

(1 — a) =0.95 = zp.975 = 1.96
Entonces

V2
2536 | v250, o] _ [151,025; 165, 975]
16~ /16

Célculo con muestras A, B, C, ...

' =150,5 — [143.025; 157.975]
55 =164 - [156.525; 171.475]

18
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Entonces

Intervalo de confianza: ejemplo

X, : Renta familia Madrilena i
n=16; > x;=2536; X;~ N(u,250);
(1 — a) =095 = zp.975 = 1.96

V2
2536 | v250, o] _ [151,025; 165, 975]
16~ /16

Célculo con muestras A, B, C, ...

' —150,5 — [143.025; 157.975]

5 —164 - [156.525; 171.475]
2° =155 o [147.525; 162.475]

18
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’ﬂ‘ Intervalo de confianza: ejemplo

X, : Renta familia Madrilena i
n=16; > x;=2536; X;~ N(u,250);
(1 — a) =095 = zp.975 = 1.96

Entonces
2536 =~ v/250
—— + ——1.96| = [151,025; 165,975]
16 V16

Célculo con muestras A, B, C, ...

' —150,5 — [143.025; 157.975]
5 —164 - [156.525; 171.475]

2° =155 o [147.525; 162.475]

“verdadero valor” es = 155,2 (pero es DESCONOCIDO!!!)
Boxmodels (Intervalos de confianza)

18
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menor precision!!



19

En economia generalmente se dispone de una lnica muestra (no hay

laboratorio)
Si queremos aumentar el nivel de confianza...

(1 = Oé) =0.99 = 29995 = 2.57

entonces
/72
02.57] = [153,81; 174,158]

7+
T NG

menor precision!!

Dado 1 — a podemos aumentar la precisién de dos formas

1. disminuir o2 (politica de distribucién de rentas)

2. aumentar n (tamafio de muestra)



4.2. Distribucion de la varianza y la cuasi-varianza muestral



’ﬂ‘ Distribucion de la varianza muestral: bajo normalidad

ESTIMADOR DE LA VARIANZA
Sean X; ~iid. N (u, 02), con p 'y 0% desconocidos.
Emplearemos como estimador de Var (X;) el estadistico:

(X —7)? ns®  (n—1)s2

_ _ _ 2
g(X1,...,X,) = '2_1 = =5 T o~ Xn-y)
donde
~ 1< =
2 _ 7} : X, _7
S ni:1( i x) )

= 1 & ~
§2 = Z(X, —7)? (insesgado).

20



’ﬂ‘ Distribucion de la varianza muestral: bajo normalidad

CALCULO DEL INTERVALO Puesto que

(n— 1)5A2

2
o2 " Xn-1

Fijado (1 — ) buscamos a y b tales que

P(ag(n_21)52§b>(1a)

a

0 Xg X1-g
2(n—1) s*(n—1)
2

X(n—-1,1—a/2) X%nq,a/z)

entonces o2 € l 1 con prob.

21



4.3. Distribucion de la media muestral cuando la varianza NO es
conocida



ff  Distribucién de la media muestral: bajo normalidad (varianza desconocida) 22

ESTIMADOR DE LA ESPERANZA CUANDO LA VARIANZA NO ES
CONOCIDA

Sea X, y sean Var (X) y E (X) desconocidas.
Emplearemos como estimador de E (X) el estadistico:

LT H

8l)

g(Xla"'vXn) =

~tp_1.



fi  Distribucién de la media muestral: bajo normalidad (varianza desconocida) 23

CALCULO DEL INTERVALO Puesto que

L~ it
\/s2/n

Fijado (1 — ) buscamos a y b tales que

P(agg—hgb =(1-a)

[N

entonces

I E [E + th_1,0/2 -\/sz/n] con Prob. = (1 — a).



4.4. Otras distribuciones



’ﬂ‘ teorema central del Limite 24

Sean X1, X>,..., X, con E (X;) = p;, con Var (X;) = o2 con fx, (z;)
cualquiera; entonces si Y= X + Xo +...+ X,

Y_Eﬂi d N

o
Yy S N(ZM, Zgg).

(0,1);

por lo tanto



Tablas resumen de varios estadisticos



Pardmetro  Estadistico pivote Distribucién  Intervalo de confianza

P " N(0, 1) Pt 2o/ B

Pa
n
p1—pp  BTRLBLIR) N() 1) prts,, AL+ 22
P1<11+ 2
ni no

Cuadro 1: Intervalos de confianza para proporciones; (¢ = 1 — p)



Parametro Estadistico pivote Distribucién Intervalo de confi

= % N(0, 1) T+ za\/02/

O conocido

s E—m) T+ ta /82
oY tn—1 TEta 5%/

O desconocido

2 32 £n-l) 2n-
o (n—1)s%/o Xn—1 2 e B
1-g &
p1 — p2 (B1=82)— (i1 —pi2) N(0, 1) Br—datzay Dt
01, O2conocidas ﬁ+ﬁ ’ : ’
M1 — H2; (T1—T2)—(p1—p2) o 52
 TEmrEE tn+m—2 T1—7To it% s
o17#02 °1 _;'_2
n m
1 — H2;3 T1—T2)—(p1—
[IJ ,u 3 (wl wz) (MlA N2) tn+m72 T1—Totta denomin:
T1=02 (n=Dsft(m-1sF | :
— (4]
5 si/oi _ 519 Fr1,m—1
o2 2702 22 g2 n—i,m=




5. Trasparencias

Lista de Trasparencias

1 De (5,8, P(:)) a un modelo de probabilidad: historia en simbolos
2 Modelado empirico

3 Inferencia estadistica

4 Esquema Parte de Inferencia

5 Pardmetros y momentos: ; Qué relacién hay?

6 Inferencia estadistica

7 Inferencia estadistica

8 Estadistico
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10 Estimacién
11 Estimador puntual
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18 Intervalo de confianza: ejemplo



19
20
21
22
23
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Intervalo de confianza: ejemplo

Distribucién de la varianza muestral: bajo normalidad

Distribucién de la varianza muestral: bajo normalidad

Distribucién de la media muestral: bajo normalidad (varianza desconocida)
Distribucién de la media muestral: bajo normalidad (varianza desconocida)
teorema central del Limite

Partes del temario
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Partes del temario

Tema 1 IntEctr-TO1
Tema 2 IntEctr-T02
Tema 3 IntEctr-T03
Tema 4 IntEctr-T04
Tema 5 IntEctr-T05
Tema 6 IntEctr-T06
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