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Este es un material de apoyo a las clases. En ningtn caso sustituye a los libros de texto que figuran en
el programa de la asignatura; textos que el alumno debe estudiar para afrontar el examen final con ciertas
garantias de éxito.

El programa se cubre con los siguientes capitulos de libro de texto Novales (1997)":

Capitulos 1 a 3: Estos temas han sido cubiertos en asignaturas anteriores, y debido a su bajo nivel de
complejidad no se verdn en clase (aunque forman parte del programa).

Capitulos 4 a 6: Estos temas han sido cubiertos en las asignaturas Estadistica I y II. Se realizara un
breve repaso en clase (una semana o semana y media como méximo), asumiendo que el alumno es
capaz de preparar por su cuenta esta parte.

Capitulos 7 y 8: completos

Capitulo 9: secciones 9.4 a 9.6

1Otros excelentes manuales en castellano son Pefia (2001), Pefia (2002) y Pefia y Romo (1997).
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Seccién 1: Introduccion 2

Capitulos 10 y 12: completos

Tema 4. Repaso a las Distribuciones de Funciones de Variables Aleatorias. Distribuciones
Asociadas al Muestreo. Distribuciones Asintéticas
(1 semana como mucho, se supone que los alumnos ya conocen parte o todo)

Capitulos 8 y 9 del manual de Alfonso Novales “Estadistica y Econometria”

Introduccién.

Distribucién de combinaciones lineales de variables aleatorias

Distribucién de la media muestral. El caso Normal.

Distribucién de combinaciones lineales de variables Normales independientes.

Distribuciones asociadas a Normales tipificadas. Las distribuciones chi-cuadrado y ¢ de Student.
Distribucién de la varianza y cuasivarianza muestrales en poblaciones Normales

Distribucién de diferencias de medias muestrales

Distribucién F de Fisher-Snedecor

© 2 NS T WD

Convergencia de sucesiones de variables aleatorias. Ley de los grandes niimeros, teorema de Slutsky
y Khintchine y Teorema Central del limite.

Capitulos 8 y 9 de Novales (1997), también puede consultar Pena (2001, Capitulos 5, 7 y 8); Lépez
Cachero (1992, Capitulos 23, 24, 25, 26, y 29); Mittelhammer (1996, Capitulos 5, y 6); Casella y Berger
(2002, Capitulo 5); Spanos (1986, Capitulos 11 y 12); Spanos (1999, Capitulos 11 y 12); Rao (2002, Seccién
3.b)

1. Introduccion

ﬂ De (S,%, P (:)) a un modelo de probabilidad: historia en simbolos 1

S — RX
(%’ P()) - {f¥ ($§9)7 069}

Llamamos Soporte al conjunto Rx de posibles valores de la v.a.
Llamamos Modelo de Probabilidad a la familia o coleccién de funciones de densidad

O ={f(x;0), 0O, xcRx}

Llamamos Espacio Paramétrico al conjunto 8 € © de posibles valores de los parametros de las funciones
de densidad.

'ﬂ Modelado empirico 2

1. Postulamos a priori una familia de densidades como mecanismo estocastico subyacente.

a) debemos elegir aquel Modelo de Probabilidad més adecuado a los datos
= histograma — f (x;0)
= datos pueden restringir R y espacio paramétrico, @

b) Elegimos una familia (no una funcién en particular)
= {f(x:0), 6 €O, xRy}

donde los parametros son desconocidos.

2. Inferencia estadistica = modelo de probabilidad (Tema 4 y siguientes)
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Inferencia

Estimacién Adecuacién P
Estadistica

Modelo

Estimacién

del Modelo Estadistica

o Test hip6tesis
Estadistico del Modelo

Prediccién

Simulacién

Especificacién

!

Datos observados

i Correcta especificacién?

Figura 1: Esquema del proceso de modelado empirico

0 Inferencia estadistica 3

Estudiar propiedades y/o relaciones estocésticas de poblaciones

X : Renta familia Madrilena
Y : Renta familia Barcelonesa

Podemos preguntarnos por
E (V) = 100007; E (V) € (8000, 15000)7;
By (V] 5000) > E (V)7
Var (Y) > Var (X);  P(Y'>X);  fr(y) ~ N(uy,0%)

Conociendo f, (z,y;0) respuesta inmediata.

Pero...

A veces s6lo conocemos fy, (x,y) pero no 6 (Inferenc. paramétrica)
A veces ni siquiera conocemos fx (z,y) (Inferenc. no paramétrica)
ﬂ Esquema Parte de Inferencia 4

= Estimacién puntual wvs Intervalo de Confianza

= Contraste de hipdtesis  (“T? de la decisién”)

e Paramétricos: 0 en fy(z;0)
e No paramétricos: (Distribucién, Homogeneidad, Independencia)

Inferencia estadistica obtiene conclusiones a partir de los datos observados (la informacién muestral).
Mediante distintos procedimientos deducimos la ley estocéstica que ha generado los datos observados.

2. Inferencia paramétrica

ﬂ Parametros y momentos: ;Qué relacién hay? 5

Momentos Tedricos (o momentos de una distribucion): valor esperado de funciones g(X)
B(o(0) = [ gla)- . (@:8)do
Rx
por tanto son funciones h(0;z) de los pardmetros
E (9(X)) = n(6; z)

Inferencia: sobre valor de @ mediante momentos muestrales (dada x).
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Los momentos de una distribucién se definen en funcién de la esperanza matemética de funciones g(X);
es decir, en el caso continuo:

E (g(X)) = / o) - fi (:0) da,

TERx
y en el caso discreto;

E(9(X) = Y g(x) fe(@:0)= Y g(x)- Px(x:6).

zeRx z€ER x

Por tanto, los momentos tedricos son funcién de los pardmetros @ de las funciones de densidad.

A su vez, los momentos tedricos estan relacionados con los momentos muestrales de la estadistica
descriptiva (media, varianza, etc.)

Todo esto nos permite indagar sobre los valores de los parametros desconocidos @ a través de las
medidas de estadistica descriptiva.

Eligiendo formas especificas para g(X) :

gX)=X" g(X)=(X-E(X));  g(X)=€"; ...

donde r =1,2,... y t € (—k,k); obtenemos distintas h(0) relacionadas con momentos de fy (z;8).

ﬂ Inferencia estadistica 6

Llamamos modelo muestral de tamano n, X, a

X EE(XH,)(%...,XZJ

y llamamos muestra a una realizacion de X

z = (z1,22,...,2,) € RY.

Supondremos los datos observados como realizaciones del modelo muestral (i.e., una muestra).

0 Inferencia estadistica 7

Modelo estadistico
1. Modelo probabilistico
Fe (2::0) Distribucién conjunta de X
x; Wiy

fX(m70)

2. Modelo muestral

X =Xy, Xo,...,X,)

]

Inferencia estadistica

Datos observados (muestra)

x=(T1,22,..,%Tn)

. <y Estimacion
Realizacién de X "

(un punto del soporte R?) = Contrastacién

» Prediccion

Recuérdese el ejemplo de la geometria euclidea (modelo estadistico), la pared los datos) y la indagacién
sobre la longitud de su diagonal (valor de ciertos pardmetros) del Tema 1.
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ﬂ Estadistico
Llamamos estadistico a una funcién del modelo muestral
g(X]7X27 LR 7X71) = g(X)7

es por tanto v.a.
Sus momentos respecto al origen son
E ([o(X)]") = / . / 9(@)]" fx (@, 0)de, - du,
X

donde = = (x1,22,...,2,) € R%.

ﬂ Muestreo aleatorio simple

El muestreo aleatorio simple (m.a.s.) supone que X; son idéntica e independientemente distribuidas
X; ~iid; i=1,...,n.
Por tanto, fx, (z) = f, (z) -+ = fx, (z) = fx();

es decir, cada z; proviene de una misma poblacion.
Ademsds (por la independencia)

Fxia @y z) = [T f (@) = (f (@)
i=1

3. Estimacién puntual y por intervalos (repaso)

ﬂ Estimacién
Supongamos una muestra aleatoria simple (m.a.s.)

T = (1,22, ..,Zn);
realizacién del muestreo aleatorio simple (modelo muestral)

X = (Xy,Xo,...,X,,) con fx(x;0).

Buscamos un valor para el vector 8 que “de algin modo” es méas acorde con la muestra .

10

ﬂ Estimador puntual

x es una de las posibles realizaciones de X.
Buscamos una regla que elija un valor de 8 para cada x.

Espacio muestral Espacio paramétrico

estimacién: 0 = g(z1,22...,2,) = g(x)

= (Resumen de algin aspecto de la informacién muestral)

estimador: 0 = g(X1, Xo, ..., X)) = g(X)

11
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ﬂ Estimador puntual de la esperanza 12

Primera muestra /\
(1] —~

=11

8|

///A-’

Segunda muestra

— =106 [0.6

Tercera muestra

A ] - 712 A
11.5

» Modelo muestral: (X1, X2, X3)
» Estimador: § = (X1 4+ X0+ X3)/3
s Primera muestra: = (10, 12,11)
= Estimacién con primera muestra: 0 =11
(es un valor puntual, una realizacién de {’9\)
Boxmodels (Sumas y medias)

ﬂ Estimador puntual 13

Existen infinidad de posibles estimadores.
= problema de la eleccién (Insesgadez, eficiencia).
e Maxima verosimilitud
e Minimos cuadrados
e Método de los momentos
e Otros.

Estimacion puntual es tan sélo una realizacion de 6.
Estimacion puntual es poco informativa.
Podemos decir mas si conocemos la distribucién de 6.

ﬂ Estimador por intervalos 14

Buscamos una regla que elija, para cada «, un conjunto de valores que pueda contener el verdadero valor
de 0 con cierta probabilidad.
Rx G}

Espacio muestral Espacio paramétrico
Deseamos que:
= el conjunto sea pequeno (precision)

= la probabilidad de que el verdadero 0 pertenezca al conjunto sea grande (confianza)



http://ecocuan.ccee.ucm.es/cursos/claroline/document/goto/?url=%2FSoftware%2FJAVA%2Fpaginas_java%2Fboxmodel.html

Seccién 4: Distribuciones asociadas al muestreo (repaso)

ﬂ Estimador por intervalos 15
[1(8), 1(02)] = 9(X ()
de tal manera que
P(h(@) <0 <h(@)) = (1-a)
donde
= (1 — «) es el nivel de confianza.

Buscamos que (1 — «) sea grande; y (9/\2 - HAl) sea minimo.
(Generalmente se fija (1 — a) y se busca que (62 — 1) sea minimo.)
Necesitamos la distribucion de g(X,,))
4. Distribuciones asociadas al muestreo (repaso)
4.1. Distribuciéon de la media muestral

16

'ﬂ Distribucién de la media muestral: bajo normalidad

ESTIMADOR DE LA ESPERANZA CUANDO LA VARIANZA ES CONOCIDA

2

Sea X ~ N (u7 02) con ¢° conocida.

Emplearemos como estimador de E (X) la media aritmética
1 n
g(X1,....X,)=T = EZXZ

donde

o tipificando

Ejemplo 1.
DISTRIBUCION DEL ESTIMADOR DE MEDIA MUESTRAL BAJO NORMALIDAD CUANDO LA VARIANZA ES

CONOCIDA
Sea & m.a.s. entonces X; ~ i.i.d. Vamos a derivar la distribucién por dos procedimientos

1. Mediante la funcién generatriz de momentos
M-=(t) =E (eti) —E (et(X1+---+Xn,)/n> —F (e%X1+---+£Xn>

=Mx, .. x,(t/n) T HMX,L(t/n) ? (Mx (t/n))"

indep. indent. dist.
Si, ademds, X ~ N(u,02), entonces My () = etrta(t t?0%) y
Ma(t) = (M (t/n))" = (ennt3G70D)" = etk 30750

2
T~ N (u, J)
n
2. Como combinacién lineal de Normales
Por una parte, E (X;) = u y Var (X;) = 02 ya que = es m.a.s.; entonces

E(%) E(iiX) :%ZE(Xj):%iu:,u
i=1 i=1

por tanto



Seccién 4: Distribuciones asociadas al muestreo (repaso)

y
~ 1 Z 1 1
Var (T> == ﬁ Var (X,) = ﬁnUQ = 50'2

Por otra, puesto que T es combinacion lineal de normales, T se distribuye normal.

Por tanto
~ 0'2
T~N||pu —|.
n
’ﬂ Distribucién de la media muestral: bajo normalidad 17
DADO UN NIVEL DE CONFIANZA CALCULAMOS EL INTERVALO
T—p

Puesto que aidm ™~ N(0,1).

T —
Pla< H <b|=1—-«

o/vn

i i
Z1_ o
1 2

i
zZ o 0
2

Za/2:| ; con probabilidad 1 — a.

~ o
54 %
uE{x Jn

La simetria de la funcién de densidad de una varaible aleatoria con distribucién N (0, 1) implica que

Raf2 = TR1—(a/2)-
'ﬂ Intervalo de confianza: ejemplo 18
X, : Renta familia Madrilena 4
n=16; > x; =2536; X; ~ N(u,250);
(1 — a) =095 = 29975 = 1.96
+ —1.96

Entonces
2536 /250
— = [151,025; 165,975]
16 V16

Célculo con muestras A, B, C, ...
7' =150,5 — [143.025; 157.975]
=164 — [156.525; 171.475]

T
25 =155 - [147.525; 162.475]

Boxmodels (Intervalos de confianza)
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Seccién 4: Distribuciones asociadas al muestreo (repaso)

ﬂ Intervalo de confianza: ejemplo

En economia generalmente se dispone de una tinica muestra (no hay laboratorio)
Si queremos aumentar el nivel de confianza...

(1 — Oé) =0.99 = zg.995 = 2.57

entonces

N /2

T+ L7 257 =[153,81; 174,158
NG

menor precision!!

Dado 1 — « podemos aumentar la precisién de dos formas
1. disminuir o2 (politica de distribucién de rentas)

2. aumentar n (tamafio de muestra)

19

4.2. Distribucién de la varianza y la cuasi-varianza muestral

Distribucién chi cuadrado: Sea X ~ N(0,1). ;Cémo es la distribucién de ¥ = X??

Fy(y) =P(Y<y)=P(X*<y)
= P(-F < X < )
=Fx (V) — Fx(—(¥))
=Fx(v/(y) - 1= Fx(+/(v))
— 2P (\/(y)) — 1

y derivando
1 1 1 1
. =2 — = ——e 2Yy7 2, >0

Que es la funcién de densidad de una chi cuadrado con un grado de libertad

Yexty
En general, la funcién de distribucién de una chi cuadrado con r grados de libertad es:
1
- - (r/2)—1_—z/2. >0
5@ = 5mra 79 co s

cuyos momentos son

p=r o2=2r
y cuya funcién generatriz de momentos es

M(t) = (1—2t)""/? para t < 1/2
EJERCICIO 1. Sean X7, Xo, ..., X, independientes y con distribuciones X%n)? x%w), ..
mente. Demuestre que
n
V=2 Xi~ X

1=1
n

donde r =" | 7.

Solucion:

Pista. use la funcién generatriz de momentos de Y.

EJERCICIO 2. Sean X1, Xo,..., X, independientes y con distribuciones N (y11,0%), N(u2,03),

respectivamente. Demuestre que
(X ),
V=3 S~ Xy,
1=1 i

Solucidn: Es suma de n cuadrados de X; ~ N (0, 1).

. X%T") respectiva-

Ejercicio 1

covy N(pin,02)

Ejercicio 2
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ﬂ Distribucién de la varianza muestral: bajo normalidad 20

ESTIMADOR DE LA VARIANZA
Sean X; ~iid. N (u, 02), con p1 'y % desconocidos.
Emplearemos como estimador de Var (X;) el estadistico:

n = 5 5
(X;—7)2 ns?  (n—1)s?
g(X'l"'an):Zi:7:7’“X%n_1)

o2 02 o2
i=1
donde
~ 1 & -
52 = o Z(Xi -7)%
i=1
y R 1 n
§2 = (X; —7)* (insesgado).
n—1
1=1
2
Sabemos que > ., (X’;Q”) ~ X(Qn); por lo tanto
2 ~ 2 \2
X,—n X, —T+T—np
Z?:l( gl) :Z?:l( T;Tl) =
=0

=3 (XF%>2 + 2 (§_M>2 +230, Ke)Eow)

Z X,—% 2 z I 2 Z X, = 2 = " 2

- 5 (55) 0 (2) -zn (55) + (32)
_1( o ) o =1 o 7o

—_———

2 v.a.s indep. (Spanos, 1999, pp. 623) estadistico g(X)

~Xt)
Asi pues, Mx?") (t)=E (etg(X) . etX?l)) =E (etg(X)) . MX%I) por independencia; y entonces

(1—2t)""2 = Myx) - (1-26)7% = Myx)=(1-2t)" "= H/2

N2
es decir, g(X) =>"" (%) ~ X%nfl)
Mientras n 2
> (57)
- pu (n)»

~\ 2
" (X, - s
Z - ™ X(n-1);
=1

ello es debido a que las desviaciones con respecto a la media muestral no son todas independientes ya que

Y (Xi—7)=0

'ﬂ Distribucién de la varianza muestral: bajo normalidad 21

resulta que

CALCULO DEL INTERVALO Puesto que

(n— 1)5A2 2
o2 T Xn-y

Fijado (1 — «) buscamos a y b tales que

P(agm_wgb):(l—a)

o2

0 Xg Xi-g
2(n—1) X (n—1)

X(anl,lfa/Z) ’ X%nfl,a/2)

entonces o2 € l ] con prob. = (1 —«)
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4.3. Distribucion de la media muestral cuando la varianza NO es conocida

ﬂ Distribucién de la media muestral: bajo normalidad (varianza desconocida) 22

ESTIMADOR DE LA ESPERANZA CUANDO LA VARIANZA NO ES CONOCIDA

Sea X, y sean Var (X) y E (X) desconocidas.
Emplearemos como estimador de E (X) el estadistico:

T—p
g(Xlw . ~7X71) = 7" tn—1-
s2/n
SiZ~N(0,1)y Ve~ X%n—l); entonces
Z t
= 1.
V/n-1) "
Por tanto,
T—p -
o/ /n T—p
— — — ~tp—1
(n—1)s? 52/TL
o2(n—1)
ya que
7o u (-2
U/\/ﬁNN(O,l), y TNX(n—l)
1 Distribucién de la media muestral: bajo normalidad (varianza desconocida) 23

CALCULO DEL INTERVALO Puesto que

entonces

IS Fi tnl,a/z-\/sa/n] con Prob. = (1 — a).

La simetria de la funciéon de densidad de una variable aleatoria con distribucién ¢-Student con n grados

de libertad, ¢, implica que &, o2 = — tyn,1-a/2 -

4.4. Otras distribuciones

ﬂ teorema central del Limite 24
Sean X, X5,..., X, con E (X;) = p;, con Var (X;) = o2 con fx, (x;) cualquiera; entonces si ¥ =
Xi+Xo+...+ X,

y_ )

Y- kN N(0,1);

v 4 N(Zm, ZO’?).

por lo tanto

Distribucién F: Sean X ~ N(ui,0?)y Y~ N(uz,03) independientes.
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Sean dos muestras de tamafios m y n, entonces
2/ 2
s1/01

53 /03

~L'm—-1, n—1-

Y ~ Binomial (n, p) es suma de n v.a. X; ~ Bernulli (1) p (con E (X;) = p y Var (X;) = pq );* entonces
Binomial (n, p) 4 N(np, npq)

o también
Y—mnp 4

e N(0, 1)

Para proporciones, si definimos 7 = > X, /n

X
Zn *p: —P

Vpg/n  \/pg/n

siempre que n grande y p y q alejados de 0 y 1 aproximacién valida

K0

<4 N(O, 1)

Tablas resumen de varios estadisticos

Parametro Estadistico pivote Distribuciéon Intervalo de confianza

D ;i; N(0, 1) Pt 2o/ 2L

)

5

(1—52)—(p1—p2) — ———

pP1— D2 e N(0, 1) PL—D2tza)2y) T+ oagt
P1491 +P2q2
ni n

Cuadro 1: Intervalos de confianza para proporciones; (¢ =1 — p)

Parametro Estadistico pivote Distribuciéon  Intervalo de confianza
Hs @ _u) N(0,1 g Vo?
T Ezar/0%/n
O conocido \Vo?/n ( ’ ) 2 /
s () tn1 T +tan/s2/n
Odesconocido 5 /’I’L 2
~ 2 2
2 5/ 2 2 s?(n—1) s*(n—1)
o n—1)s?/o —, ———
( )52/ Xn—1 Xf,% Iy
1 — 2 a7 — _ 2 2
g (E1-85) (i) N(0,1) B—tatag | D42
01, Ogconocidas o} | o3 2
St
M1 — H2; T1—To)— — _ _ 52 52
g (@1 =%2) — (1 —p2) b2 1 —Fatia \) 1422
0'1?5‘72 5% sg 2
Eo
1 — H2; Ty —Ta)—(p1—
M /u’ (Il I2) (#1 #2) tn+m—2 T1—To*ta denominador
o1=02 (n—1)s2+(m-1)s3 , | 2
ntm—2 (W"'ﬁ)
2 5 2 5 2 > >
o s1/01 _ 5193 3 0% _ .53
p S 2 52 Fr1m—1 Fom < 5<Fy=
1 s3 /03 53 071 57 1 57

Cuadro 2: Intervalos de confianza para poblaciones normales

2donde ¢ = (1 — p)
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10 Estimacién
11 Estimador puntual
12 Estimador puntual de la esperanza
13 Estimador puntual
14  Estimador por intervalos
15 Estimador por intervalos
16 Distribucién de la media muestral: bajo normalidad
17 Distribucién de la media muestral: bajo normalidad
18 Intervalo de confianza: ejemplo
19 Intervalo de confianza: ejemplo
20 Distribucién de la varianza muestral: bajo normalidad
21 Distribucién de la varianza muestral: bajo normalidad
22 Distribucién de la media muestral: bajo normalidad (varianza desconocida)
23 Distribucién de la media muestral: bajo normalidad (varianza desconocida)
24 teorema central del Limite
25 Partes del temario
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A. Relacion entre la distribucién de Poisson y la Binomial.

Sea X ~ Poisson (A\) una v.a. que mide el nimero de sucesos en un periodo fijo T' (por ejemplo N° de
llamadas recibidas en 10 horas). Podemos dividir el tiempo total T' en intervalos cada vez més pequetios (10

periodos de una hora, 600 periodos de un minuto, 36000 periodos de un segundo, ...). Entonces podemos
considerar X como una binomial donde p es la probabilidad del suceso en cada uno de los intervalos, y el
namero de repeticiones n = 10 en el primer caso, n = 600 en el segundo caso, ...; donde

E(X)=np
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si llamo A = np, entonces p = \/n.
Por tanto, podemos aproximar una binomial a una poisson del siguiente modo:

rao= () () ()

y tomando limites

® —-1)--- 1 A\ "
lim Py(aj):)\— lim n(n—1) )\(ZJFIJF ) <1—>
n— oo ! n—oo (1 _ E) xT n
donde
lim (1 — >\> =2
n— oo n
y

Asi pues, en el limite
A
P, (z)==e? x=0,1,2,...
x

que es la funcién de cuantia de una Poisson (Demostacién de Pena, 2001, pp. 172) (Véase también Novales,
1997, pp.210).

Partes del temario

= Tema 1 IntEctr-T01
= Tema 2 IntEctr-T02
= Tema 3 IntEctr-T03
= Tema 4 IntEctr-T04
= Tema 5 IntEctr-T05
= Tema 6 IntEctr-T06
= Tema 7 IntEctr-T07
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