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Este es un material de apoyo a las clases. En ningtin caso sustituye a los libros de texto que figuran en
el programa de la asignatura; textos que el alumno debe estudiar para afrontar el examen final con ciertas
garantias de éxito.

El programa se cubre con los siguientes capitulos de libro de texto Novales (1997)*:

Capitulos 1 a 3: Estos temas han sido cubiertos en asignaturas anteriores, y debido a su bajo nivel de
complejidad no se verdn en clase (aunque forman parte del programa).

Capitulos 4 a 6: Estos temas han sido cubiertos en las asignaturas Estadistica I y II. Se realizard un
breve repaso en clase (una semana o semana y media como méximo), asumiendo que el alumno es
capaz de preparar por su cuenta esta parte.

Capitulos 7 y 8: completos
Capitulo 9: secciones 9.4 a 9.6

Capitulos 10 y 12: completos

1Otros excelentes manuales en castellano son Pefia (2001), Pefia (2002) y Pefia y Romo (1997).



Probabilidad multivariante

Tema 2. Variable Aleatoria Bidimensional.
Introduccion. Variable aleatoria bidimensional.

Distribuciones de probabilidad de tipo discreto. Conjuntas y marginales.
Distribuciones de probabilidad de tipo continuo. Densidades conjuntas y marginales.
Calculo de probabilidades conjuntas.

Momentos conjuntos. Covarianza y coeficiente de correlacion lineal.

Variables aleatorias condicionadas. Leyes de probabilidad condicionadas.

Momentos condicionados. Esperanza y varianza condicionada.

® NS e W

Esperanza condicionada como funcién de X o como variable aleatoria. Uso de su funcién inversa.
Aplicacién de cambio de variable unidimensional.

9. Aproximacion lineal de la Esperanza condicionada. El predictor lineal 6ptimo.
10. Funciones generatrices de momentos en el caso bivariante.
11. Cambio de variables en distribuciones bivariantes. Ejemplos.

12. Distribuciones multivariantes

1. Introduccion

Una buena introduccién aparece en (Spanos, 1999, Cap. 1).

ﬂ Modelo Teérico vs Mundo Real 1

;Cuanto mide una linea pintada sobre la diagonal de una pared? (mundo real)
A .- Teorfa matemadtica (Geometria Euclidea=Teorema de Pitdgoras)
B.- Modelo tedrico (representacién abstracta de la pared)

Del modelo podemos inferir una respuesta tentativa midiendo los lados

El “mundo” tedrico y el “mundo” real son distintos. El tedrico suele ser méas simple, y en dicha simplicidad

radica su utilidad. Las respuestas que podemos obtener con el modelo tedrico no son reales; pero a veces
son suficientemente buenas como para resultarnos utiles.

Piense en la pared de un edificio construido con bloques de piedra cuadrados (con un metro de lado
cada uno). Imagine que alguien quiere pegar cinta adesiva a lo largo de la diagonal. ;Cuantos metros de
cinta necesita?

En la Geometria Euclidea (modelo matematico) hay un resultado que dice que (en el plano) la suma
del cuadrado de las longitudes de los catetos es igual al cuadrado de la longitud de la hipotenusa (Teorema
de Pitdgoras); y que la diagonal divide un rectdngulo dos tridngulos rectdngulos.

Supongamos un modelo tedrico para la pared: la pared es plana y con forma de rectingulo. Bajo este
marco tedrico, un calculo sencillo es medir el n® de bloques de la base y de la altura de la pared; y emplear
el teorema de Pitdgoras. {Se ajusta la respuesta a la realidad?. .. Desgraciadamente No.

Si la pared fuese perfectamente plana (las paredes suelen alabearse) y perfectamente rectangular (los an-
gulos no suelen ser de exdctamente 90 grados) entonces la respuesta seria correcta; pero las irregularidades
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de la pared alejan el modelo tedrico de la realidad. No obstante, la aproximacién suele ser suficientemente
buena como para que nos resulte 1til.

En estadistica y econometria (incluyendo las series temporales) no estamos interesados en estudiar lon-
gitudes (como en el ejemplo anterior), sino regularidades en sucesos que nos resultan aleatorios; es decir,
queremos estudiar regularidades en el azar de los sucesos.

Las regularidades son de tres tipos

1. Distribucion: jcuan probables son cada uno de los resultados posibles de un suceso o acontecimiento?
Dependencia (o Independencia): jafecta un resultado particular a las probabilidades de otros sucesos?

3. Heterogeneidad (u Homogeneidad?) ;La distribucién de las probabilidades de un suceso o aconteci-
miento es igual que la de otro? ;Cambia dicha distribucién con el tiempo?

ﬂ Regularidades en el azar 2

Azar: incertidumbre sobre cada resultado particular de un fenémeno

Regularidad: persistente regularidad en comportamiento de resultados

Regularidad en el azar®
1. Distribucion

2. Dependencia (o Independencia)

3. Heterogeneidad (u Homogeneidad")

Lanzamiento de un dado ;plastico o plastilina? octave

%(véase Spanos, 1999, Capitulo 1)
bIdéntica distribucién (ID)

Ejemplo 1. Piense en el lanzamiento de un dado:
1. Distribucién: por argumentos de simetria podemos deducir lo siguiente. Puesto que todas las caras
son similares, ningin resultado debe ser mas probable que otro. Por tanto, todos los resultados deben
tener la misma probabilidad. Es decir, la distribucién debe ser uniforme.

2. Dependencia (o Independencia): El resultado de un lanzamiento no altera las caracteristicas del dado.
Por tanto las probabilidades no deben cambiar (el argumento de simetria se mantiene). Es decir, los
sucesivos lanzamientos son independientes entre si (las probabilidades no cambian).

3. Heterogeneidad (u Homogeneidad®): El razonamiento anterior nos indica que las distribuciones de
probabilidad son homogeneas para todos los lanzamientos. Es decir todos los lanzamientos tienen
idéntica distribucién (ID).

Piense, para cada uno de los puntos, si esto se mantiene cuando el dado es de plastilina (nétese que en
cada lanzamiento las caracteristicas del dado cambian, pues las caras se van deformado por los golpes).

Ejemplo 2. De manera similar, mirando el Cuadro 1, podemos deducir que la suma del lanzamiento de
DOS dados debe tener distribucién triangular: de los 36 posibles resultados sélo uno suma 2, sélo 3 suman
3, s6lo 3 suman 4, etc. (Distribucién triangular).

Ademés, el resultado de un ensayo de lanzamiento no afectard al siguiente ensayo! (No nos ayuda a prever
el resultado del siguiente ensayo: Independencia)) y nada nos hace suponer que el comportamiento de los
dados vaya a cambiar conforme transcurre el tiempo o el nimero de ensayos (Homogeneidad).

Piense denuevo si esto se mantiene cuando el dado es de plastilina.

2Idéntica distribucién (ID)
31déntica distribucién (ID)
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1 2 3 4 5 6

1 (1,1 (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
2 (2,1) (2,20 (2,3) (24) (2,5) (2,6)
3 31 2 (33) (34) (35 (36
4 (41) (42) (43) (44) (45 (40
5 (51) (52 (53) (54) (55 (5,6)
6 (6,1) (6,2) (6,3) (6.4) (6,5) (6,6)

Cuadro 1: resultados elementales en el lanzamiento de dos dados

ﬂ Lanzamiento de dos dados 3

Distribucién, Independencia, Homogeneidad

T T T
Suma de dos da>< os X

x* >

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

octave

En la simulacion realizada por ordenador del lanzamiento de 2 dados 200 veces, se puede observar que los
resultados mas frecuentes son los ntimeros préximos a 7 y que, por el contrario, los nimeros mas alejados
a 7 son menos frecuentes. En el histograma se vé claramente esta caracteristica referente a la Distribucion
triangular.

Si usted tapa parcialmente la figura de los sucesivos resultados el ultimo dato observado no le ayuda a
anticipar como sera el siguiente resultado: los lanzamientos son Independientes.

Si usted compara la primera parte del grafico con la segunda, no hay diferencias significativas en el
comportamiento: Homogeneidad

ﬂ Lanzamiento de dos dados 4
Distribucién triangular
35
‘ ‘ ST ma de dos dados ==
30 b
25 — b
20 1
15 1
10 - b
5 Il Il Il Il Il Il
2 4 6 8 10 12
octave
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ﬂ . Regularidades en fenémenos econémicos? 5

= Lanzamiento 2 dados:
e Distribucién (triangular)
e Independencia, Homogeneidad (I.I.D.)

= ;Regularidad en fenomenos econdmicos?
e No podemos derivar una dist. a priori

(ej.: mediante argumentos de simetria)
e Con frecuencia resultados dependientes; y condiciones cambian con el tiempo (Heteregonei-
dad).

» Indice de cotizaciones NASDAQ:
Distribucién (campaniforme para la tasa de variacién), Dependencia, Heterogeneidad

La deduccién “a priori” del posible comportamiento de fenémenos fisicos sencillos es algo frecuente en
estudios experimentales ... ;podemos esperar algo semejante con los fenémenos econémicos?
Aunque no podamos deducir “a priori” el comportamiento, podemos observar regularidades dentro del
“posible” azar con que se han sucedido las observaciones.

Ejemplo 3. El nivel del indice NASDAQ parece depender del nivel en el mes anterior (Datos mensuales
de octubre de 84 a agosto de 2003. Fuente S&P); asi, es posible prever que el indice en el mes siguiente
estard alrededor del nivel del mes corriente. Por otra parte, parece que la volatilidad de la serie depende
de la volatilidad inmediatamente anterior.

Mirando la tasa de variacién del indice NASDAQ, podemos ver que su nivel se mantiene alrededor de
cero, y la banda de variacién parece relativamente constante, pero existen clusters de volatilidad (la tltima
parte de la muestra es cldramente més volatil o inestable); por tanto hay heterogeneidad en la distribucién.

Viendo el histograma de la tasa de variacién se puede observar que su distribucion es campaniforme
(seguramente una ¢ de Student).

1t indice NASDAQ 6

Dependencia
5000 T T T T

500 - b

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1986 1988 1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004

media, banda de variacién
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Objetivo: identificar patrones de regularidad en datos.

homogeneidad (H).

B.- Modelo estadistico
» frecuencias relativas « distribucién (N,U,x?,...)
» impredicibilidad < independencia (I) o dependencia
» semejanza en pautas <> homogeneidad (ID) o heterogeneidad
Descripcién de la dependencia y la heterogeneidad
(variables — econometria o bien pasado reciente — series temporales)

Inferencia estadistica con Modelo estadistico y los datos.

ﬂ Tasa de Variacién del Indice NASDAQ 7
Heterogeneidad, Dependencia
0.3 T T T T T T T T
g
5 02r b
7]
<
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8
2
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= |
ho)
g
=) i
>
Q
°
<
g i
H
. 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1986 1988 1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004
media, banda de variacién, clusters
ﬂ Tasa de Variacién del Indice NASDAQ 8
Distribucién (Campaniforme)
8 Estadlstlco contraste de normalidady \/ NASDA —_
- L X3 =19.2, valor p 0.00007 N(0.01,0.07) — |
6 |- —
l—
5 |- -
4 |- —
3 |- —
2 |- -
1F \'\ b
o= \/ I I I . .
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2
0 Estadistica y Econometria 9

A.- Teoria matematica: Probabilidad. Formaliza conceptos de distribucion (D), independencia (I) y

Modelado empirico

= Modelo estadistico: conjunto de asunciones probabilisticas (D, I, H)

es una descripcion tentativa del mecanismo de azar que ha generado los datos. Con ella pretendemos

recoger la informacion sistemdtica de los datos.
Para seleccionar un modelo necesitamos

1. reconocer las regularidades exhibidas por los datos
2. capturar esa regularidades con un modelo estadistico apropiado

Las técnicas graficas son muy importantes en esta fase.
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= con frecuencia hay discrepancias entre los conceptos tedricos de la teoria econdmica, y las series
de datos disponibles, que miden algo que puede ser muy distinto. (la teoria hace supuestos ceteris
paribus que no se dan en la realidad, dificultades en la medicidn inherentes al concepto (funciones
de utilidad, etc.).)
Como ejemplo: el concepto de demanda frente a cantidades efectivamente intercambiadas (véase
Spanos, 1995)

1. ;Cdémo han sido recogidos los datos?

L Qué es lo que se ha medido?

;Cudles son las medidas y la escala?

. Cudl es el periodo muestral?

. Qué conexién hay entre lo medido y su correspondiente concepto teérico?
6. ¢Cual es la naturaleza y calidad de los datos?

Ot L

= Nunca se deben deducir conclusiones sin contrastar previamente la correcta adecuacion estadistica
del modelo postulado.

= La sintesis entre el modelo estadistico (D, I, H) y la teorfa econémica es lo que llamaremos modelo
€conomeétrico.

2. Espacio de probabilidad

Una buena introduccién aparece en (Spanos, 1999, Cap. 4).
Ademés de los capitulos 4 a 7 de Novales (1997), también puede consultar Pena (2001, Capitulos 4 y
6) Lopez Cachero (1992, Capitulos 17 a 20) Mittelhammer (1996, Capitulos 1 a 3)

Supongamos el siguiente experimento aleatorio ( )
Ejemplo 4. £: Lanzamiento de una moneda dos veces.
Sucesos de interés: cualquier resultado:

O R A R )

Espacio de sucesos (y, o, y no):

%:{{(@@)}, {n} {xo)} {(xn)},

(que ocurra cualquier cosa — suceso seguro )

e

e

{(@.0)(

{(©.©),(+.0), (x5}, {(©%),(+,0), (x5},
S

0

(que no ocurra nada — suceso imposible )}

EJERCICIO 1. Escriba el conjunto de sucesos de interés, y el espacio de sucesos, si s6lo nos interesan que
“ambos lanzamientos muestren el mismo resultado”.

Solucion: Sucesos de interés:
a={©0)} 4={(x)}
Espacio de sucesos (y, o, y no):

B = {S, 0, A1, As, (A1UAy), Ay, Ay, (AlﬁAQ)}
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es decir
B = { (que ocurra cualquier cosa — suceso seguro )
(que no ocurra nada — suceso imposible ),

}, { x,4)}, {(0,0),(x, %)},

S
0 (
{@
{ ), (%, +)} {(@,@),(@,-1-)7(-5,@)}
{@

»ol}}

Llamamos ley (o funcidn) de probabilidad P (-) a la funcién:
P():%B — [0,1]

Ejercicio 1

que verifica
[Axioma 1] P(S) =1
[Axioma 2] P (A) > 0, para cualquier suceso A € B

[Axioma 3] Aditividad contable. Para cualquier sucesién numerable de sucesos A; € B, i = 1,2,... tales
que A, NA; =0, paratodo i # j, i,j =1,2,...

(00) - S

Ejemplo 5. [Lanzamiento de dos monedas: (continuacién del Ejemplo 4 en la pdgina anterior)]
Ezperimento aleatorio, £: Lanzamiento de una moneda dos veces.
Sucesos de interés: cualquier resultado.
Ley de probabilidad (si la moneda no estd trucada, ie. P (®) =1/2):

para () 0
para S 1
para (@,@)}, {(©,+)}, {(+,©)}, {(a,,-p)}, 1/4
p(y={ paa {(©,0),@ 1)}, {(©,0),(x.0)}, {(©,0),(+.4)}, 1/2 2.1)
para {(©, %), (%,©)}, (@,+),(+,+)}, {(+,+),(+,©)}, 1/2
para (@,@)7(©7+),(+,©)}, (@,@),(©,+),(+,+)}, 3/4
para (@,@),(+,©),(+,+)}, (©,+),(+,©),(+,+)} 3/4

EJERCICIO 2. [Continuacién del anterior ejercicio] Escriba la ley de probabilidad del Ejercicio 1 en
la pagina anterior si la moneda no estd trucada, i.e., P (®) =1/2.
Solucion: FExperimento aleatorio, £: Lanzamiento de una moneda dos veces.
Sucesos de interés: ambos lanzamientos con mismo resultado.
Ley de probabilidad (si la moneda no estd trucada, ie. P (®) =1/2):
para () 0
para S 1

P()={ para (@,@)}, {(+,+)}, 1/4
para < (®@, %), (¥, @)y,
para {(©,0),(©, ), (x,©) }, {(©,%), (+,©), (%, %)} 3/4

Ejercicio 2

EJERCICIO 3. [Variacién del ejercicio anterior] Escriba el conjunto de sucesos de interés, el espacio
de sucesos y la ley de probabilidad si sélo nos interesan resultados en los que “ambas monedas muestran
lo mismo” pero suponinedo que P (®) =3/4.
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Llamamos espacio de probabilidad a la terna
(S,%B,P())
es decir
espacio muestral: contiene resultados elementales del experimento aleatorio £.

espacio de sucesos: contiene sucesos “de interés” y sus combinaciones (y, o, y no).

ley de probabilidad: indica cuan probable es cada suceso contenido en 8.

2.1. Probabilidad condicionada

(Cémo varia el espacio de probabilidad, (5,9, P (-)), cuando disponemos de informacién adicional?
Informacién adicional: A = “el primer lanzamiento ha sido cara”

1. el nuevo espacio muestral es: Sy = {(@, 9), (6, -x-)}

2. el nuevo espacio de sucesos es:
Ba= {54 0, (©,0), ()}
3. la nueva ley de probabilidad condicionada

1 para Sz

0 para ()
Pat)=91/2 para B = (@,@)}

1/2  para C = (@,-k)}

0 Probabilidad condicional 10

El nuevo espacio de probabilidad es
(SA7 %A7 PA())
(Podemos derivar la nueva ley de probabilidad condicionada a partir de (S,B, P (-))?

_ _ P(ANnB)
para P (A) > 0; donde P (+) es la ley de probabilidad original.
De (2.1) tenemos que
P(ANB P{1(©,0) Lo
ru({lo0) = piai = raee OOy
@ p({ee)n@n}) 2

tal como aparece més arriba.
'ﬂ Independencia 11

Cuando el conocimiento del suceso A no afecta a las probabilidades del suceso B decimos que A y B son
independientes.
Decimos que los sucesos A y B son independientes si:

P(A|B) = P(A) (2.3)

Usando (2.2) podemos deducir que A y B son independientes si:
P(ANnB)=P(A)-P(B). (2.4)

EJERCICIO 4. Demuestre que se verifica la Ecuacién 2.4 cuando A y B son independientes.

EJercicio 5. Demuestre que
P(A|B)y=P(A) < P(B|A)=P(B)
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ﬂ Leyes de probabilidad conjunta y marginales 12
Lanzamiento de dos monedas
= Espacio Muestral producto
S2) ={(9,0),(®, %), (¥, ©), (¥, ¥)}
= Leyes de probabilidad marginales
1* moneda ‘ ©® * 2% moneda ‘ ® *
P() 1/2 1/2 P() ]2/3 1/3
= Ley de probabilidad conjunta
(1* moneda, 2% moneda) | (©,©) (@,%) (¥,0) (¥,%)
Py 2/6  1/6  2/6  1/6
ﬁ Leyes de probabilidad conjunta, marginales y condicionadas 13
Py () 2% moneda
2/6  1/6 | 1/2
o
1° moneda 2/6  1/6 1/2
Py | 2/3 1/3 | 1
.Son independientes?
ﬂ Probabilidad conjunta y marginal 14
renta \ edad | (18 —35) (36 —55) (56 —70) | Pi(")
pobre 0.20 0.10 0.15
mediana 0.10 0.25 0.05
rico 0.01 0.06 0.08
Py(-) | |1
1. jQuien soy?
2. ;Que edad tengo?
i Que renta tengo?
3. Variables aleatorias
ﬂ Concepto de Vble. aleatoria 15

preserva la estructura de B (y, o, y no).

X() S—>RX
X(s) — x; tal que A, = {s: tales que X(s) <z} €B

Ry es el soporte de X.

Variable aleatoria: funcién que asigna ntmeros a elementos del espacio muestral .S, de manera tal que

Nota 1. Una funcién continua de una variable aleatoria también es variable aleatoria, pues g(X(-)) es a
su vez una funcién que asigna nimeros a sucesos?, y verifica las condiciones de la transparencia anterior.

4Estrictamente se requiere que la funcién g(X(-)) sea una funcién del Borel (Para més detalles véase Spanos, 1986,

capitulo 6)
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Por tanto podemos denotar g(X(+)) como una nueva variable aleatoria:

Y(-) =g(X(:) : S — Ry tal que A, = {s: tales que Y(s) <y} € B,

3.1. Variables aleatorias discretas

Funcién de cuantia: es una ley de probabilidad. Se define como la funcién que asigna a cada valor del
soporte R la probabilidad de los sucesos que dan lugar a dicho valor del soporte.

Py(o): Ry — [0, 1]
Pi(x) — P(s: X(s)=2x)

Funcidn de distribucién: es una ley de probabilidad. Se define como la funcién que asigna a cada valor
b del soporte R la probabilidad acumulada, es decir, la suma de las probabilidades que asigna la funcién
de cuantia a todos los valores menores o iguales a b

F.(): Ry — [0, 1]
Fe(b) — Y Pi(x) =P (4) =P (X <b)
TE€Rx
z<b
0 Funcion de cuantia y funcién de distribucion 16

Funcion de cuantia:

Funcion de distribucion:

Ejemplo 6.
Una variable aleatoria que toma los valores uno y cero con probabilidades p y ¢ (donde ¢ = 1 — p)
respectivamente. Por tanto su funcién de cuantia es:

p*(1 —p)t=® paraxz =0, 1

Py (z;0) = {

donde 0 <p < 1; 0.17
y su funcién de distribucién:

0 para otros valores de z

0 siz<O
Fi(z)=<Kp si0<z<l1
1 sil<z

Una v.a. con esta ley de probabilidad se dice que tiene distribucion de Bernulli, o que es una v.a de
Bernulli.
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ﬂ Funcién de cuantia: Distribucion Bernull: 17
1 -
Py (z;0), 0=0.6—
0.8 |
E
< 0.6
F
)
Q
© 04
B}
0.2
0 | |
-1 0 1 2
X
0.18 octave
ﬂ Funcion de distribucién: Distribuciéon Bernull: 18
1 —
Fx(xz;6), 6=0.6 -
0.8
E
< 0.6
z
)
2
S 04r —_—
[a W
0.2
0 L 1 1
-1 0 1 2
X
0.17 octave

3.2. Variables aleatorias continuas

Funcién de densidad (v.a. continuas) En el caso de v.a. continuas, la probabilidad de un punto es
siempre cero (si no, la funcién de distribucién darfa saltos —una demostracién formal aparece en )

Por ello la funciéon de densidad tiene una interpretaciéon “ligeramente” distinta a la de la funcién de
cuantia. Valores elevados de la funciéon de densidad en alguna regién del soporte, indican una mayor
densidad en la distribucién de probabilidad en dicha regién.

Anélogamente a (3.1), acumulando la probabilidad sustituyendo el sumatorio por una integral tenemos

ﬂ Funcién de densidad y funcién de distribucién 19
Funcién de distribucién:  Fy (b)) = P (X <)
Funcién de densidad: fy (z), es una funcién continua y positiva que verifica

P(X<b)=Fy(b)= / fx(z)dx paratodo b € Ry.

zERx
z<b

Ya que fy (z) continua, tenemos: dF;‘;C(I) = fx(x)
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ﬂ Funcién de densidad 20

P(a<a<b)= [’ fx(z)dzr = Fx(b) — Fx(a)

S
>

1 Funcién de densidad: Distribucién Normal (Gaussiana) 21

1.2

=TT
NNl
qul\DuO
Q99
NN N

o
o
T

densidad de probabilidad
o
~
T

0.2

0.0 ———
4.0 -30 20 -1.0 00 1.0 20 30 40

A resolver en clase

EJERCICIO 6. [Novales (1997, pp 159)] Sea fy (z) = 2%, 0<z <6

(a) verifique que fy (z) es una funcién de densidad

(b) Calcule P (X > 3)

(c¢) Calcule P (X > 5)

(d) Si Aeselsuceso X > 5y Beselsuceso X > 3 calcule P (A| B). Compare con la probabilidad anterior.

A resolver en clase
EJERCICIO 7. [Novales (1997, pp 167)] Tomado el ejercicio anterior, calcule la funcién de distrubucién.

'ﬂ Variables aleatorias: {Una gran simplificacién! 22
Con las variables aleatorias hemos logrado una enorme simplificacién
X(-):S—=Rx
(S.B, P () — Ry, Fi())
0 mejor. . .
X(-):S—R
(5,%B, P () — (Rx, fx(2))
Preferimos la simplificacién
X(+):S—Rx
(5,%B, P () — (Rx, fx(2))
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ya que podemos ver la funcién de densidad como la contrapartida tedrica de los histogramas de la estadistica
descriptiva.

Por otra parte, la funcién de distribucién estaria relacionada con el diagrama acumulativo de frecuen-
cias.

ﬂ Variables aleatorias: jUna gran simplificacién! 23
Ejemplo: (Tasa variacién ind. NASDAQ) Pasamos de modelo tipo (S,B, P (-))

= S(result 1: a comprarfa n acciones A a precio. .. cuando ayer. ..),

= B(que ocurra resultado 1 y 2 pero no 3, etc.)

L] P() (la probabilidad de que ocurra 1y 2 pero no 3 es ...)

(a través mercado de valores) a otro més sencillo: Tasa de Variacién NASDAQ se distribuye Normal®.

X(+):S—Rx
(RX7 fX (J?, 0))7

(57%7P ())

donde Ry = (—o0, o0), @ = (u, ¢?) y

2—1)?
fo(@:0) = g exp { 5582

%en realidad su distribucién es mas parecida a una t-Student

TT De (5,8, P(-)) a un modelo de probabilidad: historia en simbolos 24

S — RX
(%’ P()) - {fx ($§9)7 069}

Llamamos Soporte al conjunto Rx de posibles valores de la v.a.
Llamamos Modelo de Probabilidad a la familia o coleccién de funciones de densidad

= {f(2:0), 0O, xRy}

Llamamos Espacio Paramétrico al conjunto 8 € © de posibles valores de los parametros de las funciones
de densidad.

ﬂ Modelado empirico 25

1. Postulamos a priori una familia de densidades como mecanismo estocastico subyacente.
a) debemos elegir aquella familia mas adecuada a los datos
= histograma sugiere funcs. dens. fy (z;0)
= datos pueden restringir
e espacio paramétrico, @
e el soporte, Ry Ry (si porcentaje, soporte [0, 1])

2. Elegimos una familia, no una funcién en particular
b ={fc(x;0), 0 €O, z€Rx}
los pardmetros son desconocidos.

3. Inferencia estadistica = valores de los parametros Tema 4 y siguientes.

4. Variables aleatorias bivariantes

Vector aleatorio Sean X e Y dos variables aleatorias definidas sobre los espacios de probabilidad
(51,81, Pi(+)) v (S2, B2, Py(+)) respectivamente, i.e.,

X(-): Sy — R de manera que X *((—o0,z]) € B, para todo z € R
V() : S — R de manera que Y~ '((—00,y]) € By, para todo y € R

con funciones de distribucion

Pi(s: X(s) <a) = Fu(2); Paz:¥(2) <y) = B (y)
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Entonces, si definimos el conjunto de pares de sucesos (un suceso de %87 junto con un suceso de B1):
(s5,2) € By = By x By;
la funcién que asigna un par de nimeros reales (z,y) a cada par de sucesos (s, z); de manera que el primer
nimero es x = X(s) y el segundo y = Y(z) :
es un vector aleatorio (una v.a respecto a (o) ); es decir una variable aleatoria bivariante con soporte:
R%, =R, xR,

TT Vector aleatorio 26

Sean X e Y definidas sobre  (S1,B1,Pi()) v (S2,B2, Pa("))
Entonces, si definimos el conjunto de pares de sucesos:

(5,2) € By =By x By;

la funcién

Z(,) . %(2) — Rz,

(s,2) = (X(s),Y(2))

es un vector aleatorio (una v.a respecto a 2B )); con soporte conjunto: R2, =R, xR,.

Funcién de distribucion: dadas X e Y definidas sobre (S1,B1, Pi(+)) y (S, Ba, Py(+)), una la funcién
de distribucién conjunta es una ley de probabilidad que asigna a cada par (b,c) del soporte R%  la
probabilidad acumulada, es decir, la probabilidad de todos los pares tales que

F (7) : R%{) - [07 1]
Fo (w,y) — Pay((s, 2) : tales que X(s) <z y que conjuntamente Y(z) < y)
donde P (5)(-) es una funcién de probabilidad sobre la o-dlgebra 2 (5); y donde (s, z) € B(9), y (v,y) € R2.

ﬂ Vector aleatorio: funciéon de distribucién 27

El vector aleatorio (v.a. bivariante)

tiene funcién de distribucién®:
FXY('a ) : Ri& - [07 1]
Fo (z,y) — P2)((s,2) : donde X(s) <zy Y(z) <y)

% funcion de distribucion conjunta de X e Y

En el caso de vectores aleatorios discretos, podemos definir la funcién de cuantia conjunta:

Funcién de cuantia conjunta: es una funcién que asigna a cada punto del soporte R? . la probabilidad
de los sucesos que dan lugar a dicho valor del soporte.

PYY('7 ) : Ri’y - [Oa 1]
Py, (z,y) — P2)((s, 2) : tales que X(s) = 2 y que conjuntamente Y(z) = y)

1 Variables discretas: Funcién de cuantia conjunta 28

En el caso univariante: Py (z) = P (s; tales que X(s) = x)

En el caso bivariante:

Py (Z, y) = P(Q)((Sa Z); tales que X(S) =, Y(Z) = y)
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ﬂ Funcién de cuantia: ejemplo 29
Lanzamiento de dos monedas:

Sl = {*a ©} _ _
S = {+ 0} ycon P(¥)=P(®)=1/2
Definamos las v.a.: “sale cara”, “sale cruz”:
X(0,0)=X(0,%)=X(¥,0)=1 X(¥,%)=0
Yo, ¥) =Y(O,%) =Y(¥,0)=1 Y(0,9)=0
Las funciones de cuantia univariantes son:
T ‘ 0 1 ‘ Y ‘ 0 1 ‘
P.(z) | 025 0.75 | P, (y) [ 025 0.75 |
ﬂ Funcién de cuantia conjunta: ejemplo 30
Sucesos que verifican: (X =z, Y =y);
donde (z,y) € RZ, = Ry x Ry
(X=0,Y=0)—10 = P« (0,0) =0,
(X=0,Y=1)—{(x, %)} = P« (0,1) =0.25,
(X=1,Y=0—{(0,0)} = Py (1,0) = 0.25,
X=1L,Y=1)—-{O,%),(+0)} = P.(1,1)=0.50
Es decir, funcién de cuantia conjunta:
y\z | 0 1
0 0 0.25
1 10.25 0.50

Funcién de cuantia conjunta refleja la dependencia (o independencia) entre las v.a.

EJERCICIO 8. Verifique si son independientes las variables aleatorias X Y de la trasparencia anterior.

ﬂ Funcion de cuantia: Bivariante 31

0.17
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ﬂ Funcién de distribucién y funcién de cuantia conjuntas 32
Py (z,y) | Y=0 VY=1
X=0 0/4 1/4
X=1 1/4 2/4
Fu (a,b) = P(X < a,Y <b)
F(1.5,05)= P(X<15Y<0.5)
= Py (0,0) 4+ Py (1,0)
= 0+1/4=1/4
calcular otros puntos (por ejemplo (0,0), (1,1), (-1,1.5),...)
ﬂ Funcién de distribucién: Bivariante 33
—_ /“ .
S /S
o
.\\\ L
0.18
A resolver en clase
EJERCICIO 9. Sean X e Y variables aleatorias discretas con funcién de cuantia conjunta
Py (z,y) = (22 +y)
donde R, = {0,1,2} e R, ={0,1,2,3}
(a) Encuentre el valor de la constante ¢
(b) Calcule Py, (2,1)
(c) Calcule P (X >1,Y<2)
(d) Calcule P(X +Y =1)
(e) Calcule P (X +Y < 3)
ﬂ Variables continuas: Funcién de densidad conjunta 34

Funcién de densidad conjunta, fy (z,y), de X e Yes la funcién continua y positiva que verifica

P(X<a Y<h)=Fy(@b)= ([ fo(oy)dedy

(z,y)ERY
z<la
y<b

para todo (a,b) € R2 .

Ya que fy (x,y) continua, tenemos
OFy (2,y)
= fo(2y).

dxdy
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ﬂ Funcion de densidad conjunta

= I'l;.;’\;‘\‘\\\
N
2

0.5 E\\\
IR

0.20

35

A resolver en clase

EJercicio 10. La funcién de distribucién conjunta de una exponencial bivariante es:

Fo(ry)=1l—e®—e¥4+e 7Y, x>0,y>0,

Calcule su funcién de densidad.

Solucion:
d2
for (2,9) _da:dy (e Ve VT —eT T4 1)
d
d7y (efa: _ efyf:v) —e Y7

A resolver en clase
EJerciciO 11.

(a) Dibuje la siguiente funcién de densidad conjunta uniforme

for (2, y)

k si0<z<4ylO<y<?2
0 en el resto de casos

(b) Cuanto vale la “altura” k

A resolver en clase
EJERCICIO 12. Sea la siguiente funciéon de densidad

k si0<zr<2y<d4
0 en el resto de casos

fw(l',y) = {

(a) Calcule el valor de k
(b) Calcule P(Y > 1).

Solucién numérica con octave

A resolver en clase
EJERCICIO 13. Sea la funcién de densidad continua,

ko si0<z<y<?2
0 resto

Indique cémo calcularia la siguiente probabilidad: P (X + Y < 1).
Calculo numérico de la probabilidad con octave

A resolver en clase

Ejercicio 10



Seccion 4: Variables aleatorias bivariantes 20

EJERCICIO 14. Sean X e Y variables aleatorias con funcién de densidad conjunta fy- (x,y) para algin

valor concreto de k:
o (2y) = kEosi—l<zx<]; -1<y<l1
oY= o resto de casos

Determine la probabilidad de los siguientes eventos:
(a) 2X-Y>0.
b X24+v?<i1

Pista. X* +Y? < r define un circulo de radio r centrado en (0, 0), y con érea igual a 772,

(¢)  X?+4+Y%< 1,y simultdneamente 2X — YV > 0.

Calculo numérico de la probabilidad con octave

A resolver en clase
EJERCICIO 15. Sean X e Y variables aleatorias con distribucién conjunta fy (z,y). La integral sobre su

soporte conjunto R, es:
1 ezl
/ / for (2, y) dy da.
—1 $2

ﬂ Propiedades de las leyes de probabilidad bivariantes 36

Dibuje el soporte R .

caso continuo (funcién de densidad)

> 0 para todo (z,y) € R2.,
fb1. fxy(x,y){_ P ( y) :

=0 en el resto de casos

2. [[ fo (z,y)dydz =1

R2.,,
(z,y)ER% y
z<a; y<b

caso discreto (funcién de cuantia)

> 0 para todo (x,y) € R2 .
fbl. PXY(:E,y){_ P (@)

=0 en el resto de casos
fb2. ZZ(z,y)eRinXY (x,y)=1
fb3 FXY (av b) = Z Z(z,y)ERi»y‘PXY (xv y)

z<a; y<b

A resolver en clase
EJERCICIO 16. Sean X e Y variables aleatorias con distribucién conjunta fy (x,y). La integral sobre su

soporte conjunto R es:
1,1
[ ] o @udy az =1,
1 Jz2

Dibuje el soporte R .
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5. Distribuciones marginales

1 Distribuciones conjuntas y marginales: ejemplo 37

Sea la siguiente funcién de cuantia conjunta:

yY\v| 0 1 2
0 [02 02 02
2 |01 01 0.2

Las funciones de cuantia marginales son:

z |0 1 2| y |0 2
P.(x) [ 03 03 04| P.(y) | 0.6 04 |

Nétese que funciones de cuantia marginales son leyes de probabilidad (suman 1)!

ﬂ Funcién de cuantia marginal 38

ﬂ Distribuciones conjuntas y marginales 39

Py, (x,y) contiene informacién sobre la relacién entre X e Y.

Puesto que son posibles muchos tipos de relaciéon entre X e Y; en general, no es posible partiendo de
P (z) y Py (y) obtener Py (z,y)

(serfa necesario decir, ademds, como se relacionan X e Y)

(lo mismo se puede decir en el caso continuo)

Anélogamente, fy, (x,y) contiene informacién sobre la relacién entre X e Y. Puesto que son posibles
muchos tipos de relacién entre X e Y; en general, no es posible partiendo de fy (z) y f (y) obtener
fxv (z,y) (serfa necesario decir, ademds, como se relacionan X e Y)

ﬂ Distribuciones conjuntas y marginales 40

Siempre es posible deducir Py (x) y Py (y) a partir de Py, (z,y):
Caso discreto:
Funcién de cuantia marginal de X

Py (z;) = Z va(xivyj)

y; ERy

Funcién de cuantia marginal de Y

Pr(y)= Y Puleiy)

z;ERx

Caso continuo:

fX(x):/e]R Jor (2, y) dy
yeky
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También es posible deducir las funciones de distribucién de X e Y a partir de la funcién de distribucién
conjunta:
Fi(z)x = lim Fy (2,y)

y—o0
F(y) = xh—>no1<> Fy (z,y).

A resolver en clase
EJERCICIO 17. [Continuacién del Ejercicio 9 en la pagina™ 18]
Calcule las funciones marginales de la siguiente funcién de cuantia conjunta

y\z| 0 1 2
0 [0/42 2/42 4/42
1 | 1/42 3/42 5/42
2 |2/42 4/42 6/42
3 ]13/42 5/42 7/42

A resolver en clase
EJERcIcIO 18. [Continuacién del Ejercicio 12 en la pagina™19]
Calcule las funciones de densidad marginales fy (z) v fy (y).

Calculo numérico con octave

ﬂ Distribuciones conjuntas y marginales 41

A\ fxykk(% y) E—

N
R

05 r

Leyes de prob. marginales pierden la informacién de otras variables
Son leyes de probabilidad (integran 1)! Calculo numérico con octave

EJERCICIO 19. Sea fy (z,y) = e * ¥, donde © > 0 ey > 0 ; es decir, Ry = (0, 00) y Ry, = (0, o0)
(distrib. exponencial bivariante). Calcule las funciones de densidad marginales de X e Y.

6. Distribuciones condicionadas

La probalidad del suceso A condicionada al suceso B es

p(a B =A0B)

R siempre que P (B) > 0.
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6.1. Caso discreto

0 Funciones de cuantia condicionadas 42
P(ANnB
P(A|B)= ED(B)) siempre que P (B) > 0.

Py (LL') , P (LU, y)

(b
P (ylb) = ——75—

para un valor b fijo, y Py (b) #0
Py (y] b) es funcién de y.
Funciones de cuantia condicionales son leyes de probabilidad (suman 1)!

ﬂ Probabilidad conjunta, marginal y condicionada 43

y\z 1 2 3 Py (y)
0 0.20 0.10 0.15
1
2

0.10 0.25 0.05
0.01 0.06 0.08
Py (x) 1

X=1: (18-35) X =2: (36—55) X =3
Y =0: pobre Y =1: renta intermedia Y =2: rico
1. jQuien soy?
2. ;Que edad tengo?

3. ;Que edad tengo si conducia un Porsche?

ﬂ Funcién de cuantia condicionada 44

i
/ s
I
\
\
s LLLLETT
N
I
Y
\
\
\

: t PX‘,,(x| 2)

A resolver en clase

EJERCICIO 20. Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional discreta, donde X e Y pueden tomar los

valores 0,1,2,3. La variable aleatoria Y hace referencia a los cambios en los ingresos, mientras que X hace

mencién a los cambios en los gastos en publicidad. Definimos las variables de la siguiente manera: ¥ = 0

si las ventas caen, Y = 1 si las ventas se mantienen, Y = 2 si las ventas suben, pero menos de un 10 %,

Y = 3 si suben més de un 10 %. De manera andloga definimos X. La ley de probabilidad conjunta viene

dada por Py, (z,y) = k(3 —x + y).

(a) Halle el valor de k para que Py, (x,y) sea una verdadera ley de probabilidad.

(b) Para el correcto valor de k, represente en una tabla de doble entrada la funcién de cuantia de la variable
aleatoria bidimensional.

(c) Calcule las leyes de probabilidad marginales de X e Y. Segin esta informacién, jes mds probable que
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las ventas bajen, se mantengan o suban?

(d) Halle las leyes de probabilidad condicionadas de Y con respecto a los diferentes valores que pueda
tomar X. ;Varian entre ellas y con respecto a la ley de probabilidad marginal de Y7 ;Que significa la
respuesta a la pregunta anterior? Si X = 0, jcambiaria la respuesta cualitativa del apartado anterior?
LY si X =27

(e) Segun el apartado anterior, jpara qué valor de X es mds probable que las ventas aumenten mas de un
10 %7 ;Para qué valor de X es mds probable que las ventas caigan? ;Nos da esto alguna indicacién
del posible signo de la relacién entre las dos variables?

(f) Definamos Z =Y — X. ;Cudl es la probabilidad de que Z > 07 ;Y de que Z =07 ;Y de Z < 07

(g) {Cémo cambian las respuestas del apartado anterior si X = 0,6 X =1,6 X =26 X = 3 (use la
informacién de las probabilidades condicionadas?)

6.2. Caso continuo

La probalidad del suceso A condicionada al suceso B se define como

P(ANB)

P(A|B)= ———=~

(A1 B)= 57

El siguiente ejercicio puede resolverse aplicando lo anterior ya que la probabilidad de la condicién es
mayor que cero:

siempre que P (B) > 0.

A resolver en clase
EJERCICIO 21. Sea la funcién de densidad bivariante

fxv (xay) - {

20z +y) sid<y<z<l1
0 en el resto del plano

Calcule P (02 < X <04 | Y <0.5).

Sin embargo, si la pregunta al ejercicio anterior hubiera sido calcular
P(02<X<04|Y=0.5);
y puesto que Y es una funcién continua y por tanto P (Y = 0.5) = 0, entonces la estrategia anterior no

hubiera sido posible ya que la probabilidad de la condicién es cero.

En los casos similares a este, en los que la condicion tiene probabilidad cero, es necesario definir una nueva
ley de probabilidad que refleje la nueva distribucién resultante cuando la condicién es cierta (por ejemplo
cuando la condicién es Y = 0.5).

ﬂ Distribuciones de probabilidad condicionadas: Caso continuo 45

Funcion de densidad condicionada

frr (aa y)

< a) = — 2
le (y | ) fX (a)
Funcion de distribucién condicionada
fYY (CL, y)
F b = . dy = — 2
v (D] a) / fux (y|a)dy / Fo@) Y
(a,y)ER% (a,y)€R% y
y<b y<b

para un valor a fijo, y fx(a) #0
Funciones de densidad condicionales son leyes de probab. (integran 1)!
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ﬂ Distribuciones condicionadas 46

I (b) //Afx\Y( z|b
/ iy

/
/
[/ ~— ~— ~— —

0.44

A resolver en clase
EJERCICIO 22. Sean X e Y con funcién de densidad uniforme igual a 2 en el tridngulo 0 <z <y < k, es

decir,
2 parra0<z<y<k
0 en el resto

fxy (LU, y) = {

Calcule lo siguiente:
a) El valor de k para que fy (z,y) sea un funcién de densidad
b) Las funciones marginales de X e YV

P (V> 4| X = a) para cualquier valor factible a € R
e) P (X > % ’ Y= b) para cualquier valor factible b € R,
P(Y>X? X>V?)

in realizar mas cédlculos, podria decir cual es la probabilidad de

f

)
)
¢) Las funciones de densidad condicionadas f, (y ] a) y fxy(z|b)
)
)
g)

(
(
(
(d
(
(
(
P(Y>X? X>Y? V>1-X)

(con decir en que proporcién es mayor, menor (o igual) a la anterior probabilidad es suficiente) (Y si
fxv (x,y) no fuera uniforme? Continuacién en el EJERCICIO 50 en la pégina”35.

A resolver en clase
EJERCICIO 23. Sea la siguiente funcién de densidad

fxr (33’ y) = {

. Cémo calcularfa la probabilidad condicionada P (Y > 0.5] X € (0.25, 0.75))?
(NO lo calcule, pero indique correctamente los érdenes de integracion)

k(r+y) si0<y<z<l
0 en el resto de casos
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7. Independencia

T Independencia 47

Caso discreto:

Caso continuo:

4
’fxy (z,y) = fx (@) £ (y) ‘

A resolver en clase
Test. Conteste a la siguiente cuestion.
1. Sean X e Y con fy (z,y) = e~*~¥ donde x e y son mayores que cero (exponencial bivariante).
(a) X e Y son independientes (b) X e Y NO son independientes

EJERCICIO 24. Sea (X,Y) una v.a. bidimensional con densidad:
fo (zy) = 1, 0<z<a, 0O0<y<a,
y cero en los demés casos.

(a) hallar el valor de a

(b) Hallar las densidades marginales de X e Y.

(c)

(d) Suponga que la funcién de densidad anterior no estd definida en un cuadrado, sino en el siguiente
recinto:

i Son las variables independientes?

0<x<%; 0<y<2.

Hallar las distribuciones marginales de X e Y bajo este nuevo recinto. ;Son distintas a las calculadas
en el apartado b)?

(e) {Son independientes las variables aleatorias X e Y del apartado d)?

A resolver en clase

EJERCICIO 25. Sean dos variables aleatorias discretas, (X,Y), que reflejan la siguiente informacién: X = 1
si se da un shock positivo de demanda en la economia y X = —1 si el shock es negativo; Y = 1 si el salario
real sube, Y = —1 si el salario real baja e Y = 0 si se mantiene. La rigidez salarial implica que los salarios
reales no se ven afectados por shocks de demanda. Segin la siguiente tabla de probabilidades conjuntas,
Jpodriamos afirmar que los salarios reales son rigidos en esta economia?

Py (,y) Y
1 0 1
© L [1/18 3/18 2/18
1|2/18 6/18 4/18
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8. Momentos conjuntos

ﬂ Momentos conjuntos: caso discreto 48

=22 o ere @) Po (@)

Respecto al origen:

=B (V) =200 e, =Y Por @)

parar, m=0,1,2 ...
Respecto al valor esperado:
prm = By ([X = Ex (X" [Y = E,(V)]™)
=3 Z(z,y)G]R%(Y (@ = )" (y = )™ - P (2, 9)

parar, m=0,1,2,...

ﬁ Momentos conjuntos: caso continuo 49

E((X. V)= [ g@y)- fo (o.:0) dedy

(z,y)€R%

Respecto al origen:
m = By (XY™ jf "y fov (2, y) dydx
R% y
parar, m=0,1,2,...
Respecto al valor esperado:
trm = E oy ([X = Ex (X)]"[Y = E,(V)]™)
= jj (= px)" (Y = )™ frr (7, y) dydz
R%v

parar, m=0,1,2,...

A resolver en clase
EJERCICIO 26. Sean X e Y variables aleatorias con distribucién conjunta fy-(x,y); y cuyo soporte conjunto
R, aparece en la siguiente figura:

Indique cémo calcularfa E (X) (indique correctamente los limites de integracién).

EJERCICIO 27. Demuestre que
(a) aro = E(X)5 do1 = E (V)
® 4 Var (X)
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8.1. Propiedades de los momentos bivariantes

’ﬂ Momentos tedricos bivariantes: propiedades 50

Eoy (X+Y) =Ex(X)+E\(Y)
Ex (X =Y)=E«(X)-E.(Y)
Ec(aX)=a-Es(X)

y si X e Y son independientes

Evy (X-Y)=E(X)-E\(Y)

Proposicién 8.1. E ., (g(X)) = E (9(X)) donde f« (z,y) # 0 para (z,y) €ER%, y fo (z,y) =0 en el
resto de casos.

Demostracion.

Bo(9(X) = [[ g@fe@ydyde= " [[ g@)fon(Y|2)- f (@) dyda

(z,y)ERZ . (z,y)€R%

= [ swr@| [ felod] e

z€Rx (a,y)ER%{y
a€Rx

— [ s@fla)ds =B (g(x)

xERx

Por esto cuando escribimos E (X) nos referimos indistitamente tanto a E  (X) como a E . (X)

A resolver en clase

EJErcIcIO 28. Teniendo en cuenta lo anterior:

(a) demuestre la primera y segunda propiedad de la trasparencia anterior .
(b) demuestre la tercera propiedad de la trasparencia anterior .

(c) Demuestre también la cuarta propiedad

A resolver en clase
EJERCICIO 29. Sean X e Y con funcién de densidad fy(x,y) y como soporte R el tridgngulo0 < 1 —z <y < 1.
;Cudl (o cuales) de las siguientes expresiones es (o son) correcta (correctas)?

L B(X) = [y, fo(z,y)dyds
2. B(X)=fyafy fo(2,y)dydz
3. BE(X) = fol z [i, o (2,y) dyda
4. 1= fol fol fo (z,y) dydx
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ﬂ Covarianza 51
El momento conjunto méas empleado es la covarianza:

Cov (X,1) = 1 = By ([X = Ex (X)][Y = E, (V)]) = 050

Propiedades de la covarianza:

Cl. Cov (X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)

C2. Cov (X,Y) = Cov (v, X)

C3. Cov (aX,Y) = aCov (X,Y) paraa € R
C4. Cov (X +Y,Z)=Cov(X,Z)+ Cov (Y, Z)

Empleando la covarianza podemos extender la propiedad V2 en la pagina 56 a v.a. no independientes:
V1. Var (aX; +bX5) = a? Var (X;) + b? Var (X5) + 2ab Cov (X, Y)

EJerciciO 30. Demuestre las propiedades de la trasparencia anterior.
Solucion: Véase los teoremas 7.1, 7.2 y 7.5 de Novales (1997). Ejercicio 30

La covarianza mide el grado de asociacién lineal entre dos v.a.

A resolver en clase
EJercicio 31. Calcular Cov (X,Y) dada la siguiente funcién de cuantia conjunta

y\e | 0 1 2 |P(y
0 |02 02 02] 06
2 01 01 02| 04
P.(z) |03 03 04| 1

ﬁ Coeficiente de correlacién 52

Una debilidad de la covarianza es que depende de las unidades de medida.
Para evitar este problema empleamos una version estandarizada:

Corr (X,Y) = py = Cov (X, 1) _ T

v/ Var (X) Var (Y) Ox Oy

Propiedades del coef. correlacién:

pl. =1 < Corr (X,Y) <1

p2. Corr (aX +b,cY +d) = Corr (X,Y), para (a,b,c,d) € R, y (a-b) >0
p3. Corr (X,Y)==41siysélosi V=a+bX, (a,b)cR%

Es una medida del grado de relacion lineal entre X e Y

Si X e Y son indep., = px = 0 (pero <).

EJercicio 32. Demuestre la propiedad pl de la trasparencia anterior para el caso de v.a. tipificadas.
EJerciciO 33. Demuestre la propiedad p2 de la trasparencia anterior.
Perfecta correlacién (p3): X e Y estan perfectamente correlacionadas, i.e., Corr (X,Y) = £1, si y s6lo

si una v.a. es funcién lineal de la otra v.a.
Demostracion. Véase la demostracién de la proposicién B.1 en la pagina™ 60 en el apéndice. O
A resolver en clase

EJERCICIO 34. Discuta la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacién: Si dos variables X, Y poseen
un coeficiente de correlacion lineal muy proximo a cero, debemos concluir que practicamente no existe
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ninguna relacién entre las dos variables.

A resolver en clase

EJErCICIO 35. (Consta de 5 apartados)

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional discreta, donde X e Y pueden tomar los valores 0, 1 6 2.
La variable aleatoria X hace referencia al volumen de venta de bebidas alcohdlicas en un chiringuito de
playa en un dia cualquiera, mientras que Y hace mencién al volumen de ventas de refrescos el mismo dia en
el mismo establecimiento. Definimos las variables de la siguiente manera: X = 0 si se vende poco, X =1
si el volumen de ventas es medio y X = 2 si se vende mucho. De manera analoga definimos Y. La ley de
probabilidad conjunta viene dada por la siguiente funcién de cuantia:

v 0 1 2
0.12 0.16 0.12
0.08 0.12 0.16

2 0.04 0.08 0.12

(a) Calcule las leyes de probabilidad marginales de X e Y. Segun esta informacién, jque situacién es mds
probable respecto a las ventas de alcohol?

X
0
1

(b) Halle las leyes de probabilidad condicionadas de X con respecto a los diferentes valores que pueda
tomar Y. ;jVarfan entre ellas y con respecto a la ley de probabilidad marginal de X7 ;Que significa la
respuesta a la pregunta anterior? Si Y = 0, jcambiaria la respuesta cualitativa del apartado anterior?
LY siY =27

(c) Calcule la correlacién entre la venta de refrescos y la de bebidas alcohdlicas. Interprete el resultado.

(d) El duefio del chiringuito considera “mal dia” a aquel en el que las ventas bajas de un tipo de bebida,
no son compensadas con ventas elevadas del otro tipo de bebida (es decir si X +V < 2 ). ;Cual es la
probabilidad de que se dé un “mal dia”?

(e) {Coémo cambian las respuestas del apartado anterior si se sabe con anterioridad que Y= 0, que ¥ =1,
6 que Y =2 (use la informacién de las probabilidades condicionadas?)

9. Momentos condicionados

ﬂ Momentos condicionados: caso discreto 53

Esperanza condicionada:

By (Y]a)= Y yPy(yla)

yERy

Varianza condicionada:

Varye (Y] a) = 3 [y~ Eve (Y] ) ]* Pox (y ] @)
yERy

—B, (1| a) - [Bys (V] @)]

A resolver en clase

EJERCICIO 36. Sea la siguiente funcién de cuantia conjunta para X e YV
x=0 0.33 0.12 0.05
x=1 0 0.25 0.25

Calcule E (X | 2).
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ﬂ Momentos condicionados: caso continuo 54

Esperanza condicionada:

E,x(V]a)= / yfux(yla)dy

yERy
Varianza condicionada:

Varyy (V] @) = / [y~ B (V] )] fon (9] @) dy

yERy

B (7] ) - [ (V1)

A resolver en clase
EJERCICIO 37. Sea la siguiente funciéon de densidad condicionada

kr si0<y<uaz, paraz € (0,1)

fvx(Yx):{ .

0 en el resto de casos

. Cémo calcularia el valor esperado de Y condicionado a que X tomase un valor arbitrario en el intervalo
(0,1)?
(NO lo calcule, pero indique correctamente los érdenes de integracion).

9.1. Propiedades de la esperanza condicional

ﬂ Propiedades de la esperanza condicional 55

Para X, Yy Z v.a. y ay b constantes; E, (-] -) satisface las siguientes propiedades:
EC1. [Linealidad] E ., (aX +bY| 2) =a -E,(X|2)+b-E,, (Y] 2)
EC2. [“Sustituyendo lo conocido”]

Evx (MX,Y)|2) =E v (h(z,Y) | z)

EC3. Si X e Yindependientes: E,x(g(Y)|z)=E (9(Y))

EJERCICIO 38. Suponga que X e Y son independientes:
(a) Demuestre que entonces necesariamente las esperanzas condicionales son iguales a las incondicionales;
es decir
X, Yindependientes = E, (Y] z)=E().
Noétese que implicacién es cierta inicamente de izquierda a derecha, y no al contrario.
(b) Demuestre que, de hecho, cualquier momento condicional coincide con el correspondiente momento
incondicional; es decir

X, Yindependientes = E,x (g(Y)]z) =E (9(V)).

A resolver en clase

EJERCICIO 39. La variable aleatoria bidimensional (X,Y) tiene funcién bidimensional conjunta
E si O<y<l—-z<l1

0 en el resto de los casos

fYY(xvy) = {

a) Calcule k para que fy (z,y) sea una verdadera funcién de densidad
b) P(X <0.1, Y>0.8).
¢) Calcule las funciones de densidad marginales, asi como sus esperanzas.

(a)
(b)
(c)
(d) Calcule E 4, (X | y). (Es igual a la esperanza incondicional de X?
(e) Para que valor de Y la esperanza condicional, E ., (X | y), es igual a E (X).
(f) (Son X e Y independientes?

()

g) Calcule la covarianza entre X e Y. Comente el resultado.
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(h) Calcule Var , (X | y)

A resolver en clase
EJERCICIO 40. Sean X e Y dos variables aleatorias discretas. Si Ey (Y] 1) = 1y ademds Var,, (Y| 1) = 0.
. Cual es el valor de Py (1] 1)7? jy el valor de Py, (2| 1)? Justifique su respuesta.

EJERCICIO 41. La variable aleatoria Z es combinacién lineal de Y (es decir, Z = a 4 bY,, donde a,b son cons-
tantes no nulas). Considere ademds, que hay otra variable X. Demuestre que si X e Y son independientes,
entonces E . (7| x) =E (2).

EJERCICIO 42. Sean dos variables aleatorias, (X,Y), discretas que reflejan la siguiente informacién: X = 1
si se da un shock positivo de oferta en la economia (por ejemplo, el precio del petroleo baja por debajo
de los 35-30%/barril), X = 0 si la economia no sufre ningin shock (por ejemplo, el precio del petroleo se

mantiene en torno a los 35%/barril) y X = —1 si el shock es negativo (por ejemplo, el precio del petroleo
se coloca por encima de los 35-40$/barril); Y = 1 si el nivel de empleo aumenta, Y = 0 si se mantiene e
Y = —1 si disminuye. La siguiente tabla refleja su ley de probabilidades conjuntas:

X\Y | -1 0 1

-1 5/24 | 3/24 | 0

0 2/24 | 6/24 | 2/24

1 1/24 | 2/24 | 3/24

(a) Sin tener informacién acerca del shock econémico, jqué es més probable, que aumente o que disminuya
el nivel de empleo?

(b) Suponga, que apreciamos que el shock ha sido negativo, ; Cambiaria la respuesta del apartado anterior?
;,Cudl seria ahora la probabilidad de que el empleo caiga, que se mantenga o que suba?

(¢) Sin tener informacién acerca del shock de la economia, ;Cudl es el valor esperado de la variable que
describe la evolucién del empleo?

(d) ;Cuél seria el valor esperado de la variable que representa el movimiento del empleo si el shock ha sido
negativo? ;y su varianza?

(e) Comparando las respuestas de los apartados anteriores, ;podria decir algo acerca de la existencia o no
de dependencia de las variables? Dé una medida del grado de relacion lineal entre las variables. ;Que
signo tiene?

A resolver en clase

EJERrcIcIO 43. [Ejemplo 7.1 (Novales, 1997, pp. 247)] Sea X e Y con una funcién de cuantia conjunta
definida sobre el soporte Ryy = {(—2,4), (-1,1), (0,0), (1,1), (2,4)} que asigna a cada punto una
probabilidad de 1/5.

(a) Comprobar si X y Y son independientes.
(b) Calcular Cov (X,Y)

(c) (anadido) Calcular
1. la funcién de cuantia de X condicionada a Y =10
2. la funcién de cuantia de X condicionada a Y =1
3. la funcién de cuantia de X condicionada a Y =4

(d) (anadido) Calcular la funcién de cuantia de Y condicionada a X = 0.
(e) (anadido) Calcular

1. B (X]0)
2. B (X]1)
3. By (X]4)

(f) (anadido) Calcular E, . (Y] 0).
(g) (anadido) Calcular

1. Var,,(X]0)

2. Var,(X|1)

3. Var, (X|4)

Continuacién en EJERCICIO 44 en la pagina siguiente.
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10. Funcién de regresion y funcion cedastica. Esperanzas y varianzas condicionales estocasti-
cas

1t Esperanza condicional como funcién de z: Eyx (Y] z) 56

Funcién de regresion® es E, .« (Y| z;) interpretada como funcién de z; para z; € Ry:

hz)=Eyx(Y|z), ze€Rx

%de Y sobre X

1 Esperanza condicional como v.a.: E (Y| X) 57

Esperanza condicional estocastica: v.a. que toma los valores
h(z) =Ew (Y| =;), w; €Rx
con probabilidades determinadas por la ley de probabilidad de X:
E(Y|X)=E,« (Y| ;) con probabilidades provenientes de F\ (x;)

para todo z; € Rx
Es decir, si h(z) = Eyx (Y] 2) es la funcién de regresion, entonces

hMX)=E (V| X)

es la esperanza condicional estocdstica.

A resolver en clase
EJERCICIO 44.
(a) Represente la funcién de regresion E «, (X | y) del EJERCICIO 43.

(b) ;Cual es la funcién de cuantia de E (X |Y)?

Proposicién 10.1. Si E, (V] x) = E(Y), entonces necesariamente Cov (X,Y) =0

Demostracion. Puesto que Cov(X,Y) = E(XY)—E(X)-E(Y), basta con probar que si E (Y] z) = E(Y),
entonces E (XY)=E(X) -E(Y).

E(XY)://xnyY(x,y)dydx
= [ [t (V1 9) £ 0) dyde

:/x {/yfyx(YM)dy} f (@) da
— [2 B (V] 9] £ (@) o
- / 2B (V) £ (x) da por la condicién impuesta
B (1) [af. @) =B (1) B (X)
]

La implicacién inversa en general no es cierta, i.e., en general Cov (X,Y) =0 = E, (Y] z) = E(Y);
véase el EJERCICIO 43 por ejemplo.

EJERCICIO 45. Compruebe que pese a que en el EJERCICIO 43, Cov (X,Y) = 0, sin embargo la E, (Y] z)
no es constante (aunque hemos visto que E (X | y) si lo es).

EJERCICIO 46. Demuestre la Proposicién 10.1 para el caso de variables discretas.
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ﬂ Varianza condicional como funcién de z: Varyx (Y| z) 58

Funcién ceddstica® es Var,, (Y| z) interpretada como funcién de x:

g(x) =Varyy (Y| z), z€Rx

Var, (Y| z) = cte = Var. cond. homoceddstica.

Var, (Y| z) = g(x) # cte = Var. cond. heteroceddstica.

“de Y sobre X

Definicién 1. Cuando la varianza condicional no depende de la variable que condiciona, i.e.,
g(x) = Vary (Y] z) = cte; = €Rx

se dice que la varianza condicional es homoceddstica.
Por el contrario, cuando la varianza condicional si depende de la variable que condiciona, i.e.,

Var,, (Y| z) =g(z); z€Rx

se dice que la varianza condicional es heteroceddstica.

1t Varianza condicional como v.a.: Var (Y| X) 59

Varianza condicional estocastica: v.a. que toma los valores
Var, (Y| z;), z; € Rx
con probabilidades determinadas por la ley de probabilidad de X:
Var (Y| X) = Varyx (Y] ;) con probabilidades provenientes de F (z;)

para todo x; € Rx
Es decir, si g(x) = Varyx (Y| z) es la funcién cedéstica, entonces

g(X) = Var (Y| X) =E (Y* | X) - [E (Y] X)]?

es la varianza condicional estocéstica.

A resolver en clase
EJERCICIO 47.

(a) Represente la funcién cedéstica E , (X | y) del EJERCICIO 43.
(b) {Cual es la funcién de cuantia de Var (X |Y)?

10.1. Esperanzas iteradas

1t Teorema de las esperanzas iteradas 60

EL(EY]X) = X h=z)P:(x)
= Y [Ew(Y]2)]Px(z)
= 2D yPuc (y]2)] Px(x)
= 22y Puxc(yla) Pe(a)
= XXy Po(zy)=E()

EJERCICIO 48. Demuestre el teorema anterior para el caso de variables continuas.
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EJERCICIO 49. Suponga que las variables aleatorias X e Y tienen distribucién conjunta

[ (w,y) = {

Calcule el valor de k, fy(x)y fv (y)

Calcule Var (Y)

Calcule E (9(X —1)Y?)

Calcule E (Y] z), y verifique para este caso el “Teorema de las esperanzas iteradas”, es decir, que la
esperanza de la esperanza condicional, E  (E (Y] X)), es igual a E (V).

(e) Calcule las siguientes tres probabilidades: P (Y > X), P(Y> X | X =0.5), y P(Y> X| X > 0.5),

kry 0<z<l;0<y<?2
0 en el resto de casos

(a
(b
(c
(

d

NI NN AN

10.2. Identidad de la varianza condicional

’ﬂ Identidad de la varianza condicional 61

Var (V) = E (Var (Y] X)) + Var (E (Y] X))
que implica
Var (V) > Var (E (V] X))

Teorema 10.2. Para cualquier par de v.a.s X e Y se verifica que
Var (V) = E (Var (Y| X)) + Var (E (Y| X))
Demostracion. Por una parte

Var (V) — Var (E (Y] X))

(B0 -EMT) - (BEErx?) - [EEyI0)]7) 10
- E(?) - [EM]*-E([EVIX))+EM]
_ Ia(ya)-EJ([E(ywz(ﬂg); (10.2)
por otra parte Var (Y| X) =E (Y2 | X) - [E(Y] X)]z; y calculando su esperanza tenemos:
Exvm(Yhﬂ):E(EOﬂ|X»——E(&XYLX”?
=E (V*) - E ([E (Y| X)]Q) por T? esperanzas iteradas
=Var (Y) — Var (E (Y] X)).
Asi pues, ambas partes son iguales, es decir Var(Y) — Var (E (Y| X)) = E(Var (Y| X)) ; y consecuentemente
Var (Y) = E (Var (Y] X)) + Var (E (Y| X));

donde los dos sumandos de la derecha son semi-definidos positivos (Rao, 2002). O

EJercicio 50. Continuacién de EJERCICIO 22 en la pagina™25.
(a) La esperanza y varianza de X

(b) La funcién de regresién E,. (V] )

(¢) {Cudl es el soporte de la esperanza condicionada, E (Y| X)?

EJERCICIO 51. Sea la funcién

[k siO<z<y<3
for(z,y) = { 0 resto de casos

(a) Dibuje el soporte de la funcién

(b) Calcular k para que fy, (z,y) sea funcién de densidad.

(c¢) Calcular las distribuciones marginales, y los momentos hasta segundo orden de X
(

d) Calcular las distribuciones marginales, y los momentos hasta segundo orden de Y’
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(e) iSon X e Y independientes?

(f) Calcular la correlacién entre X y YV

(g) Calcular fy (Y]2) v Ey (Y| 2)

(h) Comprobar que E  (E (Y| X)) =E (V)
Continda en EJERCICIO 53 en la pagina™40.

A resolver en clase

EJERCICIO 52. Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional continua con la siguiente funcién de den-
sidad:

2/3 sixzel0,1]; y € 0,2]; y>

0 en los restantes casos

for (@,y) = {

(a) Dibuje el recinto en el que fy (x,y) toma valores distintos de cero. Especifique claramente los rangos
de definicién (incondicionales y condicionales) de las variables aleatorias X e Y. (jvalores tomados por
y restringen en cualquier caso los posibles valores que puede tomar x?)

(b) Verifique que f(x,y) = 2/3 es efectivamente una funcién de densidad definida en el recinto especificado.

(c) Calcule las funciones de densidad marginal de X e Y. Indique explicitamente sus dominios de definicién.
Calcule el valor esperado de X e Y.

(d) Verifique que la probabilidad de que Y sea mayor que 1 es dos tercios, y la probabilidad de que sea
menor o igual que 1 un tercio.

(e) Calcule la funcién de regresién de Y sobre X (esperanza de Y condicionada a X) y la funcién de regresién
de X sobre Y (la esperanza de X condicionada a Y). Deje bien claro los dominios de definicién de las
dos esperanzas condicionadas. Dibuje ambas esperanzas condicionadas.

(f) ¢Son lineales las funciones de regresiéon (las esperanzas condicionadas) calculadas en el apartado ante-
rior?

E (X) predictor de X (o generalizando E (g(X)) predictor de g(X)

10.3. Propiedades de la esperanza condicional estocastica

ﬂ Propiedades de la esperanza condicional estocastica 62

Para X, Yy Z v.a. y a 'y b constantes; E (- |-) satisface las siguientes propiedades:
ECS1. [Linealidad] E(aX 4+ bY]Z) =aE (X | Z) +bE (Y | Z)
ECS2. [Ley de esperanzas iteradas] E (E(¢(X,Y)|X)) =E (¢(X,Y))
ECS3. [“Sacando fuera lo conocido”]
E( h(X) - g(Y) [X) = h(X) - E(g(V)|X)
ECS4. [Predictor 6ptimo] E ([Y— EY \X)]Q) <E ([Y— g(X)]2> para cualquier g(X)

ﬂ Esperanza condicional como predictor éptimo 63

Buscamos una funcién de X, digamos h(X), tal que E ([y, h(X)]2> sea minimo.

B ([ = h(0)) = 3230 [y = h@)]*Po (2,0)
=3 [S o )P ] 2)] P (o)

oo (1] )

Si h(z) hace E « ( [Y— h(m)]2 ‘ x) minimo para todo z € Ry, entonces h(z) es la funcién buscada.
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Caso continuo: Buscamos una funcién de X, digamos h(X), tal que E ([y, h(X)]Q) sea minimo.

E ([Yf h(X)]Q) = f ly — h(l’)]2fxv (z,y) dxdy

. / U [y — h(@)]* frn (V| 2) dy} fx (@) dx
—E, (Em ( [V — h(z)]” ‘ x))

Si h(z) hace E « ( [y - h(a:)]2 ‘ 33) minimo para todo x € Ry, entonces h(z) es la funcién buscada.

Esperanza condicional como predictor éptimo 64

E,. ( Y = h(z)]” \ :c) =Y [y — h(2)]* Pus (y ] 2)
=3 [v? + (h(@)” — 2h(@)y| P (y] 2)

=>"yPPu (y] @) + (h(@))” = 2h(2) > yPos (y| 2)

=By (V2] 2) + (h(2))” = 2h(2)B (V] 2)

[h(:c) — B, (Y] :z:)]2 +E, (V2] 2) - [EYX(YI x)r

[h(x) — By (Y] x)]z + Vary (V] )

que es minimo cuando h(z) = E (Y| z).

Caso continuo:

B (V= @] | @) = [ o= h@]*fon (v 2)dy
:/ [yQ + (h(x))2 — 2h(x)y} Frx (Y] z)dy
:/ysz‘X(Y| 2)dy + (h(z))” f2h(x)/yfm(Y| x) dy

La cuarta linea y siguientes coinciden con las de la trasparencia anterior.

10.4. Esperanza condicional cuando es una funcién lineal

Sea E (Y| X) una funcién lineal de X, es decir,
E(Y|X)=a+bX

{Como son en este caso a y b en relacién a los momentos tedricos de fi- (z,y)?
De ECS1 y ECS2 sabemos que

E(V)=E.(E, (Y] 2) =E(a+bX)=a+bE(X);
por tanto,

a=E()-b E(X) (10.3)

E(XY) =B (E(XY|X)) = E(X-E(Y|X))

De ECS2 y ECS3

por tanto
E(XY)=E(X:[a+bX))
( {( —b-E(X))+bXD de 10.3
E(XE (V) +0[E (X?) - E (X) E(X)]
E(Y)E (X)+b- Var (X);
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despejando b - Var (X) :
b-Var (X)=E(XY)-E((X)E()

38

Cov (X,Y)
= 2] (10.4)
Var (X)
10.5. Aproximacién lineal de la esperanza condicional. Recta de regresién
ﬂ Aproximacion lineal a la esperanza condicional: Recta de regresion 65

= E (Y) es un predictor de Y

= h(z) = E,x (Y| ) es predictor preferido
(incorpora informacién relevante cuando Yy X dependientes)

= Si conocemos fy, (x,y) podemos deducir h(z) = E, (V] )

= En general desconocemos tanto fy, (z,y) como h(z) = E,\ (Y] z)
(aunque con frecuencia conocemos realizaciones de X)

“parezca a” h(zx) en algin sentido.

= Una solucién es buscar una funcién g*(z) alternativa a la funcién h(x) desconocida, pero que se

’ﬂ Aproximacién lineal a la esperanza condicional: Recta de regresién

Buscamos la aproximaciéon minimo cuadratica
(que minimiza la suma ponderada de la distancia al cuadrado):

min > lg* (@) = h(@)]* Py (x),
Rx

donde fy () y h(z) = Eyx (Y] x) son funciones desconocidas.
Si suponemos g¢*(z) = a + bx :

min' " [(a + b) — h(a)? P ()
Rx

66

Caso continuo: Buscamos la aproximaciéon minimo cuadrética
(que minimiza la suma ponderada de la distancia al cuadrado):

win [ (@) = ) £ (o) d
donde fy (x) y h(x)
g

E,x (Y] x) son funciones desconocidas.
Si suponemos =

(z)=a+bx:

min [ ((a+ b) — e £ (@) da,
Rx

g

ﬂ Aproximacion lineal a la esperanza condicional: Recta de regresién

Condiciones de primer orden (pardametro a):

23 fat bz~ h()] P () = 0
Rx

Y P Y e )~ Y B (] P
Rx Rx Rx
a+b-E(X)-E(Y) = 0

a=E()—b-E(X)

67
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Caso continuo: Condiciones de primer orden (pardmetro a):
2/ [a+b-z—h(@)] fx(x)de = 0
Rx
a fx(w)dx—l—b/ :Efx(x)dx—/ Euwc(Y|2) fx(z)de = 0
Rx RX RX
a+b-E(X)-E({) = 0
a=E(Y)—b-E(X),
ﬂ Aproximacion lineal a la esperanza condicional: Recta de regresion 68
Condiciones de primer orden (pardmetro b):
ZZ[a—i-b-x—h(x)]xPX(x) =0
R
aE (X)+bE (X*) —E(X-E(Y[X)) = 0
donde
E(X-E(Y|X)) Z Zy P Lp. (@) =B (xV)
Ry x
y sustituyendo el valor de a que obtuvimos aunterlolrmente7
b Cov (X,Y)
Var (X) ’
Cov (Y, X)
= E -EX) ————
Caso continuo: Condiciones de primer orden (pardmetro b):
2/ [a+b-z—h(z)]xfc(x)de = 0
Rx
aE (X)+bE (X?) —E (X -E(Y|X)) = 0
donde
f)sy z y _
E.(X-E{Y|X)) =2 f (x)dyde = E (XY)
Rx RY\ x fX
y sustituyendo el valor de a que obtuvimos anteriormente,
bo— Cov (X,Y)
- Var(X)
Cov (Y, X)
= E -EX) ————
a () =B ) N7y
ﬂ Aproximacion lineal a la esperanza condicional: Recta de regresion 69
a b
Cov (Y, X) Cov (X,Y)
* =E —E(X : L~ s Vz € Ry, 10.5
gE=EM-EOFm P Va0 R (105)
Yy puesto que pxy = U‘;X;y ;  entonces ‘;—XJ = pXY% y tenemos una expresion alternativa:
p.e
. o
g () =E(Y) + pxv ;(as—E(X)); Vr € Ry, (10.6)
de la recta de regresion®.
%ipero que depende de momentos que en general son desconocidos!
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EJERrCICIO 53. Continuacion del EJERCICIO 51 en la pagina™35:

(a) Comprobar que -
By (V] 2) =E (V) + po—(z — B (X))

Ox
Continta en EJERCICIO 57 en la pagina 44.

Ejemplo 7. Sean las siguientes v.a. referentes a una empresa
= Y tasa de variacion de los beneficios

= X tasa de variacién de los gastos en personal

= 7 tasa de variacion de los gastos en publicidad
Conocemos los siguientes momentos de dichas variables

E (V) =0.04 oy = 0.01
E(X)=0.03 oy =0.015 Py =05
E(Z) =0.035 o, = 0.025 P = 0.6

Podemos incrementar en un 5% una de las dos vbles de control (bien X, o bien Z) ;Que decisién es
preferible?
Empleando la aproximacién lineal a la esperanza condicional (regresién lineal) vemos que, por una
parte:
Eu (Y| 2) = ay +b; -2,
donde b, = pxy 2= = 0.5k = 0.333 (que es la pendiente) y a, = E(Y) —E(X) b, = 0.04—0.03-0.333 =
0.03.
Por lo tanto
Eyx (Y] ) ~ 0.03+4 0.333 - z,
por lo que el incremento esperado en los beneficios condicionado a un incremento del 5% en el gasto en
personal es: Ey (Y] 0.05) ~ 0.03 + 0.333 - 0.05 = 0.0466,
Por otra parte
Evw, (Y| 2)~a,+0, -z,
donde b, = pzy?’—z = 0'600.60215 = 0.24 (que es la pendiente) y a, =E (Y) —E(Z) - b, = 0.04 — 0.035-0.24 =
0.0316.
Por lo tanto

E,. (Y] z) ~0.0316 +0.24 - z,
por lo que el incremento esperado en los beneficios condicionado a un incremento del 5% en el gasto en
publicidad es: E,,, (Y] 0.05) =~ 0.0316 + 0.24 - 0.05 = 0.0436,
Pese a que px > px, la pendiente de la funcién de regresién de Y sobre X es mayor que la pendiente
de la funcién de regresién de Y sobre Z; por lo que un incremento del gasto del 5% en personal arroja un
mayor beneficio esperado que en el caso de que dicho incremento se produzca en publicidad.

A resolver en clase
EJERCICIO 54. (Consta de 9 apartados)
Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional continua con funcién de densidad conjunta

fxv (z,y) definida sobre el soporte —1 <y <z; 0<z<1

Deje indicado cémo calcularia las siguientes cuestiones:

(En este ejercico no se le pide realizar calculos, tan sélo plantear y/o expresar adecuadamente lo requerido
en cada apartado; por ello preste especial atencion en indicar cliramente los limites de integracion
y dominio de las funciones de densidad en cada caso; jno hacerlo significard no haber respondido a la
pregunta!)

(a) Dibuje el soporte de fy (z,y).

(b) ;Cémo verificaria que fy (x,y) es funcién de densidad?
1. Primero integrando respecto de y y después respecto de x
2. Primero integrando respecto de x y después respecto de y
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(c) Las funciones de densidad marginales de X y Y, especificando explicitamente sus soportes (dominio
de cada funcién de densidad).

(d) ;Cbémo verificaria si X e Y son independientes o no?
(e) La Varianza de X

(f) La esperanza de Y condicionanda a X = x.

(8)

g) Cual seria la expresion exacta de la anterior esperanza condicional en el caso de ser una funcién lineal
de x.

(h) P(Y>d| X =0.5),donde —1 <d < 1.
(i) P(Y>d| X >0.5),donde -1 < d < 1.

A resolver en clase
EJercicio 55. Un inversor desea saber si le intreresa invertir en bolsa. Este inversor sabe que la ley de
probabilidades conjunta de las rentabilidades del IBEX35 (X)) y del tipo de interés de los bonos a un ano

(V) es

Pe (2,y) = k(1 - XY);
donde = € {71, 0, 1} es una variable que toma el valor —1 si la rentabilidad es negativa (pérdidas), 0 si
la rentabilidad es nula y 1 hay rentabilidades positivas; y por otra parte y € {—1, 0, 1} es una variable
que vale —1 si hay una bajada de tipos de interés, 0 si los tipos se mantienen y 1 si los tipos suben

a) Encuentre el valor de k para que Py (x,y) sea una funcién de cuantia.
b) Calcular la rentabilidad esperada independientemente de lo que ocurra con los tipos de interés.

(
(
(¢) Calcule la rentabilidad esperada si el tipo de interés cae.
(d) Calcule el coeficiente de correlacién

(

e) Si definimos la prima al riesgo del mercado como el diferencial de rentabilidad respecto a los tipos:
7/ = X =Y, calcule la prima esperada.

(f) Si definimos la prima al riesgo del mercado como el diferencial de rentabilidad respecto a los tipos:
7 = X =Y, calcule la prima esperada en un escenario de bajada de tipos de interés.

(g) Calcule el valor de a y b tales que
Eyx(YV|2) =a+bx

EJERCICIO 56. Suponga que las variables aleatorias X e Y tienen distribucién conjunta

for (m,y) = {

ky? 0<z<y<l1
0 en el resto de casos

(a) Dibuje el soporte y calcule el valor de &

(b) Calcule Var (Y)

(c) Calcule E (X | v)

(d) Empleando el T# de las esperanzas iteradas, calcule E (X); es decir, emplee la propiedad de que la
esperanza de la esperanza condicional es la esperanza incondicional

(e) Obtenga la expresién general E (X"Y?) (donde 7 y s son niimeros enteros positivos).

(f) Empleando la expresién obtenida en el apartado anterior calcule Corr (X,Y) (tendrd que sustituir r y
s por los nimeros enteros que necesite para cada momento calculado, por ejemplo E(XY') =E (X 1Y1)7
esdecirr=1ys=1).

(g) Calcule P (2X > Y| Y < 1/2)
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11. Transformacién de variables

42

ﬂ Transformacién de una v.a. unidimensional

Sea X con fy (z) sobre Ry.
Sea la funcién h(-) continua, diferenciable (y mondtona®)
Deseamos conocer la distribucién de la v.a. definida como

Y = h(X)

%si no es mondtona, el problema es muy similar pero ligeramente més conplejo (Papoulis, 1991, cap. 5)

70

ﬂ Transformacién de una v.a. unidimensional

Sea Y = h(X); entonces

F,(b) = P(Y<b) = P(h(X) <b)

—1.
)

si h(-) es mondtona creciente, y aplicando h(-)

F.(b) =P (X <h™ (b)) = F (1))

71

ﬂ Transformacién de una v.a. unidimensional

Sea Y = h(X); entonces

Fo(b) = P(Y <) = P(h(X) < b)
si h(-) es mondtona decreciente, y aplicando h(-)~1;
F (b)=P(X>h"'(b) = 1-P(X<h (b))
= 1-F.(h1(b)

=0 v

72

ﬂ Transformacién de una v.a. unidimensional

Si h(-) es creciente la funcién de densidad de la v.a. transformada es

Mﬁm=ﬁ«o=ﬂkﬁ,@)=ﬁw*@»-

y si h(-) es decreciente

dF, (y)

En general

T =10 w) |

nota: en Novales (1997) se sustituye h=1(y) por .

73
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ﬂ Transformacién de una v.a.: ejemplo 74

Sea f¢(x) =1 en el intervalo « € (0,1) y cero en el resto.
Sea Y=3X —1; entonces

F(yy=P(Y<y=PBX-1<y) = P(x<ul

y por tanto

fily) = dFX(Zy(y)) = f (A (y)) - ‘dh;y(y)‘ :1.%

en el intervalo y € (h(0), h(1)) = (—1,2), y cero en el resto.

ﬂ Transformacién de una v.a.: ejemplo 75

fx () S ()

1_

3 1/3
0 1 I 0 9
Fy (z) F, (y)

1

ﬂ Esp. condicional como funcién de regresién o como v.a.: utilidad 76

= El BCE desea conocer la probabilidad de que la inflacién, 7 supere el 2 %.

= El BCE sabe que la inflacién depende del nivel de los tipos de interés o del volumen de ALPs.

ﬁ Esp. condicional como funcién de regresién o como v.a.: utilidad T

El BCE puede fijarse en lo siguiente
1. Calcular P (7 > 0.02)
= (célculo pobre, poca informacién en la distribucién marginal)
2.  Puede intentar emplear la funcién de distribuciéon condicional
= (pero necesita la funcién de densidad conjunta que en general es desconocida)
3. Puede emplear la aproximacién lineal a la esperanza condicional (solo necesita estimar algunos
pardmetros)
= Pero le d4 valores para un nivel de ALP dado (que en general es desconocido)
4. Puede (alternativamente) calcular P (E (7 | ALP) > 0.02)

= Necesito suponer alguna dist. sobre ALP y el tipo funcional de E ., » (7| alp).(generalmente
supondremos linealidad)
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ﬂ Fun. de densidad de la esperanza condicional: suponiendo linealidad 78

Supongamos que E, (Y] x) es funcién lineal de x
Evw (Y] ) =a+bx = h(z)%
entonces la funcién de densidad de E (Y] X) = h(X) es

S (hTHw) = ] A5

dh~"
foori0 () :‘T(y)

ya que de y = a +bx se deduce que x = 2=,

—1(,) — Y—a
“por lo que h™'(y) = 3=

EJercicio 57. Continuacién del EJERCICIO 53 en la pagina™40:

(a) Calcular la funcién de densidad de E (Y| X)

(b) Comprobar que fu v x,(y) es funcién de densidad.

(c¢) Calcular P (E (Y| X) > 2), y comprobar que es distinta de P (Y > 2).
(d) Comprobar E (E (Y] X)) =E (V)

(e) Comprobar que Var (Y) > Var (E (Y] X)).

A resolver en clase

EJERCICIO 58. Sea X ~ Uniforme (0, 1). Sea Z = E (Y| X) = 2+ 3X. Halle la funcién f,(z) (explicitando
su soporte R,). Halle E (7). ;Qué probabilidad hay de que el valor esperado de Y condicionado a X sea
mayor que 37

Pista. la funcién de densidad de X ~ Uniforme (0, 1) es fe(z) =1, 0<z<1.

A resolver en clase
EJERCICIO 59. Sea la funcién de densidad bivariante

fxy ({E,y) = {

3 sid<y<az<i4
0  en el resto de casos

a) Dibuje el soporte de la distribucion.

(
(
(c¢) Calcule el valor esperado de Y.
(

)
b) Calcule las funciones de densidad condicionadas de X e Y.
)

d) Calcule y represente graficamente E, (Y| z). Cuando X = 2, jcudl es el valor esperado de Y? ; Coincide
con la esperanza incondicional?

(e) ;Son X e Y independientes?

(f) A partir de qué valor de X, el valor esperado de Y condicionado a X es mayor que el valor esperado
de Y incondicional.

(g) Calcule, por tanto, la probabilidad P (E (Y | X) > E (Y)).
(h) Calcule la funcién de densidad de E (Y | X)
(i) Con la nueva informacién verifique que P (E (Y| X) > E (Y)) = 0.59



Seccion 11: Transformacién de variables

45

ﬂ Transformacion de una v.a. bidimensional

Transformacién de una v.a. bidimensional Sean X e Y con fy (x,y).

Y sean las variables aleatorias U = ¢1(X,Y) y V= ¢g2(X,Y),
con inversas X = hy(U,V) e Y= ho(U, V).

Entonces

fu“v (u, ’U) = |J| fXY(hl(U7 V)a hQ(Uv V)) s
donde
Ohy(u,v)  Ohi(u,v) 9z Oz
ou ov ou ov
J = det =

Oha(u,v) Ohs(u,v) dy Oy
ou ov ou  Ov

9z — Ohi(u,v) dx — Ohi(u,v)
y donde ou — ou ' Ov — ov 7’

79

Ejemplo 8. Sea fy (z,y) = 4ay; 0<z <1, 0<y<l.
Sean U=X+Y; V=Y, entonces

0<v <, 0<v<u<Ll+ov<2

Las funciones inversas son Y = V; X=U-Y=U-V. Por tanto
1 -1

J = Yo fov(w,0) = || o (2,y) = 4(u = v)v;
0 1

donde 0 <v <1, vy v<u<l+o.
La funcién de densidad de X+4Y es la marginal de U; por tanto (véase la figura):

4f0uv(u—v)dv:4[u§—§} :%u?’; sio<u<l1
0

fo(u) =

4fu1711)(u—v)dv:4[u” —%] =1(12u—2u® —8); sil<u<?2

En Nowales (1997, seccidn 7.5) puede encontrar, para la misma distribucién conjunta, los ejemplos:
1. U=X-Y, V=Y;

2. U=X.Y, V=Y,

3. U=X/Yy; V=Y,

Ejemplo 9. Sean X; y X, indep ~ Exponencial (A), es decir, f,(x) = Ae™*; x> 0.
Demostrar que Y = X; + X5 y Y5 = X /X, son variables independientes:
x1

T: (x1, x2) — (y1, y2); donde ¥y = x1 + 2, y2=—
2
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Por tanto T—! sera:
T2 =Y1 — T1; Yy Z1=Y2- T2
T2 =Y1 — T2 Y2 sustituyendo x
r2(1+y2) =0
Y1 Y1Y2 -1
Ty =—; T = ——, uees T " : , — (z1, x
2 1+ 1 1 1+ s q (Y1, ¥2) (w1, w2)
Oz1 Oz Y2 Y1 _y1y2
J 0y1 0y2 1+4+y2 1+y2 (1+y2)? Y1
B I v N w ()
oy y2 T+y2 T (THy2)?
Entonces
f’ (yl y2> — Y1Y2 Y1 .
T (1+ZJ2) T+y 14y2)’
donde y1, y2 > 0; y donde fy v, (z1,72) = Ae A1\~ A02,
Por tanto, la funciéon de densidad conjunta buscada es:
hn -
, = || (Nyre
fY1Y_> (ylayQ) |:(1_|_y2)2:| ( Y1 )
Asi pues, las distribuciones marginales son:
(oo}
le (yl) = / leYQ (ylva) dy2 = Azyle_)\y17 Y > 0
0
y
(e’ i
‘ = v (Y1, Y2) dyn = ———, > 0.
f, (y2) /0 Frvs (Y1, y2) dya (1+1ys)? Y2
Y puesto que fy, (y1) - fv, (¥2) = forr, (W1,92); Y1 e Y5 son independientes.
12. Distribuciones multivariantes
'ﬂ Distribuciones conjuntas multivariantes 80
X =(X1,Xa,...,Xn); = (x1,...,2,) ERIV=R, x--- xRy,
Fx(b) EE‘(l ..... Xn (b17"'7bn) :P(X] S bl;X2 S b27'-';X’n S bn)
fx(w) Efxl AAAAA Xn (-’L'lw--»xn)
o" F,(x) b
r)=—""" bi,...,by, ) dxy, - -dx
fX( ) axlaxn (1 / / fX n 1
1t Distribuciones marginales y marginales conjuntas 81
Fy (z;) = Fx,  x,(00,...,00,7j,00,...,00)

fx; (@) / / / /fx ) dwy - da(jyny degoq) - da

Rxy RY(./ 1) R‘\(.Hrl) Rxn

fXQ..,Xn(:cg,...,xn):/fx(a:) dxy
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ﬂ Distribuciones condicionales y esperanza condicional 82
Funcion de densidad condicionada de X
fx (Llfl, bg, ey bn)
f (o Xy (L1 bgb =
xia o (21 ] n) Jrnxy (b2 by)
Funcién de regresion de X; sobre Xo... X,
Exixy x,(m1]@2...2p) =h(x2,...,20)
0 Independencia 83
Fxweoxo (@] 22 20) = fi, (1)
por tanto
n
fx (®) = H fx, (i) -
i=1
13. Funcién generatriz de momentos
1t Funcion generatriz de momentos: caso univariante 84
Llamamos funcion generatriz de momentos de X a:
My (t) = E (¢¥)
Caso discreto
M(t) = Z e Py ()
T€ERx
Caso continuo
M(t) = / e f (2) do
Rx
siempre que dicha esperanza exista para t € (—h, h), donde h > 0.
ﬂ Funcion generatriz de momentos: caso univariante 85
Puesto que
dM(t) d d
= —E () =E( =) =E (X'
i = ) =B () =B ()
entonces M
t
at  |,_
Del mismo modo 2( ) 3( )
dM=(t 9 dM>=(t 3
E (X E (X
iz | _ = E) i | =~ E0)

Ejemplo 10. Sea f,(x) = e~ ®, x > 0 entonces

Mx(t) =E (") = /OO e . fo(x) do = /ooe“”.e_‘”dx
0

0
/OO (t—1)z I -1
= e dr = e

o 1

0 t—1
donde ¢ debe ser menor que uno para que la integral esté definida.
Por lo tanto su esperanza es
1

M (t) = =02

— M4 (0)=1=E(X)

=0-——=(1-t)"
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MY(1) = g — MY (0) =2 =B (x?)

s{ pues, su varianza es Var (X) = E (X?) — [E (X)]2 =2-12=1.

A resolver en clase
EJERCICIO 60. La funcién generatriz de momentos de una Chi-cuadrado de r grados de libertad es: M(t) =

(1- 2t)_7'/ ?. Use su funcién generatriz de momentos para calcular la varianza de una Chi-cuadrado de 7
grados de libertad.

A resolver en clase

EJERCICIO 61. [Funcién generatriz de momentos de transformaciones lineales:] Sea X con My (t),
y sea Y =aX +b.

(a) Demuestre que My(t) = e’ My (at).

(b) Empleando el resultado anterior demuestre que E (Y) = b+ aE (X).

(c) Sea Z ~ N (0, 1), su funcién generatriz de momentos es

My(t) = e/
(véase Novales, 1997, pp. 223); y sea Y = p + 0Z. Demuestre que
My(t) = 0" 2,

EJERCICIO 62. La funcién generatriz de momentos de una Gamma (A, a) es M(t) =
para t < \. Demuestre que E (X) = a/\ y que Var (X) = a/A2.

L o definida

(1—+t

EJERCICIO 63. La funcién generatriz de momentos de una exponencial con pardmetro A es: My (t) =

T—AE*
Demuestre que su esperanza es A y su varianza 2.

ﬂ Funcion generatriz de momentos multivariante 86
Llamamos funcidn generatriz de momentos de X = (X, Xs,..., Xy) evaluada en t = (t1,t2,...,tN) a:
Mx(t) = Mx(tl, to,. .. 7tN) =E (etlx1 +t2X2+M+tNXN)

discreto

t et

Mx(t) = Z Z ehmtttvenp (@1, 2N)
z1€ERx; zn€ERx
continuo
t ot
Mx(t> = // e 1wttt NfoleXN (371,...,.’13N>d$]\]...d.’171
Rx, Rxy
ﬂ Funcion generatriz de momentos 87
Los momentos son
ar-{—sMX (0) Ty .S
girory )
(]
La funcién generatriz marginal es
MX&].(tj) =Mx(0,...,0,t;,0,...,0)

Ademis, si (X7, Xo,...,Xn) son independientes, entonces

N

Mx(t) = [[ Mx.(t:)

i=1
ﬁ Funcidén generatriz de momentos: T? de la unicidad 88
Teorema 13.1. Dos conjuntos de v.a., X e Y, tienen idéntica distribucion de probabilidad, si sus
funciones generatrices de momentos coinciden (siempre que éstas existan) y viceversa.

fx(@)=fly) = Mx(t) = My(t)
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ﬂ Funcion generatriz de momentos: Suma de dos v.a. indep. 89

Sean X e Y independientes con Mx (t) y My(t) respectivamente. Entonces Z = X + Y tiene
Mz (t) = Mx(t) - My (1)

Demostraciéon
MZ(t) _ E (etZ) _ E (etX-‘rtY) _ E (etXetY) _
por independencia

=E (") - E(e") = Mx(t) - My(t)

La demostracion es similar para el caso de n v.a.s independientes.

EJERCICIO 64. [Suma de variables aleatorias independientes:] Sean las variables aleatorias X, Y, y
Z, con funciones generatrices de momentos Mx (t), My(t) y M~(t) respectivamente. Demuestre que si las
tres variables son independientes, la funcién generatriz de la suma (i.e., W=X+Y+7) es igual al producto
de las funciones generatrices de X, Yy Z evaluadas en t.

Proposicién 13.2. Sean {X,,---, Xy} independientes con funcidon generatriz de momentos My, (t),
i=1,...,N respectivamente. Si Y = Zfil X, entonces My(t) = Hi\le Mx, (¢).

Demostracion. Se deja como ejercicio. O

<2 . 1,42

EJERCICIO 65. La funcién generatriz de momentos de Z ~ N (0, 1) “evaluada en t” es: Mz (t) = e2'". A
. . ., ., . 1,2 2
partir de esta informacién, demuestre que la funcién generatriz de momentos de Y= 0 Z +pu es etttat’o",

A resolver en clase

EJERCICIO 66. Sean X e Y variables aleatorias independientes con funcién generatriz de momentos
(1 — %)~ (distribucién de Laplace) y con esperanza nula.

(a) Sea U = X + Y. Demuestre que la funcién generatriz de momentos de U es (1 — t2)~2.
(b) Sea V=X — Y. Demuestre que U y V tienen idéntica distribucién.

(c) Calcule la funcién generatriz de momentos conjunta de Uy V

(d) Demuestre que U y V no son independientes

(e) No obstante, demuestre que U y V estan incorreladas

Pista. recuerde que E (X) =E (Y) =0, y que E (XQ) =E (YQ) puesto que ambas variables tienen
idéntica distribucion.

A resolver en clase
EJERCICIO 67. Sea la siguiente funcion de cuantia

Po(zy) |y=0 y=1 y=2
=0 1/9  3/9 29
r=1 118 1/6  1/9

(a) Obtenga la funcién generatriz de momentos conjunta.

(b) Utilizando exclusivamente la funcién generatriz de momentos calculada en el ejercicio anterior obtenga
la esperanza de X.

14. Preguntas y problemas
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Test. Conteste a las siguientes cuestiones.
1. Sean X e Y dos variables aleatorias tales que Y = 2X + 1. Ademas, se tiene que la variable X sigue

6.

7.

8.

9.

una distribucién uniforme en el intervalo [—1,1]. Se tiene que:

(a) p=1, donde pes el coeficiente de correlacién (b) Eyx (Y| z) = E (Y).
entre X e Y.

(¢) Var (Y]X = 0) = Var (V). (d) Evx (Y] 2) =Ex (X y)

. Suponga que E (X | y) = E (X) para todo y, entonces necesariamente:

(a) conocer el valor tomado por Y no aporta informacién sobre la probabilidad de los valores que
puede tomar X.

(b) saber que Y ha tomado un valor superior a E (Y) no aporta informacién sobre la probabilidad de
que X tome un valor superior a E (X).

(¢) Eyx (Y] z) = E (Y) para todo z.

(d) Var v (X | y) = Var (X) para todo y.

El siguiente texto es valido para las 3 siguientes preguntas:
Sea la funcién

_Jk si0<z<y<?2
For(@y) = { 0 resto
. El valor de k que hace que fx (z,y) sea funcién de densidad viene dado por la ecuacién:
2 2
f f02 kdydx = 1. (b) [y [ kdyde = 1.
(c) o kdydr = 1. (d) ninguna de las anteriores.

. Conoada una realizacién X = 1, se tiene que:

(a) la realizacién de Y estd en el intervalo (0,1).

(b) para cualesquiera realizaciones, las variables X e Y son independientes.
() Box (Y] 1) < E(V).

(d) B (Y] 1) > E(V).

. Se tiene que:

(a) P(X+Y<2) = [y [7° fu (2, y) dyda.
b) P(X+YV<2)= fol fol fov (m,y) dyda.

) P(X+Y<2) = [ [7 fo (2,y) dydz.

) ninguna de las anteriores.

m fin del grupo de preguntas m

La siguiente funcién se utiliza en las preguntas 6, 7, 8, 9 y 10:
Sean X e Y variables aleatorias con funcién de densidad conjunta (para algin valor concreto de k)

fo (z,y) = k[l + zy(2? —y?)] para —1<z<1; —1<y<1
o 0 en los restantes casos

Que valor debe tomar k para que fy, (z,y) sea funcién de densidad.

(a)k =4 (b)k=1/4
(c)k=2 (d)k =1/2
Las funciones de densidad marginal de X y Y son

(a) fx(x)=1/2; frly)=1/4

(b) fulz) =1/2; frly) =1/2

(©) fele)=3+% ~ % h=1+4-%

(@) fi@=F+5-% f) =i+

La covarianza entre X e Y es

(a) Cov (X,Y) =1
Cov (X,Y) =0
Cov (X,Y) =0; y por lo tanto X e Y son independientes
ninguna de las anteriores

Ey (V]2) = (b) By (Y] 2) = 32° — 32

YIS S B D) B (V] 2) < B

(b)
(c)
(d)
Senale la afirmacién correcta. La esperanza de Y condicionada a X = x es:
(a)
(c) E
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

;Cual es la probabilidad de que X 4+ Y > 07
(a) 5/24 (b) 1/2
(c) 1/4 (d) 3/8

m fin del grupo de preguntas m

La siguiente informacion es valida para las dos préximas preguntas:
Suponga la siguiente tabla de probabilidades de la variable aleatoria bidimensional (X,Y):
\X_1 X=2 X=3
Y= 2/18 6/18 4/18
y=1|1/18 3/18 2/18

De las siguientes afirmaciones:
(i) Py (X =2) = 9/18
(i) Py (Y = 0) = 12/18
(iii) B (X) = 13/6
(iv) Su coeficiente de correlacién lineal es cero
Sélo son ciertas:
(a) La (i) y la (i) (b) Todas
(c) Todas menos la (iv) (d) Ninguna
; Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?
(a) Eyx (Y]2)=2/3 (b) Evx (Y] 2) = Evx (Y] 3)
(¢) By (Y]2) > E(Y) (d) Exx (Y]2) <E(Y)

m fin del grupo de preguntas m

Sean X e Y dos variables aleatorias tales que Y = aX?, donde a > 0 es constante y = < 0. ;Cual de
las siguientes afirmaciones es correcta?

(a) El coeficiente de correlacién lineal es 1 al ser a > 0.

(b) El coeficiente de correlacion lineal no tiene porque ser 1, pero siempre serd positivo al ser a > 0.
(c¢) El coeficiente de correlacién lineal es cero debido al término cuadratico.

(d) El coeficiente de correlacién lineal depende de la ley de probabilidades de X.

Sean X e Y dos variables aleatorias tales que Y= aX + b y Var (X) > 0, donde a y b son nimeros
fijos. Sea pel coeficiente de correlacién poblacional entre ambas variables. Se tiene que:

(a) p=1s5ilal =1 (b) p=1 para cualquier a
(c) Var (Y] X =1) > Var () (d)|Jd=1sia#0

La siguiente funcion se utiliza en las preguntas 15, 16 y 17:

kE sid<z<2y<l1
For(@,y) :{ 0 resto

El valor de k que hace que f- (z,y) sea funcién de densidad viene dado por la ecuacién:
(a fo * fo (z,y) dyde = 1.

b) [2° fol o (z,y) dedy = 1.
fo Y f (z,y) dydz = 1.

(d) ninguna de las anteriores.
Conocida una realizacién de X = %7 se tiene que:

(a) la realizacién de Y estd en el intervalo (0, 1).

(b) sabemos lo mismo sobre las posibles realizaciones de Y que si no conociéramos la realizacién de X.
(c) esperamos que Y haya tomado un valor inferior a E (V).

(d) esperamos que Y haya tomado un valor igual o superior a E (V).

Sea a € ( y Z = X+Yset1eneque

33)
(a) P(Z<a)= fo_ff fo (,y)dyde  + f;_fff * fo (z,y) dyda

(b) P(Z<a)= [77% [, fo@ydyde + [3 [177 o (,y) dyds
(¢c) P(Z<a)= foa foa o (z,y) dydz
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(d) ninguna de las anteriores.

18. Sean Xy, X5, ..., X, ~ i.i.d con momentos bien definidos. Senale la afirmacién correcta. Sea T el
estimador de media muestral.

(a) La funcién generatriz de 7 coincide con la funcién generatriz de momentos conjunta de X1, Xo, ...,
evaluada en (1/n, 1/n, ..., 1/n).

(b) Si las variables aleatorias X; tienen distribucién normal, entonces necesitamos aplicar el Teorema
Central del Limite para conocer la distribucién asintética de z.

(c) La esperanza de T coincide con E (X) sélo si las variables aleatorias X; tienen distribucién normal.

(d) Sivariables aleatorias X; no tienen distribucién normal, no podemos conocer de T ni su distribucién
para muestras finitas, ni tampoco su distribucién asintética.

EJERCICIO 68. Sea X una variable aleatoria con la siguiente funcién generatriz de momentos Mx (t) =
AL+ t2).
(a) Calcule E (X)

(b) Calcule Var (X)

EJErcIcio 69. Comente y/o responda brevemente las siguientes frases:

(a) En ningun caso podemos concluir que dos variables aleatorias que estén incorrelacionadas sean
independientes.

(b) Tenemos dos variables X, Y. Su coeficiente de correlacién lineal estd muy préximo a cero. Asi, con-
cluimos que la la relacion entre las dos variables es practicamente inexistente.

(c) Dadas dos variables aleatorias X, Y. Sus momentos de primer y segundo orden existen, estdn bien
definidos y son conocidos. La aproximacién lineal a la esperanza condicional E, (Y] z) es a + b -z,
siendo a = E (Y) — bE (X) y b = Cov (X,Y) /o%. Pese a su sencillo célculo, esta aproximacién tiene
el inconveniente de que es siempre una mera aproximacion (es decir, nunca podemos garantizar
que coincida con la verdadera esperanza condicional).
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A. Momentos univariantes

Los momentos de una distribucion se definen en funcién de la esperanza matematica de una funcién
g9(X) de la v.a. X; es decir, en el caso continuo

Blo() = [ o) £ (@0
rzER x
y en el caso discreto
E(g(X)) = > g(x) Py (x;6)
r€R x

(una suma ponderada por la probabilidad o su distribucién).
Valor esperado
Valor esperado: g(+) es la funcién identidad ¢g(X) = X

caso continuo
E((X)= / x - fy(z;0)dzx
z€Rx
caso discreto

E(X)= > z-Py(z;0)

T€ER X
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El valor esperado es una medida de posiciéon de la distribucién de la v.a.
También es un predictor de las realizaciones de la v.a.

Ejemplo 11. Ejemplos para distintas distribuciones:
Bernulli:

Poisson:

e 09"
Py (z;0) — 0e®=(0,00); =0,1,2,3,...
x!
0 e—09F > gk 0 H(k_l)
E(X) = —e = Qe " R
(%) Zk( k! ) ¢ Z(kq)! be Z(kfl)! 6,
o (k—1)
ya que Ek:oh =ef
uniforme (continua):
1
fx(2;0) = g TE€ (01, O2]; 0= (01, 02),
2 —b0h
donde —o0 < 01 < 05 < .
6 02
: g 1 1 01 + 02
E(X)= T dr=—— 2% =
=) Hoa ™ 256", 2
Normal: ( 2
oy 1 Tr— ) B 9
fx(x,H)—Wexp{ 52 ], 0= (u, c°)eRxR,, z€R
! (x — p)?

3 _ T—p — dr _
y sustituyendo z = “=F o z = 0z + u, donde 47 = o, tenemos

o0

E(X)= / TZEE o {—Z;] (0)dz =

oV 2T

— 00

2’2 2

= — / zex {—] dz + / L ex [—Z ]dz =04+p-1=
‘ .

ya que por una parte

7 2 0 2 7 2
zZ exp _Z dz = zZexp _Z dz+ | zexp _Z dz=-141=0
2 2 2
—o0 —o0 0
puesto que
0
fi)oozexp [—%} dz = —6_22/2‘ =-14+0=-1
— 00
Iy~ zexp [—é} dz = —e_zQ/Q‘O =0-(-1)=1,

y por otra, \/% exp {7%} es la funcién de densidad de una v.a. Z ~ N(0,1).

ﬂ Propiedades de la esperanza 90

Para X; y X2 v.a. y a, by c constantes; E (-) satisface las siguientes propiedades:
El. E(c)=c¢

E2. E (aX; 4+ bX5) = aE (X;) + bE (X3)

Por lo tanto, la aplicacién esperanza, E (-), es lineal.

EJeErcCICIO 70. Sean X, Xo,... X, v.a. con distribucién Bernulli de media 6. Calcular el valor esperado
de Y= Z:‘L:l X,
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Pista. Use la propiedad E2 de la esperanza.

Varianza
Varianza: g(X) = [X —E (X)]2
caso continuo
Var (X) =E ([X — E (X)]?) = / [ — p)? - fi(2;0) dx
z€Rx

caso discreto
Var (X) =E (X —E(X)]*) = Y [e—p* Pu(2;6),
zER x
donde p =E (X).
La varianza es una medida de dispersion alrededor del valor esperado.
Una expresién alternativa es Var (X) = E (Xz) - [EX)] %,

Proposicién A.1. Var (X) =E (X?) — E (X)]Q.

Demostracion. )
Var (X)= E ([X—E(X)] )
- E (X2 —2XE (X) + [E (X)f)
— E(X?) -EQ2XE(X))+E ([E (X)]2)
= E(X?)-2B(X)E(X)+ [E(X)]’
- BE(X?) —2[EX) ]+ [EX)]
= BE() - [EW]
(Casella y Berger, 2002, pp 61) O

Ejemplo 12. Ejemplos para distintas distribuciones:
Bernulli: )
Var (X) :E([X—E(X)] ) —(0-60)2%-(1-6) +(1-6)%-0=06(1—-0)
Normal: Realizando la misma sustitucién de antes, © = oz+pu, llegamos a la conclusién de que la varianza
es igual al parametro desconocido o2; es decir, Var (X) = E (XQ) - (E(X) )2 = 02 ya que:

E (X?) = f z2 55 OXD [ (2= } f (JZ eXp [ é] (o)dx
= [ }dz—&-\?;ﬁ f \/%Texp{—é}dx—f—ﬁ S/ \/%exp[—é}dz
= 024042 =o? 42
ﬂ Propiedades de la varianza 91

Para X y X5 v.a. independientes; y a, by ¢ constantes; Var (-) satisface las siguientes propiedades:
V1. Var (¢) =0
V2. Var (aX| + bX5) = a?Var (X;) + b*Var (X5)
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EJERCICIO 71. Sean X, Xo,...X, v.a. con distribucién Bernulli de media 6. Calcular la varianza de
V=a+3,X:

Otras caracteristicas numéricas
Desviacién tipica: Dt (X) = [Var (X) ] V2 Var (X)
La desviacion tipica es una medida del “tamano” de la v.a.

x _ X—E(X)
X7 = Dt(X)

X" siempre tiene valor esperado igual a 0 y varianza igual a 1.

Variable tipificada:

Aunque el valor esperado y la varianza sén los momentos méas empleados, normalmente son necesarios
ma&s momentos para determinar las principales caracteristicas de la distribucion de la v.a.

momentos respecto al origen de orden » Momentos respecto al origen: g(X) = X"

E(X") = / " fy(x;0)dx = ar = a-(0)
TERx

Nota 2. al momento de orden uno, a1, lo denotamos por pu.

Ejemplo 13.
Bernulli:
a,=EX")=0"-(1-6)+1-0=0, paratodor>0
De donde pordemos deducir la varianza

Var (X) = E (X2) = [E(X)]* =6 — 6> = 6(1 - 0).

Normal:
E(XQ)— 0 parar=1,3,57,...
S [1-3--(r=1D]o"  parar=2,4,6,...

Teorema A.2 (Existencia de momentos). Si ay = E (Xk> existe para algun k > 0, entonces todos

los momentos de orden s (0 < s < k) también existen; i.e.,
as =E(X*) <o0; 0<s<k.
Demostracion. Pagina 138 de Mittelhammer (1996). O

El teorema de “Existencia de momentos” puede emplearse para demostrar la no existencia de algunos

momentos; i.e., si B (Xk) no existe, entonces tampoco E (X*) para s mayor que k.

EJERCICIO 72. Considere la siguiente funcién de cuantia

T ‘\/3 V3 0
P.(x)|1/6 1/6 4/6

(a) Calcule los cuatro primeros momentos respecto al origen

(b) Compdérelos con los de la ditribucién N (0, 1).

Una vez hemos llegado a este punto, podemos preguntarnos la siguiente cuestiéon:
Dado el conjunto de momentos: {a, =E(X") <oo} r=1,2,3...

(1) gemiste la funcion fy(x) >0, tal que a, = [ 2" f¢(x)dz?
T€ERx
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11 €S8 la Juncion Jx (Tr) unicas: 1.€., ;01 Se verifica que
sesl 14 inica? i.e., ;Si fica q

/ 2" f (z) dx = / x"gx (z)dx
rERx TERx
implica esto necesariamente que fy(x) = gx(x)?

En general la respuesta es NO. Es decir, ni siquiera la sucesién infinita de momentos caracteriza necesa-
riamente a la funciéon de densidad de probabilidad.

Sin embargo, bajo ciertas condiciones la sucesién de momentos si caracteriza a la funciéon de densidad
(para ver las condiciones necesaria y suficientes véase Spanos, 1999, seccién 3.7.3). Uno de los casos tiene
que ver con la existencia de la funcién generatriz de momentos.

Funcién generatriz de momentos
Funcién generatriz de momentos: g(X) = e**

E () = / €' f(w;0) dw = Mx(t) = Mx(t,0),
zERx
Caso discreto

M(t) = Z e Py ()

TE€Rx
Caso continuo
M(t) = / e f (z) dz
TRy

siempre y cuando dichas esperanzas estén definidas en un intervalo —h < t < h, donde h > 0.

Ejemplo 14.
Poisson:

puesto que Y oc ;e (4

Uniforme (continua):

b 1 ebt _ pat
M(t) = /a et (b—a) dx = m, para todo t # 0.

Normal: (Rao, 2002, pp. 103)

1 o0 2 2
M(t) = te  —(x—p)*/20 d
®) V2mwo? /_oo cc v

_ etu+tza2/2

1 > 2\2 2
—(y—to®)*/20% 4 ti = —
e y sustituyendo y =x — p
V 27'('0'2 [oo

_ etu+t202/2

En Novales (1997, pp 190 y 191) se muestran ejemplos para una v.a. Binomial B(n,p) y para una v.a.
exponencial con parametro A = 1.

Las funciones generatrices de momentos son una forma compacta de especificar todos los momentos
respecto al origen de la v.a.; ya que derivado sucesivamente M (t) y evaluando dichas derivadas en ¢t = 0
optenemos cada uno de los momentos.
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Funcién generatriz de momentos Puesto que

dM(t) dE(etX) _B <d6tX) = E (XetX)

e dt dt
entonces IM
dt |,_,
Del mismo modo M () M (1)
t 2 t 3
—E(X?); —E(X3);
dt2 =0 ( ) dt3 =0 ( )
Ejemplo 15.
Poisson: su fgm. es M(t) = e?'~1; por lo tanto
dM(t ¢
E(X)= ®) = I _I)Get‘ =0
dt  |,_o t=0
E (XQ) _ dM(t) _ e&(et—l)eet + ee(e‘—l)ezezt) —0240.
at? |,_, =0
Asf pues, podemos calcular Var (X) = E (X?) — [E (X)]2 =0
Normal: su fgm. es M (1) = et +t°0% /2. por 1o tanto
WO — (4t t0?) exp { T + pt ]
d%g” = (u+to?)?exp {# + ut} + o2 exp {% + Mt}
Por tanto:
_ dM(t) _
E (X) - dt =0 =M
E(X?) =G| =w+o

Var (X) =E (X°) - (E(X))? =0

Proposicién A.3. Sea X con Mx(t), y sea Y= aX + b; Entonces
My(t) = €thX (at).

Demostracion. (para el caso continuo)®

My(t)=E (e"") = / el @O (1) da = e / el @ f () dx = " M (at).

reRx zERx

Funcién generatriz de momentos

Teorema A.4. Dos v.a., X eV, (con Mx(t) y My(t) definidas) tienen idéntica distribucidn de probabi-
lidad st y sdlo si sus funciones generatrices de momentos coinciden

@) =15) = Mx(l)= My()

5El caso discreto es similar y se deja como ejercicio
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Momentos respecto a la esperanza (orden r)
Momentos respecto a la esperenza: g(X) = [X —E (X)}T

E(-E]) = [ @n f@0)do=p

T€ERx

EJERCICIO 73. (Serrano y Marrero, 2001, Ej. 2.1) El tiempo X de funcionamiento en horas hasta la primera
averia de cierto modelo de lavavajillas, sigue una distribucién normal con esperanza 20000 horas. Se sabe
que el 20 % de los aparatos tiene, como minimo, una duracién de 21680 horas. Con esta informacion:

(a) Calcule P (]X — 20000| < 1680).

(b) Si se quiere ofrecer un periodo de garantia, expresado en horas, ;Cudl debe ser el mdximo valor que
se debe dar a éste para tener que reeemplazar sélo el 5% de los aparatos?

EJercicio 74. (Novales, 1997, Ej. 6.3) ;Cual es la mediana, y ciales son los cuartiles de una distribucién
uniforme sobre el intervalo [a, b]?

B. Demostraciones

ﬁ P (X = z): caso continuo 92

Puesto que {X = 2} C {z — e < X < z} para cualquier € > 0, entonces
P(X=z)<Prx—-e<X<zx)=F(zr)— Fy(r—e¢)
para cualquier € > 0. Por tanto

OSP(X:x)Sliﬁ)l[EY(x)—FX(x—e)]zo

por continuidad de F (z).
(Casella y Berger, 2002, pp. 35)

Proposicién B.1 (p3). Corr (X,Y) = +1 si y sélo si Y =a +bX, (a,b) € R
Demostracion. Empezaremos por
Corr (X,Y)=41 = Y=a+0bX, parab>0.
Debido a las propiedades del operador E (-) tenemos:
Cov (X,Y)=E([a+bX —E(a+bX)][X —E (X))
= bE ([X - E (X)][X - E (X)])

=bVar (v).
Y puesto que Var (V) = b*Var (X), sustituyendo en la expresién del coeficiente de correlacién tenemos
X
Corr (X,Y) = bvar (X) =1
\/b*Var (X) Var (X)

(si b < 0 la correlacién seria -1).
La demostracién de la implicacion inversa

Corr (X, Y)=+1 <= VY=a+bX, parab>0

es algo méas complicada.
Supongamos que Corr (X,Y) =1 (el caso Corr (X,Y) = —1 tiene una demostracién similar); y defina-

mos las variables tipificadas

_X-B) . Y-EQ)

X* :
Var (X) Var (Y)

Podemos deducir que

E([X* —Y*]*) = Var (X*) + Var (V") —2E(X'Y*) =2-2=0.
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Esto implica® que P (s: X*(s) # Y*(s)) =0, para todo s € B, es decir:
P(s: X"(s)=Y"(s))=1, s€B oloqueeslomismo X" =Y" con probabilidad uno.
Sustituyendo las variables tipificadas por las variables originales tenemos

Y=E)+ s (X —E(X)) con probabilidad uno;
Ox

es decir, hay una relacién lineal, donde b = 2= y a = E (Y) — 22E (X), con probabilidad uno. O

Partes del temario

= Tema 1 IntEctr-T01
= Tema 2 IntEctr-T02
= Tema 3 IntEctr-T03
= Tema 4 IntEctr-T04
= Tema 5 IntEctr-T05
» Tema 6 IntEctr-T06
= Tema 7 IntEctr-T07

Snétese que E ([X* —Y*]Q) es la suma de las discrepancias al cuadrado multiplicadas por su probabilidad, i.e.,
E ([X* =Y*]2) = 3 ((&* — y*)2Px+y~ (z*,y*)); por lo tanto, o no hay discrepancias entre X e Y (z* = y*), o cuan-
do las hay, la probabilidad de que ocurran es cero ( P (X* =z*,Y* = y*|z* = y*) = 0)



Soluciones a los Ejercicios 62

Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 3. Ezperimento aleatorio, £: Lanzamiento de una moneda dos veces.
Sucesos de interés: ambos lanzamientos con mismo resultado.
Ley de probabilidad (con la moneda trucada, ie. P (®) =3/4):

para 0
para S 1
para 4 (®, ©)}, 9/16
para (»P,»x-)}, 1/16
P() =1 para {(@, %), (x,0)), 6/16
para 1(©®,®), (¥, ¥) ¢, 10/16
para {(©,0),(©, ), (x,©)}, 15/16
para {(©, %), (,0), (x,*)} 7/16
Ejercicio 3
Ejercicio 4. Puesto que son independientes
P(A)=P(A|B) = P(]jl(;)B)
y multiplicando a derecha e izquierda por P (B) tenemos
P(A)-P(B)=P(ANB).
Ejercicio 4
Ejercicio 5.
P(A|B) = P(;l(;)B) =P (A) por def. de probab. condicionada
P(ANB)=P(A)-P(B) multiplicando por P (B)
ngl(z)B) =P (B) dividiendo por P (A)
P(B| A) =P (B) por def. de probab. condicionada

Ejercicio b

Ejercicio 6(a)

6 6 3
1 x 1 216
de = = — | = 22 =1
/OfX(x)x o 20 TR T
(Il
Ejercicio 6(b)
6 6 316
1 1 z 7
PX == d = —2d = — — = —
(X >3) 3fx(x)x 37296 x 23,78
(]
Ejercicio 6(c)
6 6 316
1 1 =z 91
P(X >5)= de= | —a2Pde=_— | =-— =0421
(>)/5f’((x)x/572xx7235216
O

Ejercicio 6(d)
P(AnB) P(4) 91/216 13
P(A|B) = = = = — =0.481
(41 B) P (B) P (B) 7/8 27
Por tanto, saber que X es mayor que 3 aumenta la probabilidad (condicionada a este hecho) de que X > 5.
|
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Ejercicio 7. La funcién de distribucién es

0 paraa <0

FX((],): foafy(x)dx:% Oa$2d$: 1

para 0 <a <6

1 paraa>6
Ejercicio 9(a)
y\z| 0 1 2
0 |ex0 ¢cx2 cx4
1 cxXx1l ex3 ¢cx5b
2 cX2 ¢cx4 ¢cx6
3 |ex3 exb ecx7T
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Ejercicio 7

la suma de las probabilidades de todas las casilla debe ser 1; por tanto 42¢ = 1; es decir ¢ = é. Asi pues,

la funcién de cuantia conjunta es:
y\x ‘ 0

1

2

\

0 |0/42
1 | 1/42
2 | 2/42
3 | 3/42

Ejercicio 9(b) Corresponde a la casilla tltima de la segunda fila, es decir, 5/42.

2/42
3/42
4/42
5/42

Ejercicio 9(c) Los casos que cumplen la condicién son

y\x‘ 0

1

4742
5/42
6,/42
7/42

2

0 |0/42

1| 1/42

2 | 2/42

3 |3/42
cuya probabilidad suma 24/42.

Ejercicio 9(d)

2/42
3/42
4/42
5/42

4/42
5/42
6/42
7/42

0/42
1/42
2/42
3/42

W N = Ol

cuya probabilidad suma 3/42.

Ejercicio 9(e)
y\x ‘ 0

2/42
3/42
4/42
5/42

1

4742
5/42
6,/42
7/42

0/42
1/42
2/42
3/42

W N = Ol

cuya probabilidad suma 24/42.

2/42
3/42
4/42
5/42

Ejercicio 12(a) Hay dos posibilidades para resolverlo
Y tZ W

4/42
5/42
6,/42
7/42
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2 2y 2 1
1:// kdzdy:Qk/ydy:4*k = [k]
0o Jo 0 4

4 p2 k 4 d
1:// kdyd:czwzél*k = {kl}
0 Jz/2 2 4

O
Ejercicio 12(b) De nuevo hay dos posibilidades
Y =W
hY '(L
_1
,,,,,,,,,,,,,,, 2 Y
e 1
0 2 4 T
1. )
2 2y 1 f ydy 3
P Y 1 - 7d d = 1 = —
o= [ [T deay =g -3
2. .
2 42 4 g2 x
1 1 [,2—%dr 1 3
P(Y>1)= —dyd —dyde="2"2 "4 _ ="
(>)/O/14yx+/2/$/24yx 1 +24
O
Ejercicio 13. La regién que cumple la condicién es
y
2
Y
Y
N
X
&\\
7
0 1/2 x

Por tanto: P(X +Y < 1) = f01/2 frl_x k dy dx
Ejercicio 13
Ejercicio 14(a) Puesto que el drea del soporte es 4, y la funcién de densidad es uniforme; para que

fxv (z,y) sea una funcién de densidad k (la altura) debe ser igual a 1/4.
El suceso 2X — Y > 0 divide el espacio de sucesos (el cuadrado de la figura) en dos dreas iguales; y

como la distribucién es uniforme, cada una de ellas tiene probabilidad igual a 1/2

1N

O

Ejercicio 14(b) La probabilidad de X? + ¥? < 1 es igual al volumen del cilindro con base de &rea
7 x 12 = 7 y altura 1/4, es decir,

P (X2 +V? < 1) = base x altura = %
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O

Ejercicio 14(c) Por el mismo argumento, la probabilidad del suceso conjunto X2 41?2 <1y2X—-V>0
es la mitad de la probabilidad del suceso X? 4+ Y? < 1; por lo tanto igual a 5

oy
a

Ejercicio 15.

1 0 1

Ejercicio 15

Ejercicio 16.

1>y >a?
-1 0 1

Ejercicio 16

Ejercicio 17.

Nz | 0 1 2 | Py(y)

\

0 | 0/42 2/42 4/42 | 6/42
1 | 1/42 3/42 5/42 | 9/42
2 | 2/42 4/42  6/42 | 12/42
3 | 3/42 /42 7/42 | 15/42
P.(x) | 6/42 14/42 22/42

Ejercicio 17

Ejercicio 18.

2 9_ =z
fx(z) = /fxy(ffay)dy: 42 para 0 < x < 4
z/2
2y y
fy) = fxv($7y)d$=§ para 0 <y < 2
0

Ejercicio 18
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Ejercicio 19.

fuo) = [ ey = e
fHrly) = /00 e T Vdr =e7Y.
0

Ejercicio 20(a) Tenemos que > > k(3 — x + y) = 48k, por lo que k = 1/48.

Ejercicio 20(b)

YAX | 0 1 2 3
0 |[3/48 2/48 1/48 0
1| 4/48 3/48 2/48 1/48
2 | 5/48 4/48 3/48 2/48
3 | 6/48 5/48 4/48 3/48

que como se puede comprobar suma 1.

Ejercicio 20(c) Las leyes de probabilidad marginales de X e Y vienen dadas por:
3
Py(x) = Z Py (z,y;) = Z P, (x,y;) para todo z € Ry
y; ERy y;=0
3

Py (y) = Z Py, (xjay) = Z Py, (mjay) para todo y € R,

z;ERx z;=0
es decir,
X 0 1 2 3
Py (z) | 18/48 14/48 10/48 6/48
0 1 2 3
P, (y) | 6/48 10/48 14/48 18/48

Por lo tanto,
s P (caer) = P, (0) =0.125
= P (mantener) = P, (1) = 0.208
= P (subir) = P, (2) + P, (3) = 0.667;
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Ejercicio 19

]

Es mas probable que suban. Esta probabilidad esta calculada sobre la base de las leyes de probabilidad
marginales de Y. Esto es, no tenemos ninguna informacién precisa acerca de la realizaciéon de la variable
aleatoria X. Dicha informacién nos podria ayudar a ser més precisos en el cdlculo de estas probabilidades.

O

Ejercicio 20(d) Las leyes de probabilidad condicionadas estdn resumidas en la siguiente tabla. Nétese
que tenemos 4 posibles variables aleatorias, una para cada posible valor de X. Para cada una de estas v.a.

tenemos una ley de probabilidad condicionada.

X=0 X=1 X=2 X=3
Pyx(y|0) | Pyx(y|l) | Pyx(y|2) | Pyx(yl|3)
Y=0 3/18 2/14 1/10 0
y=1 4/18 3/14 2/10 1/6
Y=2 5/18 4/14 3/10 2/6
Y=3 6/18 5/14 4/10 3/6

Usando la ley de probabilidades apropiada en cada caso:

Si X =0:

s P(caer| X =0)= Py, (0]0)=0.167

= P (mantener| X =0) = Py (1]0) =0.222

» P(subir| X =0) = Py« (2] 0) + Py« (3] 0) =0.611

Si X =1:

= P(caer| X =1) = Py, (0] 1) =0.143

= P(mantener| X =1) = Py (1] 1) =0.214
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m P(subir| X =1) = Py (2] 1)+ Py (3] 1) = 0.643

SiX =2

= P(caer| X =2) =P, (0]2)=0.1

= P (mantener| X =2) = Py (1]2)=0.2

m P(subir| X =2) =P, (2]2)+ Py (3] 1) =0.7

SiX =3

m P(caer| X =3)=P,,(0]3)=0

= P (mantener | X = 3) = Py (1] 3) =0.167

= P(subir| X =3) = Py« (2] 3) + Py« (3] 3) =0.833

Las probabilidades han cambiado. Esto nos indica que las variables son dependientes. Nueva informa-

cién sobre X hace cambiar las leyes de probabilidad sobre los ingresos.
O

Ejercicio 20(e) La probabilidad de que los ingresos suban aumenta a medida que el gasto en publicidad
es mayor
P (subir| X =0) < P (subir| X =1) < P(subir| X =2) < P (subir| X =3).
Mientras que la probabilidad de que los ingresos caigan crece cuanto menor son los gastos en publicidad.
P (caer| X =0) > P(caer| X =1) > P(caer| X =2) > P(caer| X =3).

Asi pues, podemos sospechar que la relacion entre X e Y es positiva; es decir, cuando mayor es X, mayor
es la probabilidad de tener valores altos en Y y viceversa.
a

Ejercicio 20(f) Reescribimos las probabilidades de Z en términos de una relacién entre X e Y. De este
modo podemos usar la informacién sumistrada por la ley de probabilidad conjunta, que si es conocida. Asi

P(Z>0)=P(Y>X)
=Py (0,1) + P (0,2) + - -+ + P (2,3)
= 28/48 = 0.583
Noétese que la diagonal principal muestra el caso en que X =y, o sea Z = 0. Lo que esta por debajo de la

diagonal principal son los casos en que Y > X (Z > 0) y por encima de la diagonal principal los casos en
que Y < X (Z < 0). De manera andloga:

P(Z=0)=P(V=X)=12/48=0.250; P(Z<0)=P(V<X)=8/48 =0.167.
(Il
Ejercicio 20(g) Tenemos que reescribir estas probabilidades en términos de las leyes de probabilidad
condicionadas:
Si X =0:
P(Z>0]X=0=P(Y-X>0|X=0)
= Pyx(1]0) + Pyx (2] 0) + Py (3] 0)
=15/18 = 0.833

P(Z=0] X =0)=3/18 = 167

De manera analoga lo hariamos para los demés posibles valores de X.

A lo largo de todo el problema la clave ha estado en identificar correctamente la variable aleatoria
(marginal, condicionada o conjunta) sobre la que nos estamos preguntando y usar en cada momento la ley
de probabilidades asociada a ella.

|

Ejercicio 21. Por una parte

P(02< X <04)NP(Y<05)

P(02<X<04|V<05)= P(V<05)

Por otra

1
fy(y)Z/ 2(x +y) do =1+ 2y — 3y*;
Yy
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por tanto
0.5
P(Y<0.5) = / 1+ 2y — 3y? dy = 0.625,
0
y
0.4 T
P02<X<04)NP(Y<05)= / / 2(x 4+ y) dydx = 0.056.
02 Jo
Asi pues,
0.056
P(02<X<04]|Y<05)=——=0.0896.
( - - ‘ ) 0.625
Ejercicio 21
Ejercicio 22(a) El soporte es
y
k
0 X

Por ser la distribucién uniforme sobre el soporte triangular, la doble integral coincide con el volumen
del “quesito” sobre dicho soporte, que debe ser igual a uno. El volumen es igual en este caso (distribu-
ci6n uniforme) a la superficie del tridngulo multiplicada por la altura de la funcién, que es 2. Por tanto
super ficie X altura = super ficie x 2 = 1 de donde sabemos que la superficie es 1/2. Puesto que la su-
perficie de un tridangulo es base por altura dividido por dos. Y en este caso base y altura son iguales a k,
necesariamente k = 1.

Otra forma de calcular mas general es

ko ok k k
/ / 2dydx :/ [Qy]]; = / 2k — 2zdx =
0 Ja 0 0

O N L

de donde k = 1.
(I
Ejercicio 22(b)
1
fx(z) = / 2dy = 2(1 — z); para z € [0, 1]
’ y
frly) = / 2dx = 2y; paray € [0, 1]
0
U
Ejercicio 22(c)
fror (b)) 1
b) = ——"— = —; 0<z<b
fxw (x| b) 70 ;) para0 <z <
a, 1
fox(yla) = f)‘g((a)y) =i paraas<ys 1
(]
Ejercicio 22(d)
1 sia> %

sia<

—
|

2

NI
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Ejercicio 22(e)

0 sibﬁ%
1
P(X>2‘Y:b>: b b
[ far(z|b) do= [ tdo=1—4 sib>3
1/2 1/2
([l
Ejercicio 22(f) El drea a integrar es
= y?
O' X
es decir
1 Yy 1 y
P(Y>X2,X>Y2):/ / dedy:/ [24 dy =
0 Jy2 0 y?
1 3
2y°11 1
— | 2y —242d :[2_7] _
/0 Y yay Y 3 10" 3
([l

Ejercicio 22(g) El drea a integrar es

y
1
N
%
N
2
0 X

que es exactamente la mitad del drea anterior, por lo tanto, la probabilidad es exactamente la mitad de la
calculada en el apartado anterior.
Si la funcién de densidad no fuera uniforme, la mitad del drea no implicaria necesariamente mitad de

la probabilidad, ya que habria regiones con mayor densidad de probabilidad que otras.
|

Ejercicio 23. Hay varias posibles respuestas dependiendo del orden en que se integran las variables. Aqui
presentamos dos posibles respuestas

N

0.5

.25 .75
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1. La probabilidad condicionada P (Y > 0.5| X € (0.25, 0.75)) es

0.75 0.7 0.75 (0.75
0.55fy SfW(Ivy) dx dy 0.55‘[ ny (I y) dx dy
0.75 (o = 075
0.5 Jo for (x,y) dy da Joos fe(@
donde la funcién de densidad marginal de X es fy(x fo fo (z, y) dy.

2. La probabilidad condicionada: P (Y > 0.5] X € (0.25 0.75)) es

075 075
s Jos o (@y) dyde [0 55 for :cy) dy dzx

0 75 0.75
0.25 fo for (@,y) dy da Joas (@
donde la funcién de densidad marginal de X es fy(x fo fo (, y) dy.

Ejercicio 23
Ejercicio 24(a) [, [, 1 dz dy = a® =1, por lo que a = 1.

(I
Ejercicio 24(b) fu(z) = [} 1dy=1; fi(y)=J, ldr=1.

O
Ejercicio 24(c) Si, ya que fi(2) fy (y) =1 = f (z,y) .

(I
Ejercicio 24(d) f.(x) = f221 1 dy =2(1 —z), para x en (0,1 fy/ 1 dz = Ly, para y en (0,2).

Por tanto son distintas. La razén es que son variables aleatorlas dlferentes a las del apartado anterior (por
ser el soporte diferente).
O

Ejercicio 24(e) No, ya que en general f(z) f,(y) = 2(1—2) -3y # 1 = fu (z,y) . Notese que la condicién
0 < x < § implica que para cada valor de y los valores de 2 quedan restringidos (no pueden superar el
valor de y/2), es decir, los valores posibles para = dependen de los valores de y.

O

Ejercicio 25. Salarios rigidos significa que X e Y son independientes, es decir, que
P (z,y) = P (x) - Py (y)
para todo x e y. Puesto que las funciones de cuantia marginales son:
3/18 siY=-1

1 iX=-1
P, (x) = 6/18 ST .y Py(y) =<9/18 siY=0 ; cuyo producto coincide con la funcién de
12/18 si X =1 6/18 siv=1
siY =

cuantia conjunta; los salarios reales son rigidos

1 y+1
/ / Z - fXY(‘T;y) dx dy
0 Jy
1 x 2 1
//m~fw(m,y)dydfv+// © for (z,y) dy da.
0 0 1 x—1

Ejercicio 27(a) Véase Novales (1997, pp. 241).

Ejercicio 25

Ejercicio 26.

o también

Ejercicio 26

O

Ejercicio 27(b) Puesto que az = E (X?); y que Var (X) = E (X?) — [E (X)]2 (Proposicién A.1 en la
pagina~56); entonces

2

Var (X) =a20 — [E (X)}

[E(X)]? + Var (X) =as0
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Ejercicio 28(a)
EX+Y) = [ @+pfe(ey)dyde

(m,y)ERiy

= | wfo@ydyde+ [ yfo (@y)dyde
(zy)ERY (zy)ERY

~[E(X) +E(V)

[Repita la demostracién para el caso discreto (solucién en Novales, 1997, Teorema 7.4)] La demostracién
de Exy (X =Y)=E,(X) —E,(Y) es similar.
a

Ejercicio 28(b) No hay mas que sacar la constante a de la integral (o el sumatorio) y aplicar la definicién
de E (X).

O
Ejercicio 28(c) Basta con recordar que indenpendencia implica
fox (Y| 2) = [ (y)
y operar oportunamente; es decir
E(X.Y) = ﬂ Ty for (z,y) dyde
(z,y)eR% |,
= jj -y fox (Y] x)- fx(x)dyde
(z,y)ERY 5
= / T / , Y (Y] a)dy| f«(x)d por ser zfy (z) cte. respecto de y
(z,y)ERY y
zERx z€R x dado
= / x [/ yfv (y) dy} fx(x)dx por independencia
ccRx yERy
= / z[E(V)] fx (z) dx por definicién de esperanza de Y
TERx
=E()- / zfy(x)dx por ser E (V) un ndmero constante
rERx
—E(MW)-E(X)
(para el caso discreto la demostracién es similar)
(Il
Ejercicio 29.
y
1
t3/\
Q
7
N
2
0 1

Sélo la primera.
Ejercicio 29

Ejercicio 31. Primero calculamos los momentos univariantes
E(X)=0-(03)+1-(0.3)+2-(04)=1.1
E(Y)=0-(0.6)+2-(0.4)=0.8

Var (X) =[0 — 1.1]2 - (0.3) + [1 — 1.1]* - (0.3) +[2 — 1.1]*> - (0.4) = 0.69
Var (V) =[0 — 0.8]% - (0.6) 4 [2 — 0.8]* - (0.4) = 0.96
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Ahora podemos calcular Cov (X,Y):
E (XY) =(0)(0) - (0.2) + (0)(2) - (0.1) + (1)(0) - (0.2)+
=(1)(2) - (0.1) +(2)(0) - (0.2) + (2)(2) - (0.2) = 1
tenemos Cov (X,Y) =E(XY)-E(X)E(Y)=1-1.1-0.8=0.12
Ejercicio 31
Ejercicio 32. Véase el teorema 7.3 de Novales (1997).
Ejercicio 32
Ejercicio 33. Por una parte: Cov(aX + b,cY + d) = ac Cov(X,Y) = ac oxy . Por otra parte: Var(aX +b) =
a? Var (X) y Var (c¢Y + d) = ¢ Var (Y); por lo tanto
Cov (aX + b,cY +d) _aCOxy  Oxy
\/Var (aX + b) Var (cY + d) Per

a Oy C Oy Ox Oy

Ejercicio 33

Ejercicio 34. La conclusién es falsa. La correlacién lineal indica el grado de relacién lineal entre dos
variables. Si el coeficiente de correlacion lineal estd muy proximo a cero, esto quiere decir que la relacién
lineal entre las dos variables es practicamente inexistente. Pero esto no es ébice para que pueda existir
una fuerte relacién (no lineal) entre las variables.

Ejercicio 34

Ejercicio 35(a)

Por lo tanto,

= P (poco) = P, (0) =0.40

= P (medio) = Py (1) =0.36

= P (mucho) = P, (2) =0.24
es decir, lo més probable es vender pocas bebidas alcohdlicas.

o1 2 P
0 0.12 0.16 0.12 | 0.40
1 0.08 0.2 0.16 | 0.36
2 0.04 0.08 0.12 | 0.24
P, (y) | 024 036 0.0

|
Ejercicio 35(b) Las leyes de probabilidad condicionadas estdn resumidas en las columnas de la siguiente
tabla.
Pxpy(z]0) Pxy(x|1) Pxpy(x|2)
x=0 | 0.500 0.44 0.300
x=1| 0.333 0.33 0.400
x=2 | 0.167 0.22 0.300

Las probabilidades han cambiado. Esto nos indica que las variables son dependientes. Nueva informacién
sobre X hace cambiar las leyes de probabilidad sobre las ventas de bebidas alcohdlicas; no obstante, si
la venta de refrescos ha sido baja (Y=0) sigue siendo mds probable que la venta de alcohol sea baja. Sin
embargo, si la venta de refrescos ha sido elevada (Y=2) lo més probable es que haya un volumen intermedio
de ventas de bebidas alcohdlicas.

|

Ejercicio 35(c) Necesitamos calcular las desviaciones tipicas y la covarianza de X e Y.
Por una parte, E (X) = 0.36 +2-0.24 = 0.84 y por otra E (Xz) =0.36 +22-0.24 = 1.32
Por tanto

Var (X) = E (X?) - [E(X)]* = 1.32 - [0.84] = 0.6144
En cuanto a Y, E(Y)=0.36+2-040=116y E (Yg) =0.36 +22-0.40 = 1.96
Asi pues,

Var (V) = E (Y?) = [E(Y)]® = 1.96 — [1.16]” = 0.6144
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La covarianza es
Cov (X,Y) = E(XY) —E (X) B (Y) =
=0.124+2-0.16 +2-0.08+4-0.12 — 0.84-1.16 = 0.1056

Finalmente el coeficiente de correlacion es
Cov (X,Y) 0.1056

JVar (X)y/Var (V) +/0.6144,/0.6144

Existe una débil relacién lineal de signo positivo entre las variables.

Corr (X,Y) = =0.17188

O

Ejercicio 35(d) Los casos que generan un mal dfa se pueden resumir en aquellos que verifican X +Y < 2.
Asi pues,
P(X4+Y<2)=Py(0,0)4+ Py (0,1) + Py, (1,0) = 0.36
O

Ejercicio 35(e) Tenemos que reescribir estas probabilidades en términos de las leyes de probabilidad
condicionadas:

= SiY=0:

P(X+Y<2|Y=0)= Py (0]0)+ Py, (1] 0) =0.50 + 0.333 = 0.833
= SiY=1:

P(X+Y<2|Y=1) =P, (0]1)=0.44
n SiY=2:
P(X+VY<2|Y=2=0
O
Ejercicio 36.
Py (x,y) y=0 y=1 y=2
x=0 0.33 0.12 0.05 Py (X]2)
;  por tanto x=0 0.05/0.3
x=1 0 0.25 0.25 f— 0.25/0.3
Marginal de Y | 0.33 0.37 0.3 — : .

y entonces E (X ] 2) =0 x 0.05/0.3 + 1 x 0.25/0.3 = 0.25/0.3 = 0.83
Ejercicio 36

Ejercicio 37.

x

xr
By (V] m)z/ y- fox (y] 7) dy=/ kay dy
0 0
Ejercicio 37

Ejercicio 39(a) El soporte en un tridngulo rectdngulo cuyos catetos son los ejes x e y que se unen en el
origen, y cuya hipotenusa es el segmento que va de (x,y) = (0,1) hasta (z,y) = (1,0) (v que corresponde
a la funcién y = 1 — x).

4

0 1

Para que sea funcién de densidad debe integrar uno:

1 ,l—y 1 1 yg 1
// kdwdy:k/ [x]};ydyzk/ 1—ydy=k[y—] —k/2=1
0 0 0 0 2 0

por lo tanto, k = 2.

Ejercicio 39(b) Debemos calcular la probabilidad asociada al siguiente recinto
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es decir
01 pl-z 0.1 .
P(X <0.1, Y>0.8) :/ / 2dy dx =/ [2y] o5 do
0 0.8 0 )
0.1
:/ 2. (1) -2 (08)]de
0
0.1 01
:/ [0.4 — 2z]dx =[0.4z — xg]o‘ dzx
0

=0.4-(0.1) — (0.1)*> = 0.03

Ejercicio 39(c) Para X

1—x 1—x
fx(m):/ fxy(gc,y)dy:/ 2dy:[2y]é_g€:2—2x si0<z<1
0 0

y fx () = 0 en el resto de los casos.
Para Y

1—y 1—y
fy(y):/ fxy(x,y)dx:/ 2dm=[2x]é_y:2—2y si0<y<1
0 0

v fv (y) = 0 en el resto de los casos.

Por tanto
1 1 371
2 2 1
E(X)Z/xfx(l‘)dmz/2x—2x2da§={x2—x} =1l--==
0 0 3 0 3 3
1 1 371
2y 2 1
E(Y) =/ yfy(y)dy=/ 2y — 2y%dy = {y2—3} =l-2=3
0 0 0
Ejercicio 39(d) Primero debemos calcular la funcién de densidad condicionada
fror (2,y) 2
fXY X y = =
=R Ty
por tanto,
v 1 [t 1 (2177 1y
E)xy X = dr = —— der = —— | — = —
e e s
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Que es distinta de la esperanza incondicional, que es igual a 1/3.

Ejercicio 39(e)
1
=y=-
V=3
(]

Ejercicio 39(f) Puesto que la esperanza condicional es distinta de la incondicional, estas variables no son
independientes.
O

Ejercicio 39(g) Para ello hemos de calcular E (XY").

1 1—x 1 1—x
E(XY)= / / ry fr (2,y) dyde = / / zy2dydz
0 0 0 0

1 271 1
2
:/ { i ] dydx:/ z(1 — z)%dx
0 2 1o 0

! 2 93 47 g

— _22 3d — i_i - N

/O(x x° 4+ x°)dx [2 s T2 T
Por lo tanto ) 11 i
X =E(XY)-E (X = — = ——

Es decir, hay una relacién lineal decreciente entre X e Y como cabia esperar dado dado el soporte de
la funcién de densidad conjunta, que es uniforme (nétese la relacién lineal decreciente de la esperanza
condicional, i.e., la funcién de regresién).

(]
Ejercicio 39(h)
v, 1 [l 1 (281777 (1-y)?
oty [ o e L [5]-05
0 1—y 1-vJg 1-y 3], 3
asi pues, puesto que Var , (X | y) = EX‘Y(X2 | y) — [E v (X | y)]2
(1-y?* [1-y]_(-y?
V Xy X = — =
ar v (X[ ) 3 9 12
para 0 < y < 1; por tanto, la varianza varia entre cero paray =1y % para y = 0.
O

Ejercicio 40. Que Var,, (Y] 1) = 0 implica que cuando X = 1, la variable aleatoria Y es degenerada,
es decir, toma un valor constante. Puesto que E, (Y] 1) = 1, dicho valor es uno. Por lo tanto Py (1] 1)
necesariamente es igual a 1. De esto se deduce que la probabilidad de que Y tome un valor distinto de 1
condicionado a X=1 es cero; en particular Py (2] 1) =0.

Ejercicio 40

Ejercicio 41.

E x(Z|z) =E,x(a+bY|x) sustituyendo Z por la combinacién lineal
=a + bE (V] ) por ser la esperanza un operador lineal
=a + bE (V) por ser X e Yindependientes
=E (a + bY) por ser la esperanza un operador lineal
=E (2) sustituyendo la combinacién lineal por Z

Ejercicio 41

Ejercicio 42(a) Puesto que nos preguntan por probabilidades acerca de la evolucién del empleo al margen
de los shocks de oferta, necesitamos conocer las funcién de cuantia marginal de Y.
Calculamos las funciones de cuantia marginales:

X\Y [-1 |0 1 P ()
—1 5/24 | 3/24 | 0 8/24
0 2/24 | 6/24 | 2/24 | 10/24
1 1/24 | 2/24 | 3/24 | 6/24
P, (y) | 8/24 [ 11/24 | 5/24 | 1
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Por tanto, Py (y) 1 =5/24 y P, (—1) = 8/24; asi pues, “a priori” es mds probable una disminucién del
nivel de empleo.
([l

Ejercicio 42(b) Ahora necesitamos la funcién de cuantia de Y condicionada al hecho de que ha habido un
shock negativo. Por tanto nos interesa fijarnos en la primera fila de la funcién de cuantia conjunta. Dicha
fila no es una funcién de cuantia por si sola, ya que no suma uno. Para obtener la funcién de cuantia de
Y condicionada, debemos dividir dicha fila por la probabilidad Py (1); por tanto

(1
_ (5/24 3/24 5 3
Py (yl -1) = (m 82 0) (k % 0
que suma uno y por tanto es funcién de cuantia.
Es decir, Py (—1) = %, P, (0) = %, P, (1) = 0 que son probabilidades distintas de las descritas por la
funcién de cuantia marginal de Y. Por tanto:

1. Sigue siendo mds probable una caida del nivel de empleo (de hecho, un incremento tiene probabilidad
nula).

2. Las probabilidades son %, %, y 0 respectivamente.

O
Ejercicio 42(c) Es la esperanza incondicional de Y, por tanto,
8 11 5 3
E = —1 - = ——
¥) 24 0 24 1 24 24
|
Ejercicio 42(d) Debemos calcular la esperanza de Y condicionada a X = —1, es decir,
5 5
Eyx (Y| -1 — Z41.0=-2
w (Y[ =1)=~1-240-2 S i1.0= <

Para calcular la varianza condicionada necesitamos calcular primero el momento condicionado de se-
gundo orden de Y, ya que como sabemos

Vary, (V| —1) = By (Y| 1) — (EW(Y\ 71))2.

Puesto que

5 3 5
2 2 2 2
EY‘X(Y |—1)7(—1) ~§+0 ~§+1 ~07§,
entonces

2 5 5 2
Vs (¥ <) = B (12| <1) = (B (1] =) ) = £ = (-5 =02
([l

Ejercicio 42(e) Puesto que la probabilidad condicional difiere de la incondicional, esto indica que existe
“algin tipo” de dependencia entre las variables.

Para ver el grado de dependencia lineal debemos calcular el coeficiente de correlacién lineal.

Por una parte, puesto que Cov (X,Y) = E (XY) — E (X) E (Y) necesitamos conocer E (X) y E (XY):

8 10 6 2
EX)=—1-—+0- -
(X) 24+ 24+ 24 24

B (XY) =(-1)(-1) - o + () - 53 + (1) o = o

(donde hemos omitido los sumandos nulos).

Por tanto . 9 3
X,V)=E(XY)-E(X)E)=— — — .=
El coeficiente de correlacion se define como
Cov (X,Y) Oxy

Corr (X,Y) = py = =
(1) =r Var (X) Var (V)  0x0v

Asi pues, nos queda calcular Var (X) y Var (Y):

Puesto que
8 6 14
E(X?) =(-1)?% - = — +12.
( ) (=1) 24+0 24+ 24~ 24
8 5 13

E (V%) =(-1)? - — +0- 12
()()zfr 24+ IYRDY
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tenemos que Var (X) = 11 — (f%)2 y Var(Y) =12 — (72%)2; por lo que finalmente
7 _ =2, =3
Corr (X,Y) = py = 24 24 2 =0.37

V- 27 [8 - 7]

que indica cierta dependencia lineal positiva, pero no muy acusada, puesto que esta lejos de uno en valor
absoluto.

O
Ejercicio 43(a) La funcién de cuantia marginal de X es:
1/5 para ¢ = —2
1/5 para z = —1
P.(z)=<1/5paraz =0 ;
1/5 para z =1
1/5 para z = 2
mientras que la funcién de cuantia marginal de Y es :
1/5 paray =0
P,(y)=<¢2/5paray=1
2/5 para y = 4
Puesto que
P, (1,1)=1/5
Y 1 2 2
P,(1)-Py(1)==-—=—,
no son independientes.
O
Ejercicio 43(b) Por una parte
1 1 1 1 1
E(XY)=-8-—-1-+0-+1- 0
(XY) 85 5+05+ 5+85 0;
por otra
1 1 1 1 1
E(X)=-2-—-1-40-+4+1-42-=0
() 5 5 * 5 i 5 - 5
Y 1 2 2
E =0-4+1-4+4-=2.
) 5 * 5 * 5
Asi pues,
Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)-E(Y)=0-0-2=0
O
Ejercicio 43(c)
1. Py (z|0)= {1 para x =0
1/2 ara = —1
2 Po(z|)=42 P
1/2 paraxz =1
1/2 ara x = —2
3. Po(z|4={/2 P
1/2 paraz =2
O
Ejercicio 43(d) P, (y]0) = {1 paray =0
O

Ejercicio 43(e)
1.
EX\Y(X| 0) :O*PX\Y(O| 0) =0x1=0
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Eq(X[1)==1%Pyy(—1]1) +1% Py (1]1) =
=—-1%1/2+1%1/2=0

E (X |4) = 2% P, (=2]4) 4+ 2% Py, (2]|4) =
= —2%1/242%1/2=0

|
Ejercicio 43(f)
Evwx(Y]0)=0%Py, (0]0)=0%1=0
O
Ejercicio 43(g)
1.
Var ., (X ]0) = (0 —0)? % Py, (0] 0) = (0—0)2%1=0
2.
Var (X | 1) =
(=1 =0)% % Py (—1] 1)+ (1 —0)* % Py, (1] 1)
=1%1/24+1x1/2=1
3.
Var ., (X | 4) =

(2= 0)2 % Pyy (=2]4) + (2 0)% x Py (2] 4)
=4x%x1/2+4x1/2=4

(]
Ejercicio 44(b)
PEX]|Y)) = {1 para E (X |Y) =0
u
Ejercicio 47(b)
1/5 para Var (X |Y) =0
P (Var (X|Y))=¢2/5 para Var (X |Y) =1
2/5 para Var (X |Y) =4
|

Ejercicio 48.
E (EY|X) = [h(z)fs(2)d

= [JEw(Y|2)] fx(2)de

= [[Jyfox(Y|2)dy] fe(a)de
= J[y- frx (Y] ) fe(2) dyda
= [[y: fo(z,y) dyde

-~ E(M=E()

2 1
/ / kxydx dy =k
o Jo

Ejercicio 48
Ejercicio 49(a)
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por tanto k debe ser uno (k =1)

2 2
fX(x):/ xydy:x/ydy:% 0<z<l1
0 0
_ ' _ ! Yy
hwy= [ ayde=y [ car=" 0y
0 0 2
O
Ejercicio 49(b)
2,2 2 9
Y oY dy 4
E = Z_dy = =
® A 2 2 3
2y o y? dy
E(1?) = [ Lay=120 _9
0=/ 5 5
2
Var (V) =E (¥?) = (E(1))* = §
O
Ejercicio 49(c)
2 1 3 2y3 dy
t/ /ﬁ9ﬁv—1hfﬁwﬂmyﬁhdy:——'%22::—6
o Jo
O

Ejercicio 49(d) Primero calculamos la funcién de densidad de probabilidad de Y condicionada a X = =

o (T, x
fux (Y] 2) = fA};((x)y) S % = %; con soporte Ry = [0, 2]
y donde 0 <y < 1..
Por otra parte, el T de las esperanzas iteradas dice que E y (E (Y| X)) = E(Y), vedmoslo:
2dy 4
B (Vi) =0 W 4,
2 3
as{ pues, su esperanza es

(]
Ejercicio 49(e)
P(Y> X) //fw 2y dyda:f/ /ydydz,,
’ Y
P(Y>X|X:0.5):/ fnx(y|0-5)dy—/ §d
r=0.5
1
P(Y> X) f05xf ydydx 27
( | ) P (X >0.5) 2f1  do 32
05

(I

Ejercicio 50(a) Por una parte

E(X)Z/lac-2(1—x)dm= {xg—gx?’r
0 3 o
2 1
S I e
3 3

Por otra
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Asi pues
1 1 1
—E(X)-EX))  =2--=|—
([
Ejercicio 50(b)
1 2.1
Y 1
B (V] 2) = dy = —— %]
w0 = [ a5 i
1 [1 mQ}_ 1 1—2?
1-zl2 2] 1-z 2
_ 1 (1—x)(1+m):1+x; r<y<1l 0<z<l1
1—-=z 2 2
(I
Ejercicio 50(c) y € [1/2, 1].
O
Ejercicio 51(b) Se debe verificar que
3 13
/ / for (2,y) dyde = 1
0 x
Calculando tenemos 5 .
Iy [ kdydz = [ k(3 — z)dx
3
2 )
= |Ge-5)| =1
y por tanto k= %
(en este caso k es la altura de la funcién de densidad sobre todo el soporte)
U
Ejercicio 51(c)
3 39 9
fw) = [ fo@ndy= [ Sdy=5G-2)  2e03
3 39
E (X) :/ zfy(x)dzx :/ §(3x—x2)dx =1
0 0
E (XZ) = / 22 f () dox = / (32 — 2)dr = =
0 o 9 2
3 1
Var (X) =E (X?) —E(X)*=2-12 ==
ar (X) =B (X)) ~B(X)? =5 —12 = 5
(|
Ejercicio 51(d)
Y ) 2
Iy (y) :/ fxv (1‘72/) dr = / §d$ = §y (BS (0,3)
0 0
3 59,
E(Y):/ yfy(y)dy:/ Sydy =2
0 0o 9
3 39 9
E (v?) =/ Yy f (y) do =/ Yy =
9 1
¢ =E(V})-E(V)’=2-22=_
ar (1) =B () ~E() =] -2 =
(Il
Ejercicio 51(e) En general
2 2 2
(@) fr(y) =B —2) sy # 5 = folzy)
9 9 9
por lo tanto X e Y NO son independientes.
(I

Ejercicio 51(f)
Cov (X,Y)

P = Nar (X) Var ()
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Puesto que Cov (X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y), ¥y

3 3 3 139 9
E(XY):/ / myfxy(fv,y)dydz:/ / Sy - dydr = —
0 T 0 Jz 9 4
entonces; Cov (XY,=)9/4—-2-1=1/4. Asi pues

__ 4 1
P = e 2

que es mayor que 0 como cabia esperar.

]
Ejercicio 51(g)
fo (z,y 2/9 1
(g =ty 29 1
fx (1') 2/9 . (3 :L’) 3—x
cuando y € (2,3); v fyx (Y| z) =0; en el resto de casos.
Por otra parte
3 3y 1
Bun(Vla) = [ ufou(V |0y = [ +2dy=56+2)
(I

Ejercicio 51(h) La v.a. E (Y| X) toma el valor E, (Y] z) con probabilidad fy (z)dz, para cualquier
z € (0,3), por tanto,

3
B, (E (Y| X)) = / By (Y] 2) fo () de

asi pues, sustituyendo

31 17, a37°
/0 5(3+x)7(3—z)d1': 3 {3 :Ug}OQE(Y)
]
Ejercicio 52(a)
y
2
1
7
0 1 X

Noétese que = puede tomar valores entre 0 y 1, siempre y cuando ademdas z < y. Cuando y < 1, la
variable z estard en el intervalo x € (0, y); por lo que y restringe los posibles valores de z. Sin embargo,
cuando y > 1, la variable « puede tomar cualquier valor entre cero y uno (y NO restringe, en este segundo
caso, los posibles valores de x.)

|

Ejercicio 52(b) fol f; 2/3 dydx = 1 y ademds fy (x,y) es estrictamente positiva en todo su dominio de
definicién.
([l
Ejercicio 52(c)
f2 2/3dy=4— 2z, enelintervalo z € (0,1)
fe(x) = {7
0 en el resto de casos.

Jy2/3 dz =2y, en el intervalo y € (0,1)
%, en el intervalo y € [1,2)
0 en el resto de casos.
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Los valores esperados son:

g )
E(Y)=/ y*yder/ Yz dy = —.
o "3 L 73 9

E(X)z/(jx(é—ix) dx:g.

Ejercicio 52(d)

Ejercicio 52(e)
22 2. =1(z+2), definida para z € (0,1),

Eyx(Y]a) =
0 en otro caso.
y
2
1
7
0 1 X
foy:c;/—/?idx =1y definida para y € (0, 1),
E(X|y) = fol w%dw =1 definida para y € [1,2),
0 en otro caso.
Yy
) I
1
7
0 1 X

Ejercicio 52(f) E, (Y] x) es lineal; sin embargo E ., (X | y) no lo es.

Ejercicio 53(a) Del punto g de EJERCICIO 51 sabemos que E . (V| z) = (34 x)/2.
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De los puntos ¢, d y f del EJErciciO 51 sabemos que E (V) =2; pn =1/2; oy = 0x; y que E (X)
=1. Por tanto

B(Y)+ o0 2o~ (X)) =2+ 3z - 1)

([l
Ejercicio 54(a)
Y,
i
([l
Ejercicio 54(b) Comprobando si se verifican las siguientes igualdades
1.
1 x
| oy iz =1
0 J-1
2.
1,1 0 1
/ / fov (z,y) do dy +/ / fo(zy)de dy =1
0o Jy -1Jo
O
Ejercicio 54(c)
x
f@ = [ oty sei
-1
1
Jy for (@ y)day y € (0, 1]
fr (y) =
1
Jo fo (@) da; y € [=1, O]
(Il
Ejercicio 54(d) Deberfa comprobarse si se verifica
fo(@y) = fe(@) fr(y) para —1<y<z; 0<z<1
en caso afirmativo, X e Y son independientes.
O
Ejercicio 54(e) Puesto que Var (X) =E (Xz) - [E ()()]27 entonces
1 x 1 T 2
Var (X) = / / 22 fo (z,y) dy do — [/ / zfw (z,y) dy dx]
0 J-1 0 J-1
o lo que es lo mismo
1 1 2
Var (X) = / 22 f (x) do — [/ xfy(x) dx}
0 0
(Il
Ejercicio 54(f) Para ello es necesario calcular la funcién de densidad condicionada, que en este caso es
XY a7
foctyla) = B0y <

fe(a) 7
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por lo tanto

Eyw(Y]2) = 901 dey; rel-1,0; —-l<y<uz.
O
Ejercicio 54(g)
B (V] z) =E (V) — E (X) C{’/;f(/;; ) Ci’/;r(i;;/) x; Vzelo, 1.
O
Ejercicio 54(h)
P(Y>d| X =05 = dO'S Fox (4] 0.5) dy = do‘s f;(?()i)y)dy sid<0.5
P(Y>d| X =05)=0 sid> 0.5
O

Ejercicio 54(i) En este caso no podemos emplear la funcién de densidad condicionada f, (Y | z); aqui de-
bemos emplear directamente la definicién de probabilidad condicionada.

:f0145 [ fo (z,y) dy dx

P(Y>d| X >0.5) T sid<0.5
fo.s fx (@) dx
1 rx
xz,y)dy dx
P(Y>d\X>O.5):fdfdlf‘w( y) dy sid>05
f0.5 fx () dx
|
Ejercicio 55(a)
Py (z,y) ‘ X=-1 X=0 X=1
Y=-1 0-k 1-k 2-k
Y=0 1-k 1-k 1-k
Y=1 2-k 1-k 0-k
que suma 9 - k; por tanto k = é.
|
Ejercicio 55(b) Primero calculamos la funcién de cuantia marginal
| X=-1 X=0 X=1
P (x)| 1/3 1/3 1/3
Por tanto 11
E(X)=) aP. ()= 3-3=0
|
Ejercicio 55(c) Primero necesitamos calcular la funcién de cuantia condicionada a que Y= —1; sabiendo

que P(Y=-1)=3
=-1 X=0 X=1
P (x]-1) | 0 1/3 2/3

Por tanto ;
B (X]|=1)=> aPy (x| -1) = 3
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Ejercicio 55(d) Por una parte
1 1 2 2
E(X?) =) a®Pi(@)=5+3=3 Var (X) =E (X?) ~E(X)’ = 2
1 1 1 1 2
E(V)=Y yPi(y) =55 =0 E(?) =Y *Pi(y) =5+ ==
3 3 3 3 3
2 2 _ 2
Var (V) =E (V*) —E (Y)" = 3
B =S S ayP () = —2—2=—-2  Cov(X,V) =E(XY)—E(X)E(Y) = —=
9 9 9 ’ 9
Por tanto
4 _y9_ 2
PR3 23 2/3 3
(Il

Ejercicio 55(e) Z es una variable cuyo soporte son los valores enteros desde —2 hasta 2. Pensemos primero
cuales son sus probabilidades:

2
P(Z - *2) :PXY(i]ﬂ]') = §
. 1 1 2
1 1
P(Z=0)=P (—1,—-1) + P (0,0) + Py, (0,0) :0+§+0: 9
1 1 2
P(Z: ]-) :PXY(07_1)+RY)’(170) ==+ -==
9 9 9
2
P(Z=2)=P(1,-1) = 3
Por tanto 5 5 1 5 5
E(Z)=-2--1-0+-+1-+2-=
(2) 9 90+ 9 + 9 + 9 0
([
Ejercicio 55(f) (Z| Y = —1) es una variable cuyo soporte son los valores enteros desde 0 hasta 2. Pensemos
primero cuales son sus probabilidades:
P(Z=0|Y=-1)=Py(-1|-1)=0
1
P(Z=1]Y=-1)= P (0] -1) 3
2
P(Z=2|V=-1)=Py (1] -1 =
Por tanto 1 9 &
E Zl-1)=1-42-=—
av (2] ) 3 + 373
([
Ejercicio 55(g)
Cov (X,Y) 2
E. (Y ~ =_=
w (V@) =04+ oo = =3¢
U
Ejercicio 56(a)
1 Yy 1 k
1:k/ / dexdy:k/ v dy =~
o Jo 0 4

por tanto, k =4
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Ejercicio 56(b)
y? da = 4y®; para 0 <y < 1

L 4 , L 9
ydng; E(Y):4/ydy:§
0

Ejercicio 56(c)

fxy(x,y) 4y2 1
far(X|y) =——rtH = L =" para0 <z <y
o (X[) [ () 4y y
Y Yo da Yy
EX\Y(X|y):\/ xfx\y(X|y) dﬁU:‘foiz5
0 Yy
Ejercicio 56(d)
E(Y) 2

Ejercicio 56(e)

// Y’ fo (2,9) dxdy—4//x dx y*T2 dy

:4101 ys+r+3 dy _ 4
r+1 (r+1)(s+r+4)
Ejercicio 56(f)
4 2 4 1
Cov (X,1) =E(XY) ~E()E(M) = 5~z = =
2 4 4 14
Var (V) =E (X?) — (E(X))" = TR T
Corr (X,Y) = Cov (X, V) = 3
Var (X)) Var (Y) 28

Ejercicio 56(g)
PRX>Y,YV<1/2)
P(Y<1/2)

P(2X >Y|Y<1/2) =
por una parte

5[ 3 1
P(2X>Y,Y<1/2):/ / 4y2dzdy=2/ v dy = —
0 Jy/2 0 32

por otra

[N

1
P(Y<1/2) :4/ Y dy = —;
0 16
asi pues

P(2X >Y|Y<1/2) ==
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Ejercicio 57(a) Puesto que E (Y| X) es la siguiente funcién lineal de z,
Eu (Y]2) = 3+ )/2 = h(z);

podemos aplicar el cambio de variable univariante:

fE(Y X)(y) = dh;i;(y)‘ < fx (hil(y))

=2-f«(2y—=3) ye (h0), h(3)) =(3/2, 3) =Rury 1)
donde a =3/2y b=1/2.
Del punto ¢ del EJERCICIO 51 sabemos que fy (z) = %(3 — x); por lo tanto

oo ) =2 (53- €y =3) ) = 56-20) = 53~ 0),
donde y € (3/2, 3).

Ejercicio 57(b)

Ejercicio 57(c)

Por otra parte
Ejercicio 57(d)

Ejercicio 57(e) Puesto que
Var (E (V] X)) = E ([E (Y] X) - E(E (V| X)I*) = E ([E (V] X) - E(V)]?)
que es igual a

3 3
[ [ BaV19) = B0V fo (o) dy
0

x
sustituyendo tenemos
3

3
2
ﬂ//(gc2 —2x + 1)dy dx = 0.125 < Var (Y) = 0.5
0

x

Ejercicio 58. Puesto que Z = 3X +2; entonces

FZ(Z)P(Zgz)P(3X+2§z)P<X§Z;2>FX (Z_2>;

3
' dh~!
(= 1
f2(z) = fx(h™'(2)) ‘ dz( ) =13 z€R, = (h(0), h(1)) = (2,5)
3
Es decir, Z ~ Uniforme (2, 5). Por tanto, E (Z) = f; z3dz = %% , = z
Puesto que Z = E (Y| X), entonces P(E (Y|X) >3)=P(Z > 3):
5
1 z|> 5—-3 2
P Z = — d = - = — = =
(Z>3) /3 3 T 3lLT 3 T3

87
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Ejercicio 58
Ejercicio 59(a)

Y
4 7
4 Z
”””””””””””””””””””” Y
Yo
0 4 T
]
Ejercicio 59(b) Puesto que las funciones de densidad marginales son
4z 8
= fr(y)=J, 55 dv =14 — & paray € (0,4).
x z3
» fo(z) = fo T dy = &, para x € (0,4).
entonces
zy
L fo(z|ly) =25 = (162_7”22), y<xz<4; esdecirRy = (y, 4)
4 64
2. fux(ylax) = ?—% = ig, 0<y<ux; esdecir Ry  =(0, x)
81
|
Ejercicio 59(c) E (V) = féy(%y — qy¥)dy =322 =213
(]

Ejercicio 59(d) Para cualquier x € (0,4),

1
352y 2y
Fox(Y]a) =55 =51 ye(nd)
64

Entonces Ey (Y| z) = [ yi—g dy = 2z, para x € (0,4).

La esperanza condicionada estéd representada por la linea azul.

Yy

s
4 Sy
N

Si X=2,E (Y|X =2)=4/3 <E(Y). Por tanto no coinciden.
|

Ejercicio 59(e) En este caso fi (z,y) # fx(x) - fi (y); pero ya no es necesario verificarlo puesto que
E,x (Y| z) difiere de E (Y), ambas variables dependen.

(I

Ejercicio 59(f) E,.. (Y| z) > E () sdlo cuando 2z > 32, es decir, cuando # > 8. Por lo tanto, si
x € (16/5, 4) entonces E (V| z) > E ().

O

Ejercicio 59(g) Segtn el apartado anterior, es la probabilidad de que P (X > 1—56) . Por tanto

16 4 4 369
PlX> > = f(;z:)dx:/ —a23dr = == =059
< 5 16/5 : 16/5 64 625
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(]
Ejercicio 59(h) Puesto que E,, (V| z) = 2z, entonces R,y |, = (0, 8/3) y
2 3
y=h(z)= 3% ¥ por tanto x=h"'(y) = QY
ademds [y (z) = &;2°, asi pues
3 3 31 /3\° 81 ,
Joorixo (y) = ‘2‘ fx <2y> 3 64 <2y) = @y
para y € (0, %)
([
Ejercicio 59(i)
8/3 g1
P(EY|X)>E(Y))=P(E{]X)>32/15) = / — % =0.59
B(v) 1024
([

Ejercicio 60. Puesto que Var (X) =E (Xz) ~ [E (X)]z; realizamos los siguientes calculos:
Por una parte:

M'(t) = _7’“(1 —2t) T N (=2) = r(1—2t) 7 !

que evaluada en cero es:
E(X)=M0)=r

Por otra parte:

M) = T(_Tr — 1) =26)7 2 (=2) = (PP +2r)(1—2t) 7 7

que evaluada en cero es:
E (X?) = M"(0) =r®+2r.
Por tanto, Var (X) =72 +2r —r? =2r
Ejercicio 60
Ejercicio 61(a)

My(t) =E (") =E (6(aX+b)t) = E ("t ebt) = B (eaXt) — M My (at).

(I
Ejercicio 61(b)
Mi(t) = d]\;ft(t) — b My (at) + e"aM (at)
E (V) =M;(0) =b- Mx(0)  +a- M%(0)
—— N
E(eX0)=E(1)=1 %)
=b+ aE (X)
(I
Ejercicio 61(c) Puesto que de (a) sabemos que My (t) = e#* M (ot); sustituyendo tenemos:
My(t) = e - My(ot) = ekt - e(e)7/2 = entta™t*/2,
O

Ejercicio 62.

B (X) 8]\(;[t(t) g i(l_i\t>(—(a+1)) tzo: T
2 2 PM(1) oM\’
Var (X) =E (x2) — (B(X))” = é\ftt t O_( Agt(t t_o) -
a(a —(a+2) a a®+a a
= (“it) t_o‘(QQ:;)'l‘(A)z: *
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Ejercicio 62

Ejercicio 63. Puesto que E (X) = M4 (0) y E (X?) = M%(0); necesito calcular la primera y segunda
derivadas de Mx(t) y evaluarlas en cero.
A 222
. M t) = .
(1—Xt)?’ x(®) (1—Xt)3’

por tanto M% (0) = Xy M%(0) = 2)\2. Asi pues

M (t) =

p=E(X)=) o>=E(X?) - (BEX))?=222-A2 =)’
Ejercicio 63
Ejercicio 64.
My ()= E (") =E (et H+29)) = E (e 7)) = Myy4(¢,t,1);
por la definicién de funcién generatriz conjunta; y debido a la independencia entre las vbles.
Mxvyz(t,t,t) = Mx(t) - My(t) - Mx(t):
Ejercicio 64
Ejercicio 65.
My(t) =E (eYt) =E (e(”ZJr”)t) =E (e"Zt . e“t) = eME (e"tZ) .
Pero E (e"tZ ) es la funcién generatriz de momentos de una N (0, 1) “evaluada en ot”, es decir, E (e‘”Z ) =
My (ot); por tanto
My (t) = e’ My (ot) = ehtes (o) — gutt3to’
Ejercicio 65
Ejercicio 66(a)
My (t) =E (et(x“/)) =E (") E (") por independencia
=M (t) - My(t) = (1 - *)~7

Ejercicio 66(b)
My (t) =E (et(X_Y)) =E () -E(e") por independencia
“M(t) - My(—t) = (1— £2)2

Por tanto tienen idéntica distribucién debido al teorema de unicidad de las funciones generatrices de
momentos.

U
Ejercicio 66(c)
Myy(s,t) =E (V1) = E (es(x+3f)+t(xﬂf))
-E (e(s+t)X+(s—t)Y>
=E (e(s+t)X) -E (e(s_t)y) por independencia
=Mx(s+1t)  My(s—1t)
=1=(s+))7*- (1 - (s -1~
U
Ejercicio 66(d) Y puesto que la funcién generatriz conjunta My v(s,t) es distinta de
My (s)My(t) = (1 —s%)72- (1 —t*)72
U y V no son independientes.
O

Ejercicio 66(e) Basta con demostrar que Cov (U, V) = 0.

Cov (U, V) = E (UV) — E (U)E (V).
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Por una parte,
EU)=E(X+Y)=E(X)+
E (V) =E (X - V) = E(X) —

cllc
=

Il
e
+
o

por otra
E(UV)=E((X+Y)(X -Y))=E (X*-Y?) =E (X?) —-E (Y?) =0.
Por tanto Cov (U, V) = 0.

]
Ejercicio 67(a) Puesto que M y(t,7) = E (¢! ; entonces
Mx\'7Y(tv7) =E (etX+TY) = Z Z el Py (@i, yj)
r;ERx y; ERy
=1/9e%F07 1-3/9¢™ +2/9¢* 4 1/18e! 4 1/6€'TT +1/9¢ 2T
]

Ejercicio 67(b) La funcién generatriz de momentos marginal es la conjunta evaluada en 7 = 0, por tanto
Mx(t) =2/3+1/18¢" +1/6e" +1/9¢" = 2/3 +1/3¢

derivando respecto de t y evaluando en ¢t =0

¢
dt t=0
O
Ejercicio 68(a)
M
dMWO)| gy =2n0=
dt |,
(]
Ejercicio 68(b) Puesto que
2
M E (X2) — 92\
a2 |,
Entonces Var (X) = E (X?) — [E (X)]* = 2\
O

Ejercicio 69(a) Cuando ambas variables aleatorias tienen distribucién conjunta normal, entonces
incorrelacién implica necesariamente independencia.

]

Ejercicio 69(b) La conclusién es falsa. La correlacién lineal indica el grado de relacién lineal entre dos
variables. Si el coeficiente de correlacion lineal estd muy proximo a cero, esto quiere decir que relacién
lineal entre las dos variables es practicamente inexistente. Pero esto no es ébice para que pueda existir
una fuerte relacién (no lineal) entre las variables.

O

Ejercicio 69(c) Cuando la esperanza condicional es una funcién lineal de z, la aproximacién lineal coincide
con la verdadera esperanza condicional (esto siempre es asi cuando X e Y tienen distribucién conjunta
normal).

O

Ejercicio 70. Use la propiedad E2 de la esperanza.
Ejercicio 70

Ejercicio 71. Usando la propiedad V1, podemos deducir que
Var (V) = ZVar (X;) = 29(1 —60) =nd(1-0).
i=1 i=1

Ejercicio 71
Ejercicio 72(a)
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Ejercicio 73(a) Primero debemos calcular el valor de 02.. Ya que X ~ N(20000,0%),y P (X > 21680) =
0.2; entonces,

p (X — 20000 < 21680 — 20000> 0.2

Ox Ox

gx gx
Puesto que X — 20000/cx ~ N(0,1), podemos deducir cuanto vale 1680/cx. Sencillamente debemos
buscar en las “las tablas de la Normal” para que valor h, P (Z < h) =0.8 (dicho valor es aprox. 0.84)
1680

—— =0.84; es decir ox = 2000.
ox

X —
P( 20000 < 1680) — 08

Ahora ya podemos responder a la pregunta:
P (|X —20000| < 1680) = P (—1680 < X — 20000 < 1680)
1680 X —20000 1680
=P - < <
2000 2000 2000
=P(-0.84 < Z<0.84) = 0.6,

donde Z ~ N(0,1).
|
Ejercicio 73(b) Necesito calcular el tiempo ¢ a transcurrir para que haya una probabilidad de que el 5%

de los aparatos se hayan estropeado.
P (estropearse antes de t) = 0.05

X —20000 ¢ — 20000
P(X<t):P( ):0.05

2000 2000
Mirando en las tablas deducimos que
t — 20000
5000 64 = 6720,

es decir, hay una probabildad del 5% de que los lavavajillas se hayan estropeado antes de las 16720 horas
de uso.
O

Ejercicio 74.

(a) La mediana es el valor m tal que fam ﬁdm = 0.5 es decir

m 1 m
/ dr=—2—| =05
o« b—a b—al,

por lo tanto (m — a)/(b —a) = 1/2, y despejando m llegamos a
a+b
2

2(m—a)=b—a = m=

(b) El primer cuartil es el valor Q5 tal que faQ% -dx = 0.25 es decir

Q25 Q25
/ L —0.25

b—a b—al,
por lo tanto (Qa25 — a)/(b — a) = 1/4, y despejando Qo5:
3a+b
Q25 = 7

(¢) El segundo cuartil es la mediana Q59 = m

(d) El tercer cuartil es el valor Q75 tal que faQ75 7-dx = 0.75 es decir

Qs 1 Q75
/ do = 2 —0.75

b—a b—al,
por lo tanto (Q75 — a)/(b— a) = 3/4, y despejando Q7s:
a+ 3b
Qrs = "

Ejercicio 74
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Solucién al Test: Puesto que

fx(x) = /0°° e T Vdy =e7"
frly) = /0 e "TVdr =eY.

fx@) - frly)=e eV ="V = fo (7,y)

Entonces

Fin 1

Solucion al Test:

= conocer el valor de Y no aporta informacioén sobre los valores que puede haber tomado X sdlo cuando
X e Y son independientes; algo que no necesariamente ocurre cuando E (X | y) = E (X).

= Puesto que la esperanza condicionada de X no depende de los valores tomados por Y, saber que YV
ha tomado un valor determinado no nos dice nada acerca de E (X) (por lo tanto 2 es cierta).

» En general, E (X | y) = E(X) no implica ni E, (Y| z) = E(Y), ni tampoco Var ,( X | y) = Var(X).

Fin 2
Solucién al Test: -
oo R+ ay(a® — )] dady
1 01 1 1
= k [f_l [ dedy+ [~ [ (aPy — xy?’)d:vdy}
1 x4 22,3 !
= kL | Fy-5?] dy
1 3 371
- k[4+f . [Z%ZnL%]ldy} k-4
por tanto k = 1/4.
Fin 6
Solucién al Test: La densidad marginal de X es
1 3 3
1 2 x Tz x z 1
— 71 2—2d:* oy T
fe@) = [ ran ==+ -1 -5+ =5
De manera anéloga f, (y) = 3
Fin 7

Solucién al Test: Podemos calcular Cov (X,Y) como

Cov (X,Y) = E (XY) — E(X)E(Y).
LS| 1[22]"
E(X):/ledx:2[2]1=O,

E(XY)= [1 [1 ey 11+ ay(® - y?))dedy

Por una parte

y andlogamente E (Y) = 0.
Por otra parte

1 101 101 11
= 7 [ J zydady+ [ [ 24y dady — I 22ytdady
S15 S15 S151

A B C
donde
1
A= //xydmdy—/xdw/ydy—o
“1-1
11 1 1 0 9 4
_ 4 24, _ 2 4 _ %
B= //xydxdy—/xdm/ydy—5 3= 15
Z1-1 -1 -1



Soluciones a los Tests

2 2
5 3

11 1 1
C= //xydmdy = /xde/y4dy
Z1-1 -1 21

por lo tanto
1
E(XY) = Z[A+B_C] =0.

Podemos concluir que
Cov(X,)Y)=EXY)-E(X)E(Y)=0-0-0=0;

94

es decir, no hay relacién lineal entre X e Y, lo que no quiere decir no pueda existir algin otro tipo de

relacion; de hecho
11

Fo@) f ) = 55 = 1 # Fo (9) = 1+ oy — o)

por lo que ambas variables no son independientes.

Solucién al Test: Necesitamos la funcién de densidad condicional, es decir

Fox (V)= £rlow)

$4zy(a®—y?)]
12

— i1+ ay® — )

La esperanza condicional es

| 5 9 1, 1
Ew(Yo)= | ysll+ay@® —y)]= 32" - za.

) 3

Solucion al Test:

1 1
P(X+Y>O):/ / i[1+xy(x2—y2)]dydx

1 3,2 47y=1
:/ N i
114 2 4

Solucién al Test:
= Sia=—1;|a] =1y sin embargo p= —1

= Sia<0, p=-1.

Fin 8

Fin 9

Fin 10

= Dada la relacién determinista entre X e Y, se verifica que Var (Y’ X = 1) =0yaquesi X =1
entonces (Y| X = 1) = a + b es una constante; pero si a # 0 entonces Var (X) > 0, que implica que

Var (Y) > 0.

Solucién al Test: El soporte es el tridngulo con vértices (0, 0), (0, 1/2) y (1,1/2).

y
_w

_al?
Y

Y
1/2

Yo

Fin 14
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Por lo tanto la respuesta correcta es

o bien

2
12 /@Vﬂ

Yo

0 0 1 T

1/2
/ fXY (x,y) dxdy: 1.
0 0

De hecho el valor de k es

1/2 2y 1/2 11/2
kdxdy = k 2ydy:k[y]0 =k-1/4=1
0 0

0
por tanto k = 4.
Fin 15
Solucién al Test:
s Puesto que X =1/2 y 2 < 2y < 1 la realizacién de y debe pertenecer al intervalo (1/4, 1/2).

= La distribucién marginal de X es

1/2 1/2 12

fo )y = [ ady = [w])}); =220

x/2 x/2

y lade Yes

2y 9
/ 4dx = [4:10] Oy = 8y
0
De donde deducimos que en general
fx(@) fr(y) =8y - (2—2z) #4 = fu (2,9)
por tanto no son independientes y la informacién de X condiciona la distribucién de Y.

= Por una parte

1/2 1 1/2
EM) = [\yf ) dy= [y 8ydy—[i]0/
= 1/3;
por otra
fo(y) 4 2
Y =
fo(Yl2) = fol) 2-22 1-=z
por lo que
1/2
Bux (V@)= [ ufo (Y| 2)dy
1/2
= f'p/2 Y1—% a:dy
- [
1-zlz/2
Asi pues,

1/2
E (Y] X=1/2) = {1"2} » =0.375>1/3=E(Y).

1/2
Fin 16

Solucion al Test:
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Fin 17
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