
Dpto. de Econoḿıa Cuantitativa
Universidad Complutense de Madrid

Introducción a la
Regresión Armónica Dinámica (DHR)

Marcos Bujosa

Antonio Garćıa-Ferrer
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Índice 3

1. Introducción 5

2. Breve introducción al análisis espectral 10
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1. Introducción
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⇑ Modelo de componentes no observables 2

Enfoque ARIMA

φ(L)yt = θ(L)ξt, ξt ∼ r.b. (0, σ2).

Enfoque de componentes no observables

yt = Tt + St + et



⇑ Componentes estimados: Serie de lineas aéreas 3
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⇑ Pasos a seguir 4

1. Identificar el tipo de modelo para cada componente

2. Estimar los hiper-parámetros de los modelos identificados

3. “Filtrar” los componentes

(estimar el valor esperado de cada componente en cada instante)

Regresión Armónica Dinámica Lineal (LDHR) se ocupa de los dos primeros

pasos.



2. Breve introducción al análisis espectral



⇑ Serie estacional simulada 5
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⇑ Autocovarianza y Función Generadora de Covarianzas 6

Autocovarianza k-ésima; relación entre:

desviación respecto a la esperanza en t con desviación que hubo en t− k.

γk = E
(
(yt − µ) · (yt−k − µ)

)
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⇑ Autocovarianza y Función Generadora de Covarianzas 6

Autocovarianza k-ésima; relación entre:

desviación respecto a la esperanza en t con desviación que hubo en t− k.

γk = E
(
(yt − µ) · (yt−k − µ)

)

Función Generadora de Covarianzas: es la sucesión de autocovarianzas:

Γ(z) = γ0, γ1, γ2, · · · =
∞∑

k=0

γkzk.



2.1. Análisis en el ámbito del tiempo: las autocovarianzas



⇑ Serie estacional simulada: autocovarianzas 7
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Ejemplo 1. Veámoslo con la serie del ejemplo. Hay una señal muy clara para algunos

retardos concretos. En este caso son los múltiplos de 3. La sucesión de autocovarianzas

claramente nos indica que hay una fuerte relación negativa entre el valor en t y el valor

en t−3 (y consecuentemente también t+3), y una fuerte relación positiva entre el valor

en t y el valor en t− 6 (ó t + 6). Hay otros retardos importantes, pero debe subrayarse

que su influencia decrece a medida que el retardo aumenta:

dΓ(z) =45.3, 3.6, −3.6, −44.9, −3.8, 3.5, 44.4, 3.9, −3.4, −44.0, −4.0, 3.4, 43.5, 4.1, . . .

=45.3 · z0 + 3.6 · z1 − 3.6 · z2 −44.9 · z3 − 3.8 · z4 + 3.5 · z5 +44.4 · z6 + · · ·

=

∞X
k=0

cγkzk



2.2. Análisis en el ámbito de la frecuencia: el espectro



⇑ Ondas deterministas 8
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⇑ Función Generadora de Covarianzas y Espectro 9

Γ(z) =
∞∑

k=0

γkzk.

Espectro es Transformada de Fourier de Γ(z), es decir:

sustituir zk por cos(kω), e interpretar
∑

como sumatorio:

f(ω) =
∞∑

k=0

γkcos(kω); −π ≤ ω ≤ π.

(suma de funciones coseno)



⇑ Espectro estimado de la serie simulada 10

f̂(ω) =
0∑

k=0

γ̂k cos(kω)
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⇑ Espectro estimado de la serie simulada 10

f̂(ω) =
3∑

k=0

γ̂k cos(kω)
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⇑ Espectro estimado de la serie simulada 10

f̂(ω) =
6∑

k=0

γ̂k cos(kω)
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⇑ Espectro estimado de la serie simulada 10

f̂(ω) =
20∑
k=0

γ̂k cos(kω)
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⇑ Espectro estimado de la serie simulada 10

f̂(ω) =
99∑
k=0

γ̂k cos(kω)
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⇑ Espectro estimado de la serie simulada 10

f̂(ω) =
399∑
k=0

γ̂k cos(kω)
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⇑ Espectro estimado de la serie simulada 10

f̂(ω) =
899∑
k=0

γ̂k cos(kω)
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Deducir en la pizarra el espectro de un proceso de ruido blanco.

Comentar la etimoloǵıa de la expresión “ruido blanco”.

Explicar que si un proceso no es ruido blanco, se puede inferir su dinámica (extraer

información).

Definir lo que es un filtro (relacionar con un cristal de colores, o con un ecualizador

de una cadena musical). Relacionar con los modelos ARMA.



⇑ Espectro Teórico del proceso estacional simulado 11
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2.3. El espectro de una serie bien conocida



⇑ Serie de Lineas Aéreas 12
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⇑ AR(17) espectro de la serie de Lineas Aéreas 13

π2π
2,4

2π
3

2π
4

2π
6

2π
12

0

f
(ω

)

Frecuencias (ω)



3. Método DHR



⇑ Modelo básico 14

yt = Tt + St + et; t = 0, 1, 2, . . . , (3.1)

Tendencia (o ciclo-tendencia): (Tt)

Componente estacional : (St)

Componente irregular : (et); {et} ∼ r.b. N(0, σ2
e)



3.1. Modelo teórico de los componentes DHR



⇑ Modelo teórico de los sub-componentes DHR 15

s
pj

t = ajt cos(ωjt) + bjt sin(ωjt), (3.2)

donde ωj = 2π
pj

es la frecuencia y pj es el periodo.



⇑ Modelo teórico de los sub-componentes DHR 15

s
pj

t = ajt cos(ωjt) + bjt sin(ωjt), (3.2)

donde ωj = 2π
pj

es la frecuencia y pj es el periodo.

ajt y bjt modulan amplitud oscilaciones

(procesos AR(1) o AR(2) no estacionarios con parámetros conocidos,

excepto varianzas).



⇑ Modelo de la Tendencia 16

Tt = a0t cos(0 · t) + b0t sin(0 · t) = a0t; (3.3)



⇑ Modelo de la Tendencia 16

Tt = a0t cos(0 · t) + b0t sin(0 · t) = a0t; (3.3)

(1− αL)(1− L)Tt = ξ0t−1.
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Tt = a0t cos(0 · t) + b0t sin(0 · t) = a0t; (3.3)

(1− αL)(1− L)Tt = ξ0t−1.
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⇑ Modelo para cada componente estacional DHR 17

spj
t = ajt cos(ωjt) + bjt sin(ωjt) (3.4)



⇑ Modelo para cada componente estacional DHR 17

spj
t = ajt cos(ωjt) + bjt sin(ωjt) (3.4)
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⇑ Modelo DHR completo 18

yt =
R∑

j=0

[
ajt cos(ωjt) + bjt sin(ωjt)

]
+ et, (3.5)

donde j = 0 corresponde a la tendencia.
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⇑ Modelo DHR completo 18

yt =
R∑

j=0

[
ajt cos(ωjt) + bjt sin(ωjt)

]
+ et, (3.5)

donde j = 0 corresponde a la tendencia.

Parámetros

Conocidos: ωj

“Supuestamente conocido”: modelo AR de procesos {aj} y {bj}

Desconocidos: Varianzas innovaciones de los procesos {aj} y {bj}.



3.2. Análisis espectral del modelo DHR



⇑ Espectro de un componente DHR 19
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⇑ Espectro de un componente DHR 20
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⇑ Espectro de los componentes DHR de un modelo mensual 21
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3.3. Estimación de las varianzas (optimización de los NVR)



⇑ Periodograma de la serie de Lineas Aéreas 22
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⇑ Ajuste espectral: Serie de lineas aéreas 23

T = 0.024902 IRW

s12 = 0.317704 RW

s6 = 0.022870 RW

s4 = 0.031125 RW

s3 = 0.083811 RW

s2.4 = 0.042604 RW

s2 = 0.026557 AR (α = 0.81)

AR-espectro 0.13

Periodograma 0.22
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⇑ Estimación de los hiper-parámetros 24

mı́n
[σ2]∈RR+1

∥∥fy(ω)− fdhr

(
ω, σ2

)∥∥ ,

donde

fdhr

(
ω, σ2

)
=

R∑
j=1

σ2
j fspj (ω) + σ2

e .

y σ2 =
[
σ2

e , σ2
ω0

, σ2
ω1

, . . . , σ2
ωR

]′



3.4. Estimación de los componentes



⇑ Estimación de los componentes s
pj
t 25

Una vez estimadas las varianzas desconocidas (hiper-parámetros)

Formulación del modelo en Espacio de los Estados

Filtro de Kalman (suavizado de intervalo fijo)



⇑ Componentes estimados: Serie de lineas aéreas 26
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⇑ Componentes estimados: Serie de lineas aéreas 27
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⇑ Ajuste espectral: Log IPI 28

T = 0.0049468 SRW (α = 0.91)

s12 = 0.0195749 RW

s6 = 0.0064567 RW

s4 = 0.0159155 RW

s3 = 0.0273583 RW

s2.4 = 0.0263764 RW

s2 = 0.0023038 RW

π2π
2,4

2π
3

2π
4

2π
6

2π
12

0

f
(ω

)

Frequency (ω)



⇑ Componentes estimados: Log IPI 29
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⇑ Componentes estimados: Log IPI 30
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A. Identificación del modelo y estimación de los hiper-parámetros:

el algoritmo LDHR



⇑ Identificación: Ráıces del polinomio AR ajustado 31
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