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Resumo

Este trabalho apresenta a pesquisa realizada sobre a utilizegiatedeas rotulados
[GAB96] em logicas modais para representacdo do conhecimento [FAG95]. As légicas
modais do conhecimento (I6gicas epistémicas) tratam de argumentos que envolvem con-
ceitos referentes ao conhecimento que um agente possui sobre a verdade (ou a falsidade)
de uma sentenca. O interesse nessas logicas é justificado, pois elas sao utilizadas para
especificar e raciocinar sobre propriedades comportamentais de modelos e aplicagbes em
Ciéncia da Computacdo. Os sistemas rotulados, devido a sua uniformidade e capacidade
de generalizacao, sao utilizados como uma abordagem unificadora de logicas. Apresen-
tamos aqui o sistema de deducado natural rotulada para légica modal proposicional (sua
sintaxe, sua semantica, e propriedades como correcdo, completude e correspondéncia).
Estudamos também, de forma geral, as l6gicas modais para representacdo do conheci-
mento: sua sintaxe, sua semantica e seus sistemas de prova. llustramos a utilizagdo do
sistema de prova estudado, apresentando a aplicacdo do mesmo a exemplos classicos da
area de raciocinio sobre o conhecimento de agentes. Ao final do texto, esbocamos as
conclusdes e os trabalhos futuros suscitados pela pesquisa.

Palavras-chave l6gicas modais, sistemas dedutivos rotulados para l6gicas mo-
dais, l6gicas modais do conhecimento, logicas epistémicas, deducado natural para l6gicas
modais do conhecimento.



Abstract

This work presents preliminary research results about the use of Labelled Deductive
Systems for modal logics of knowledge [FAG95]. The subject of study of Modal logics
of knowledge (epistemic logics) is the representation of the truth of an individual agent
statement and the formalisation of an agent argumentation. These logics have been used
in Computing Science to build behavioural models and specifications. Labelled Deduc-
tive Systems allow for a uniform presentation of logical systems. In this work we study
a labelled natural deduction system for modal logics, its syntactic characterisation, its se-
mantics and we study metaproperties of the system such as soundness, completeness and
correspondence theorems. We also present, to a lesser extent, a study of modal logics of
knowledge, its syntax, semantics and proof theory. We illustrate the use of such systems
by studying the application of the modal logics of knowledge to classical testbeds in the
area of knowledge representation. We then conclude and sketch a few directions for future
work.

Keywords: modal logics; Labelled Deductive Systems for modal logics; modal
logics of knowledge; epistemic logics; natural deduction for modal logics of knowledge.



Introducéao

Este trabalho tem como objetivo continuar a pesquisa iniciada no Trabalho Indivi-
dual I [MAL2002]. Conforme indicado na proposta anterior, estudaremos aqui a utiliza-
¢cao desistemas rotuladofGAB96] em logicas modais para representacdo do conheci-
mento [FAG95].

Como motivagédo para o estudo do raciocinio sobre conhecimento e das possibi-
lidades de aplicacfes desse raciocinio envolvendo sistemas dedutivos rotulados modais
(MLDS) proposicionais, Halpern [HAL95] menciona alguns tépicos considerados linhas
de pesquisa importantes:

e Analise de protocolos utilizando ferramentas de conhecimento. Seria particular-
mente interessante ver se pensar em termos de adversarios pode dar-nos mais visao
de protocolos aleatérios. Tendo um corpo de exemplos maior, poderiamos testar
mais e desenvolver mais nossa intuigcao.

e Obtencédo de modelos de conhecimento mais realisticos, que incorporassem racio-

cinio limitado por recursos, probabilidade e a possibilidade de erros.
e Obtencdo de um entendimento mais profundo sobre a inter-relagdo entre varios
modos de raciocinio sob incerteza.

Sistemas rotulados, devido a sua uniformidade e capacidade de generalizagéo, tém
sido utilizados como uma abordagem unificadora de légicas. Isso permite que logicas
de diferentes familias sejam apresentadas de maneira uniforme em unframework
Neste trabalho, apresentaremos o sistema de deducao natural rotulada para légica modal.

Sé&o estudadas as suas propriedades fundamentais como completude e correcéao,
tendo em vista a apresentacéao rotulada desses sistemas. A seguir, sdo estudadas, de forma
geral, as logicas modais para representacdo do conhecimento: sua sintaxe, sua semantica
e seus sistemas de prova.

A utilizacdo do sistema de prova estudado € ilustrada com a aplicacdo do mesmo
a exemplos classicos da area de raciocinio sobre o conhecimento de agentes, tais como
muddy children puzzi@ quebra-cabeca das criancas sujas de lamajigeaomen puzzi®
guebra-cabeca dos homens sabios) Como o objetivo principal de nossa pesquisa é estudar
sistemas de prova rotulados para légicas de representacdo do conhecimento, este trabalho
contribuird significativamente para o andamento futuro do trabalho de pesquisa.



1 Sistemas Dedutivos Rotulados Modais

Neste capitulo, descrevemos uma abordagem nova para légica modal, baseada em
[BRO2002], aplicavel a logicas de estruturas semanticas distintas, que gera uma classe de
formalismos cada um dos quais é sintaticamente mais caro do que o seu correspondente
tradicional implicito, porém descreve, de uma maneira natural, genérica e uniforme, sua
estrutura semantica associada. Esses sistemas sdo chamados de Sistemas Dedutivos Ro-
tulados Modais (MLDS). A abordagem ¢€ inspirada pelo trabalho que Gabbay [GAB96]
vem desenvolvendo em uma estrutura de trabalho “LDS” unificadora e bastante geral, que
podera ser usada para estudar as similaridades e as relagdes entre muitos estilos diferentes
de logicas.

Também séo apresentadas as nocgdes basicas e a sintaxe de um sistema dedutivo
rotulado modal (MLDS) proposicional baseado na abordagem de deducéo natural. Além
disso, € definida uma semantica para o sistema de prova de estilo de deducéo natural para
o MLDS proposicional. Esse é uniforme no sentido de que as regras de deducédo natural
individuais sao independentes da algebra de rotulacéo particular. A semantica € definida
com base em uma traducéo para logica de primeira ordem.

As propostas de Gabbay [GAB96] para o desenvolvimento de Sistemas Dedutivos
Rotulados sédo amplamente baseadas na observacdo de que a maioria das logicas difere
umas das outras apenas em aspectos “pequenos”, relacionados a variagcbes menores ou
em suas teorias de prova ou em sua semantica. O mesmo é verdade para l6gicas modais,
pois suas diferencas sao ditadas apenas por propriedades diferentes da relacdo de acessi-
bilidade. Essas também imp&em efetivamente condi¢des extra sobre o uso da regra basica
[Nec| (regraNec dadoc, deriveda).

A metodologia LDS facilita uma maneira de representar esses tipos de variacoes
explicitamente dentro da l6gica, para permitir uma estrutura de trabalho basica e unifi-
cadora na qual légicas diferentes possam encontrar uma formalizacdo comum. Isso &
obtido, formando-se pares de informacdes logicas (istdfé- formulas bem formadas)
comrotulos que “codificam” informacdes sobre as propriedades “metanivel” explicita-
mente de dentro da linguagem objeto. Além da teoria logica, é definidaigmlara de
rotulacdq que representa as propriedades que diferenciam uma I6gica da outra. As regras
de inferéncia agem sobre os dois componentes sintaticos (férmulas légicas e rétulos), de
acordo com as propriedades desejadas dos conetivos da algebra rotuladora.

Segundo Broda [BRO2002], resultados recentes mostram que essa abordagem real-
mente facilita o desenvolvimento de um sistema de prova uniforme para uma ampla
familia deldégicas subestruturaifDGA94], na qual modificacdes apropriadas da algebra
rotuladora implicam légicas subestruturais diferentes, deixando todo o conjunto de re-
gras de inferéncia inalterado. Resultados semelhantes s&o mostrados neste trabalho para
a familia de logicas modais. A algebra rotuladora apresentada captura as informagdes
sobre a relacéo de acessibilidade semantica entre os mundos possiveis.

1.1 Conceitos basicos

Iniciaremos apresentando brevemente a logica classité aielem, pois consiste
na base de todo o processo de traducéo utilizado pelos sistemas dedutivos rotulados. Em
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seguida, apresentamos a traducédo padrao (implicita) e, logo apds, a formalizacao dita “ex-
plicita”, para entdo tratarmos da linguagem, das teorias e dos sistemas dedutivos rotulados
modais e de suas propriedades.

1.1.1 Logica classica de primeira ordem

Nesta secdo, baseada em [GAB2003], apresentaremos a traducao padrao que inclui
a linguagem modal dentro da linguagem da l6gica classica de primeira ordem (ou légica
de predicados). Damos um breve resumo das definicbes e propriedades fundamentais
gue usaremos mais tarde. Boas apresentacdes da logica classicardem séo, por
exemplo, [END72], [SHO67] e [BAR77].

A linguagem de primeira ordem (ou de predicad®¥) com que lidamos neste
trabalho é baseada no seguinte alfabeto:

simbolos de predicado$, P, ... (OUuP, Q. R, S,...);

constantes individuais, cq,... (Oua, b, ¢, d,...);

uma lista contavelmente infinita dariaveis individuais zg, z1,... (Ouz,y, z, ...);
asconstantes légicasl e T;

osconetivos légicos booleanos, vV, — e —;

o quantificador universat;

o quantificador existenciat.

Juntos, os simbolos de predicados e as constantes individuais formam a assinatura
dePL. Como é usual, assumimos que cada simbolo de predicado € de alguma aridade
fixa > 0, que a assinatura contém (contavelmente) infinitos simbolos de predicados de
cada aridade, e que o conjunto de constantes individuais também é contavelmente in-
finito. E assumimos que a linguagé?L € recursiva no sentido em que sempre podemos
reconhecer efetivamente seus simbolos de predicados com suas aridades, constantes e va-
riaveis individuais. Algumas vezes, consideraraoBlinguagens d® L com assinaturas
menores (mas com 0 mesmo conjunto de simbolos que ndo sdo da assinatura como em
PL).

A igualdade= ndo é um simbolo d® L, e PL n&o contém simbolos de fung¢éo
diferentes de constantes. Ocasionalmente, usaremos a lingdagemcujo alfabeto
estende o d@ L com o simbolo de predicado binério =.

Variaveis e constantes individuais também sdo conhecidas ymos Formulas
de qualquer sublinguagem @L sao definidas indutivamente como segue.FPS& um
simbolo de assinatura de predicadario, etq,...,t, sdo termos de assinatura, entao
P(ty, ..., t,) € umaférmula (atbmica) (Se P é binério, entdo, as vezes, escrevemés,
ao invés deP(ty, t,).) Constantes l6gicas também sao formulas (atbmicas).

No caso dePL~, temost; = t, como férmulas atbmicas para totice t.

Sep, 1y sdo formulas, e € uma variavel individual, entdo também sdo formulas
O N, eV, o — P, np, Ve e dre. Algumas convencdes sobre pontuacao e represen-
tacdo de formulas da Légica Classica Proposicional estudadas em nosso trabalho anterior,
[MAL2002], séo estendidas com a seguinte convengaae Jr tém a mesma prioridade
gue—. Uma ocorréncia de uma varidvebm uma formulap € ligada se essa ocorréncia
baseia-se no escopo e ou dedz; caso contrario, a ocorréncia det livre. Formulas
sem variaveis livres sdo chamadassdatencasSey é uma formulat € um termo, e é
uma variavel, entd@{t/x} denota o resultado da substituicdo simultaneaputs todas
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as ocorréncias livres deem . Dizemos qué é livre parar em¢ se nenhuma variavel
emt torna-se limitada enp{t/x}. Escrevemos(xy,...,x,) para indicar que todas as
variaveis livres de» estdo entrey, ..., z,,.

‘PL e suas sublinguagens sao interpretadasestmuturas de primeira orderda
formal = (D', PI,....c,...), onde

e D! é um conjunto nédo vazio,@ominiode/;

e para qualquer simbolo de predicaBoda atribui¢do,P! é uma relagdo sobrd’
com a mesma aridade qui

e para qualquer constante individugaha atribuicdos! é um elemento d®’.

Umaatribuicdo em/ é uma funcda, de um conjunto de variaveis individuais, para
D'. Ovalor a(t) de um termd em1 sob a atribuicioa é a(z) set é uma variavek, e
¢!, set € uma constante

A relac@o-verdadd =2 ¢ (em palavras! ¢ é verdadeira en sob a atribui¢éo
a”) é definida por inducéo na construcaoydda seguinte forma:

I =2 Py(ty,...,t,) sse&(a(ty), ...,a(t,)) € P};

I'=2Tel B L

I'E*yNxssel E*yel = x;

I E2¢Vxssel E*youl =% x;

I =2 ¢ — x ssel =% y sempre qué =* 1;

I =2 —) ssel E* 1),

I =2 Vi) ssel =P ¢ para qualquer designagioem I tal quea(y) = b(y) para
todas as variaveig diferentes de:;

e [ =2 Jxvp ssel =P ¢ para alguma designacioem I tal quea(y) = b(y) para
todas as variaveig diferentes de:.

No caso deP L=, adicionamos outro iteny. |=2 t; = t, ssea(t;) = a(ts).

Portanto, a veracidade de uma formuyl@r,, ..., z,) em I sob uma atribuicaa
depende somente dos valorgs= a(x),...,a, = a(zr,). Entdo, em vez dé =2 ¢,
escrevemos, as vezdsi= ylay, ..., ay,).

Sel E* ¢ é vélida para todas as designacaesn I, dizemos que € verdadeira
em/ e escrevemos = ¢. Um conjuntol” de formulas é verdadeiro efmse cada uma
das formulas dé' é verdadeira end. I" é verdadeiro em uma clasgede estruturas de
primeira ordem (em simbolog? = I') se/ |= I" para todos 0§ € C. A teoria deC'
€ 0 conjunto de sentencas que sdo verdadeira§'emizemos que um conjuntd de
sentencasmplica uma sentenca (ou quep € uma consequéncia d&) e escrevemos
A | ¢, sep é verdadeira end toda vez que\ € verdadeira end, para qualquer estru-
tural de primeira ordem. Dada uma sublinguagenyi& definimos dogica classica
de primeira orden(daquela sublinguagem) como o conjunto de formulas que séo ver-
dadeiras em todas as estruturas de primeira ordem (da atribuicdo apropriada) e denotamos
essa logica (abusando levemente da notacaoR@ir (“Cl quantificada”). As férmu-
las deQCI sao frequentemente chamadasl#essicamente validadDe maneira similar,
QCI~ denota ddgica classica de primeira ordem com igualdade

SintaticamenteQCl pode ser definida por um célculo com os seguintes esquemas
de axiomas e regras de inferéncia.

Esquema de axiomas:
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e (Al) — (A10) da logica classica proposicion@l considerado comesquema de
axiomas(no sentido em que as variaveis proposiciopgigodem ser substituidas
por férmulas arbitrarias da sublinguagem7é dada);

(A1) po — (p1 — po),
(A2) (po — (p1 — p2)) — ((Po — p1) — (Po — p2)),
(A3) po A p1 — po,
(A4) po A p1 — pu,
(A5) po — (p1 — po A1),
(AB) po — po V p1,
(A7) pr — po V p1,
(A8) (po — p2) — ((pr — p2) — (po V p1 — p2)),
(A9) 1 — po,
(A10) po V (po — L).
o Vrp — p{t/x}, ondet € livre paraz emy;
o p{t/x} — Jxy, ondet € livre paraz eme.

Regras de inferéncia:
e modus ponens (MP);
e dadoy — ¢, derivey) — VYV, sempre que nao for livre emy;
e dadoyp — v, derivedzp — 1, sempre que nao for livre emy.
A férmula ¢ é derivavela partir de um conjuntd' de férmulas se houver uma
sequéncia de formulas terminando cere tal que cada membro da sequéncia:
e OU estaent’

e OU € uma instancia de substituicdo de um esquema de axiomas;
e OU € obtida a partir de membros anteriores da seqiiéncia por aplicacao de uma regra

de inferéncia.

De acordo com o teorema da completude de Gddel, para cada cohijdetsen-
tengas, e para cada sentengaemosl’ |= ¢ ssep for derivavel a partir dé'.

1.1.2 Atraducao padréo

Considere a sublinguagem @ com contavelmente muitos simbolos de predi-
cado unériaP, P, ... e um anico simbolo de predicado binafto A tradugéo padréo*
de M L-férmulas para essa linguagem de primeira ordem é definida indutivamente como
segue, onde: é uma variavel individual fixa. (Apresentamos a defini¢cdo indutiva da
traducéo para todas as constantes e conetivos 16gicasA, v, —,—, 0 e &, embora
fosse suficiente defini-la para, digamos;~ e 0.)

p; = Pi(x),
T =T,
1% =1,

(e ANY)* = * A,
(o V) = p* vy,
(p = ) =" — ¥,
(mp)* =~
(OY)* = Vy(zRy — v*{y/x}),
(CV)* = Jy(zRy NyY*{y/x}).
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Aqui y € uma variavel nova que nao ocorre ¢m Comoy* sempre tem pelo menos
uma variavel livre, podemos definir a tradugage uma maneira em que& contenha, no
maximo, duas variaveis (simplesmente reusando a segunda variavel disponivel, que ndo é
livre emv*, nas definigcbes dgly)* e de(dwy)*).

Cada modelo de KripkdI = (F, v) pode ser considerado como uma estrutura de
primeira ordem/ (M) = (D!®) RIOD pIM) pIM) © y hara a sublinguagem der
acima, ondeD’™ ¢ o conjunto de mundos efy P/™ = v(p,), para cada, e R'™) ¢
a relacéo de acessibilidade &nPercebe-se entdo que, para cad&-formulap, cada
modelo de KripkeM e cada munde emM, temos(M, w) = ¢ ssel (M) = ¢*[w].

Por outro lado, cada estrutura de primeira ordem da fafmea (D', R', P], ...)
pode ser considerada como um modelo de Kripkel) = (F(I),v(I)), ondeF(I) =
(D', R, ev(I)(p;) = P!, para todoi. E entdo temos, para todas &$L-formulas
¢, estruturas de primeira ordef e mundosv € D!, I = o*[w] sse(M(I),w) = .
Portantoy € K ssep* € QCI.

Note que, partindo de um modeM baseado em uma estrutura univerBalna
gual todos os pontos séo acessiveis uns a partir dos outros), obtemos uma estrutura de
primeira ordeny (M), em quep* € equivalente a férmula', assim definida:

p! = Py(x),
Th=T,
1=,

(@A) =@l AYT,
(V) =l v,
(=) =l =l

()T = =,
(OY)! = Vay!,
(O)l = Fwyl.

Como S5 é caracterizado por estruturas universais, temos, entday, qu85 sse
¢! € QCI. Observe quer é a Unica variavel que pode ocorrer e, e quey' é
uma féormulamonadica isto €, uma férmula que contém apenas simbolos de predica-
dos unérios. Por outro lado, ca@C-formula com uma variavel € equivalente a uma
férmula monéadica de uma variavel. Portargela equivaléncia de méduloa traducéo
. € um-para-um e interna ao conjunto de todas as férmulas de primeira ordem de uma
variavel. Em outras palavras, a l6gi8&pode ser considerada como o fragmento de uma
variavel da l6gica classica de primeira ordem [WAJ33].

1.1.3 Formalizacéo explicita de l6gicas modais

Assim como a traducdo apresentada na secao anterior, os sistemas dedutivos estu-
dados em nosso trabalho anterior [MAL2002] sdo todos chamados sistemas “implicitos”.
A sua linguagem modal é como aquela que definimos no trabalho referido [MAL2002],
e a sua sintaxe nao permite referéncia explicita a mundos possiveis, nem a relacédo de
acessibilidadek. Entretanto, “a necessidade de desenvolvermos provadores de teore-
mas eficientes para diversas aplicacdes motiva atualmente abordagens novas para l6gicas
modais, baseadas em métodos de traducéo para a logica classica” [BRO2002]. Dentro
dessas abordagens “explicitas”, uma teoria modal é traduzida para uma teoria de primeira
ordem através da substituicdo dos operadores modais por expressdes de primeira ordem
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gue refletem seus “significados seméanticos”. Isso permite que provadores de teoremas
classicos padrédo sejam aplicados diretamente a teoria da traducéo para inferir teoremas
classicos que possam entéo ser “re"traduzidos de volta para formulas modais.

Vém sendo desenvolvidos diversos métodos de traducédo que podem ser classifi-
cados como traducgdeslacionais[MOO80] [OHL91], funcionais[OHL91] [ARS94]
e semifuncionaigNON93]. Esses métodos geralmente sdo aplicaveis a qualquer 16gi-
ca baseada em uma semantica de mundos possiveis cujos conetivos tenham definicbes
semanticas que podem ser expressas em termos da logica classica.

No caso da traduc&elacional[MOO80, OHL91], a estrutura de mundos possiveis
da l6gica modal é formalizada explicitamente através da introducéo, na linguagem clas-
sica, de um predicado binario diferencialipara representar a relacéo de acessibilidade.
A semantica dos operadores modais é refletidaregras de traducao Por exemplo, a
condicdo de satisfatibilidade do operador

w IF Op sseVv wRv implicav IF p
é refletida pela regra de traducéo
trans(Op, w) = VoR(w,v) — trans(p,v)

ondetrans € uma funcdo que leva uma férmula modal e um mundo possivel a
uma férmula cldssica. Suposic¢des locais sdo consideradas validas no mundo inicial 0, en-
guanto suposic¢des globais sdo quantificadas universalmente de maneira apropriada. Por-
tanto, para dar um exemplo, o axioma moBeal Op — <p é traduzido para a seguinte
sentenca de primeira ordemz|[Vy(R(z,y) — P(y)) — 3(R(x,y) A P(y))], ondeP é o
simbolo de predicado unario associado a letra proposiciod@linguagem modal. Esse
tipo de traducédo tem@esvantagerde gerar formulas (exponencialmente) grandes. Algu-
mas férmulas modais comoperadores modais sao traduzidas para formulas de primeira
ordem com pelo mena¥' literais.

Como alternativa, o método de traducao funcional proposto por Ohlbach [OHL91]
adota uma formalizacao diferente da estrutura de mundos possiveis. As informacdes so-
bre os mundos acessiveis séo representadas usando um conjunto de simbolos de funcbes
unarias. Essas funcées mapeiam cada mundo para um mundo acessivel em “um passo”.
Dessa forma, correntes ou cadeias de mundos acessiveis sdo expressas sintaticamente via
um operador de concatenacao sobre essas funcoes.

Por exemplo,f o ¢ mapeia cada mundo para um mundo acessivel em dois pas-
sos. As propriedades da relagéo de acessibilidade sédo capturadas através da imposicao de
condi¢bes sobre o operadopu através da imposicado de propriedades especificas sobre
os simbolos de funcdo. Por exemplo, a reflexividade é expressa pela exigéncia da exis-
téncia de uma funcéo identidade; a simetria, pela exigéncia da existéncia de uma funcéo
inversa; e a transitividade, pela imposi¢ao de que o conjunto de funcdes seja fechado sob
a operaca®. Nesse Ultimo caso, as func¢des da forfnag também serdo funcbes que
mapeiam mundos para mundos acessiveis em um passo. Informalmente, osgenaa
a transitividade:Op — OOp é traduzido par&z[VfP(f(x))) — (Vg,hP(g o h(z)))],

0 que pode ser provado “classicamente” pela ligacdg dé com f. Esse método tem
avantagende que as férmulas traduzidas tém a mesma complexidade (isto €, 0 mesmo
namero de subféormulas atémicas) que a formula modal. Entretanto, exige procedimentos
de unificacdo adequados para cada tipo de l6gica modal.

A abordagem hibrida proposta por Nonnengart [NON93], chamada de método de
semitradugcdpcombina as duas técnicas novas descritas acima através da treglagéo
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cional da semantica do operador da traducaduncionalda seméntica do operadore
da introducao de axiomas especificos, chamadasnas simuladoregjue ligam a rep-
resentacéo relacional e a funcional dos mundos possiveis, 0s quais sao, grosso modo:
Vs, t(R(s,t) — 3f(f(s) =1))
VsV fR(s, f(s))

Essa abordagem exige que a relacdo de acessibilidade satisfaca a propriedade de
serialidade(isto €, para cada mundo possivel, existe um mundo acessivel). Essa também
€ uma limitagcdo do método de traducao puramente funcional. Alguns métodos para elimi-
nacao dessa limitacdo foram sugeridos (veja [BRO2002] ou [GAB2000] para referéncias
a discussdes), mas eles tém o efeito de diminuir a eficiéncia dos sistemas, afastando-se do
objetivo principal das abordagens explicitas para l6gicas modais.

Entre os trés métodos descritos acima, é evidente gelacionalé o mais natural,
pois a semantica dos mundos possiveis ja é baseada em estruturas relacionais classicas
(os “frames$ ou “estruturas”). Mas, infelizmente, esse também é o método menos efi-
ciente. Isso ocorre devido principalmente ao fato de que a abordagem usa (por razdes
de implementacao) uma traducdo “completa” da teoria modal dada para a teoria clas-
sica. Uma questdo interessante € se uma tradugdo “parcial” poderia ser usada para dar
0 mesmo poder sintatico expressivo da traducéo relacional, mas com teorias traduzidas
mais simples.

A estrutura de trabalhdrémeworl do sistema dedutivo rotulado modal (MLDS)
proposto em [GAB96] que sera descrito neste trabalho oferece uma resposta afirmativa
a essa questao. Mostra que teorias modais mais simples, porém igualmente expressivas,
podem ser formalizadas petambinacdode uma representacao relacional de primeira
ordem da estrutura de mundos possiveis com a linguagem modal padréo (implicita). Do
ponto de vista da formalizacdo sintatica da I6gica modal, essa estrutura oferece uma nova
abordagem alternativa que supera muitas das limitacdes das abordagens implicitas e ex-
plicitas, enquanto herda muitas das suas vantagens.

1.2 Alinguagem dedutiva rotulada modal

Como foi mencionado, uma das limitagbes da formalizacdo implicita de l6gicas
modais € o fato de que hipoteses/suposi¢cdes (ou teorias modais em geral) sdo avaliadas
em apenas um mundo, o mundtual O sistema dedutivo rotulado modal (MLDS),
proposto em [RUS95, GAB2000, BRO2002] e aqui descrito, generaliza a no¢do de um
mundoatual Unico. As formulas sao associadas carulosque denotam explicitamente
0os mundos possiveis. Os rotulos sao termos de uma “linguagem de rotulagéo”, e as for-
mulas sdo expressas em uma linguagem modal proposicional pagrédefinida em
[RUS95, GAB2000, BRO2002]). Essas duas linguagens juntas defitieguagem de-
dutiva rotulada modabésica.

Definicdo 1.1 (Linguagem de rotulacd® ;) Uma linguagemZ; € uma linguagem de
primeira ordem composta de:

® wy,wi,...,wy,..., um conjunto contavel de simbolos constantes
e 1,y,2, x1,Y1, 21, - ., UM conjunto contavel de variaveis

e 1R um simbolo binario predicativo

e A\,V,—,—, = conetivos légicos
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e V. d quantificadores

As constantes e as variaveis de¢ denotam os mundos possiveis, e o predicado
binario R formaliza a relacdo de acessibilidade entre os mundos possiveis. Essa lin-
guagem permite que as nocdes semanticas de estruturas de Kripke e de estruturas de
mundos possiveis de Kripke sejam expressas sintaticamente. Por outro lado, a infor-
macao légica é expressa na linguagem modal proposicibpal A combinacéo dessas
duas linguagens resulta em uma linguagem dedutiva rotulada modal.

Definicdo 1.2 (Linguagem dedutiva rotulada modal (MLDL)) Dada a linguagem de ro-
tulacdo £; e a linguagem modal proposiciondl,;, umalinguagem dedutiva rotulada
modal proposicional]MLDL proposicional) é o par ordenad@C;,, Ly/).

Para propdsitos prova-teoricos, a linguagem de rotulagcéo é estendida com conjun-
tos adicionais de termos, que serdo usados somente em derivacdes. Especificamente,
dois conjuntos de simbolos de funcoekdleni sdo definidos junto com um simbolo
de funcdosucc A linguagem resultante é chamada ldguagem de rotulacdo semi-
estendida (Simbolos de fun¢deskolemsao aqueles utilizados quando, dentro de uma
prova de uma expressao do tipa (ondea € uma formula modal), criamos um mundo
particular na tentativa de provarnesse mundo e, em consequéncia, dedbaiy

Definicdo 1.3 (Linguagem de rotulacdo semi-estendid&)nc(Ly, L£y). Sejal; uma
linguagem de rotulacéo £€,, uma linguagem modal proposicional. Seja ..., a,,...
o conjunto ordenado de todas @adfs de £,,. A linguagem de primeira ordeffunc(L;,
L) é definida como a linguagexy, estendida com o simbolo funciorglcce os dois
conjuntos de simbolos de fungdo unédfd.,,, ..., fa,, ...} €{boz,,, ..., boz,, ,...}.

Observamos que uma ordenacao candnica € assumida para essa definicdo. O fato
de que essa ordenacéo candnica existe segue da definicdo normal indutiva @& uma
em uma linguagent ;. Os termos da linguagem de rotulagéip construidos usando os
simbolos funcionaig,,, e box,, exercem papéis particulares. Para cada mundo possivel
A e para cada férmula modal f,,(\) nomeia um mundparticular associado especifi-
camente conw. Tais termos serdo usados sempre que as no¢des semanticas de Kripke
da forma “existe um mundo possivel...” precisarem ser formalizadas. Por outro lado,
termos da formaoz,()\) podem ser pensados como se referindo a qualquer mamdo
bitrario associado especificamente cam Esses termos serdo usados sempre que as
nocdes semanticas de Kripke da forma “para todos os mundos possiveis...” precisarem
ser expressas.

A funcéo succé usada principalmente para logicas modais que incluem a pro-
priedade deserialidade que € uma funcéo total que mapeia cada mundo possivel para
um mundo “existente”. Entretanto, formalmenfg(\), boz,(A) e succ(\) sdo apenas
termos del; e, dentro de um modelo particular, podem referir-se ao mesmo mundo
possivel. O conjunto de todos os termos rasoB@ec(Ly,, L,,) define o conjunto ded-
tulos Como eles denotam mundos atuais e acessiveis, as expressodes “rotulos” e “mundos
possiveis” serdo usadas de maneira intercambiavel.

A MLDL (Linguagem Dedutiva Rotulada Modal) facilita a formalizagéo de dois
tipos de informacéo:

1. o que é valido em mundos possiveis particulares; e
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2. quais mundos estao relacionados com quais outros e quais nao estao.
Duas entidades sintaticas diferentes sédo definidas para capturar esses dois aspectos da

linguagem. S&o chamadas, respectivamentendtades declarativas R-literais Uma
unidade declarativa é um par separado por dois-pontos da fédmaula modal : rétuld,
expressando que uma férmula modal é verdadeira em um mundo possivel. Em um sentido
bastante geral, o simbolo “:” entre os dois componentes pode ser considerado como uma
espécie de predicad& validd'. (Essa interpretacéo sera refletida na semantica.) O com-
ponenterétulo é um termo raso da linguageRunc(Ly, L£,), € 0 component&rmula

modalé umawff da linguagem modal proposicion@l,. Essa € a Unica entidade sintatica

gue combina as duas entidades da linguagem dedutiva rotulada modal, e é formalmente
definida como segue.

Defini¢cdo 1.4 (Unidade declarativa) Dada a linguagef ,, £,,), umaunidade decla-
rativa @ um para : A onde\ € um termo raso dé'unc(Lyr, L), € « € umawff de
L.

Uma unidade declarativa é digagdmicase o componente/ff modal for uma for-
mula atdmica. No caso proposicional, considerado aqui, isso significawfie€apenas
uma letra proposicional. Exemplos de unidades atdmicas proposicionajs:sag e
p : for(ws). Unidades declarativas arbitréarias incluerfis modais arbitrarias, por exem-
plo,0g:wyeq — 1 fi(wa).

Um R-literal é qualquer literatasoda linguagem?unc(Ly, L,;) da formaR(\y,
A2) ou—R(A, A\2), onde); e A\, sdo rétulos, expressando gieé ou ndo € acessivel a
partir de\,;. Exemplos deR-literais SA0R(wy,ws), 7 R(wa, bOX,(w2)) € R(wo, fp(wa)).
Para distinguir umR-literal de seu oposto pelo sinal, a nocdood®jugadode um R-
literal também é apresentada.

Definicao 1.5 (R-literal) Dada a linguageniL, £,;), um R-literal € um literal da forma
R(A1, \2) ou da forma—R(A, A2), onde); e A\, séo termos rasos dBunc(Lys, Lay).

Definicdo 1.6 (Conjugado de um R-literal) Seja um R-literal. O conjugado deA,

escritoA, é definido como
[ ] _\R()\l, )\2) seA =R )\1, )\2
° R()\l, )\2) seA =R )\1, Ao

1.3 Teorias dedutivas rotuladas modais

A sintaxe do MLDS (Sistema Dedutivo Rotulado Modal) permite que conjuntos ar-
bitrarios de formulas modais sejam associados a rotulos (diferentes), descrevendo ndo sé
um conjunto inicial de suposic¢des locais (como na abordagem implicita), mas permitindo
gue variageorias modais iniciais locaig¢distintas) sejam especificadas. Com a adicao
de R-literais, essas teorias locais podem ser declaradas ou como sendo independentes
(usandoR-literais negativos) ou como interagindo umas com as outras (ugatkrais
positivos). Isso gera uma definicdo de uma teoria dedutiva rotulada modal mais geral do
gue a nocao tradicional de teoria modal. Isso contribui muito para oferecer um formalismo
modal mais préximo das necessidades das aplicacfes (veja discussdes em [BRO2002] e
[GAB2000]).

Uma teoria dedutiva rotulada modal, chamadafiguracédo € composta por dois
conjuntos de informacdes:
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FIGURA 1.1 — Diagrama
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FIGURA 1.2 — Configuragcao

1. um conjunto d&k-literais; e
2. um conjunto de unidades declarativas.
Conjuntos de unidades declarativas que tém os mesmos rétulos deteotians
modais locais associadas aquele rotidaquanto unidades declarativas com rétulos dife-
rentes expressam formulas modais que pertencem a mundos atuais locais (possivelmente)
diferentes. O primeiro conjunto, consistindo Aditerais, € chamado ddiagramae
oferece as informacgdes “estruturais” sobre uma teoria dedutiva rotulada modal.

Definicdo 1.7 (Diagrama) Dada a linguagemC;, £,,), umdiagramaD é um conjunto
de R-literais cujos argumentos sdo termos rasosfdewc(Ly, Lyy).

Por exemplo, o conjuntdR(wy, w1 ), R(wo,w2), "R(wi,ws)} € um diagrama que
pode ser representado graficamente parcialmente como na Figura 1.1. Esse tipo de di-
agrama (conjunto) ndo nos diz, por exemplowgeé acessivel a partir de; ou nao.
Também n&o inclui representacdesitiiterais da forma-R(w;, ws).

Em geral, as informacdes completas ou incompletas sobre qualquer grafo dire-
cionado arbitrario podem ser formalizadas como um diagrama. Uma teoria modal local
pode ser atribuida a cada no do diagrama, adicionando-se as unidades declarativas apro-
priadas. Por exemplo, considerando o conjuniidp — q) : wo, Or : wy, Op : wq,r —
st wi,q : we,Op : wy} junto com o diagrama dado na Figura 1.1, a teoria resultante
(configuracdd também pode ser representada graficamente como na Figura 1.2. Uma
definicdo formal de uma configuracdo é dada a seguir.

Definicdo 1.8 (Configuracdo) Dada uma linguagem dedutiva rotulada modal (MLDL),
umaconfiguracée uma tuplaD, F) onde:
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e D é um diagrama; e
e F é uma fungdo do conjunto de termos rasosFtewc(L, L)) para o conjunto
P(wif,L,,) de conjuntos devffs de L,,.

A funcédoF é uma funcdo total que atribui um conjunto vazio aos rétulos para os
guais ndo ha informacao, e uma teoria modal local ndo-vazia aos demais. A descricédo
formal da configuracdo em questéo, na qual configuracées podem ser teorias infinitas, é
dada natabela 1.1.

D = {R(w()v wl)? R(w07 W2)a _‘R<W1; W2)}
F(A) = {0O(p— q),0r} ser = wy
{Op,r — s} sed=uw,
{q, Op} seX = wsy
{ }, caso contrario

TABELA 1.1 — Definicédo formal da configuracdo da Figura 1.2

Isso ocorre ou quando o diagrarfaé infinito (isto é, a configuracdo contém um
numero infinito deR-literais), ou quando, para algum rétulada linguagen¥unc(Ly,
L), 0 valor deF(\) é um conjunto infinito de formulas d&,, (isto é, a configuracao
contém um numero infinito de unidades declarativas referentgoa quandaF(\) # ()
para um numero infinito de termos d&nc(Ly, Ly,). Para expressar qual informagéo
uma configuracéo contém, a seguinte notacao sera util.

Notagéo 1.1 Dada uma configuracadé = (D, F), o R-literal A é ditomembro de&, o
gue é escritd\ € C, seA € D, enquanto uma unidade declarativa: \ € ditamembro
deC, o que é escritav : A € C, sea € F ().

Como havia sido mencionado, os simbolos de fungéo da linguagem( L., L)
foram apresentados por razdes prova-tedricas. Portanto, qualquer teoria dedutiva rotulada
modal especificada pelo usuaramfifiguracao inicial contera usualmente (inicialmente)
apenas simbolos constantes/dec(L ., £,,) como rotulos, enquanto configuracdes que
contém termos rasos gerais Hanc(Ly, L)) aparecerdo principalmente em derivacdes
de provas como configuragdes inferidas, como sera esclarecido mais adiante neste tra-
balho.

Os conceitos “basicos” de um MLDS (sistema dedutivo rotulado modal), como
as nocles de uma linguagem dedutiva rotulada modal, sua sintaxe e teoria, ja foram
definidos. Agora definiremos a nocdo de uma classe de estruturas de Kripke, que é cap-
turada por uma axiomatizacdo de primeira ordem chardybra de rotulacadcujos
fundamentos ja foram apresentados anteriormente neste trabalho) escrita na linguagem
Func(Lyp, Ly).

Definicdo 1.9 (Algebra de rotulagda4) Uma algebra de rotulacéel € uma teoria de
primeira ordem (possivelmente vazia), escrita na linguagem rotulada semi-estendida
Func(Ly, Lyr), dada por algum subconjunto consistente do seguinte conjunto de axi-
omas (consistente no sentido padrao da l6gica classicme, portanto, ndo pode incluir
nem(T), nem(Irr)):
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Va(R(z,z)) (T)
Va,y, 2((R(z,y) A R(y, 2)) — R(z,2))  (4)
Vo, y(R(z,y) — R(y,x)) (B)
Va(R(zx, succ(z))) (D)
Vr,y, z((R(z,y) A R(z,2)) — R(y,2)) ()
Vr—R(x,x) (Irr)

Algebras de rotulagéo que envolvem apenas os cinco primeiros axiomas definem classes
de estruturas que séo definiveis modalmente, isto é, para as quais existe um esquema de
axiomas caracteristico. Cada um desses esquemas identifica um sistema dedutivo ro-
tulado modal (MLDS) proposicional particular correspondente a légica modal padréo
relacionada. (Uma nocéo particular de “correspondéncia” sera definida e provada mais
adiante neste trabalho.)

Por outro lado, algebras de rotulacdo que incluem o axidmg {dentificam a
classe de estruturas cuja relacdo de acessibilidade satisfaz a propriedade de irreflexibi-
lidade. Entretanto, essa propriedade ndo é definivel modalmente, ou seja, ndo ha um
esquema de axiomas modais que possa caracterizar essa classe de estruturas. Porém,
introduzindo-se o axiomdxr) em uma algebra de rotulacao, é possivel definir MLDSs
proposicionais que facilitam o raciocinio modal sobre classes de estruturas irreflexivas.
Esses sistemas geram, portanto, um novo conjunto de l6gicas modais.

A notacdo seguinte serd adotada para distinguir entre algebras de rotulacao dife-
rentes. Destacamos que, na Definicdo 1.9, os axiomas que séo definiveis modalmente
sédo denotados com 0s mesmos nomes que seus esquemas de axiomas modais correspon-
dentes, mas sdo escritos dentro de parénteses ().

Notagéo 1.2 Seja{(T), (4), (D), (B), (5), (Irr)} o conjunto de axiomas dados na Defi-
nicdo 1.9 e seja C {(T), (4), (D), (B), (5), (Irr)}. § sera escrito algumas vezes como
Axks, com chaves e parénteses omitidos do subsérito

Notacao 1.3 Por simplicidade, o subscrit&’é sera substituido pelo nome tradicional da
l6gica modal associada sempre que possivel. Por exemplor 4; sera escrita algu-
mas vezes comdg,. A Tabela 1.2 mostra alguns exemplos das algebras de rotulacao
consideradas neste trabalho.

Para dar uma definicdo completa de um MLDS proposicional, € necessario especi-
ficar um conjunto de regras de inferéncia junto com alinguagem e sua algebra de rotulacéo
particular. Isso € declarado formalmente como segue.

Definicdo 1.10 (Sistema dedutivo rotulado modal) Dada uma linguagem dedutiva rotu-
lada modal proposicionaM/ LDL = (L, L), umsistema dedutivo rotulado modal
proposiciona(MLDS proposicional) € uma tupla da formdé’ ., £,/) , A, R) onde:
e A éuma algebra de rotulagéo escrita efunc(Ly, Ly ); €
e R é um conjunto de regras de inferéncia que “geram” uma configuracdo a partir
de outra.
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Nomes | Algebras de Rotulacio

A {VeR(z,x)}

Atrr {Ve—R(z,z)}

Asa {Vz(Rz, ),

Va,y, 2((R(z,y) A R(y, ) — R(z, 2))}
Akatee | {V2-R(z,2),

Vo, y, 2((R(z,y) A R(y, 2)) — R(z, 2))}
AK4 {VI,y,Z((R(J],y)/\R(y,Z)) - R($7z)>}
Axp {VzR(z, succ(x))}

AKD,Irr {V$ﬁR(ﬂf> 55),

VrR(x, succ(z))}

TABELA 1.2 — Exemplos de algebras de rotulacéo

A partir da definicdo acima, percebemos que, dado um conjunto de regras, podemos
obter MLDSs proposicionais diferentes, considerando-se algebras de rotulacédo diferen-
tes. A seguinte notacdo sera adotada para indicar cada MLDS proposicional particular
considerado nos proximos capitulos.

Notagdo 1.4 Seja.Axs uma algebra de rotulagéo particular.K6-MLDS denotara o
MLDS proposicional associado, isto K5-MLDS=((L ., L), Axs, R).

Para cadd{)-MLDS, as regras de inferéncia sédo definidas como relacdes sobre o
conjunto de configuracodss. A forma que essas relacdes tomam € descrita adiante neste
trabalho.

1.4 Um sistema de deducao natural para MLDS

Como podemaos perceber a partir de nosso estudo de alguns dos principais sistemas
dedutivos modais tradicionais [MAL2002] e também do presente estudo dos sistemas
dedutivos modais rotulados, uma importante diferenca entre eles € que, nos rotulados, as
regras de inferéncia sdo aplicadas naeffa mas aconfiguracdes No sistema de infe-
réncia que apresentaremos, definido em [RUS95, GAB2000], todas as regras de inferéncia
“geram” uma configuracdo nova a partir de uma configuracdo dada. Portanto, uma regra
de inferéncia pode ser definida de maneira geral como segue:

Definicdo 1.11 (Regra de inferéncia) Uma regra de inferéndia um conjunto de pares
de configuracdes, onde cada par é escrito cafi6’. SeC/C’ € I, entdo dizemos
queC é umaconfiguracdo antecedente @ige queC é uma configuracéo inferida (ou
conseqiiéncia) dé com respeito & Também dizemos qegeraC’ a partir deC, e que
T infereC’ a partir deC.

No restante desta secdo, assumiremos uma linguagem dedutiva rotulada modal
(MLDL) (Ly, Ly). Definiremos as regras de inferéncia de um sistema dedutivo rotu-
lado modal (MLDS)S = ((L.,Lu),.A, R) no estilo de deducdo natural. As regras
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de Introducéoe deEliminacdoserao definidas para cada conetivo classico e para cada
operador modal da linguagefly,. No restante desta se¢édo, assumiremos que todos os
termos a que nos referimos sé@o termos rasaS«@e: (L, L)) e que todas asffsa que

nos referimos sawffsde £,,.

Definicdo 1.12 (Prova) SejaS = ((L, L), A,R) um MLDS. Uma prova erfi € um
par (P,m), ondeP é uma sequéncia de configura¢des,....C,} comn > 0, em
€ um mapeamento do conjurf0,...,n — 1} para R tal que, para cada,0 < i <
n,Ci/CiH S m(z)

Defini¢do 1.13 (Derivabilidade) SejaS = (L1, L), A, R) um MLDS eC e C' duas
configuracbes dé. C' é derivavel a partir de&, o que é escrito com@ g C', se existe
uma prova({C,...,C'},m).

Onde a escolha d&’§ for arbitraria, o simbolo de derivabilidades ou Fjxs5_a1ps

sera freqlentemente escrito comg;ps. Essa notacdo assemelha-se a nogdo padréo
de derivacado (dada em nosso trabalho anterior, [MAL2002]), quando a configuracdo de-
rivavel C’ é reduzida a uma s6 unidade declarativa cm ratyle a configuracgéo (inicial)
dadaC inclui (apenas) suposicdes globais &) ), para qualquer rétulad da linguagem,

e suposicoes locais eth(wy). Uma relagdo de derivabilidade entre configuragdes e
unidades de informacgao (unidades declarativagiditerais) pode ser expressa em ter-
mos do simbols-,,;,pg, adotando-se a seguinte notacao:

Notagdo 1.5S&0 dados: uma configurac@l uma unidade declarativa : A e umR-
literal A. Escrevemos:

e C 5 o : ) se existe uma configurac&otal queC s C' el : a € C';

e C 5 A se existe uma configurac&@otal queC s C e A € C';

e C kg L : \seexiste umtermbe umawff o tal queC g a A —a @ A.

Configuractes séo pares de conjuntos. Portanto, operacdes padréo sobre conjuntos,
tais como unido, diferenca e inclusdo também podem ser aplicadas a configuracdes.

Notagéo 1.6 Dada uma configuracd@ = (D, F), a unidade declarativar : A e 0 R-
literal A, ent&o:

1. C + [o : \] € a configuracadD, F') tal que

o F(N)=F\U{a}

e F()\) =F(\)paracadatermorasd € Func(Lr, L), N\ # A
2. C + [A] é a configuragadD', F) tal queD’ = DU {A}

Definicdo 1.14 (Continéncia de configuragédo) Dadas duas configuraghes (D, F;)
eCy = (Dy, F»), dizemos qué, conténC; e escrevemas; C C, se:

e D, CDye
e Fi()\) C Fy()\) para cada termo raso dede Func(Lyr, Lyy).
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As regras de inferéncia de um MLDS proposicional sdo geralmente aplicadas a
configuracdes para inferir “novas” configuracfes. A questao principair®uma con-
figuracao inferida é gerada. Dada uma configuracao antecetjerés tipos de passos de
raciocinio podem ocorrer. Aqueles do primeiro tipo sdo “classicos” e ocorrem dentro de
gualquer teoria modal local particular incluida éntonforme as nog¢des padréo de infe-
réncia para conetivos classicos. Aquelas do segundo tipo sdo “modais” e dizem respeito
a interacao entre teorias modais locais diferente€erzsses dois tipos de passos de
raciocinio (classicos e modais) sdo baseados sobre a informacao logica (classica e modal)
(aswffg) incorporadas nas unidades declarativas que pertenCei@@nfiguracoes inferi-
das sao principalmente “expansoées logicas” (isto €, adi¢cdes de unidades declarativas) das
configuracfes antecedentes. O terceiro tipo de passo de raciocinio é relativo a informacao
do diagrama d€ e a “interacdo” entre o diagrama e as unidades declarativas. Neste caso,
configuracdes inferidas séo freqientemente “expansdes estruturais” (isto é, adicdes de
R-literais) as configuragdes antecedentes.

Portanto, podem ser identificadas trés classes de regras de inferéncia, as quais cor-
respondem aos trés tipos de passos de raciocinio mencionados acima. Uma descricao
formal de cada classe € dada a seguir, seguida por alguns exemplos de derivacdo. Para
cada regra de inferéncia, € dada uma representacédo gréfica, baseada na seguinte notacédo
chave:

Notacdo 1.7 Uma configuragéo inferida sempre é denotada @or Para as regras de
deducdo natural que tém subprovas como premissas, as configuracdes derivadas dentro
dessas subprovas s&o denotadas por A adicdo “temporaria” de uma suposicao

(onder é uma unidade declarativa ou uRtliteral que precisa ser descarregado) a uma
configuragcdoC é representada graficamente coir|). Finalmente, para qualquer
configuragdoC e qualquer unidade declarativa did-literal 7, a notacéo gréaficaC ()
significa quer € C.

1.4.1 Regras para 0s conetivos classicos

Nesta secdo, regras de eliminacdo e de introducédo sdo dadas para cada um dos
conetivos classicos incluidos na linguagem lodiga

Definicdo 1.15 (Eliminagao doA, Z, ) Para todas as configuragdés termos) e wffs
aef,C/C+[a: N eC/C+][F: A\ sdo membros da regra de inferéncia Eliminagéordo
(as vezes chamada dgg) sea A 3 : X € C. Algumas vezes, escreveremos a Eliminacéo
do A como ilustrado na Tabela 1.3, g).

Definicdo 1.16 (Introdugéo doA, Z,;) Para todas as configuragO&s termos)\ e wifsa
e,C/C + [a A (B : A\ €um membro da regra de inferéncia Introducdo/dgas vezes
escritaZ,; sea : A € Cef: X € C. Algumas vezes, escreveremos a Introducée do
como ilustrado na Tabela 1.3 ;).

Definicdo 1.17 (Eliminagéo dov, Z, ) Para todas as configuracd€s termos\ e wifs
v,C/C + [y : \] € membro da regra de inferéncia Eliminacéo\dgas vezes escrita, z)
se existirem wffa e 3 tais que

e aVpi:Ael

e C+[a:NFgy:A
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TABELA 1.3 — Regras para 0s conetivos classicos

Clla: Al C([B: A
o o Cla: A)
ClavpB:A) Cy: A\ C<7:/\>I mfvl
C'{y: )\ e
Clanp:N) I, C(a:A,ﬁ:A)L\I
C'la: N\, BN C'laNp:N)
C([O{Z Al)
C(a—>ﬁ:)\,a:)\>z o
C'(B: \) - C(B:N) y
C'{la— B: N
Cla: A)
C(=—a: \) )
C'la: \) 2-r C{L:\) -
C'{—a: \)

e CH+[B:AFsy:A
Algumas vezes, escreveremos a Eliminacdo domo ilustrado na Tabela 1.3(z).

Definigdo 1.18(Introdugéo dov, Z, ;) Para todas as configuragd&s termos)\ e wifsa
es,C/C+[aVvp:NeC/C+[BVa: )\ sdomembros daregra de inferéncia Introdugao
doV (as vezes escrita, ;) sea : A € C. Algumas vezes, escreveremos a Introdugaa do
como ilustrado na Tabela 1.3(;).

Definicdo 1.19 (Eliminacdo da—, Z_. z) Para todas as configuraco€s termos\ e wffs
B,C/C + [ : A] € membro da regra de inferéncia Eliminacéo da(as vezes escrita

7 .g) se, paraalgumavff o, — g: A€ Cea: )\ € C. Algumas vezes, escreveremos a
Eliminagcdo da— como ilustrado na Tabela 1.& . g).

Definicdo 1.20 (Introducédo da—, Z_,;) Para todas as configurac0€s termos) e wffs
aef,C/C+|a — (] € membro daregra de inferéncia Introducéo-da(as vezes escrita
Z.7)seC + |a: A ks 0 : A Algumas vezes, escreveremos a Introducde-deomo
ilustrado na Tabela 1.37 ;).

Definicdo 1.21 (Eliminagéo do—, Z_ ) Para todas as configuracd€s termos) e wifs
a,C/C + | : \] € membro da regra de inferéncia Eliminacdo-d¢as vezes escrita. z)
se—-—«a : A € C. Algumas vezes, escreveremos a Eliminagde-dmmo ilustrado na
Tabela 1.3Z_p).



25

Definigdo 1.22 (Introdugéo do—, Z_;) Para todas as configuraco&s termos\ e wifs
a,C/C + [« : \] € membro da regra de inferéncia Introducéo €das vezes escrita
7-;) se, para algum terma’, C + [a : \] kg L : \'. Algumas vezes, escreveremos a
Introdugdo do— como ilustrado na Tabela 1.3-;).

Cada uma das regras acima tem o efeito de expandir a configuracdo antecedente
com uma nova unidade declarativa. Com excec¢ao da fegtaanto as unidades de-
clarativas adicionadas como as unidades declarativas envolvidas na premissa referem-
se ao mesmo rétulo. Isso mostra que o raciocinio permitido por essas regras acontece
inteiramente dentro do escopo do mundo atual local sob consideracéo. Essa caracteristica
€ semanticamente motivada pelo fato de que, como destacado anteriormente, o fragmento
classico da légica modal comporta-se como uma logica classica associada “localmente”
com qualguer mundo possivel particular. Mas, para a régranem sempre € esse 0
caso.

De acordo com a interpretacéo classica do conetiva negacdo de uma formula
geralmente pode ser provada, mostrando-se que a suposicdo de sua forma positiva leva
a uma contradicdo. No raciocinio modal, as contradicdes podem surgir em mundos pos-
siveis que sao diferentes do mundo atual corrente. A semantica de um exemplo parti-
cular é discutida aqui. Considerando uma linguagem modal composta apenas pela letra
proposicionalp e o modeloM = (W, R,v), ondeW = {wp, w1}, R = {(wo,w1)} €
v(p) = {w1}. Para mostrar qudl, w, I —=O-p, é suficiente provar quil, w, IF O-p.

Isso é dado pelo fato de qd, w; IF p (dado pela definicdo de). Aqui, a contradicédo
surgem em um mundo possivel, ) diferente do mundo correntey,). Analogamente,
naregrdl_; dada acima, a subderivacéo pode envolver raciocinio sobre mundos possiveis
diferentes do mundo atual nos quais as contradices podem surgir. Portanto, para cap-
turar esses casos, usa-se um meta-simbolo diferéntpie pode ou nédo ser iguaha

Uma abordagem semelhante foi adotada por Fitting [FIT83] em seu sistema de
deducao natural I-estilo, onde a prova de uma contradicao dentro de uma caixa estrita
(isto €, de um mundo possivel acessivel) causa o fechamento da caixa e a inferéncia da
inconsisténcia no mundo atual, permitindo que a régra seja aplicada. No caso da
regraZ_;, iISSO é equivalente a impor a restricdo de gué um mundo acessivel a partir
de \. Entretanto, a regra.; cobre um caso mais geral, para o qual o roilcefere-se
a um mundo possivel diferente e possivelmente ndo acessivel a paxtinskn ocorre
porque, dado um tipo mais geral de teorias (configuragdes), a inconsisténcia também pode
surgir em mundos atuais Icoais que séo diferentes e ndo estéo relacionados com o mundo
possivel sob consideragédo. Nesse caspreflete o principio classico “qualquer formula
pode ser inferida a partir de uma contradicdo”. Mais adiante, mostraremos que 0 mesmo
principio é valido para inconsisténcias causadagpliterais.

1.4.2 Regras para os operadores modais

O proximo grupo de regras de ineréncia refere-se aos operadores rmoddais
da linguagemZ,,;. Essas regras sdo baseadas na estrutura dos diagramas internos as
configuracdes. Cada uma dessas regras descreve como podem interagir os conjuntos de
informacdes pertencentes a mundos possiveis diferentes relacionados uns com os outros.
Devido a isso, séo as unicas regras de inferéncia eniditerais da formaR(\;, \;) séo
referenciados explicitamente para expressar a inferéncia de férmulas novas em um mundo
acessivel.
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TABELA 1.4 — Regras para 0s operadores modais

cu {[R()\,‘boa:a()\))]}
o C(Oo, RO\, M) Ap)
Cla: boxa()\»zm C'{a: o) OE
C'(Oa = \)
C{Oa: \) o Gl RGN )
Cla, RO L) o)) 0 Ol hy)

Definicdo 1.23 (Eliminagéo do¢, Z, ) Para todas as configuragdés termos\ e wifs
a,C/C + [a: fa(N)] + [R(A, fo(X))] € membro da regra de inferéncia Eliminag&o o
(as vezes escrita, ) se¢a : A € C. Algumas vezes, escreveremos a Eliminaca¢do
como ilustrado na Tabela 1.4 r).

Tk pode ser visto (informalmente) como umskblemizacdbdo quantificador
existencial sobre os mundos possiveis, o que é implicado semanticamente pela formula
<a na premissa. O termf, () define um mundo possivel particular associado univoca-
mente com a formula e que se inferiu ser acessivel a partir do mundo posasivisto
é, R(\, fa(X))). A partir da definigdo, é evidente que essa regra tem o efeito de expandir
os dois componentes (o diagrama e o conjunto de unidades declarativas) da configuracéao
antecedente.

Mais adiante neste texto, veremos que a inferéncia de rotulos e relagdes novas na es-
trutura de um diagrama interno a uma configuracao € consistente com a algebra estendida
AT, na qual o processo de definicdo de rétulos novos via simbolos de fungbes é contro-
lado pelo esquema de axiomasr5). Um exemplo de aplicacdo da regra de Eliminacéo
do < é representado graficamente na Figura 1.3.

Definicdo 1.24 (Introducédo do<¢, Z,;) Para todas as configuracoé&s termosi; e A,
ewffs «,C/C + [¢a : A\;] € membro da regra de inferéncia Introdugéo ¢a(as vezes
escritaZor) sea : A; € C e R(A\j, Ay € C. Algumas vezes, escreveremos a Introducdo do
<& como ilustrado na Tabela 1.4¢;).

Definicdo 1.25 (Eliminacdo do, Z ) Para todas as configuracd€s termos)\; e A\, e
wffs o, C/C + [a : A\2] € membro da regra de inferéncia Eliminac@oddas vezes escrita
Znp) seOa : A\ € C e R(M1, \2) € C. Algumas vezes, escreveremos a Eliminacao do
como ilustrado na Tabela 1.44).

As regrasZ,; e Zpr S&0 um tanto simétricas. Ambas baseiam-se na informacéao es-
trutural sobre a configuracao antecedente (isto €, nas relacdes entre os mundos possiveis).

Defini¢édo 1.26 (Introdugéo dod, Z;) Para todas as configurago&s termos\ e wifs
a,C/C + [Oa : A\] € membro da regra de inferéncia Introducdo doas vezes escrita
Zag) seC + [R(A, box,(N))] Fs « @ box,(N). Algumas vezes, escreveremos a Introdugéo
do O como ilustrado na Tabela 1.4;).
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FIGURA 1.3 — Regra de Eliminacéo db
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Na regra acima, a suposicao temporaria deveria ser lida como “dado um mundo
acessivel arbitrariboz,(\)”. Embora, de um ponto de vista sintatico, o uso de um termo
€ visto freqientemente como uma maneira de nomear objetos particulares (mundos pos-
siveis), neste caso isso é adotado para referir um mundo possivel arbitrario. Isso serve
para garantir que os rotulos sdo sempre termos rasos. O papel do simbolo dédupcao
ficara mais claro mais adiante neste texto.

As regras classicas e modais acima séo efetivamente generalizacdes das regras de
deducéao natural de Fitting [FIT83]. Especificamente, as refya® Znr generalizam a
criacao de caixas restritas, respectivamente, no sistema de I-estilo e a criagdo de caixas
estritas no sistema A-estilo, enquafitq; é algo similar a regra de iteracao restrita basica
para a l6gica mod& . (A regraZ,; ndo € diretamente comparavel.)

Além disso, sob a limitacao de permitir apenas configurac¢des iniciais compostas de
unidades declarativas que se referem ao Unico mundo atual injct@d dois conjuntos de
regras acima oferecem um sistema de prova rotulado para a légica kndeiata dar um
exemplo, sdo dadas a seguir derivacdes formais e gréficas nas quais a interdefinibilidade
dos dois operadores modaise < é obtida, usando-se apenas os dois conjuntos de regras
acima.

Notacdo 1.8 Nos exemplos que seguem, o numero de tracpacluidos como sobres-
crito em cada simbolo de configurac&®) corresponde ao numero de suposi¢cdes novas
introduzidas a partir da configuracéo inicigl,. Os indices subscritos (1, 2, etc.) corre-
spondem a cada passo em cada “subprova” relativa a uma suposicéo nova.

Exemplo 1.1 (C(Op : wp) ks =O—p : wp)

SejaCy = (Do, F) ondeDy = {},F(wo) = {Op} e F(\) = {} paratodo) €
Func(Ly, Lyr) tal que # wy. Mostraremos qué, g =<—p = wp.

Derivagao: SejaC, = Co-+[O-p : wo] @ SejaC; = Cy-+[p : fp(wo)]+[R(wo, f-p(w0))].

(i) Entdo a Eliminag&do de> produzC; a partir deC,
SejaC, = Cy + [p: fp(wo)]- / /
(i) Entéo a Eliminacédo dal produzC, a partir deC,
SejaC, = Co + [p A —p : f-p(wo)). /
(i) Ent&o a Introdugéo da\ produzC, a partir deC,
Por (i), (ii) e (iii), Cy,C;, Cy, C5 € uma prova. Ent&o, por (iii)
(iv) Co+ [O—p:wo| Fs Lt fp(wo)
Portanto, por (iv), a Introdug&o de» produzCy + [-<C—p : wo| a partir deC.
EntdoCy, Cy + [=<C—p : wy| € uma prova.
Portanto,Cy Fg =O—p @ wy.

O exemplo de prova acim@y(dp : wy) Fs =O—p @ wy) pode ser representado
graficamente como segue:

Co (Op:wp)
Co(Op = wo, [O—p : wo)) (nova hip6tese)
Ci@ﬁ t wo, R(wo, f-p(wo)); =t fp(wo)]) (CF)
Colp : fp(wo)), 7+ f-p(w0)) (OF)
Cy(L : fop(wo))) (AD)
Co (=Cp:wo) (—1)
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Exemplo 1.2 (C(—~<C—p : wo) Fs Op : wp))

SejaCy = (Dy, F), ondeD, = {}, F(wo) = {=-C—p} e F(A\) = {} para todo
A € Func(Ly, L) tal que # wy. Mostraremos qué, g Op : wy.

SejaC, = Cy + [R(wo, box,(wp))], sejaCl = Cy + [-p : box,(wo)]. (No mundo
assumiddoz,(w), precisamos provap para aplicar a regra de Introdugéo do. Para
provar p : box,(wy) pela regra de inferéncia Eliminagéo de, precisamos provat—p :
boz,(wp), O que exige a regra de Introducdo do Portanto, a segunda hipotesep :
box,(wp). SejaCy = Cf + [O—p : wp| e sejaCl = Cf + [(C—p) A (=C=p) = wo).

Ent&o a Introdugéo de\ produzCy a partir deC/, e a Introducéo dae> produzC{
a partir deC{, e, portantoC(,C{,C, € uma prova. Entdo

() Cy+ [-p : box,(wo)] Fs L :wo
SejaC; = Cy + [—p boz,(wo)] /
(i) Por (i), a Introducéo do- produzC, a partir deC,.
SejaC, = C, + [p : box,(wo)] / /
(iii) Por (ii), a Eliminacéo do- produzC, a partir deC;.
Portanto,C,, C;, C, € uma prova, €, + [R(wo, box,(wp))] Fs p : box,(w).
SejaC1 =Cy+ [Dp : wo].
Por (iii), a Introducéo dod produzC; a partir deCy.
Portanto,Cy, C; € uma prova, e, portant@, g Op : wp.

O exemplo acimdCy(—=<C—p @ wy) Fs O p : wy) pode ser representado graficamente
COmo segue:

Co (= —p:wp)
Co (=O—p:wo, [R(wo,box,(wg))]) (nova hipétese)
C{{(~C—p : wo, [p = box,(wp)])  (Nova hipdtese)

Cl{(=O=p : wp, O—p + wo) (O1)

C{L :wp) (AI)

C; (== @ boxy(wp)) (—1)

Cy  (p:boxy(wy)) (—E)

CO <Dp : w0> (D[)

1.4.3 Regras estruturais

Para permitir o raciocinio sobre configuracdes arbitrarias e para capturar os dife-
rentesk’ 5-MLDSs, um terceiro conjunto de regras de inferéncia precisa ser incluido como
parte de um MLDS proposicional. Essas regras facilitam o raciocinio sobre diagramas
de uma configuracdo, usando a algebra de rotulacéo partidylasob consideracao, e
inferem R-literais e unidades declarativas que nao sao implicadas pelas regras modais.

Definicdo 1.27 (Afirmacéo doR, Zr_4) Para todas as configuracd€s= (D, F) e R-
literais A, C/C + [A] € membro da regra de inferéncia Afirmacéo ddas vezes escrita
Zr_4)seD, Atror A, ondeA é uma algebra de rotulacéo.
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Na sec¢do anterior, foi enfatizado que algebras de rotulacao diferentes definem
MLDSs proposicionais diferentes. Sob o aspecto prova-teorico, essas diferencas sao im-
postas pela regraz 4. Essa regra facilita a inferéncia de novediterais de acordo com
as propriedades da relacdo de acessibilidade dada por uma algebra de rotulacao particular
A. Por exemplo, se a algebra de rotulacdgp; € considerada, a regra acima per-
mite a inferéncia dei-literais da formaR(\, succ())), para qualquer rotula, incorpo-
rando, portanto, a propriedade de serialidade da relagéo de acessibilidade no processo de
derivacao. Isso permite a derivacao de unidades declarativas daformaa : A, para
qualquer rotulo arbitraria, caracterizando, portanto, o MLDS como uf{D }-MLDS.

Dessa forma, o conjunto de regras modais permanece inalterado para toda a familia de
MLDSs proposicionais, 0 que torna uniforme o sistema de deduc¢éo natural.

As duas regras seguintes formalizam formas extras de interacdesiditermis e
unidades declarativas. A redfa; descrita anteriormente detecta informagdes inconsis-
tentes (isto é,L : \) em configuracdes. Mas a questédo €, como uma inconsisténcia pode
surgir? Em uma teoria modal padréo, uma contradicdo geralmente é devida a suposi¢cdes
(iniciais ou temporarias) que negam-se umas as outras. Em uma teoria de MLDS, su-
posi¢des contraditorias podem ser tanto R+titeral e seu conjugado como uma unidade
declarativa e sua negacédo (A negacdo de uma unidade declarati¥a&® uma unidade
declarativa da forma« : \.) Enquanto as ultimas sdo capturadas pela regra da Intro-
ducéo da~, os primeiros séo identificados pela seguinte regra de Introducdq gae
novamente reflete o principio classico da qualquer formula ser derivada a partir de uma
contradicao.

Definicdo 1.28 (Introdugéo dal, 7, ;) Para todas as configurag6€s qualquerR-literal

A e qualquer unidade declarativa : \,C/C + [« : A\] € membro da regra de inferéncia
Introdug&o dol (as vezes escrit@, ;) seA € C e A € C. Algumas vezes, escreveremos
a Introducgéo dal como

C(A,A)
C'{a:A)

Um exemplo que mostra por que essa regra € incluida e como ela € usada é dado
abaixo.

Exemplo 1.3 Seja.A4 a algebra de rotulagéo dada pelo conjunf@xvy—R(x,y)}. Esse
conjunto formaliza a classe de estruturas na qual os mundos possiveis sdo independentes
uns dos outros - isto é, para cada mundo possivel, ndo ha qualquer mundo acessivel a
partir dele. Nessa classe de estruturas, qualquer unidade declarativa da forma

\ é provavel. E dada abaixo uma derivacdo grafica que mostra, em particular, que a
unidade declarativala : w, (ondea € qualquerwff arbitraria) € derivavel a partir da
configuragadCy = ({}, Fy(\) = {} para qualquer termo\ de Func(Lr, Lyr).

C

C? (= R(wo, boxy(wyp)) (Afirmacéo doR)
C1 (= R(wo, boxe(wyp), [R(wo, boxs(wo)]) (suposicéo)
Ci{a : boxy(wp)) (L)

C)  (Oa: wy) (3r)
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Até aqui, as unidades declarativas eram derivaveis a partir de informacdes inconsistentes
(usando as regras de Introducdo-d@ de Introducdo dd ). Entretanto, um tipo de
raciocinio semelhante pode ser aplicado Adgerais. Uma segunda forma de interagéo
entre R-literais e unidades declarativas € capturada pela seguinte regra de inferéncia, na
qual osR-literais sdo derivados sempre que uma inconsisténcia I6gica surge dentro de
uma configuragao.

Definicdo 1.29 (Introducgéo doR, Zr ;) Para todas as configuraco€se R-literais A,

C/C + [A] € membro da regra de inferéncia Introducao Bdas vezes escrita;_;) se,
para algum termo\’, C + [A] -5 L : \". Algumas vezes, escreveremos a Introdug&o do
R como:

C+[A]

C(L:\)
C{A)
Um exemplo que mostra quando e como essa regra é usada é o seguirdea seji-
guragao{}, F), ondeF(wy) = {Op}, F(w1) = {—p} e, para qualquer rétuld diferente
dewy e dew;, F(\) = {}. EntdoC g —R(wp,w;). ISSo € obtido pela aplicacéo da regra
Ir_redaregradog.

As regras estruturais descritas acima e as regras classicas e modais dadas nas sub-
secodes anteriores tém, todas, o efeito de expandir suas configuracdes antecedentes. Para
completude, a seguinte regra € incluida em cada MLDS proposicional, o que simples-
mente permite a derivacao de qualquer configuragéo contida naquela antecedente.

Definicdo 1.30 (Reducéo d&, Z_ ) Para todas as configuracd€=C’, C/C’ é membro
da regra de inferéncia Reducado dg(as vezes escrité._ ) seC’ C C.

Para compreensao das duas derivacées de exemplo (suas representacdes graficas) dadas a
seguir, algumas reescritas equivalentes de unidades declarativas sdo assumidas implicita-
mente. Por exemplo>Cr : box,(wpy) € substituida pob—r : boze,(wp); € 700p : wy

€ substituida po®><&—p.

Exemplo 1.4 Considere o MLDS<{B, 4}-MLDS. SejaC a configuracdo{D, F) onde
D = {},F(w) = {00p — r} e F(\) = {} para cada\ € Func(Lr, L)) tal que
A 7& wo. EntdoC |_K{B,4}7MLDS D(p/\ q) — OOr @ wy.
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Derivacao:
C (O Op —r :wp)
C (O h q):w) (suposicéo)
C ([  R(wo,boxe,(wo))]) (suposicao)
C (R (boxo,(wo),wp)) (Afirmacéo doR)
C  ([R(wo,boxoy(wo))]) (suposicao)
C([R(boxgy(wp), box,(boxay,(w)))]) (suposicéo)
C1(R(wo, box,(boxgy,(wp)))) (Afirmacéao dokR)
Ca(p A q = box,(boxay(wp))) (OF)
~ C3(p : bozy(boxop(wo))) (AE)
) Cs  (Op : boxgy(wo)) (ar)
Cs (O Op:wp) (Or)
Ce (r: wo) (— B)
G (S 1 iboxor(w)) (O1)
Cs (O Or: wp) Or)
C (O (pA q) —DO0r:w) (— 1)
Uma derivagao alternativa
C (O O p—r:wp)
C (@ (pAg):wi) (suposicao)
([R(wo, boxo, (wo))]) (suposicéo)
C([~Cr : bozor(wo)]) (suposicéo)
C1<R(boxor(wo),wg)> (Afll‘m R)
Co(—r @ wp) (OF)
Cg<_'DDp : wo) (—> E)
Ca(O7p 2 fop(wo), R(wo, fo-p(wo))) (CF)
Cs (= : fp(fop(wn)), B(fo-p(wo), fp(fo-p(wn)))) (CE)
Co(B(wo, f-p(fo-p(w0)))) (Afirm. R)
Crlp A g f-p(fop(wn))) (OF)
Cs(p - f-p(fo-p(wn))) (AE)
Gl fp(fop(wo))) (A)
 Cio (Or:bozor(wo)) (—1)
Cii (O Or:wp) (3r)
C' (@O (p Aqg)— OOr:wp) (— 1)

1.5 Uma semantica

Um MLDS proposicional pode ser considerado uma abordagem “semi-traduzida”
para a logica modal - uma relacéo de acessibilidade como as de Kripke é expressa sintati-
camente, mas sem exigir a traducdo completa das formulas modais para sentencas de
primeira ordem. Portanto, uma semantica modelo-tedrica poderia ser dada igualmente
em termos da semantica de mundos possiveis de Kripke tradicional (veja discussfes em
[GAB96]) ou em termos de uma semantica de primeira ordem, usando algum método de
traducédo. A segunda abordagem foi escolhida para este trabalho, e as razdes para tanto
serdo apresentadas na proxima secao. Um meétodo de traducdo de um MLDS proposi-
cional para uma logica de primeira ordem € definido e a hocdo semantica de relacéo de
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consequéncia=,.ps, assim como a definicdo de um modelo e da satisfatibilidade de
uma configuracéo, sdo dados em termos da semantica classica.

Como ja foi destacado, a unidade declarativa\ pode ser interpretada como “a
formulac € verdadeira no mundo possivél No que segue, essas no¢des semanticas de
Kripke sdo expressas em termos de declaragfes de primeira ordem d&fd(tia onde
[a]* € um simbolo predicativo unério. Portanto, a linguagem de rotulacdo semiestendida
Func(Ly, L)) € mais estendida para incluir o simbolo predicajivo para cadavff «
de L,;. As relacdes entre esses predicados sao restritas por um conjunto de esquemas de
axiomas de primeira ordem que capturam as condi¢cdes de satisfatibilidade de cada tipo de
formulaa (O tipo de umawff € dado pelo conetivo principal da propwé. Por exemplo,
awff O(p — ¢) € uma formulae). Esses esquemas de axiomas estendem a élgebra de
rotulacdaA4 de um MLDS proposicional para uma teoria de primeira ordem chamada de
algebra estendida. Definigcdes formais sdo dadas a seguir.

Definigdo 1.31 (Linguagem de rotulagdo estendida Mdn( £,,)) Seja Func(r, L;)

uma linguagem de rotulacdo semiestendida. $gja. ., a,,, . .. 0 conjunto ordenado de
todas asnffs de £,,. A linguagem de rotulacéo estendida M@n( £,,) é definida como

a linguagem Funa(;, £;) estendida com o seguinte conjunto de simbolos predicativos
unarios: {[a1]*, ..., [a1]*, .. .}

Definicdo 1.32 (Algebra estendidad*) Dada uma linguagem de rotulacdo estendida
Mon(L ., L) € uma algebra de rotulacéd escrita em Funa(,, £;), a &lgebra esten-
dida. At é ateoria de primeira ordem em Maf¥{, £,,), consistindo do seguinte esquema
de axiomagAz1) — (Az8), junto com os axiomas d4:

Para todavff o e 3 de L;:

Va([a A B (2) = ([of*(2) A 5] (2))) (Axl)
Vr([-al*(z) = =[o]*(x)) (Az2)
Va(laV pl*(x) = ([of*(x) V [6]"(2))) (Az3)
V([o — B]"(x) = ([a]*(z) — [6]"(2))) (Az4)
Vr([Ca]" () — (R(z, fo(2)) Ala]" (fa(2)))) (Az5)
Ve(3y(R(z,y) A [a]*(y)) — [Ca]"(2)) (Az6)
Va((R(x, bora(x)) — [a]*(boxa(x))) — [Daf*(x))  (AzT7)
Va([Bal*(z) — (Vy(R(z,y) — [o]*(y)))) (Az8)

Os quatro primeiros esquemas de axiomas expressam as propriedades distributivas
dos conectivos logicos entre os predicados monadicos deMofy(;). Eles cobrem a
definicdo semantica de Kripke de satisfatibilidade dos conetives Ve —, respectiva-
mente.(Ax5) for¢a a relagéo de acessibilida@sobre os rotulos gerados pela aplicagéo
dos simbolos funcionaig,, de Mon(L, L,;. Os esquemas de axiom@aézs) — (Az6)
juntos cobrem a definicdo semantica de Kripke do operador dad#@to €, a declaracao
Va(Jy(R(z,y) A [a]*y)) = [Ca]*(z)) pode ser derivada a partir delz5) — (Ax6)).
Analogamente, os esquemas de axiol&s’) — (Ax8) cobrem a definicdo semantica
de Kripke do operador modal. (isto €, a declaracddz([Da|*(z) = Vy(R(z,y) —
[a]*(y))) pode ser derivada a partir ddx7) — (Az8)). Elas confirmam semanticamente
gue aregra de introducao dofunciona corretamente. Portanto, os esquemas de axiomas
(Azl) — (Az8) de A" refletem a definicdo semantica de Kripke de satisfatibilidade de
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wffs modais. E facil ver, pela interpretacéo da verdadéadgx) como a verdade da
formula modak no mundo possivet.

Uma maneira alternativa de descrever a semantica de Kripke na légica classica é
traduzirwffs da linguagemC,, para termos rasos da linguagem classica e usar um pre-
dicadoE valido para definir as condi¢es de satisfatibilidade semantica dos operadores
classicos e modais. Um exemplo € descrito em [ARS94] para l6gicas de crengas. Entre-
tanto, a complexidade sintatica extra dad por essa abordagem ndo € necessdria no caso
proposicional. Por outro lado, para o caso de predicados, o uso de simbolos de fungéo
para representawffs como termos dentro de um predicaBovalido ajuda a lidar com
guantificadores e variaveis, que de outra forma seriam embutidos nos nomes dos predica-
dos monéadicos, portanto sendo ainda mais “inacessiveis”.

Note que como uma algebra estendida também inclui os axiomas da relacdo de
acessibilidade, algebras de rotulagéidiferentes estendem a algebta. Portanto, subs-
critos da formak’ serdo, as vezes, adicionados ao simbéfopara denotar algebras
estendidas particulares associadas com MUDBparticulares.

A proposicao seguinte mostra que a interdefinibilidade padrao €& pode ser
derivada a partir de qualquer algebra estendidaem particular, do conjunto de esque-
mas de axiomas acima.

Proposicao 1Dada a linguagem estendida Mdh( £,,) e uma algebra esten-
dida associadal™, para qualquer formula € £,;, a seguinte equivaléncia é satisfeita:
At Frop Ve ([Dal*(z) = [-O—a]*(x)).

Prova: E suficiente provar os dois resultados seguintes para um termo raso arbi-
trario \. (@) A Fror [Da]*(/\) N [ﬂOﬂa]*()\)

() AT Fror [-O-a]*(N\) — [Bal*(A)

Prova de (a)

[Oal*(A) 0]

Vy(R(Ay) — [a]*(v)) (i)

Vy(R(A, y) — =[~a]*(y)) (iif)

Vy=(R(A,y) A [-a]*(y)) (iv)
(R, faal@)) A[2a]"(f-a(N) (V)
=[Omal*(A) (Vi)
[2O—al*(A) (vii)

Prova de (a):.
() é uma suposicao inicial,
(i) € derivada a partir de (|) @1x8) pela aplicagdo de modus ponens,
(i) € obtida a partir de (i) €Ax2),
(iv) é obtida por reescrita equivalente de (iii),
(v) é derivada a partir de (iv) usando regras classicas para a quantificacao universal, e
(v1) é obtida a partir de (v) e do contrapositivo dér5) usando modus ponens.
Finalmente, (vii) € derivado a partir de (vi) e Qéx2).

Prova de (b)

[~O=al* (M) 0}
—Jy(R(A, y) A [=al*(y)) (i)
Vy(—~R(A,y) V =[—al*(y)) (iif)
Vy(R(Ay) — [a]*(v)) (V)
R(A, boxa(k)) — [a*(boza(A)) (V)
[@al* () (vi)
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Prova de (b):
(i) é uma suposicao inicial,
(i) € derivada de (i) Az2) e (Az6),
(i) € obtida a partir de (ii) por reescrita equivalente,
(iv) é obtida a partir de (iii) € Az2),
(v) é derivada de (iv) usando regras classicas para quantificacéo universal, e, finalmente,
(vi) é derivada de (v) €Ax7) por modus ponens.

Um método de traducao é definido a seguir. Ele associa expressoes sintaticas de
uma MLDL proposicional com sentencas da linguagem de primeira ordemaylod(,),
e portanto associa teorias (configuracdes) com teorias de primeira ordem da linguagem
Mon(L;, Ly). Cada unidade declarativa : A é traduzida para a sentengg*(\), e
R-literais s&o traduzidos para si mesmos. Portanto, a traducéo de primeira ordem de uma
configuracdo € uma teoria de primeira ordem que incliR-bterais, que estao presentes
no diagrama da configuragéo, e o conjunto de férmulas monaldi€ds) que corres-
pondem as unidades declarativas presentes na configuracdo. Uma definicdo formal € dada
abaixo.

Definicdo 1.33(Traducdo de primeira ordem para uma configuragcdo) Considere uma
MLDL (L;, L) e a linguagem estendida associatteon (L, Lyr). SejaC = (D, F)

uma configuracdo. A tradugdo de primeira ordem @eescrita FOT(C), € a teoria
escrita em Mon{;, £,,) e definida pela expressdd’OT(C) = C U DU, ondeDU =
{[a]*(\)|a € F(X), X é um termo raso de Funé(, L)}

Uma traducdo de uma configuracdo €, portanto, uma teoria de primeira ordem que
inclui os R-literais que estdo presentes no diagrama da configuracdo, e o conjunto de
formulas monadicaBy]*(\) que corresponde as unidades declarativas presentes na con-
figuracdo. Note que, como 0s rétulos s6 podem ser termos rasos de&€Fumty(; ), a
traducéo de primeira ordem de uma dada configuracdo € um conjunto de literais rasos da
linguagemMon(Ly, Ly).

As nogdes de modelos, satisfatibilidade e acarretamento semantico sdo dadas em
termos da seméntica classica usando as definigbes acima.

Defini¢gdo 1.34 (Estrutura seméantica de um MLD&¢) Dado um MLDSK S = ((L,
L), A, R) e a algebra estendida associaddy.;, M é uma estrutura semantica do
MLDS-K6 S se M é um modelo del};.

Classes diferentes de estruturas semanticas podem ser obtidas pela consideracédo de
algebras de rotulacéo subjacentes diferentes. Portanto, o sifmbséra escrito algumas
vezes com o subscritg § (isto €, M k) para identificar modelos de uma classe particular.

Definicdo 1.35 (Satisfatibilidade de uma unidade declarativa) Seja A uma unidade
declarativa. o : \ é satisfativel (com respeito ao MLIOSS) se existe uma estrutura
semanticaM g, tal que Mgs IFror [a]*(N\). Neste caso, dizemos qud i satisfaz
a: Aeescrevemadiys IFvnps—ks ot A.

Note que o simbold-ro;, significa a nogéo classica padréo de satisfatibilidade, e
a expressdoM I-ror [a]*(A) significa queM é um modelo classico para a sentenga

[a]*(A).
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Defini¢cdo 1.36 (Satisfatibilidade de urR-literal) SejaA umR-literal. A é satisfativel
(com respeito a um MLD&-§) se ha uma estrutura semantigd x5 tal que M g5 IFror
A. Neste caso, dizemos g ;s satisfazA e escrevemadi s IFanps—ks A.

As duas definicoes acima estabelecem o valor verdade de cada uma das entidades
sintaticas de um MLDS proposicional. Agora a definicdo de satisfatibilidade de uma
teoria de MLDS pode ser dada.

Definicdo 1.37 (Satisfatibilidade de uma configuracdo) S€jaima configuracdo.C €
satisfativel (com respeito a um MLDSS) se existir uma estrutura semanticd 5 tal
que, para cadar, 7 € C, MLDS-K ¢ (Mk;) satisfazr, (onder pode ser uma unidade
declarativa ou uni-literal). Nesse caso, dizemos que o MLBS-satisfaz’ e escreve-
MosM ;s IFarps—ks C.

Finalmente, a no¢do de acarretamento semantico para um MLDS proposicional é
dada em termos do acarretamento semantico classico.

Definicdo 1.38 (Acarretamento semantico em um MLDS) Séja; a algebra estendida
de um MLDSKS. SejaC = (D, F), e sejanC’ = (D', F') duas configuragbes, e sejam
FOT(C) = DUDU e FOT(C') = D' UDU suas respectivas tradugdes de primeira
ordem. A configuracd6 acarreta semanticament&, o que é escrita’ EMLDs—Ks c

se:

e AL, UFOT(C) Eror A paracadaA € D'
o AL, UFOT(C) Eror [o]*(\) para cadala]*(\) € DU’
Assim como para a derivabilidade \;;ps), onde K¢ for arbitrario o simbolo
EuLps—ks Seré algumas vezes abreviado perg.ps. A notacdo seguinte é baseada

nas definicbes padréo da relacéo de derivabilidade classica e no acarretamento semantico
classico.

Notac&do 1.9 Dadas duas configuraco€seC’ e suas traducbes de primeira ordem
FOT(C) = DUDU e FOT(C') = D'UDU , aexpressdol* UFOT(C) Fror, FOT(C)
significa que:

o ATUFOT(C) Fror, A paracadaA € D'

e AT UFOT(C) Fror [o]*(\) para cadala]*(\) € DU’
e analogamented*, FOT(C) =ror, FOT(C') se:

e ATUFOT(C) Eror A paracadaA € D'
e ATUFOT(C) Eror []*(\) para cadala]*(\) € DU’

A notacdo acima permite que a definicdo de acarretamento seméantico entre confi-
guracdes seja alternativamente declarada cahe;;;ps C' sseA™ U FOT(C) Eror
FOT(C).
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1.6 Estendendo o sistema dedutivo rotulado modal

A estrutura de trabalho descrita neste capitulo oferece uma metodologia geral o sufi-
ciente para acompanhar a classe de l6gicas modais “palrdb;'S4, etc., e € o esquema
MLDS bésico que € o foco principal desta parte do trabalho. Entretanto, muitas exten-
sOes da estrutura de trabalho sugerem a si proprias para estudos futuros, e € importante
mencionar brevemente duas em particular, que as investigacdes preliminares mostram ser
naturais e sem problemas. Ambas envolvem a extensdo da linguagem de rofljjacéo
com outros simbolos predicativos binarios, o primeiro para acompanhar “l6gicas multi-
modais”, e o segundo para incluir algebras de rotulagdo com o predicado de igualdade.

Em légicas multimodais, a semantica subjacente inclui ndo apenas uma, mas uma
colecéo de relagdes de acessibilidade. Cada reldagsmm um par de operadores modais
0, e ¢, associados. Por exemplo, a Légica Dinamica [HAR79] tem um operador de ne-
cessidadeA| correspondente a cada “acad) e a férmulalA]« pretende significard
€ sempre verdadeira apés a aglo Estender MLDS com mudltiplas modalidades é di-
reto. A linguagem de rotulagéd®, é estendida com uma relacdo bindfliapara cada
modalidade;, e a algebra de rotulagéo inclui axiomas extras ou esquemas de axiomas
extras envolvendo cada ou todas essas relacdes, analogo aquelas da Tabela 1.2. A lin-
guagem semiestendida Fulig( £,,) inclui simbolos de fungag: e boz?, para cadavff
« e modalidade, e as regras de inferéncia modais e estruturais sdo apropriadamente du-
plicadas para cada modalidade. E facil ver que a algebra esteddigede também
ser apropriadamente estendida, de modo que a definicdo de acarretamento semantico seja
também facilmente generalizada para o caso de multimodalidades.

Estender a algebra de rotulagdo para incluir o predicado de igualdade é similar-
mente direto, mas envolve a inclusédo de uma regra de inferéncia especializada, que reflete
um aspecto da teoria da igualdade que é adicionado a algebra de rotdlagaacluséo
de = seria Util para descrever certas l6gicas modais, cujos axiomas caracteristicos a Teo-
ria da Correspondéncia mostra que representam propriedades das estruturas descritas por
sentengas de primeira ordem contendo tdhtmmo=. Por exemplo, a algebra de rotu-
lacéo dada pela condig&o de primeira ordérvy|R(succ(z),y) — y = succ(x)], junto
com os axiomas$T), (D) e (4) da Definicdo 1.9, representaria a classe de estruturas as-
sociadas com a légica mod&lt.1, que estende a l6gica modad com o “Axioma de
McKinsey” OCa — <Oa. No MLDS estendido apropriado, os diagramas incluem os
literais da igualdade (e da desigualdade), assim cBHiterais, e as “regras estruturais”
sao consideradas como aplicaveis tanto a literais de igualdade e de desigualdade como a
R-literais. Adicionalmente, a seguinte regra tem que ser incluida, refletindo a propriedade
de substitutidade de termos iguais em unidades declarativas.

Oéi)\l )\1:)\2

Sub
a /\2

Até onde a semantica se ocupa, o esquema de axiomas padréo para igualdade (ja
incluido na algebra de rotulacét) é estendido eml™ até cobrir cada um dos predicados
monédicosa]*. Embora intuitivamente diretas, as extensdes descritas acima néo sao con-
sideradas em grande detalhe neste trabalho. Entretanto, uma breve descricdo das modifi-
cacles que seriam necessarias para as provas de correcdo, completude e correspondéncia
séo dadas por [GAB2000].
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1.7 Comentarios

MLDSs proposicionais sdo claramente sistemas hibridos de légica modal, com-
binando teorias relacionais de primeira ordem (algebras rotuladas) com uma linguagem
modal padrdo. Nesta abordagem, tanto os mundos possiveis como a relacao de acessi-
bilidade séo representados declarativamente como parte da légica. A partir de um ponto
de vista puramente sintatico, esta abordagem pode ser vista commmpnomiss@ntre
as abordagens implicita e explicita descritas anteriormente. Sao incorporadas represen-
tacOes sintaticas de mundos possiveis e de relagbes de acessibilidade, o que permite que
informacdes logicas sejam expressas com uma sintaxe roodeisa sem exigir uma
traducédo completa para a logica de primeira ordem.

Quando uma configuracdo de MLDS tem apenas um Unico ratylé anéloga a
nocao tradicional de um conjunto de suposi¢des locais, mas a introdugéo de rdtdlos e
literais generaliza a no¢éo de teoria modal (como um conjunto de suposi¢des locais), pois
permite efetivamente a existéncia de mais de um mundo atual. Além disso, as suposi¢cées
globais podem ser incorporadas simplesmente pela inclusdo delas na fufig&oara
cada rétulo\ da linguagenf'unc(Ly, L,). Como resultado, a expressividade declarativa
dos MLDSs é comparavel a expressividade oferecida pela técnica de traducéo relacional,
com a vantagem adicional déoresultar em sentencas que sdo exponencialmente longas
comparadas a suas correspondentes modais implicitas.

Sobre o sistema de deducao natural para MLDS, apresentamos, nas secdes anteri-
ores, o conjunto das regras de introducéo e de eliminacdo para 0s conetivos classicos e
para os operadores modais, definidas em [RUS95, GAB2000]. As regras 2Qaess
tivos classicogefletem fielmente a teoria de prova por deducdo natural para a logica
proposicional definida em [PRAG5]. A Unica diferenga é que, no sistema aqui descrito,
as férmulas séo rotuladas. Como essas regras nao definem rétulos novos, elas podem ser
consideradas “regras de deducao natural locais” para a l6gica proposicional.

Por outro lado, as regras de inferéncia parapsradores modaisnvolvem algu-
mas unidades declarativas com rotulos diferentes. Elas expressam a interacdo entre as
teorias modais locais internas a uma configuracdo. Permitem-nos inferir rotulos especi-
ficos para mundos acessiveis especificos junto com relagées novas (por exemplo, a regra
da Eliminag&o da), e inferir quais férmulas sdo validas dentro desses rotulos (por ex-
emplo, as regras de Introducdo ¢oe de Eliminacdo d&l). Comovantagemnéo é
necessario apresentar as nogdes extras de “derivacdes subordinadas estritas”, nem de “re-
gras de iteracéo estrita” definidas em [FIT83] (Essas regras sdo apresentadas também em
nosso trabalho anterior, [MAL2002]). Além disso, a distin¢do de Fitting entre as provas
por deducao natural no “I-estilo” e no “A-estilo” ndo sdo necessarias aqui.

Um sistema dedutivo rotulado modal (MLDS) também inclui algumas regras de
inferéncia que sao relativas afisliterais de uma configuracéo. A regra da Afirmacgéo do
R permite-nos inferir novog:-literais de acordo com a algebra de rotulaghoDevido
a sua modularidade, ndo é necessario diferenciar regras modais de acordo com a ldgica
modal especifica que queremos representar, como é feito no sistema de deducao natural
modal de Fitting. A regra de Introducdo dbé equivalente a uma regra de Introdugéo
do — paraR-literais. A regra de Introducdo do permite-nos inferir a falsidade (isto €,
1 : )) a qualguer momento em que uiliteral e sua negaca@stiverem presentes em
uma configuracdo. Isso € necessario porque nenhuma férmula classica componente com
R-literais pode ser inferida em uma configuragédo. Finalmente, com a regra de redugéo
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dacC, é possivel inferir qualquer configurag@o contida em uma existente. Essa regra deve
ser incluida porgque todas as outras regras tém o efeito de expandir suas configuracdes
antecedentes.

Como a seméntica para o sistema dedutivo rotulado modal (MLDS) foi definida em
termos de uma semantica de primeira ordem, as noc¢des tradicionais de um modelo de
Kripke junto com as condi¢des de satisfatibilidade associadas sao embutidas na axioma-
tizacdo da algebra estendidel. Dessa maneira, uma estrutura semantica do MLDS é
dada pelo modelo cléassico d&". Os esquemas de axiom@a$z7) e (Az8) caracteriza
semanticamente os rotulos gerados pelo simbolo de fulagd@om “mundos acessiveis
arbitrarios”, e os esquemas de axionfas:5) e (Az6) caracteriza semanticamente o0s
rétulos gerados pelo simbolo de funghocomo “mundos acessiveis particulares”. Ca-
racterizacdes tedricas de provas correspondentes serdo apresentadas no préximo capitulo.

Para concluir, a escolha de uma abordagem semantica baseada em uma traducao de
primeira ordem para a l6gica classica oferece as duas vantagens seguintes. Primeiramente,
a metodologia é facilmente aplicavel a qualquer familia de l6gicas cuja semantica seja
axiomatizavel em primeira ordem. Isso deve facilitar também o desenvolvimento de uma
semantica modelo-tedrica para logicas “novas” resultantes da “combinacédo” de outras
l6gicas existentes. Além disso, a partir do ponto de vista de definir um sistema de prova
automatizado para logicas modais, a algebra estendida oferece uma opcao alternativa.
Provadores de teoremas classicos poderiam ser desenvolvidos para raciocinar com a teoria
AT. Isso poderia explorar as técnicas de reescrita equivalente, portanto aperfeicoando os
sistemas baseados na traducéo relacional.

Em resumo, este capitulo descreveu um sistema de prova de estilo de deduc¢éo natu-
ral para MLDS proposicionais, que séo uniformes no sentido em que as regras de deducéo
natural individuais séo independentes da algebra de rotulacdo particular. Uma semantica
para uma ampla familia de MLDSs proposicionais também foi definida, baseada em uma
traducdo para l6gica de primeira ordem. Além disso, foram feitos comentarios breves
e uma comparagao com trabalhos relacionados. Destacamos agora alguns pontos gerais
gue precisam ser enfatizados, como, por exemplo, as caracteristicas principais do sistema
de prova descrito acima:

¢ (i) ele usa uma formalizacao sintatica explicita da nocdo modal de verdade relativa
a um “mundo possivel” particular (isto €, formulas séo rotuladas),
e (ii) ele estende a nocao padréo de teoria modal a partir de um mundo atual Gnico
para uma configuracdo de mundos atuais locais,
e (i) ele incorpora condicdes diferentes na relacdo de acessibilidade de uma maneira
uniforme, e finalmente
e (iv) ele estd em um estilo natural.
Embora existam trabalhos teoricos de provas relacionados sobre l6gica modal proposi-
cional, ainda ndo h& outro sistema de deducdo no qual todos esses quatro aspectos co-
existam [BRO2002].
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2 Propriedades de Sistemas Dedutivos Rotulados Modais

Nos capitulos anteriores, as no¢des de uma relacdo de consequéncia sintatica e
semantica foram definidas, completando assim a descricdo de um MLDS proposicional
como estrutura de trabalho l6gica. Trés resultados importantes serdo provados neste capi-
tulo:

1. as duas nogdes da relagao de conseqiiéncia sao equivalentes; e .
2. 0 MLDS proposicional realmente € uma generalizacdo da faiidiae logicas

modais padréo.
Para demonstrar (1), provaremos que a relacédo de derivabilidages é corretae com-
pletacom respeito a relagéo de implicacdo semantiga, ps, enquanto para demonstrar
(2), provaremos que qualquer logica moda € estritamente tratadgelo K 6-MLDS
proposicional correspondente.

Muitas das proposicdes e dos teoremas deste capitulo sdo provados através de
raciocinio por casosPara tornar as provas mais legiveis, 0s casos que sdo muito similares
a algum caso anterior sdo omitidos do corpo principal da prova, podendo ser encontrados
em [BRO2002].

Os resultados deste capitulo podem ser resumidos como segue. O sistema de prova
por deducado natural de ui§-MLDS é correto e completo com respeito & semantica
modelo-tedrica baseada em um método de traducdo para a légica classica (conforme o
capitulo anterior). Finalmente, qualquer teoria axiomatica modal tradicional arbitraria
pode ser traduzida para uma configuracao de MLDS equivalente. Essa tradugao preserva
tanto a derivabilidade quanto a implicagdo semantica tradicional como definido em termos
de semantica de Kripke. MLDSs sao mais gerais do que sistemas axiomaticos no sentido
de que a traducdo inversa ndo pode ser aplicada a qualquer configuracéo arbitraria.

2.1 Correcao

Esta secdo mostra que nosso sistema de deducéo natorat®, ou seja, mostra
que a relagae ), ps implica a relagéd=,,.ps. Em outras palavras, prova-se que sem-
pre que existir uma prova por deducéo natural de uma configutag@igartir de uma
configuracaa, entdoC implica semanticament€. Em geral, este tipo de teorema é
provado por indugdo no numero de passos de inferéncia da derivacdo assumida. Entre-
tanto, a caracteristica da deduc&o natural de usar hipoteses novas temporarias em uma
derivacéo precisa de atencao particular, pois ela altera temporariamente a teoria inicial.
Provas de correcdo descritas na literatura geralmente adotam uma técnica particular, que
€ a de definir, para cada passo da derivagdo, a no¢éo deniexto- isto é, o conjunto de
todas as hipoteses que foram introduzidas e ainda ndo descarregadas. (Para um exemplo
de prova de correcéo, veja o capitulo 4 de [FIT83].) Entretanto, uma técnica diferente
€ adotada aqui. Tiraremos proveito da correcdo e da completude da légica classica de
primeira ordem, como podemos ver no diagrama da Figura 2.1. A idéia béasica €é definir
as nocdes de tamanho de uma regra de inferéncia e de tamanho de uma prova, e aplicar a
inducao sobre o tamanho da derivacdo assumida. Dessa maneira, ndo ha diferenca (exceto
pelo tamanho) entre as regras de inferéncia que introduzem hipoteses novas e aquelas que
nao introduzem hipoteses novas. No passo de inducéo, a consideracédo importante é o
tamanho total da subprova sob consideracéo.
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As nogdes déamanho de um membro de uma regra de inferéaalatamanho de
uma derivacdem um MLDS proposicional sdo apresentadas abaixo e serdo usadas no
Lema 2.1.

Notacdo 2.1 No sistema de prova dedutivo rotulado modal, as regras de inferéncia po-
dem ser classificadas em quatro categorias.

1. A primeira é o conjunto unitari@” = {Z._r}. Zc_r € a Unica regra de inferén-
cia que nao infere unidades declarativas novas, renliterais novos, e nao usa
gualquer subderivacdo de MLDS como condicao.

2. A segunda categoria consiste de regras de inferéncia que inferem unidades decla-
rativas novas e/owr-literais novos sem usar subderivagdes como condi¢des. Isto
&1 ={L\p.Zn1,Zuv1, I, I-5.Zor, Zor,Zop, Ip-a,L11}.

3. A terceira categoria consiste daquelas regras de inferéncia que exigem uma sub-
derivac@o como condicao e é definida como= {Z_.;,Z_;,Za;,Zr_1}-

4. A quarta categoria refere-se as regras de inferéncia que usam duas derivacdes
como condigdes. Isto é o conjunto unitarib'* = {Z,z}.

Observe qug€° UZ°UZTUTIT = R.

Definicdo 2.1 (Tamanho de um membro de uma regra de inferéncia) EéjILDS um
MLDS arbitrario, sejaZ; € R e sejaC/C’ € Z;. O tamanhadeC/C’ com respeito &;,
escrito comd(C/C', T;), é definido como segue:
e SeZ; € I%, entdol(C/C',T;) = 0
e Se7;, € 7% entdol(C/C',T;) = 1
e SeZ; ¢ I+, entdol(C/C',Z;) = 1+ I;, ondel; € o menor dos tamanhos de todas
as subderivacdes (definidas abaixo) que podem ser usadas como uma condi¢ao da
regra.
e SeZ; ¢ ITF, entdol(C/C',Z;) = 1 + I, + I, ondel; € o menor dos tamanhos de
todas as subderivacdes que podem ser usadas como sua primeira condigéo, e
o menor dos tamanhos de todas as subderivacdes que podem ser usadas como sua
segunda condicao.

Definicdo 2.2 (Tamanho de uma prova) Sefa-MLDS um MLDS arbitrario. Definimos
o tamanho de uma provdCy, . . ., C, }, m), escritol({{Cy, . ..,C,}, m)), como segue:

H({{Cos - -, Cu}m)) = 3200 UCh/Cryr, m(k))

Dado que a semantica é baseada em um método de tradug&o de primeira ordem, a
prova da propriedade de corre¢éo-de,ps com respeito &,/ ps Sera baseada na cor-
recao da relacéo de derivabilidade classica de primeira drdem A declaracao formal
do teorema é dada abaixo, e uma breve apresentacao explanatéria e lemas intermediarios
precederdo sua prova.

Teorema 2.1 (Correcdo) Sejalk 5-MLDS um MLDS arbitrario, e sejarf,C’ duas con-
figuracdes dé(5-MLDS. Se& y;.ps C , entdoC =y1ps C .
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C Fuips ¢

(2) (4)

AU FOT(C) ro, FOT(C) L 40 FOT(C) Epoy, FOT(C)

FIGURA 2.1 — Diagrama da Prova do Teorema da Corre¢cao

Uma representacdo grafica dos principais passos da prova € dada no diagrama da
Figura 2.1. A declaragéo da correcdo, que corresponde a seta rotulada com (1), é provada
pela composicéo de trés passos principais, setas (2), (3) e (4), respectivamente. O primeiro
passo (seta (2)) prova que a hipétede; ;.ps C', implica queAt U FOT(C) Fror
FOT(C"). Isso é provado no Lema 2.1 dado abaixo. Esse resultado implica (dada a
correcdo da légica de primeira ordem) qdé U FOT(C) =ror, FOT(C') (Proposicéo
2.1), que da o segundo passo da prova (seta (3)). A seta (4) € dada pela Defini¢cdo 1.38.

Proposicao 2.1(Correcdo classica) Sejalt a algebra estendida de alguiio-MLDS
arbitrario e sejamC = (D, F) eC' = (D', F') duas configuragbes. S&" U FOT(C)
Fror FOT(C), entdo At U FOT(C) =rpor FOT(C).

Prova: A hip6teseAtUFOT(C) Fror, FOT(C) significaA™ UFOT(C) Fror, A
para cada\ € D' e AT U FOT(C) Fror [o]*(\) para cadda]*()\) € DU'. Portanto,
pela correcéo da l6gica de primeira ordedr,U FOT(C) =ror A (paratoda) € D') e
ATUFOT(C) Eror [a]*(N) (paratoddal*(\) € DU'). Portanto, AY U FOT(C) =ror
FOT(C).

Pela Proposicédo 2.1 e pela Definicdo 1.38, € suficiente provar que, se uma con-
figuracdoC’ é derivavel a partir de uma configuragdoentédo todas as formulas de sua
traducao de primeira ordem sdo derivaveis a partir da traducao de primeira ordem de
junto com a algebra estendidb (seta (2) do diagrama da Figura 2.1).

Proposigéo 2.2Seja A" a algebra estendida de alguiis-MLDS arbitrario. Seja({Co,
.oy, Chy...,Cp},m)y uma prova ondé > 0 en > k. Sejam(j) = Zo_r para todok <
j<ne Seja.A+ U FOT(C()) Fror FOT(Ck) EntdoA*™ U FOT(C(]) Fror FOT(Cn)

Prova: Para todoj, k < j < n,Cj41 C C;, comom(j) = Zc—g, entdoC, C Cy e,
pela reflexividade de ror, AT U FOT(Cy) Fror FOT(C,). Além disso, pela hipotese
e pela reflexividade dero, AT U FOT(Co) Fror AT U FOT(Cy). Portanto, pela
transitividade dé-por, A" U FOT(Cy) Fror FOT(C,).

Lema 2.1 (Correcdo com respeito a traducdes) Sgja a algebra estendida de uiio-
MLDS arbitrario. SejanC e C’ as duas configuracdes e sgf@0T(C) e FOT(C') suas
respectivas traducdes de primeira ordem. (Sej;.ps C entdoA™ U FOT(C) Fror
FOT(C).
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Prova: A prova é por indug&o no menor tamanho das derivacdes da f¢tina. .,
C.},m), ondeCy, = C eC, = C'. No que segue{{C,...,C,},m) é uma prova desse
menor tamanho.

CASO BASE: Quanda(({Cy,...,C,},m)) = 0,C, C Cy (pela Definicdo 2.2), e

PASSO DE INDUGAO: Suponha qué{Co,...,C.},m)) = L,L > 0,e 0lemaé
verdadeiro sempre que houver uma derivagdo de tamanho minimo, menor doSpra
perda de generalidade, podemos assumirque — 1) # Z._r (Pois a Proposicdo 2.2
permite-nos estender o fim de qualquer prova com qualquer nimero finito de aplicacdes
deZ._r sem afetar a declaracéo do lema, ou o tamanho da prova.) Portanto, ha dois casos

para considerar:
1. n=1. Nessecaso, — 1 =0¢el(C,-1/C,,m(n — 1)) = L. Resta mostrar, através

de casos, quelt U FOT(C,,—1) Fror, FOT(C,) para qualquer regrau(n — 1) €
R —{Zc_r}. /

2. n> 1. Nessecas0, < [(C,_1/C,,m(n—1)) > Le0 < I({{Co,...,Ch1},m)) <
L (ondem'(i) = m(i) para todo0 < i < n — 2). Portanto, pela hipétese de
inducéo, A" U FOT(Cy) Fror AT U FOT(C,). Entdo, como no caso (1), resta
mostrar, através de casos, gdé U FOT(C,_1) Fror FOT(C,) para qualquer
regram(n — 1) € R — {Z¢_gr}, pois entdo AT U FOT (Co) Fror FOT(C,,).

CASO 1: Eliminacédo do A (Z,g). Neste caso,,_1/C, € Z,g. Portanto, existe
uma unidade declarativa da formaA g\ € C,_4, eC, também é igual &, _; + [« :
Al ouacC,,+[f : A. Somente o primeiro caso é considerado, pois 0 argumento
para o segundo caso € analogo. Portafato) 5]*(\) € FOT(C,-1) e FOT(C,) =
FOT(C,—1) U{[a]*(N\)}. ComoAt U FOT(C,_1) Fror FOT(C,_1), resta mostrar que
AT U FOT(C,_1) Fror [a]*(N\). Isso é provado, aplicando-se o esquema de axiomas
(Az1), como mostrado na seguinte derivagéo:

A-l— FOT(Cn,1>
[ A B (A) = ([a]*(0) A 181 (V) o A BN
[a]*(\) A A1 (V)
al"(V)

CASO 2: Eliminagdo do ¢ (Zog). Neste casca(,,_1/C, € Zop. Portanto, existe
uma unidade declarativa da fordax : A € C,_1, eC, éigual aC,_; + [« : fo(N)] +
[R(\, fo(N)] (ondef,(\) € um termo raso d€unc(Ly, Ly)). Portanto{[Cal*(N\)} C
FOT(C,-1) e FOT(C,) = FOT(Cp—1) U{R(A, fa(N)), [a]*(fa(N))}. COMOAT,
FOT(Ch-1) Fror FOT(C,—1), resta mostrar quel, FOT(C,,—1) Fror R(\, fa(X)) €
AT FOT(C,-1) Fror [a]*(fo(X)). Isto € provado, aplicando-se o esquema de axiomas
(Az6), com mostrado na seguinte derivagéo:

A+

v ([0a]" (2) = (R(z, fa(®) A [0] (fal2)))) ;
([T () = (RO faM) A o] (Ja(V)) [©a]' (V)
RO\ faM) A 0] (JaV)
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CASOS 3 a 8(Z1,Zyr,Z—.g,Z-g,Zo; € Ing) sao analogas ao CASO 2 (Veja
[BRO2002, RUS95] para provas especificas para cada um desses casos).

CASO 9: Introducéo da L (Z,;). Neste casa(,_1/C, € Z,;. Portanto, existe
um R-literal A tal queA € C,_, e-A € C,_, eC, €éigual aC,_; + [a : A] onde
a : A é uma unidade declarativa. Portanfdy, -A} C FOT(C,_1) e FOT(C,) =
FOT(Cn-1) U {[a]*(N)}. Como AT, FOT(C,_1) Fror FOT(C,_1), resta provar que
A+,FOT(Cn_1) }_FOL [Of]*()\> ComO{A,_'A} - FOT(Cn_l),FOT(Cn_l) Fror L.
Portanto, A*, FOT(C,,—1) Fror [a]*(N).

CASO 10: Afirmag&o do R (Zz_4). Neste casa,,_1/C, € Tr_4. SejaC,_; =
(D1, Fn_1). Entdo existe umR-literal A tal que existe uma derivacdo de primeira
ordemD,,_1, A Fror A e tal queC, é igual aC,,_; + [A]. Portanto, FOT(C,) =
FOT(C,—1) U{A}. Como A", FOT(C,-1) Fror FOT(C,-1), resta mostrar quel ™,
FOT(Cn_l) Fror A. ComoD,_; C FOT(Cn_l),A - At eDn_l,A Fror A, pela
monotonicidade de po, AT, FOT(C,_1) Fror A.

CASO 11:Introducéo do O (Zg;). Neste caso,_1/C, € In;. Portanto, existe
um R-literal da formaR(\, box,(A)) € umawff « tal queC,,_; + [R(\, boxo(N))] Faurps
a @ boxy(M\) eC, éigual aC,_; + [Oa : A]. Portanto,FOT(C,) = FOT(C,-1) U
{[Oa]*(\)}. Como, pela reflexividade deror, AT U FOT(C,—1) Fror FOT(C,-1),
resta mostrar qud™ U FOT(C,,_1) Fror [Da]*(N). Seja{{C,,—1 + [R(\, boxo(N))], . . .,
C},m), coma : boz,()\) € C, uma prova do menor tamanho@g ; + [R(\, boza(N))]
Fumrps a :box,(N). Pela hipotese do passo de indudgée; ((C,,—1/Cp, Zor) =14+ 13 <
L. Portanto0 < Iy = I[({{Cn_1 + [R()\, bozo(N))],...,C},m)) < L. Pela hipétese de
induc&o, A* U FOT(Cn_1) U {R(\, bozs(N)} Fror FOT(C) e, em particular,A* U
FOT(Cp—1)U{R(X\, bozo (M)} Fror [a*(box,(X)). Pelo Teorema da Dedugéo da logica
de primeira ordemA™ U FOT (C,,—1) Fror R(A, boxa (X)) — [a]*(boxs(N)).

Ent&o, pelo esquema de axiomase8), A*, FOT(C,-1) Fror [Da)*(\) como
mostrado na seguinte derivacao:

A* AT U FQT(Cn_l)
(Az8) R(, boza(N)) — [a]* (boza(N))
[Bal*(A)

CASOS 12 e 137 _.; eZ_;) sdo analogos ao CASO 11. Veja [BRO2002, RUS95]
para provas especificas para cada um desses casos).

CASO 14:Introducdo do R (Zg_;). Neste casd;,,_1/C,, € Ir_;. Portanto, existe
um R-literal A tal queC,_, + [A] Faps L : A" para algum terma\’, e C, é igual a
Cn_1 + [A]. Portanto,FOT(C,) = FOT(C,-1) U{A}. Como A", FOT(C,-1) FroL
FOT(C,_,), resta mostrar qud*, FOT(C,_1) Fror A. Seja({Cn_1+[4],...,C}m)),
coml : \ € C, uma prova do menor tamanho dg ; + [Z} Fups L 2 N, Pela
hipétese do passo de inducdb,< I(C,_1/Cn,Zr—1) = 1 +1; < L. Portanto0 <
i = [({{Co_y +[A],...,C},m)) < L. Pela hipétese de indugad,t, FOT(C,_,) U
{A} Fror FOT(C) e, em particularA*, FOT(C,,_1) U {A} Fror L. Pelo Teorema da
Deducéo da l6gica de primeira ordedr;, FOT(C,_1) Fror A — L. ComoA — 1 é
equivalente a~A, que também ¢é equivalenteg A+, FOT(C,_1) Fror A.
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CASO 15:Elimina¢éo doV (Z,g). Neste casd;,_,/C, € Z,g. Portanto, existem
unidades declarativas da formav 3 : A\,a : \,f : Aevy : A\ taisqueaV 3 : X €
Cn1,Coa+|a: A Fayeps v N Coa+[B N Faeps v A, eCp €igual &C,, 1 +[y = A
Portanto, FOT'(C,,) = FOT(C,-1) U {[7]*(\)}. Como, pela reflexividade dero,
ATUFOT(C,-1) Fror FOT(C, 1), restamostrar qud™ U FOT(Cn-1) Fror [7]*(A).

Seja({C,—1 + [a : A],...,C},m), comy : A € C uma prova do menor tamanho de
Con-1+ [a: Al Furps v A (a primeira condicéo dé, ;). Analogamente, sejgC,,—1 +
3 : \,...,C},m), comy : A € C',uma prova do menor tamanho dg_, + [§ :

Al Farps v ¢ A (@ segunda condigdo de ;). Pela hipétese do passo de indugdios
(Cra1/CnyZyr) =141+ 1 < L.
Entao:
0<lh =1({{Chy +]a:N,...,C
0<ly=1({{Cor +[B:N,...,C
Pela hipétese de inducéo,
AT U FOT(Cp1) U{[a]* (M)} Fror [7]*(V)
AT UFOT(Cpr) ULBI" (M)} Fror W] (A)
Pelo Teorema da Deducdo da logica de primeira ordem,
AT U FOT(Cri) Fror []*(A) — [7]* (M)
AT U FOT(Cp1) Fror [B*(N) — [1]*(N)
Portanto, pelo esquema de axiontas:3), A", FOT(C,-1) Fror [7]*(\) como
mostrado na seguinte derivagao:

A*uFQTwmﬁ A*uFQTwm@
O K N G R M O B PUppae
((lo" () = 11" () A B () = B ;
(fal" ) V81" () = b’V [a]' ) v 8N
A1)

Prova do Teorema 2.1 (Seja= ((Lr, L), A, R) um MLDS e sejanC,C’ duas
configuragbes d§. SeC s C', entdoC =g C').

Por hipétese( .ps C'.

Pelo Lema 2.14* U FOT(C) Fror, FOT(C),

ondeA™ é a algebra estendida associada coR¥eMLDS arbitrario, eFOT(C),
FOT(C') s&o as respectivas traducdes de primeira ordethedeeC’.

Pela Proposicdo 2.14*, FOT(C) Eror FOT(C'). ReescreveFOT(C') como
D'UDU', AT, FOT(C) Eror, FOT(C') significa qued™, FOT(C) Eror A para cada
A eD eAtr, FOT(C) Eror [a]*()\) para cadédn]*(\) € DU'. Portanto, pela Definigédo
1.38,C =arrps C
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2.2 Completude

Esta secdo mostra que a relacéo de derivabililage,s € completa com respeito
a implicacdo semantida,,; ps. Em outras palavras, é provado que, dadoithMLDS
arbitrario, se uma configurac&@dmplica semanticamente uma configura¢aoent&oC’
€ derivavel a partir d€. A prova € baseada em uma metodologia do estilo de Henkin
(para uma discussao mais geral sobre o método, veja [HUG96]). Defini¢cdes, proposicoes
e teoremas preliminares sdo dados na Sec¢do 2.2.1, onde a noogidéEncia descrita,
e algumas propriedades Uteis associadas sdo mostradas. Na Sec¢do 2.2.2, a construcdo de
uma configuracdo consistente maxima € dada, e varias propriedades dessa configuracao
particular sdo provadas. Finalmente, o lema principal (conhecido na literaturdemano
da existéncia do modelalo teorema da completude é provado junto com o proprio teo-
rema.

2.2.1 Nocoes preliminares

Uma das nocdes basicas que dizem respeito a completude é a dectesim
tente Na l6gica modal padrdo, uma teoria € consistente se nenhuma contradicéo pode ser
derivada a partir dela. Analogamente, em um MLDS proposicional, uma configuracao &
consistente se nenhuma unidade declarativa da farma é derivavel a partir dele, para
qualquer rétulo\ da linguagem¥unc(Lr, L£r). Uma definicéo formal é dada abaixo.

Definicao 2.3 (Configuracéo inconsistente) Sej@-MLDS um MLDS arbitrario e seja
C uma configuracdo dé{o-MLDS.C € inconsistenteseC Fy;.ps L : A para algum
termo) de Func(Ly, Ly)-

Definicao 2.4 (Configuragao consistente) Sej@-MLDS um MLDS e sej@ uma con-
figuracdo dek9-MLDS.C é consistentese ndo for inconsistente.

Na definicdo de uma configuragéo, rotulos sao termd&wde:(L, Ly/). A seman-
tica dada no capitulo anterior mostra que os termos gerados pelos simbolos deffungéo
ebox, sao estritamente relacionadas a interpretacdo dos operadores modais. Essa relacédo
implica que as ocorréncias de rétulos da forfpé\) e boz,(\) em uma teoria de MLDS
deveriam satisfazer certas condi¢des para providenciar uma configuracdo consistente. Isso
€ mostrado na seguinte proposicao.

Proposigéo 2.3(Restricdes sobre configura¢des consistentes)Sejd D, F) uma con-
figuracdo consistente de uRid-MLDS arbitrario. Seja\ um termo raso da linguagem
Func(Ly, Lyr) e sejac umawff de £,,. As duas declaragdes seguintes sdo validas.

1. SeCa € F(N), entdo—R(\, fo(N) € De-a ¢ F(fa(N))
2. Se-Oa € F(N), entdo—R(\, boxa(N)) € Dea & F(box,(N))

Prova: A prova é por contradicao.

1. Suponha qué&a € F()\) e que—R(\, fo(N)) € D. Entdo,C bpyrps L @ A,
como mostrado na seguinte derivacdo. Port&néinconsistente, o que esta em
contradicdo com a hipétese original.
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Cloa: A =R\, f2(\)) OF
Ci<R(>‘a fa(A))a_‘R<>‘a fa(A))aa : foa()‘» L7
Co(L: )

Agora suponha quéa € F(\) e que-a € F(fo(X)). ENt&oC Fanps L fu(N))
como mostrado na seguinte derivacdo. Portah®,nconsistente, o que esta em
contradicdo com a hipétese original.

C(Ca: A\, na: fo(N)) OF

CHRO fa(N) 0t fo(N), ma s fa(N) AT

Cy(L+ fuV)

2. Suponha queda € F(\) e que—R(\, box,(N)) € D. Entdo,C Fyrps L @ A
como mostrado na seguinte derivacdo. Portah®,inconsistente, o que esta em
contradicdo com a hipétese original.

C (—=Oa: A —=R(\ boxy(N)))
C(—R(\, boxs(N))) + [R(A, boxs(N))]  (hipOtese)

, Ci{a : boxy(N)) (L)
C; (—Oa: A Oa: ) (ar)
C, (L:)\) (AI)

Agora suponha queda € F(\) e quea € F(box,(N)). EntdoC Fyps L A
como mostrado na seguinte derivacao. Portaht®,nconsistente, o que esta em
contradicdo com a hipétese original.

C(—Da : A\« : box, (X)) OF

C'1{(Oa: A\, —Oa: \) N

C'y(L:\)

Sao provadas abaixo algumas propriedades da relacdo de derivabiligdade as
guais serdo usadas mais tarde neste capitulo para o teorema da completude. Em particular,
€ mostrado que ;1 ps Satisfaz as propriedades padrdo de uma relacao de derivabilidade
classica (isto é, reflexividade, monotonicidade e transitividade), bem como a propriedade
da compacidade.

Proposicao 2.4(Monotonicidade) Sejar@,C’,C” trés configuragdes de uii)-MLDS
arbitrario tal queC Fy;.ps C €C C C”. EntdoC” Fyps C.

Prova: Seja({Co,...,C,}, m) (ondeC, = CeC, = C') uma prova d€ t-,;.ps C.
Por hipoteseC C C', entdoC"/C € Io_r. Sejam’ um mapeamento do conjunto
{0,...,n} para o conjuntdk tal quem’(0) = Zo_p e paracada 1 < i < n,m' (i) =
m(i — 1). Entdo o par{{C",C,...,C'},m') € uma prova emKs-MLDS. Portanto,
C" Farps C.

Proposicao 2.5(Reflexividade) Sej@ uma configuracdo de urk'-MLDS arbitrario,
entaoC Farps C.

Prova: Pela Definicdo 1.3Q7/C € Z._g. Entdo sejan um mapeamento do con-
junto {0} para o conjuntdR tal quem(0) = Zo_g. O pak{C,C}, m) é uma prova em
K§-MLDS. Portanto( Fy.ps C.

Proposicao 2.6 (Transitividade) Sejar@, C', C” trés configuracbes de ufis-MLDS ar-
bitrario tal queC l_MLDS Cl eC' l_MLDS C”. EntaoC l_MLDS C”.
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Prova: Seja o par({Cy,...,Cy},m) (ondeCy = C eC, = C’) uma prova de
C Fuarps C eopar{C,,...,C.},m") (ondeC, = C' eC, = C”)umaprovad€ Fyps
C”. Sejam um mapeamento do conjun{o, ..., h + k — 1} para o conjuntdr tal que,
para cada,0 < i < h — 1,m(i) = m(i), e paracada h < i < h+ k — 1,m(i) =
m' (i — h). Entdo o paK{Co,...,Ch,...,C,},m) € uma prova enk 6-MLDS. Portanto,
CFmrps C7.

Note que as propriedades de monotonicidade, reflexividade e transitividade da re-
lac&o de derivabilidade,,; ps mantém-se vélidas para configuracdes tanto finitas como
infinitas.

No capitulo anterior, foi apresentada uma notacao para capturar a no¢ao padréao de
uma relacdo de derivabilidade entre teorias (configuragdes) e formulas (unidades singu-
lares de informacao). Isso foi expresso em termos da definicdo mais geral da relacéo
de derivabilidade entre duas configuracdes dada pgorps. Uma caracterizagcao “vice-
versa” pode ser mostrada uma configuraga@ ¢é derivavel a partir de uma configu-
racaoC se cada unidade de informacao@efor derivavel a partir d€. Esse resultado
(declarado no teorema abaixo) também oferece uma caracterizagédo da nao-derivabilidade
de uma configuracdo a partir de outra, 0 que serd usado na prova por contrapositivo do
teorema da completude.

Lema 2.2 SejaK §-MLDS um MLDS arbitrario, sejd uma regra de inferéncia, €, C
e C trés configuraces d& 5-MLDS. SejaC/C’ € Z. Entdo(CUC)/(C' UC) € T.

Prova: Isto segue diretamente a partir da Definicdo 1.11 (definicad)d= da
Proposicao 2.4 (monotonicidade).

Teorema 2.2 (Caracterizaco de derivabilidade) Sejahe C’ duas configuracdes de um
K 6-MLDS arbitrario tal que a configuraca6 — C é finita.C Fy;.ps C' Se e somente se,
para cadar € C' —C,C FyLps m, onder é€ ou uma unidade declarativa ou ufliteral.

Prova: (Metade “somente se”:) Por hipoteget-y,.ps C. Ser € C' — C, entéo
7 € C'. Portanto, pela Notacéo 1.5, paracadaC — C,C FaLps .

(Metade “se™:) Para provar qu&t,;.ps C', € necessario mostrar que existe uma
prova({C,...,C'}, m). Sejar,, 7y, 73, . . ., m, UMa enumeragao (possivelmente vazia) de
todos os elementos (unidades declarativ&sligerais) da configuracd@ — C. A prova é
por inducédo sobre.

CASO BASE: O caso base é quande= 0 (enumeracéo vazia). Ent&d C C, o
que implica queZ/C" € Z¢_x. Entd0,({Cy,C}, m) &€ uma prova, ondé, = C,C, = C' e
m(0) = Ze_g. Portantol Fyrps C.
PASSO DE LNDU(;AO:NAssuma, por hipotese de inducgdo, que, para cada par de
configuracde€ e C, tal queC’ — C = [#,...,7,_1], e tal que, para cada € C —
C~,C~ Fyvps T, entéo(f Fyps C.

SejaC a configuragad@ + [ry,...,m,_1] € sejaC” = C + [r,], tal que, para cada
7 eC —C,ClFuyps 7. Note que, pela hipétese de induc#ot-,;.ps C €, portanto,
C' C C’,C” Fuyps C. Portanto, pela propriedade da transitividade-dg. ps, para
provar queC +y.ps C, € suficiente provar qué +y.pg C”. Pela hipotese original,
C Fuips T,. ComoC C C, pela propriedade de monotonicidaderdg,ps, C Fanps
m,. Entdo, existe uma configuracép, tal queC Fy;.ps Cr, €7, € C,,. Seja
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({Co,...,Cr},m) (i)

uma prova d&€ y;.ps Cr,, ondeC, = C eC, = C,,, €m € um mapeamento do
conjunto{0, ..., (h — 1)} para o conjunték. Uma prova correspondente

({Co, ..., Cp},m) (i)

pode ser construida da seguinte maneta= Coe, paracada < i < (h—1),
sem(i) = Zc_g, entaoCm = C;, caso contrarloCm =C U Ciy1. Pelo Lema 2.2,
(ii) € uma prova. Além disso, como em qualquer regra de inferéncia difererig de
a configuragao inferida contém a configuragéo antecedente, segdg qué,. Como
Co=Cem, € Ch, entdoC” C C,, entdoC” C C,. EntaoCh/C € Ic_g. Entéo, a partir
da prova (ii), uma prova final pode ser construida

({Co, - -, Ch, Chyr }, ) (i)

ondeC,,, = C’ e é um mapeamento do conjunfo, ..., h} para o conjunto
R tal que, para cada0 < i < (h — 1),m(i) = m(i) em(h) = Zo_g. Portanto,
E |_MLDS C".

Duas propriedades importantes de uma configuracdo consistente sdo mostradas
abaixo.

Proposicao 2.7 (Consisténcia de subconfiguracdes) Skjama configuracao consistente
de umK 6-MLDS arbitrario e sejar uma unidade declarativa ou uRliteral. SeC + [r]

é uma configuragdo consistente, entdo, para qualquer configurdc&o C C,C’ + [x]
também é consistente.

Prova: A prova € por contradicdo. Suponha gliet [r] ndo € consistente. Entéo,
pela definicdo de inconsisténcia, + 7] Fymrps L @ A, para algum termo rashd de
Func(Ly, Ly). ComoC C C,C" + [r] C C + [r]. Ent&o, pela propriedade da monotoni-
cidade dé-,,;.ps,C + [7] Farps L : A. PortantoC + [ é inconsistente, o que estd em
contradicdo com a hipétese original.

A Proposicao 2.7 mostra uma propriedade da consisténcia de uma configtiragéo
com respeito ao conjunto de suas “subconfiguracBeg’ C C). Nenhuma suposigéo é
feita sobre a finitude d&". Uma segunda propriedade de uma configurag&o consistente
conhecida como propriedade dampacidadeé provada no Corolario 2.1 (veja abaixo)
gue mostra que uma configuracdo é consistente se toda subconfiguracgédo finita é consis-
tente. Esse é um corolario direto do seguinte teorema, que declara que, devido a finitude
de uma prova MLDS, apenas uma parte finita de uma dada configuracéo (possivelmente
finita) € usada dentro de uma derivacéao.

Teorema 2.3 (Finitude) SejaC uma configuracdo de um6-MLDS arbitrario. Sejar
uma unidade declarativa ou ui-literal. SeC +,,1.ps 7, €ntdo existe uma configuracéo
C' talqueC’ C C,C tFuyps el éfinita.

Prova: E necessario apenas provar o caso em@uéo € finita. Por hipotese,
C Fuwps . Entdo, pela Notacdo 1.5, existe uma configuraGaal queC Fyps
Cer € C A prova é por inducdo sobre o menor tamanho das derivagdes da forma
{Co,...,C,},m), ondeCy = C eC,, = C. No que segue,{Cy,...,C,}, m) é uma prova
do menor tamanho.
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CASO BASE: O caso base € quand¢{Cy,...,C,},m)) = 0. EntdoC, C C,.
Comon € C,, entdor € Cy. Ser é um R-literal entdo sej&’ = (D', F ), onde
D' = {7} e, para cada termo rasoc Func(Lyr,Ly), F (\) = {}. Ser € uma unidade
declarativap : )\, entdo sej@ = (D', F ), ondeD’ = {},F ()\) = {a} e, para cada
termo raso\' € Func(Lyr, Li), N # N\, F (X)) = {}. Em ambos os caso§, é finita,
eC' C C,. Note quer € C' eC'/C' € To_g. Entdo({C,,C;},m’) € uma prova, onde
Cé = Ci = C/ em'(O) =Tc_np. EntéoC' Fyrips C/, portantOC' Fyvnps 7.

PASSO DE INDUCAQ: Assuma, por hipétese de inducéo, que para qualquer con-
figuracdoC* e 7* tal que exista uma menor derivacadf’;,...,C* — n}, m*) (onde
Cy = C* en* € C;) de tamanhd({({C;,...,C.},m*)) < L, entdo existe uma config-
uracao finitaC;i tal queC; C Cy rCi Fayrps 7

Suponha qué({Cy,...,C,},m)) = L,L > 0. Assuma, sem perda de generali-
dade, quen(0) # Zc_r € quer # Cy. Entdor € C,, — Cy. Paratodg,0 < j <n —1,
e para todon(j) € R — Z¢c_g, 0 simbol¢ |; = C;41 — C;, representa a(s) nova(s)
unidade(s) declarativa(s) e/atliteral(is) inferidos no passg da prova. Assuma tam-
bém, sem perda de generalidade, que> 1. Entdo,0 < [(Cy/C;,m(0)) < L e
0 < I({{Cy,...,C},m")) < L (ondem'(i) = m(i) para todol < i < n — 1).
(Paran = 1, sempre é possivel estender uma prova de tamanho m{gen; }, m(0)),
ondem(0) € R, para uma prova do mesmo tamanho da fotd@a, C;,C, },m’), onde
m'(0) = m(0) em (1) = Z¢_g.) Pela hipotese de indugéo, existe uma configuragao finita
C, C C, tal queC; Fyrps . Note queC; = Cy + [ ]o. Entdo, s&, C C,, entdo o teorema
esta provado. Suponha agora ajl;eg Co. Entéo, pela propriedade da transitividade de
FarLps, resta mostrar que existe uma configuragéo fiiita C, tal queC’ Fps C;.
Isso é provado através de casos soh(@).

CASO 1: Eliminacéo do A: Neste casom(0) = Z,g. Entdo existe uma unidade
declarativa da forma A 3 : A € Cy e C; também é igual &, + [« : )] ou igual a
Co+ [ : A]. Somente o primeiro caso é considerado, porque o argumento para o segundo
caso € andlogo] |, = [a : )]. Pela hipétese de indugdB, C C; e C; é finita. Por
suposicdol; ¢ Co. Entdoja : A] € C}, mas ndo é necessariamente o caso em que
aAB: )€ (. Entdo, sej& a configuragddC, — [o : \]) + [a A 5 : A]. EntdoC’ é
uma configuragao finita, §C’,C’ + [a : A],C,}, ™) é uma prova, onden(0) = Z.p e
m(l) = ICfR- PortantoC' |_MLDS Ci

CASO 2: Afirmagéo do R: Neste casom(0) = Zr_4. SejaCy = (Dy, Fo).
Entdo existe umR-literal A tal queDy, A Fror, A.C; = Cy + [A]. Sejal’ C Dy 0
conjunto de suposi¢cOeR-literais usadas na derivagéo de primeira ord8mA Froy.
Como uma prova, em logica classica, € uma sequéncia finita de regras de inferéncia, e
cada regra de inferéncia usa um conjunto finito de suposi¢cfes, Erédmito. Note
agora qud ], = [A]. Pela hipotese de indugdB, C C, e C, € finita. Por suposig&o,
C, ¢ Cy. Entdo[A] € C;, mas ndo é necessariamente o caso emlgge C;. Seja
C' = (C, — [A]) + I. EntdoC’ é uma configuragao finita,(§C’,C" + [A],C;}, ) € uma
prova, onden(0) = Zz_ 4 em(1) = Z¢_g. PortantoC’ ty1ps C;.

Para os casos 3a 190.;,Zv;,Z .g,Z-g,Z.1,ZoE, LZor, Zos), O argumento € ana-
logo ao do caso 1.

CASO 11:Introducdo da —: Neste cason(0) = Z_.;. Entdo existem unidades
declarativas da forma : A\, : \,a — [ : AtalqueCy + [a : A] Fyps 5 A e
Ci =Co+ [N — F]. Entao[ | = [ — [ : A]. Pela hipotese de indugé&d; C C; eC’y
é finita. Além disso, por suposicad; ¢ Cy, entdoja — 3 : | € C'1. Seja({Cy + [ :
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Al,....C,},m) (comf : X\ € C,) uma prova de tamanho minimo @g+ [a : A Faszps
: A Por hipétese) < I(C,/C1,T_;) < L, entdo0 < I({({Co+ [a: A],...,Cn}, 1)) <
L. Entéo, pela hipotese de indu¢éo, existe uma configuragaodinita Cy + [« : A] tal
queC; Farps B . Sejac’ a configuragdod; — [a — 3 : A]) U (C %o —[a : A]). Entdo
C' é uma configuragéo finita@ C Cy,. ComoCx, C C' + [« : A], por monotonicidade
C' +[a: N Farzps [3: A EntdoC’ /C' + [a — B : \] € Z_.;. Portanto{{C',C" + [a —
B:A],C;}, m) é uma prova, onde(0) = Z_; em(1) = Ze_g. PortantcC’ +y,1ps C;.
Para os casos 12 a 14+;,7_;,Zr_;), 0 argumento é analogo ao do caso 11.

CASO 15: Eliminacado do Vv: Neste casom(0) = Z,g. Entdo existem unidades
declarativas da forma : \,3: \,aV G : Aey: AtalqueaV g : X € Cy,Co + [a :
)\] FrLps o )\,CO + [ﬁ : /\] l_MLDS v rel e igual wo + [’7 : )\] EntéOHo = [’)/ : )\]
Pela hipétese de indugd®, C C, eC, é finita. Por suposicagd, ¢ Co, entady : \] € C;.
Seja({Cy + [ : A],...,C},m) (com~ : A € C) uma prova de tamanho minimo de
Co+]a: Al Farnps v = A\ Analogamente sejdCo+[5 : A],...,C'},m’) (comy : X € (')
uma prova do tamanho minimo dg + [ : A\| Farps v : A. Como, por hipotese,
0 <1(Co/C1,Zyr) < L, pela Definigéo 2.1,

0<I({({Co+[a:A],....,C},m)) <L

0<IU({({Co+[B:A],....,C'},m")) <L

Pela hipétese de induc&o, existem configuraces Cy + [ : \| eC* C Co+ [ :

)\] tal queC* Fynps v A eC~* Faps v A Seja

C=(C—l:A)+[aVvs: AU —la: A)u(C—[8: )

EntdoC’ € uma configuracio finit€, C Coea VvV 3 : A € C. Além disso, como
C* C C + [a : M|, por monotonicidade” + [a : A Fuyps v : A. Analogamente,
comoC* C C + [ : A, pela monotonicidad€’ + [3 : A Furps v : A. Entdo
C'/)C +1[y: )N €ZTypee{C,C +]y:\,C} m) é&uma prova, ondei(0) = Z,x €
m(l) =7Tc_p. PortantoC' |_]\/[LDS Ci

Corolério 2.1 (Compacidade) Sefauma configuragdo de uii 5-MLDS arbitrario. Se,
para qualquer configuragéo finitd ,C' C C,C’ é consistente, entddé consistente.

Prova: A declaracéo contrapositiva é provada. Suponhaguaconsistente. Pela
definigdo de inconsisténcié,t-,;.ps L : A para algum termo rasbde Func(Ly, Lyy).
Portanto, pelo Teorema 2.3, existe uma configuracao finita C tal queC' Faurps L :

)\, portantaC’ é inconsistente.

2.2.2 Descricao da prova da completude

Até aqui, a nocdo de consisténcia foi descrita junto com suas propriedades rele-
vantes. Esses resultados, que séo validos para qualgubtLDS arbitrario, formam a
base para provar a completude da relacdo de derivabiliclagdges com respeito a relacédo
de implicacdo semantida,;;ps. Antes de entrar em detalhes da prova formal, é dada
uma breve descricdo dos passos principais para tornar o restante deste capitulo mais facil
de seguir. Primeiramente, o enunciado do teorema.

Teorema 2.4 (Completude) Sej& 6-MLDS um MLDS proposicional arbitrario. Sejam
C eC' duas configuracbes d&J-MLDS tal que a diferenca de configurac@@s- C seja
finita.
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(1)

C ¥Furps C' C Furps C'

) 3)

AT UFOT(C) Bror, FOT(C")
FIGURA 2.2 — Diagrama da Prova do Teorema da Completude

SeC ’:MLDS C/ entaoC l_]\/ILDS C/

A condico de finitude dé — C no enunciado acima ndo constitui uma restricao
significativa sobre a propriedade da completude-ge ps. Pelo contrério, ela permite
queC eC' sejam infinitos, embora as derivacdes sejam finitas.

O teorema é provado por contraposicdo como mostrado no diagrama dado na Figura
2.2.2. Aprova é dada pela composicao dos dois passos principais, as setas (2) e (3). Aseta
(3) é dada diretamente pela Definicdo 1.38, enquanto a seta (2) constitui a parte principal
do teorema da completude.

Em particular, a suposicad ¥,;.ps C implica que exista um € C' — C (onde
7 € uma unidade declarativa ou uRiliteral) tal queC ¥,;.ps 7. (Isso j& foi provado
pelo Teorema 2.2.) Portant®+ [—~7] € uma configurag&o consistente (veja a Proposicao
2.33.) Isso implica, pelbema da Existéncia do Modelque a configuragé6 + [—n] é
satisfativel. Portanto, existe uma estrutura semantgg de K9-MLDS que satisfaz e
gue também satisfazr. Portanto, como mostrado abaixo, essa estrutura semavtiga
n&o satisfazr. Comor € C', pela definicdo de satisfatibilidade de uma configuragio,
M s ndo satisfaZ’ também. Portantod s U FOT(C) #ror, FOT(C).

A descricéo informal acima mostra que a parte principal desta prova de completude
do estilo de Henkin é o lema da existéncia do modelo. Isso se liga as no¢gbes semanticas
e prova-tedricas de consisténeiaisto €, qualquer teoria consistente é satisfativel. (Se-
manticamente, uma teoria é consistente se existe um modelo que a satisfaz [HUG96].)
Isto é provado nos dois passos seguintes. Primeiramente, € mostrado que, para qualquer
configuracdo consistent® é possivel construir umeonfiguracdo consistente maxima
Cmee que satisfaz propriedades (veja as Proposicoes 2.9 a 2.26) sobre as unidades de in-
formacéor (unidades declarativas/e-literais) que pertencem a ela. Em segundo lugar,
€ mostrado que é possivel construir uma estrutura seméahticaC,,...) que satisfaca
Cmee- COmo a configuracdo consistente maxima contém a configuragéo consistente inicial
C, essa estrutura semantitds(C,,...) também satisfag.

2.2.3 Provas formais

Esta se¢cdo € composta de duas partes principais. Na primeira parte, a nocéo de
uma configuragdo consistente maxima é dada junto com as provas de suas propriedades.
A maioria dessas € comum a toda a familiald&MLDSs consisderada neste trabalho,
mas algumas poucas sao especificA®aVLDSs particulares. Na segunda parte, a con-
strucéo de uma estrutura semantica canonica parK wMLDS é descrita, e é provado
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gue isso € um modelo para uma configuracdo consistente maxima relkiv&1aDS.
Esses passos sao entdo estendidos para estruturas semanticas associadas com qualquer
K-MLDS, considerando-se a algebra de rotulagéo espectfiga

Configuracdes consistentes maximas
Definicdo 2.5 (Configuragdo consistente maxing,,..) Sejak'9-MLDS um MLDS pro-
posicional. C,,.. € uma configuracdo consistente maxima relativA @MLDS, se for
uma configuracdo consistente e se, para qualquet C,,.. (onder é uma unidade
declarativa ou unmR-literal), a configura¢ad’,,... + [7] ndo é consistente.

Agora, é mostrado que, dada uma configuragdo consisfedéeum K 5-MLDS,
sempre € possivel construir uma configuracéo consistente mé&yjmaue a contém.
Para fazé-lo, é assumido que o conjunto de todas as unidades declaratiitera@s de
K-MLDS é ordenado de tal forma que é possivel falar sobre o primeiro, o segundo, o
terceiro, . ., 0 enésimo elemento de K6-MLDS (onden é uma unidade declarativa ou
um R-literal). Usando essa suposi¢ao, na Definicdo 2.6 e na Proposicao 2.8, é descrito
como expandir uma configuragéo consistente in€ipdra uma configuragdo consistente
maximac,,... Informalmente, a construcdo € baseada no seguinte procedimento. Ini-
ciando a partir da configuracd@l e percorrendo todos os elementgsde K6-MLDS
(onder; € uma unidade declarativa ou uRnliteral), em uma certa ordenagédo escolhida,
cada um em sua vez é adicionad@ ae e somente se isso puder ser feito de maneira
consistente. Isso é formalmente definido como segue.

Defini¢éo 2.6 (Construcdo deM C'C(C)) Seja K9-MLDS um MLDS arbitrario. Seja

1, T, T3, . . . , Ty UMa ordenagao sobre o conjunto de todas as unidades declarativas e
de todos ogk-literais de K6-MLDS. SejaC uma configuracao consistente 8&-MLDS.
SejaCy = C. Considere o primeiro elementg na ordenacgdo escolhida. $g + [m]

é consistente, entdo sefa = Cy + [m], caso contrério, sej&; = Cyo. Entdo tome

o segundo elemento, da ordenacéo escolhida. $g + [m,] é consistente, entdo seja

Cy = Cy + [m], caso contrério sej&, = C,. Entdo apligue o mesmo processo sobre cada
elementar; de S a cada vez de acordo com a ordenagé&o escolhida.

Co=C
Cy = Co + [m1], seCy + [m1] é consistente
C, = Cy, caso contrario

Cn = Ch_1 + [m,], S€C\i—1 + [7,] € consistente
C, = C,_1, caso contrario

SejamCy,Cy,Co, ...,C,, ... a sequéncia de configuracdes construidas acima. En-
tdo M CC(C) é a configuragdo que contém todos os element@snidades declarativas
e R-literais) que estdo em alguma configuragioEsta sera escrita algumas vezes como
Cmcc-

MCC(C) = U;50Ci

Observacao 2.1A sequéncia de configuracdés C,,Cs, .. .,C,, . .., descrita na Defini-
¢cao 2.6, é tal que, paracada> 0,C; C C,,... Além disso, a configuracdf é consistente
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por suposicadC, = C), e para cada > 0, seC; e consistente, entéo, por “construcao”,
C;+1 também é consistente. Portanto, para cada0, C; € uma configuragdo consistente.

A seguinte proposi¢cdo mostra que a configuragae, descrita na Definicdo 2.6, €
realmente uma configuragdo consistente maxima.

Proposicao 2.8SejaK-MLDS um MLDS arbitrario, sej& uma configuracdo consis-
tente, e sejd&,,... a configuracdo especificada na Definicdo 2.6. Os dois enunciados
seguintes sdo validos: (I),.. € consistente; (2),,,.. € maximo.

Prova:

1. Prova por contradicdo. Suponha @ig. ndo é consistente. Entédo, pela Definicdo
2.3, para algum termoa € Func(Lr,Ly)y Cmee Fups L @ Ao Entdo, pelo
Teorema 2.3, existe uma configura¢@dal queC’ é finita,C’ C Cpee €C' Frrnns
1 : X\. Enumere todos os elementos (unidades declarativaditerais) deC’ de
acordo com a ordenacéo escolhida para congirpyir. Sejar, 0 ultimo elemento
de C’. EntdoC’ C C,. Pela monotonicidade, Fyps L : A 0 que estd em
contradicdo com a Observacéo 2.1.

2. Para provar qué,,.. € uma configuracdo maxima, € suficiente provar, usando a
Definicdo 2.5, que, para qualquerde K0-MLDS (onderw € ou uma unidade
declarativa ou umRi-literal), que é consistente colf),..,m € Cne. Sejam,
uma unidade declarativa ou uitliteral de K6-MLDS, na ordenacgao escolhida
especificada para constru,.., tal quer, seja consistente cod,,... Como
Cmee € Uma configuracdo consistente, pela Proposicéo 2.7, para qualquer configu-
racaoC’ C Cpee, C' + [m,] também é uma configuragéo consistente. 8gja a
configuracdo do passoda construcdo dé,,.., entaoC, 1 C C,..., pela Obser-
vacao 2.1. Portantd@;, ; + [r,] € uma configuragédo consistente. Portanto, como
Cn1+ [mn] = Cp, €Ch, C Crices Tn € Crnge-

Até aqui, foi mostrado que, dada uma configuracéo consisfetgaimi 6-MLDS
proposicional, sempre € possivel construir uma configuracdo consistente nigxima
relativa aK9-MLDS tal queC C C,,... Algumas propriedades de configuragdes consis-
tentes maximas sdo oferecidas agora.

Proposicao 2.9(Consisténcia w.r.t. unidades declarativas) Sé&ja-MLDS um MLDS
arbitrario e sejaC,,... uma configuracao consistente maxima relativid &@MLDS. Entéo,
para qualquer unidade declarativa: A\, o« : A € ~a : A ndo estdo ambas ef,...

Prova: A prova segue diretamente da definicdo da regra de Introducg&o do

Proposicao 2.10(Consisténcia w.r.tR-literais) SejaK 0-MLDS um MLDS arbitrario e
sejaC,,.. uma configuragdo consistente maxima relativA @ MLDS. Ent&o, para qual-
quer R-literal A, A e -A néo estdo ambos efy,...
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Prova: A prova segue diretamente da definicdo da regra de Introducgdo do

As duas proposi¢des acima garantem que nenhuma informacg&o contraditoria esta
em uma configuracdo consistente maxima. Nas extensdes de MLDSs proposicionais que
raciocinam com igualdades (e desigualdades) entre rotulos, a Proposicao 2.10 também
incluirdo literais de igualdade e de desigualdade, pois a regra de introducAcei@
considerada como aplicacdo a esses tipos de unidades de informacéo também (veja a
sec¢do 1.6 no capitulo anterior).

Proposicao 2.11(Maximalidade de unidades declarativas) Sé&a-MLDS um MLDS
arbitrario e sejaC,,.. uma configuracao consistente maxima relativh & MLDS. Para
qualquer unidade declarativa : A\, oua : A € Cyee, QU 2 A € Cprpce.

Prova: A prova é por contradicdo. Suponha que\ ¢ C,,.. € que—a : A & Cee-
Ent&o, coma,,.. € uma configuragdo consistente maxi@a,. + [« : A\| €Cpee+ [ 1 A
sdo configuragbes inconsistentes. Porta®it, + [ : Al Farzps L 0 AN, €Cree + [ :
N Farrps L : A7, para alguns termos rasas \” de Func(Lyr, L£,;). Pelo Teorema 2.3,
existem duas configuragdes fini@sC C,,.c €Co C Cpnee, tal queCy + [a : Al Frrps
L)X, eC+ [~a: N\ Fups L7 : A", SejaC’ a configuragd@® = C, U C,. Pela
monotonicidadeC’ + [a : A] Fuyzps L : A. PortantoC' /C' + [-a : N € T, e
({C',C" + [~ : A]},m) é uma prova, onde(0) = Z;. EntaoC’ Fyrps C + [a: A
Além disso, pela mOI']OtOﬂiCidadé,ri-[_'Oz : Al Faps L 2 N. Entéo, pela transitividade,
C' Faeps L 2 A7. ComoC’ C Ce., pela monotonicidad€,,,.. Fips L : A”. Portanto,
Cmee € INnConsistente, o que esta em contradigcdo com a hipétese original.

Proposicao 2.12(Maximalidade deR-literais) SejaK§-MLDS um MLDS arbitrario e
sejaC,,.. uma configuracdo consistente maxima relativA & MLDS. Para qualquerR-
literal A, ouA € C,ec OU—A € Cpee.

Prova: A prova é por contradigdo. Suponha ghef C,,.. e que-A ¢ C,,... Como
Cmee € Uma configuracdo consistente maxifig,. + [A] €C,,.. + [A] s@o configuracdes
inconsistentes. Ent@®,..+[A] Fuzps L @ A €Chee+[-A] Farzps L 2 X7, para alguns
termos rasos\’, \” de Func(Ly, Ly). Pelo Teorema 2.3, existem duas configuragdes
finitasC, C Cinee €Co C Crice tal queCl + [A] Farps L /\/ eCy+ [_'A] Fanps L@ A7,
SejaC’ a configuragd@ = C; U C,. Pela monotonicidade] + [A] Fazps L @ N
EntdoC' /C' + [-A] € Tp_; e ({C',C" + [~A]},m) é uma prova, onde:(0) = Zx_;.
EntdoC’ Fzps C +[—~A]. Além disso, pela monotonicidad®,+ [~A] Farps L : A7,
entdo, pela transitividad€, F;.ps L : A7. ComoC C C,..., pela monotonicidade,
Cmee Frvps L 0 A7, PortantoC,,.. € inconsistente, o que esta em contradicdo com a
hipo6tese original.

Proposicdo 2.13(Propriedade para formulas) SejaK ¢-MLDS um MLDS arbitrario e
sejaC,,.. uma configuracdo consistente maxima relativk & MLDS. Seja\ um termo
raso deFunc(Ly, L) € sejamu e 5 duaswifs de £,,. Entdo,a A 3 : A € Cpnee, SE €
somentese : A € Cee €8 1 A € Cree-

Prova: (Metade “somente se”) A prova € por contradicdo. Assuma que:ol ¢
Crmee QU 2 N & Cpee. Apenas o primeiro caso é considerado, pois 0 argumento para o
segundo caso € analogo. &e \ ¢ C,,.., entdo, pela Proposi¢do 2.Hq : A € Cpyee-
EntaoC,,.. € inconsistente como mostrado na seguinte derivacdo. Isso esta em contradicédo
com a hipétese original.
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Coee{ld NP X\, ma: Ay AE
Cla: ) —a: ) N
Ci{L:N\)
(Metade "se":) Por hipotesa,: A € Cppee €5 1 A € Cppee- ASSUMaA quex A G : \ ¢
Crmee- ENtao, pela Proposicdo 2.1 A ) : A € Cyee. Portantol,,.. € inconsistente,
como mostrado na seguinte derivagcao, o que esta em contradicdo com a hipotese original.
Coce((@ANB) i N ya: N\, B:A) Al
ClanB:N=(anB):N) NI
Ci(L: )

Proposicdo 2.14(Propriedade para formulas) SejaK ¢-MLDS um MLDS arbitrario e
sejaC,,.. uma configuracdo consistente maxima relativA &MLDS. Seja\ qualquer
termo raso dei'unc(Ly, L) € sejamuy, § duaswifs de £,,. Entdoa V 3 : A € Cpuee SE
esomentese : A\ € Cpee OUS 2 A € Chpeee

Prova: (Metade "somente se":) A prova € por contradicdo. Assumaque ¢
Crnee- € QUES = A ¢ C,ee. ENt80, pela Proposicdo 2.14q : A € Crpee € 70 1 A € Crnee-
PortantoC,ee + [ 0 Al Farnps L 2 A €Chee + [B 2 Al Fyps L 2 A Entdo, pela regra
de eliminagédo do/, C,..c Fyps L @ A Portanto(C,,.. € inconsistente, o que esta em
contradicdo com a hipétese original.

(Metade "se":) A prova é por contradi¢cdo. Por hipoteseqau\ € C,,.. OU [ :
A € Cpee. Apenas o primeiro caso é considerado, pois 0 argumento para o segundo caso é
analogo. Assuma queV 3 : A ¢ Cp.... Entdo, pela Proposigéo 2.1V 3) : A € Cree-
Portanto(,,.. € inconsistente como mostrado na seguinte derivacao.
Conee(m(aV B) : \ya: A) VI
ClaVvp:\—(aVp):A Al
Ci(L: )

Proposicao 2.15(Propriedade para formulas- (i)) Seja K6-MLDS um MLDS arbi-
trario e sejaC,,.. uma configuracao consistente maxima relative @MLDS. Seja\ um

termo raso d&'unc(Ly, L) e, B duaswffs de L. Se—a : A € Cppee OUS A € Crpee

entdoa — 3 : X € Chee-

Prova: A prova é por contradicdo. Assuma que— 3 : A ¢ C,,... Entéo, pela
Proposicéo 2.115:(a — ) : A € Cpee. Portantol,,.. € inconsistente, como mostrado
na seguinte derivagao.

Coee (0 (= [F): A —a: )
C’ (= (a—=pP):A\~aVF:A) (VI)
C' (—aVvig:Aa:)) (suposic¢éo)
C'(maV G :Aa: N, [20:A]) (suposicao)
 CloaVvp A fa: AL [28: AL LA (VE)
Ci (maVi:A[a:A,7=0: ) (—1)
) Co (maVi:ANa:N,5:\) (-E)
& = (=P ha—g:N (= 1)
Chy (L ) (AI)

Agora suponha qug : A € C,,... Assuma, por contradi¢do, que— (3 : A & Cec-
Entdo, pela Proposicdo 2.13(a — () : A € Cpee. Portanto(,,.. € inconsistente, como
mostrado na seguinte derivagao.
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Cmcc <_|(Oé - /6) : )\76 : )\>
Conee(—(a — B) : N\, : A\ Ja: A])  (suposic¢éo)

C{B:A) (C-R)
C' (=(a—=0): \a— [F:A) (— 1)
CL (L:\) (AI)

Proposicao 2.16(Propriedade para férmulas- (ii)) Seja K6-MLDS um MLDS arbi-
trario e sejaC,,.. uma configuragdo consistente maxima relativ&a-MLDS. Seja\

um termo raso dé'unc(Ly, L) € sejama, 5 duaswifs de L. Sea : A € Cees €

a— B :XE Cpee, €NAOS : N € Cpce-

Prova: A prova € por contradicdo. Suponha gtie: A\ ¢ C,... Entdo, pela
Proposicao 2.11;:6 : A € Cpee. Portanto,C,... Fyps L @ A, como mostrado na
seguinte derivacao.

Coec{a: Nyao — BN, —F:A) — FE
C'(B:N—B: A aNl
C,1<_L . )\)

Proposicéo 2.17(Propriedade para formulas> (i)) Seja K6-MLDS um MLDS arbi-
trario, sejaC,,.. uma configuracdo consistente maxima relativd&(a-MLDS e seja\

um termo raso dd'unc(Ly, L)) € sejac umawff de £y,. SeCa : A € Cpee, €NtAO
a: fa(A) € Crec € R(A, fa(N)) € Crnce-

Prova: Por hipétese{a : A € Cpe.. ENtéo, pela Proposicdo 2.3¢ : f,(\) ¢
Crnee € "R(A, fo(N\)) € Cee. Portanto, pela Proposigéo 2.4, f,(\) € Cpne €, pela
Proposicao 2.12R(\, fo(\)) € Crce-

Proposicao 2.18(Propriedade para formulagl (i)) Seja K6-MLDS um MLDS arbi-
trario, sejaC,,.. uma configuragio consistente maxima relativ &MLDS, sejam\, \'

dois termos rasos dé'unc(Ly, L)) e sejac umawff de £y,. SeOa : A € Cpee €

R\ X)) € Cee, €NtAOQ 2 N € Cre

Prova: A prova € por contradicdo. Suponha que: \' ¢ C,... Entdo, pela
Proposicdo 2.1%5a : A € Cpee. ENtAOC,,c Frrps L @ A como mostrado na seguinte
derivacéao. / /

Crce(Oa: A\, RO\ N ), ma s A) OF
Cla: N, —a:\) N
Ci(L:\)

Proposicao 2.19(Propriedade para formulas> (ii)) Seja K6-MLDS um MLDS arbi-
trario, sejaC,,.. uma configuracdo consistente maxima relativA & MLDS, sejam\; e
Ao dois termos rasos dBunc(Ly, L) e sejac umawff de Ly,. SeR(A1, \2) € Crnec €
@ : Ay € Cpee €NAOOQ : Ao € Cope

Prova: A prova é por contradicdo. Suponha qbe : \; ¢ C,.... Entdo, pela
Proposicao 2.117:¢a @ Ay € Cpyee. ENt&0C,..c Fyrps L @ A1 cOMo mostrado na
seguinte derivagao.

CmCC<R()\1,)\2),CY : )\2, ﬁ<>Ck . )\1> <>I
C{Ca: A, =Ca: \p) N
Ci{L: )
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Proposicao 2.20(Propriedade para formulag (ii)) Seja K6-MLDS um MLDS arbi-
trario, sejaC,,.. uma configuracdo consistente maxima relativA &MLDS, seja\ um
termo raso deF'unc(Ly, L)) e sejac umawff de L£y,. Se—R(A, box,(A\)) € Cpee OU
a : boxo(A) € Cree, €NtAOOQ : A € Crppee

Prova: A prova é por contradicdo. Assuma quex : A ¢ C,.. Entdo, pela
Proposicéo 2.1%0a : A € Cpe., 0 que implica, pela Proposicao 2.3, quebozr,(\) ¢
Crnee € " R(A, 00z, (N)) & Cinee- Portanto, pela Proposicéo 2.3y : boxy(A) € Cpee €,
pela Proposicéo 2.1& (A, box () € Crce-

As propriedades descritas acima (Proposicdes 2.9 a 2.20) sao validas para qual-
quer configuracdo consistente maxima relativa a algaéaMLDS arbitrario. Entret-
nato, na construcdo de uma configuragdo consistente maxima, conjuntos diferentes de
R-literais séo adicionados a diferentes algebras de rotuldggsob consideracao. Por-
tanto, para cada um dd@séo-MLDS, precisam ser provadas propriedades adicionais sobre
0s R-literais contidos na configuracdo consistente maxima associada. Como cada alge-
bra de rotulagdo é uma combinacdo dos axiomas basigo¢4j, (D), (B), (5), (Irr ), é
suficiente considerar as propriedades associadas com esses axiomas individuais. Combi-
nacdes apropriadas dessas propriedades cobrirdo os casos de todas as outras algebras de
rotulacdaA k.

Proposicéo 2.21(Propriedade para algebras reflexivas) Sef@-MLDS um MLDS tal
que{VzR(z,z)} C Ags. SejaC,,.. uma configuragéo consistente maxima relativid &
MLDS. Entéo, para cada termo rasode Func(Lr, L), 0 R-literal R(\, X) € Cyee-

Prova: A prova € por contradicdo. Seja um termo raso de unc(Lr, L)
tal que R(\,\) ¢ Cme. Entdo, pela Proposicdo 2.12R(\,\) € Cpe. EnNtdo
Cree Frs—mps L @ A7, para algum termo ras®’ € Func(Ly, L), como mostrado
na seguinte derivacdo. Portang,.. € inconsistente, o que estd em contradicdo com a
hipétese original.
CmcC<_'R()\/7 >\/>>
C'(=R(\,\),R(\,\)) Afirmagdo doR
Ci{L:\) LI

Proposicao 2.22(Propriedade para algebras irreflexivas) S€ja-MLDS um MLDS tal
que{Vz-R(z,z)} C Ags. SejaC,... uma configuragdo consistente maxima relativa a
K-MLDS. Entéo, para cada termo rasode Func(Ly, Lyr), 0 R-literal =R(\,\) €
C’VTLCC'

Prova: A prova € por contradicdo. Seja um termo raso d& unc(Lr, Las)
tal que—-R(\,)\) ¢ Cn.. Entdo, pela Proposi¢cdo 2.1&(\',\) € Cn.. Entdo,
Cree Frs—mrps L @ A7, para algum termo ras®’ € Func(Ly, L), como mostrado
na seguinte derivacdo. Portan,.. € inconsistente, o que estd em contradicdo com a
hipotese original.
Conee( RN, X))
C(R(N,\),-R(XN,)\)) Afirmacdo doR
Ci{L:\) 11
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Proposicao 2.23(Propriedade para algebras transitivas) S€@-MLDS um MLDS tal
que{Vvz,y, 2((R(z,y) AR(y, 2)) — R(z,2))} C Ags. SEjaC,,.. uma configuracéo con-
sistente maxima relativa & -MLDS. Sejam\;, Ay, A3 trés termos rasos da linguagem
Func(Lyp, Lyr) tal que R(A1, A2) € Crnee € R(A2, A3) € Crnce- ENEOR (A1, A3) € Crnee-

Prova: A prova € por contradicdo. Suponha glé\, \3) ¢ C,.... Entéo, pela
Proposicéo 2.12;:R(A1, A3) € Cpeer ENAOC e Frs—nnps L X, para algum termo
raso\ € Func(Ly, L)), como mostrado na seguinte derivagdo. Portahtg, é incon-

sistente.
Cmcc<_‘R()\17 )‘3>>
C' (=R(A\1, X3), R(A1, X3))  Afirmacgéo doR
C{L:\) 17

Proposicao 2.24(Propriedade para algebras simétricas) Séja-MLDS um MLDS tal
que{Vz,yR(z,y) — R(y,z))} C Aks. SejaC,... uma configuragdo consistente ma-
xima relativa a/K6-MLDS. Sejam\; e )\, dois termos rasos déunc(Ly, L)) tal que
R(A1,\2) € Cinee- ENtAOR (A2, A1) € Crnee-

Prova: A prova é por contradicdo. Suponha glié\,, A1) ¢ C,.... Entdo, pela
Proposicéo 2.127R(Xa2, A1) € Crnee. ENtAOC,ce Frs—nrzps L @ A, para algum termo
raso)\’ € Func(Ly, Lyr), como mostrado na seguinte derivacéo. Portahig, € incon-

sistente.
C’mcc<R(}\17 )\2)7 _‘R(A27 >\1)>
C'(=R(A\2,M\1), R(\2,\1))  Afirmacdo doR
Cr{L:\) 11

Proposicao 2.25(Propriedade para algebras euclideanas) Séja-MLDS um MLDS
tal que {Vz,y, z2(R(z,y) A R(x,z)) — R(y,z2))} C Aks. SejaCp.. uma configu-
racao consistente maxima relativaféj-MLDS. Sejam\;, \, e A3 trés termos rasos de
Func(Lyr, Lyr) tal que R(A1, A2) € Cree € R(A1, A3) € Crnee. ENAOR (N2, A3) € Crnce-

Prova: A prova é por contradicdo. Suponha glé\,, \3) ¢ C,.... Entdo, pela
Proposicéo 2.127:R(Aa, A3) € Cpee- ENtEO,Crrice Frs—nmips L - N, para algum termo
raso)\ € Func(A\Lyg, L)) como mostrado na seguinte derivagédo. Portahtg, é incon-

sistente.
Cmcc<R()\1a )\2>a R(Ala >\3)7 _'R(/\27 )\3)>
C' (=R(M3, A3), R(A2, \3)) Afirmacdo doR
Ci{L:\) LI

Proposicao 2.26(Propriedade para algebras seriais) Sej@-MLDS um MLDS tal que
{VeR(z, succ(x))} C Ags. SejaC,.. uma configuragdo consistente maxima relativa a
K0-MLDS. Entéo, para cada termo rasode Func(Ly, Lyr), 0 R-literal R(\, succ(N))

S Cmcc-

Prova: A prova é por contradigdo. Sejaum termo raso d&unc(Ly, L) tal que
R(XN, succ()\)) ¢ Cpe. Entdo, pela Proposicdo 2.12R(\, succ(N')) € Che.. Entdo
Crmee Frs—Mmrps L+ A7, para algum termo rasg’ € Func(Ly, L), cOmo mostrado na
seguinte derivacdo. Portantd,.. € inconsistente.
Crnec(R(N, succ(X)))
C'(=R(X\', succ(\)), RO\, succ(X)))  Afirmagdo doR
Ci(L:\) LI
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Lema da Existéncia do Modelo

Esta secdo mostra que qualquer configuracao consistente € satisfativel. 1sso é prova-
do, mostrando-se que € possivel construir, para £ad®RILDS, uma estrutura semantica
M s que satisfaz uma configuragdo consistente maxima relafivé sILDS.

Defini¢éo 2.7 (Interpretagéo canonicaM (Cp...)) SejakK6-MLDS um MLDS arbitrario.
SejaCcc = (Dinee, Fmee) Uma configuragdo consistente maxima relativA &MLDS.
SejaFOT (C,n..) Sua tradugéo de primeira ordentOT(Cyec) = Dpee U DUppee, ONde
DUpee = {[a]*(N)|a : X € Chree}. Sejald o Universo de Herbrand da linguagem
Mon(Ly, Ly). I(Cmee) € a fungéo de interpretac@o sobre a linguagéfon (L, L),
definida como segue.

e Para cada termo\ € Mon(Lyr, L), [|A || 1(Cpee)= A

e Para o predicado binariad? € Mon(Lr, Lar), | R || 1cpee)= {{Nis M) [R(Ai, Aj) €

FOT(Cpee)} (note queF'OT(C,,..) CcONtémM apenas literais rasos.)
e Para cada predicado monadigo|*(\;) € Mon(Ly, Lo, ||[a]* ||1@mey= {Ai)][a]*

(Az) € FOT(Cmcc)}

M (Cpuee) = (U, I(Cpnee)) € uma interpretagéo candnica.

Observagéo 2.2SejaC,,.. uma configuragdo consistente maxima relativa a K
MLDS, sejaFOT(C,,..) sua tradugdo de primeira ordem e seja(C,...) uma inter-
pretacdo candnica. Observe que, para qualquer formula atbmica rasd@e L, £y/)
da formaR(\;, \;), M(Cpee) IFror R(Ni, A;) se e somente gé(\;, ;) € FOT (Cpee);
analogamente para qualquer formula atémica rasalden (L, £,,) da formala]*()),
M(Ciee) Eror [a]*(N\) se e somente g&|*(\) € FOT(Cp..). Agora sejal’ uma
atribuicdo de variavel a partir do conjunto de variaveis da linguagéfen(L;, L)
para o Universo de Herbrantf. O valor verdade de qualquevff de Mon(Ly, L) €
definido como segue.

o M(Cpee),V Eror R(z,y) se e somente $& (), V (y)) € | R ||1¢c
o M<Cmcc)7 v ):FOL [OZ]*(.I) Se e Somente gé(',”v) E ||[Oé]* ||I(Cmcc)

e paraqualquer wffp deMon (L, L), 0 valor verdade de em relagéo aM (Cyruec)
eV é definido da maneira usual (veja por exemplo [GEN88]).

mcc)

E necessario mostrar agora que, déga. relativa a umik6-MLDS particular, a
interpretacdo can6nica1(C,,..) € uma estrutura semantica é&-MLDS. Isso é feito
em dois passos:

1. é mostrado qua1(C,,..) satisfaz a algebra de rotulacéo particulas;
2. € mostrado qué(C,,..) satisfaz todos os esquemas de axioffiasl) — (Az8)

da algebra estendida associatig;.

Esse segundo passo é independente do tipo de MLDS proposicional (isto &, do tipo
de ) e portanto sera provado primeiro. O primeiro passo precisa levar em consideracao
as diferentes algebras de rotulacédo especificas, bem como as propriedades adicionais es-
pecificas paré,,.. provadas acima (Proposicdes 2.21 a 2.26).
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Para qualquer atribuicdo de varidvyéle qualquer variavet de Mon (L, L),
V(z) refere-se a algum termo raso no Universo de Herbtan&ortanto, por simplici-
dade,V (z) serd usado também para denotar um termo raso arbitrario nos argumentos que
seguem.

Teorema 2.5 (Existéncia de modelo pard™ — A) Seja.A};; a algebra estendida as-

sociada com uni(6-MLDS proposicional, sej&,,... uma configuragdo consistente ma-
xima relativa aK'§-MLDS e sejal’'OT'(C,...) Sua traducdo de primeira ordem. Entéo,
M(Cpnee) € um modelo del™ — A.

Prova: SejamU,V atribuicGes de variaveis arbitrarias, e sejan¥ duaswffs de
L. A prova é através de casos sobre cada um dos esquembs— (Az8).

CASO 1:(Azl) Va([a A f]*(z) = ([of*(x) A 5] (2))

E suficiente provar quaA(Cp.e.), V IFror [a A B)*(V(z)) $SSeM (Cruee) UV IFror
[]*(V(2)) € (Cinee), V IFror [B)(V(2)).

(Metade "somente se":) Assuma qW(C,nc.), V IFror [ A B]*(V(z)).

Entéo,[a A B]*(V(z)) € FOT(Cinee). ENt@o,a A B : V() € Cpee, O Que im-
plica, pela Proposicdo 2.13, que: V(z) € Chpee €03 : V() € Cpe. Portanto,
V(x) € o] Nl1ne) €V (@) € 8™ ll1(ee)- POItANMOM (Cince), V' IFpor [0]*(V(2))

e M(Crce), V IFror [BF(V (x)).

(Metade “se™:) Vamos assumir que! (Cp.c.), V IFror [a]*(V(z)) € queM(Cpec),
Vikror [B]*(V ().

Entdo[a]*(V(z)) € FOT (Cpee) € [B]*(V(z)) € FOT(Cinee), 0 que implica que
a:V(z) € Cpec€f: V() € Chee- Portanto, pela Proposicao 2.13)\ 5 : V() € Cice-
Portanto M (Cpuee), V IFror [a A B*(V(x)).

Para os casos 2 a 4 (isto(élz2), (Az3), (Az4)), veja [BRO2002].

CASO 5:(Az5) Vz([Cal*(x) — (R(z, fa(x)) A la]*(fo(x)))).

E suficiente provar que s#1(C,...),V IFror [Cal*(V(z)), entdo € o caso que
M(Cinee), V IFror R(V(2), fo(V(2))) @ M(Crice), V IFror [a]*(fa(V(2))). (A defini-
¢ao da fungéo de interpretacA@,,..) de uma interpretagdo candnisd(C,,..) permite-
nos escrevef, (V(x)) emvez dd|f, ||1c..) (V(2)).)

Vamos assumir quéM (Cpee),V IFror [Cal*(V(x)). Entdo, [Oa]*(V(z)) €
FOT (Cpnee), 0 que implica queda : V(z) € Cpee. Pela Proposicéo 2.1&,: f,(V(z)) €
Conee € R(V (), fa(V(2))) € Cpnee- POrtantoM (Cpee), V Ik ror R(V (), fo(V(2)))

e M(Cree), V IFror [ (fa(V(2))).

CASO 6:(Az6) Vz(Fy(R(z,y) A lo]*(y)) — [Oaf*(x)).

Considere a formula equivalente:Vy(R(z,y) A [a]*(y
ficiente provar que, sé(Cyee), V,U IFror R(V(x),U(y))
[a]*(U(y)), entdoM (Cpnee), V, U Ik ror, [Cal*(V (x)).

Por suposi¢aoR(V (z),U(y)) € FOT(Cpee) € [o]*(U(y)) € FOT(Cpnee), 0 que
implica queR(V (2),U(y)) € Cmee € : U(y) € Cpee- Entéo, pela Proposicdo 2.19,
OCa: V(x) € Chee. Portanto M (Cpiee), V, U IFpor [Cal*(V(x)).

CASO 7:(Az7) Va(R(x,boxs () — [a]*(boxa(x))) — [Dal*(x)).

E suficiente provar que s&1(Cpuee), V IFror =R(V (), boxa(V () 0U M (Cpuce),
V lkpor [a]*(boxo(V(2))), entdoM (Crnee), V' IFpor [Dal*(V(x)). (A definicdo da
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funcéo de interpretagadC,,..) de uma interpretacéo canonitd(C,,..) permite-nos es-
creverbox,(V (z)) em vez dg|box, |1c,...) (V(2)).)

Por suposicéo, ot R(V (), box,(V(x))) € FOT(Cpee) OU [a*(boxo(V(x))) €
FOT(Cpnee). 1sso implica que othR(V (), boxo(V (2))) € Chee OU v = boxo(V (x)) €
Cmee- ENt80, pela Proposicéo 2.20¢ : V(z) € Cpee- Portanto,M(Cruee), V' IFror
[Oa*(V ().

Case 8:(Az8) Vz([Oa]*(z) — (Vy(R(x,y) — [a]*(y))).

Considere a férmula equivalenteVy(([Da|*(x) A (R(z,y)) — [a]*(y)).

E suficiente provar que, S81(Cpee), V,U IFror [Ba]*(V(z)) € M(Cpnee), V, U
IFron R(V(2), Uly)), entAOM (Coee), V, U IFror, [ (U(y)).

Por suposicaddPal*(V (z)) € FOT (Ciee), € R(V(2),U(y)) € FOT(Cpnee). 1SSO
implica queda : V(z) € Cpee € R(V(2),U(y)) € Chee. Entéo, pela Proposigéo 2.18,
a:U(y) € Cpee- PortantoM (Cee), V, U Ik ror [a]*(U(y)).

Proposicao 2.27(Satisfatibilidade deT)) SejakKy-MLDS um sistema dedutivo rotulado
modal (MLDS) tal queVxR(z,z)} C Ags. SejaC,... uma configuragdo consistente
maxima relativa ak'6-MLDS e sejaF'OT(C,,..) sua traducéo de primeira ordem. Entéo
M(Cinee) IFror YxR(x, x).

Prova: SejaV uma atribuicdo de variavel arbitraria. Entdo, & suficiente provar
que M (Cpee), V IFror R(V(z),V(z)). Pela Proposigdo 2.2R(V(x),V(x)) € Chec ©
entdoR(V (), V(z)) € FOT(Cree). Portanto(V(z),V(z)) € ||R ||l1ec Portanto,
M(Cpee), V IFror R(V(x),V(x)).

mcc) -

Proposicao 2.28(Satisfatibilidade delfr)) Seja K9-MLDS um sistema dedutivo rotu-
lado modal (MLDS) tal qugvVz—R(z,r)} C Ags. SejaC,,.. uma configuragdo consis-
tente méaxima relativa & 9-MLDS e sejat’OT'(C,,..) sua traducdo de primeira ordem.
EntdoM (Cpnee) IFror Vo= R(x, x).

Prova: Sejal’ uma atribuicao de variavel arbitraria. Entdo, € suficiente provar que
M(Cpee),V ko ~R(V(x),V(x)). Pela Proposigéo 2.22,R(V (z),V(z)) € Cpee €
entdoR(V (z),V(z)) ¢ FOT (Cpee). PortantoM(Cuee), V IFpor = R(V (x), V(x)).

Proposicao 2.29(Satisfatibilidade de4)) SejaK 6-MLDS um sistema dedutivo rotulado
modal (MLDS) tal qu€Vz, y, z((R(z,y) AR(y, 2)) — R(z, 2))} C Agks. SejaC,,.. uma
configuragdo consistente maxima relativds@-MLDS e sejaF'OT(C,,..) sua tradugéo
de primeira ordem. EntadA(Conee) IFror YV, y, 2((R(z,y) A R(y, 2)) — R(x, 2)).

Prova: Sejal uma atribuicdo de variavel arbitraria. Entédo, € suficiente provar que
M(Cree), V IFror (R(V(2),V(y)) ARV (y),V(2))) — R(V(x),V(z)). Assuma que
M(Crce), V Ibror (R(V (x), V(y)) AR(V (y), V(2))). Isso implica qugV (x), V(y)) €
IR lz(cmee) € (V). V(2)) € R |l1cpee)- Portanto,R(V(x),V(y)) € FOT(Cpec)

e R(V(y),V(z)) € FOT(Cpee). Portanto,R(V(x),V(y)) € Cmee € R(V(y),V(2)) €
Cinee- PelaProposicéo 2.2B(V (z),V(z)) € Cec € entddR(V (z),V(2)) € FOT (Cpiee)
e portanto M (Cpuee), V IFror R(V (z), V(2)).
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Proposicao 2.30(Satisfatibilidade deR)) SejakK 6-MLDS um sistema dedutivo rotulado
modal (MLDS) tal que{Vz, y((R(x,y) — R(y,z))} € Agks. SejaC,.. uma config-
uragdo consistente maxima relativafi-MLDS e sejaF'OT(C,,..) sua traducdo de
primeira ordem. Ent&o\ (Cpuec) IFror Vo, y((R(z,y) — R(y, z)).

Prova: SejaV uma atribuicdo de variavel arbitraria. Entdo, & suficiente provar
que M(Cpee), V' IFror (R(V(x),V(y))) e entdoM (Criee), V' IFror R(V(y), V(x)).
Assuma queM (Cpuee), V IFror (R(V(x),V (y))). Entdo temos qua(Cpuee), V IFror
R(V(x),V(y)), 0 que implica qu&V (z), V(y)) € | R |[1¢,n..)- Portanto,R(V(z),
V(y)) € FOT (Cinee) € R(V(2),V(y)) € Cnee- Pela Proposicdo 2.2&(V (y),V(x)) €
Crnee- PoOrtanto M (Cpuee), V Ikror, R(V (y), V (2)).

Proposicao 2.31(Satisfatibilidade del)) SejaK §-MLDS um sistema dedutivo rotulado
modal (MLDS) tal qugVzR(x, succ(z))} € Ags. SejaC,,.. uma configuragéo consis-
tente méxima relativa & 5-MLDS e sejat’OT'(C,,..) sua traducdo de primeira ordem.
EntdoM (Cpnee) IFror Ve R(z, suce(x)).

Prova: Sejal/ uma atribuicdo de variavel arbitraria. Entéo, € suficiente provar que
M (Cinee), V IFror R(V (x), suce(V(x))). Pela Proposigéo 2.2&(V (z), suce(V(x)))
€ Ciee © entdoR(V (x), succ(V (z))) € FOT (Cpee). Portanto(V(z), suce(V(x))) €
| R || 1(Cmee)- POItanto M (Cpiee), V Ik por R(V (), suce(V(x))).

Proposicéo 2.32(Satisfatibilidade de&)) SejaK§-MLDS um sistema dedutivo rotulado
modal (MLDS) tal queéVz, y, 2((R(z,y) AR(y, z)) — R(y,2))} C Agks. SejaC,,.. uma
configuragéo consistente maxima relativék@-MLDS e sejat’OT'(C,,..) sua tradugéo
de primeira ordem. Ent&a 1 (C,.cc) IFror Vo, y, 2((R(x,y) A R(y, z)) — R(y, 2)).

Prova: SejaV’ uma atribuicdo de variavel arbitraria. Entao, é suficiente provar que
M(Crnce), V Ibror (R(V(2), V(y)) A R(V(y), V(2))) — R(V(y),V(z)). Assuma que
M(Cpee),V IFror (R(V(x),V(y)) A R(V(y),V(z))). Isso implica queV (x), V (y))
€ IR |licne) € (V). V(2)) € IR |l1Crcer- ENtEOR(V (2),V(y)) € FOT (Crnce) €
R(V(y),V(2)) € FOT(Cpec). LOGO, R(V (2),V(y)) € Crcc € R(V (y),V (2)) € Crnce.

Pela Proposicéo 2.2R(V (y),V(z)) € Cpne € entdoR(V(y),V(2)) € FOT (Cpee)-
Portanto M (Cruee), V IFror R(V (y), V(2)).

Lema 2.3 (Lema da Existéncia do Modelo) S€&-MLDS um MLDS arbitrario. Seja
Cmee UMa configuracdo consistente maxima relativA &MLDS. Entéo, para algumr
(onder é uma unidade declarativa ou uRtliteral) de K6-MLDS, M (Cnec) Frrps ™
serm € Coee € M(Crnee) Brinps ™ ST & Conee

Prova: Ha dois casos a considerar.

1. 4 é uma unidade declarativa da forma \.

Sea : A € Cpee, €Nta0[a]*(N) € FOT (Cpiee). ENtAO, M (Crnee) Fror [a*(N).
Portanto, M (Cpee) s @ @ A Sea : A & Crnee, €nt@0[a]*(N) ¢ FOT (Conee)-
Entdo,\ ¢ [|[a]* [|1¢c..), € entdo, pela Observacédo 22((Cy...) Zror [a]*(N).
Portanto M (Cpee) Fs o @ A.
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2. ™ é umR-literal.

Entdor pode ser igual &(\;, \;), ou igual a~R(\;, A;), onde);, \; sdo termos
rasos de'unc(Lr, Lar).

e Suponha que é daformaR(\;, \;). SER(\;, \j) € (Cinee, €NAOR(N;, \;) €
FOT(CmCC> Enté.OM(CmCC> ”_FOL R()\Z,/\]) Portanto,/\/l(Cmcc) ):MLDS
R\, \j). SeR(\i, ;) & Cineer €NAOR(N;, ;) ¢ FOT(Cpee). Entdo,
M(Cmcc) ¥ror R()\i, )\]) Portanto,/\/l(Cmcc) ErLDs R()\Z‘, /\])

e Suponha agora que € da forma—R(\;, \;). Se—R(\;, ;) € Cpee, €NLEO,
pela Proposicio 2.12R(\;, \;) ¢ Cpee. ENtAOR(N;, \;) & FOT(Cpnee).
ENtAoM (Crnee) Wror R(Ni, Aj). Portanto M (Cree) IFror —R(A;, A;j). Por-
tanto, M (Cmcc) ):MLDS _|R()\Z', )\])

Corolario 2.2 SejaK4-MLDS um MLDS proposicional e sefauma configuracao con-
sistente d&<0-MLDS. EntdoM (C,,..) satisfazC.

Prova: A prova segue trivialmente do Lema 2.3 e do fato de@uecC,,,...

Proposicao 2.33SejaK 9-MLDS um MLDS proposicional e sefauma configuragéao de
Ko-MLDS. Sejar uma unidade declarativa ou uf-literal tal quen ¢ C. SeC ¥ y1.ps
7, entdoC + [—7] € uma configuragéo consistente.

Prova: Ha dois casos a considerar.

1. 7 € uma unidade declarativa. Suponha gu&uma unidade declarativa da forma
a : A. O contrapositivo do enunciado da proposi¢cado esta provado. Assuma que
C + [~ : \] ndo é consistente. Entdd + [-a : A] Fanps L A, para algum
termo raso\' de Func(Ly, Ly). SejaC’ = C + [-—a : N eCx = C' + [a : A
O par de configuragdeS/C’ € 7_;, e o par de configuracdes /Cx € T_p.
Entdo ({C,C’,Cx},m) € uma prova, onde2(0) = Z_; e m(1) = Z_5. Como
a:Ne€Cx,Clyrps o A

2. m € um R-literal. Suponha que é um R-literal A. O contrapositivo do enunci-
ado da proposigéo esta provado. Assuma@ue [~A] ndo é consistenteC' +
[-A] Furps L @ XN, para algum termo rasd de Func(Ly,Ly), € 0 par de
configuracdes’/C + [A] € Zr_;. Entao({C,C + [A]},m) é uma prova, onde
m(0) = Zr_;. PortantoC' Fyps A.

O teorema da completude dado no inicio desta secéo pode ser provado agora.
Prova da completude (Teorema 2.4)

A prova é por contrapositivo. Assuma qae¥,.ps C'. Entdo, pelo Teorema
2.2, existe umr € C' — C, onder € uma unidade declarativa ou uRaliteral, tal que
C ¥ ps 7. Entéo, pela Proposicéo 2.33:+ [—7] € uma configuracdo consistente. Pelo
Corolério 2.2,M,,, = M(MCC(C + [-n])) satisfaz a configurac&@ + [—=]. Entéo,
pela Definicdo 1.37M,, Euyrps C, € M., Enps —m. Ha dois casos a considerar:
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1. 7 é um R-literal. Pela Defini¢cdo 1.36M,, IFro;, —7. Entdo, pela condicdo de
satisfatibilidade da l6gica de primeira ordeMm,,, ¥ o, 7. Entéo, pela Definicao
1.34 e pela Definicdo 1.34" U FOT(C) ¥ oL . Portanto, pela Definigao 1.38,
C ¥urps C'

2. m € uma unidade declarativa da forma: \. Pela Definicdo 1.35M,,, =ror
FOT(—7), ondeFOT (—7) = [-a]*(\). EntdoM,, Eror [-al*(N). Entéo, pelo
Teorema 2.5M,,, =ror —[a]*(N). EntdoM,,, Eror [a]*(A), 0 que significa que
At FOT(C) ¥ror, 7. PortantoC' ¥y ps C'.

2.3 Correspondéncia

Foi declarado anteriormente que um MLDS proposicional € uma generalizacdo da
l6gica modal proposicional, no que facilita o raciocinio sobre estruturas de mundos reais,
gue podem ou podem ndo ser pontos Unicos. Essa declaragéo € substanciada nesta secéo,
demonstrando-se

1. que existe uma correspondéncia entre um MLDS e qualquer sistema de prova cor-
reto e completo para l6gica modal tradicional, sempre que certas restricdes forem
Impostas sobre as configuracgdes iniciais; e

2. que a correspondéncia falha claramente se nenhuma restricao é imposta.

Até onde o primeiro resultado refere-se, a restricdo consiste em identificar um sim-
bolo constante particular ey, digamoswy, € permitir configuragdes iniciais somente
da formaC; = ({},F;) (isto é, nenhunR-literal pertencente &;) onde, para qualquer
termo raso\ € Mon(Ly, L), \ # wo, F;(A\) = (). Com essa restricdo, as Unicas su-
posicoes iniciais (se existirem) sdo formulas modais associadas com owgtulsso
corresponde a nocdao tradicional de suposi¢des locais em logica modal. Em particular,
os dois teoremas seguintes mostram que qualquer unidade declarativa da:formga
pode ser derivada a partir de uma configuracéo inicial (vazia) da ©rsee somente se
sua férmulax é derivavel, dentro do sistema axiomatico correto e completo para logica
modal, a partir do conjunto (vazio) de formulas modais que aparecef.em

Lema 2.4 (Correspondéncia simples para l6gica mo#glSeja/K -MLDS o sistema de-
dutivo rotulado modal proposicional cuja algebra de rotulagdo associdga= {}, e
seja(K ., Fx,,) 0 sistema axiomatico para l6gica modadl SejaCy = ({}, Fy), onde,
para qualquer termo rasa € Mon (L, L), Fop(A) = 0. Sejaa uma formula deC,,.
Entdo: g, « sse, paratodos os termos rasos Mon(Ly, L), Co Frx—nmops o A

Prova: (Metade "se":) A prova é por demonstracéo de que o enunciado contraposi-
tivo € valido— isto é, dada uma formula € £,,, seF k. «, entdo existe um termo raso
A€ Mon(Lyr, Lyr)talqueCy ¥ nrps o = A. As duas relagbes de derivabilidatle, , e
Fx—nmrLps SA0 ambas corretas e completas com respeito a sua seméaptjcé completa
com respeito a semantica de Kripke-g_,/7.ps € completa com respeito a semantica
definida no capitulo anterior). Por isso, é suficiente provar qué, se, entdo existe um
termo raso\ € Mon (L, Lyr) tal queCy i rrps @ A. Suponha qué, «. ComoCy
€ uma configuracado vazia, é suficiente mostrar que existe uma estrutura semantica de
MLDS (isto é, um modelo del*) que satisfaz a unidade declarativa : \. Por hipotese
e pela definicdo semantica de validade de Kripke, existe um modelo de Kripke que satisfaz
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a férmula—« (isto é, um contramodelo da formulg. SejaM = (Wﬁ, v) um modelo
assim. Portanto, existe algum mundo possWel/W tal queM, w =k —a. Assumauma
ordenacéo candnica sobre o conjuﬁo(A existéncia de tal relacao de boa ordenacéo &
garantida peldleorema da Boa Ordenacdo de Zermgl&ejaSat = {w;|w; € We
M,w; IFx —a} e sejaw’ o primeiro elemento déat de acordo com a relagdo de boa
ordenacé&o canonica ae. (A existéncia desse primeiro elemento € garantida pelo fato
de queSat € um subconjunto ndo-vazio do conjunto bem orderﬁd))EntéoM, W' kg

—a. Sejal uma funcao de interpretagéo sobre a linguagéom (L, L), Cujo universo

de discurso &V, definido como segue.

e Para cada simbolo de constante||w;||; = w'. - -

e Para o simbolo de fung&acc, ||succ ||[_ succ : W — W tal que, para cada
we W, seAcc(w) = {0lw € W e wRw} é vazio, entdoucc(w) = w, caso
contrariosucc(w) = @, ondew € o primeiro elemento ddcc(w) com respeito a

boa ordenacao canonitd assumida.
e Para cada simbolo de funcéo da forfpal| f5 || /= fg W — W tal que, para cada

weW
— SeSatg(w) = {0lw € W,wRo e M, & Iy #} € um conjunto ndo-vazio,
entdofz(w) = w ondew é o primeiro elemento d8ats(w) com respeito a
boa ordenacao candnica dé.

— Caso contrariof;(w) = w,, ondew, é o primeiro elemento d&’ de acordo
com a sua boa ordenacéo candnica assumida.

e Parac cada simbolo de funcée,
weW

— Se para tod® € W, ndowR®, entéob/o\xﬂ(w) =w

— Se, para cada; € Acc( ) = {®0lw € W e wRO}, M, w; IFx 3, entdo
boxﬂ( ) =@, ondew € o primeiro elemento ddcc(w) com respeito & boa
ordenacédo canodnica d€ assumida.

— Caso contrério,b/o?cﬁ( ) = @”, ondew” é o primeiro elemento do con-
junto nao- va2|oSatﬁ5 = {wlw € W ,wR&} de acordo com a boa ordenagao
candnica deV’.

boxg || = boxﬁ W — W tal que, para cada

e Para cada predicado monadich, ||[3]* ||l;= {w|w € W e M, m IFx 3}
e Para o predicado binariB, || R ||;= R

Agora, mostramos qu(@, I) é uma estrutura seméantica de MLDS. Pela Definigéo
1.34, isso exige provar qq@, I) € um modelo classico da algebra estendida Ob-
serve que, em ur-MLDS, a dlgebra de rotulacdé = {}. Portanto, a 4lgebra estendida
A* é dada somente pelo conjunto de esquemas de axioindg — (Axz8). A prova é
através de casos sobre cada um dos esquemas de axidmags— (Ax8). Sejamg,y
duaswffsde L,,.

CASO 1: (Ax1) ¥a([8 A 4)*(x) = (18] (@) A 1]*())

Sejaw € W um elemento arbitrario. E suficiente provar que [[BAA]"[1see
somente se € ||[G]* |1 ew € ||[Y]* ||;- Isso segue diretamente da definicad|de v ||;
e da definicdo de satisfatibilidade semantica para formulas
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Os argumentos para os casos 2, 3 e4@), (Az3) e (Az4)) sdo analogos aos do
CASO 1 acima.

CASO 5: (Ax5) Va([OF]*(x) — (R(x, f5(x)) A 18 (f3(2)))).

Sejaw € W um elemento arbitrario. E suficiente provar quewse |[[¢8]* ||,
entdo(w, fz(w)) € ||R |1 e fs(w) € [|[B]*]|;- Assuma quey € ||[CF]* ||;. Pela defini¢céo
del,M,w kg 5. Entao, pela deflnlgao de satisfatibilidade semantica de Kripke, existe

algum mundo possivel € W tal quewa e M, & kg (5. Portanto, pela definicdo de
I, 0 conjuntoSats(w) # 0 e f3(w) = T, ondew é o primeiro elemento déats(w) de

acordo com a boa ordenacao candnicdide

Entaow

CASO 6:(Ax6) Va(3y(R(x, y) A B (y) — [OF]* ().

Considere a formula equivaleriteVy ((R(z,y) A [B]*(y)) — [C8]*(x)).

Sejamw,w’ dois elementos arbitrarios d&. E suficiente provar que, se a tupla
(w, ) € |R|rew € ||[8)" |1, entdow € ||[<>ﬁ} |;. Assuma quéw,w’) € |R ||; e
w' € ||[B]* ||;. Pela definicio dé,wRw' e M,w’ IFx 3. Entdo, pela definicdo semantica
de Kripke da satisfatibilidade do operador M, w Ik, OF. Portanto, pela definicdo de
I w e [[[08]" |-

CASO 7:(Az7) Va((R(z, boxg(x)) — [6]* (boxs(x))) — [OBF]" (z)).

Sejaw um elemento arbitrario dé’. Ento, é suficiente provar que,(se Zw/\azﬁ(w))
¢ ||R |; ou boxﬁ( ) e I8 |1, entdow € |[[33]* ||;- Suponha primeiro que a tupla
(w, bOZEﬁ( ) ¢l R ||1 Isso implica, pela definicdo déozs||;, que, para todos os
w' € W, ndo valewRw'. Entdo, pela definicdo seméantica de Kripke da satisfatibilidade
do operadol, M, m Ik, Of3. Portanto, pela definicdo dew € ||[O5]* ||;. Suponha
agora qué@*ﬁ(w) e ||[A]* ||z- Ent&o, pela definicdo dgozs||;, existem dois subcasos a
considerar:

1. Para todos os’ € W, ndo valevRw'. Entdo, pela definicdo semantica de Kripke
da satisfatibilidade do operaddt M, w IFx O5. Portanto, pela definigcdo dew €

B8] - -

2. Paratodos as’ € IV tal quewa M, W' Ik (. Entdo, novamente pela definicdo
semantica de Kripke da satisfatibilidade do operadpM, w I, O73. Portanto,
pela definicéo dé,w < ||[O5]*]|;.

CASO 8: (Ax8) Va([BA]" (x) — (Vy(R(z, y) — [6]"(v))))-
Considere a férmula equivaleriteVy (([O5]*(z) A R(z,y)) — [5]*(v)).

Sejamw, w’ dois elementos arbitrarios d€ tais quew € 128]* || e {w,w') €
|R ||;. Entdo, pela definicdo d& M,w IFx Dﬁ e wRw'. Pela definicdo semantica
de Kripke de satisfatibilidade do operadorM,«w’ I (. Portanto, pela definicdo de
Lo € |18 IIr-

Portanto, a tupIaW, I) € um modelo ded*. Portanto, como, por hipétesef, o’
IFx —a e, pela definicdo dé, ||w; ||;= «', ondew; s&o simbolos de constantes da lin-
guagemMon(Ly, L), existe um termo rasa, A\ = w;, para algum; > 0 tal que
</V[7, I Eror [-al*(N). Portanto, pela definicdo dex _1.ps, Co Fx—nmips o : A

(Fim do "se")
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(Metade "somente se": isto é,lsg,. a entdoCy Fx_nps « : A.) Suponha que
Fk,, c€quen,..., oy, ondem > 1 ew,, = «, € amenor derivagdo decom tamanho
(isto €, nimero de passas)> 1'°. A prova de que&y Fx_yps « @ A € por indugdo
sobrel.

CASO BASE: O caso base é quande- 1. Entdoa é uma instanciacdo de um
dos esquemas de axiomasidg,. Mostramos qQuU€y - _.ps @ : A através de casos,
considerando-se um esquema de axiomak glede cada vez.

CASO 1: [Al] Seja\ um termo raso arbitrario d&lon(Ly, L) € sejaCy = Cy.
EntadoCy Fx_vrps @ — (8 — «) : A como mostrado na seguinte derivagao:

Co ()
Co (Ja: ) (suposicéo)
Co({la: A, [B:A])  (suposicéo)
Ci{[B: A, : A\) (C—R)
, Co ([a:N,f—a:)) (— 1)
¢ o = (F—a):A (= 1)

E claro que os outros axiomas (CASOS 2, 3 e 4: [A2],[A3] e [A4]) concernentes ao
conetivo— podem ser provados dentro &6MLDS, por uma seqiiéncia de regfas 1)
e (— FE). Os grupos de axiomas [A5] e [A6] (CASOS 5 e 6) e [A8] e [A9] (CASOS 8
e 9) podem ser derivados efftMLDS, usando as regrd®\ E) e (VI), respectivamente.
Analogamente, os axiomas [A7] (CASO 7) e [A10] (CASO 10) podem ser provados em
K-MLDS, usando, respectivamente, as regvab) e (VE). Finalmente, o axioma [A11]
(CASO 11) pode ser derivado eii-MLDS, usando a regré—/), e o axioma [A12]
(CASO 12), usando a regtaF£).

CASO 13: [A13] Seja\ um termo raso arbitrario d&lon (L, L) € sejaCy = Cy.
Entdo,Cy Fx_nmrps Oa — =O=a 0 A, como mostrado na seguinte derivacao:

Co ()

Co ([Oa:\) (suposicgéo)
Co([Oar : A, [Omar = A)) (suposicao)
Cl<[R(>‘7fa(>‘))7_'a : fa()‘>> <<>E>
CQ<_'a : fa()‘)a Q- fa(/\)> (DE>
Cs(L: V) (AD)

Cy ([Oa: A, =O-a: ) (—1)

C' {0 a—-0-a:)) (— 1)

CASO 14: [A14] Seja\ um termo raso arbitrario d&lon (L, L) € sejaCy = Cy.
EntdoCy Fx_ymrps -O—a — Oa : A, como mostrado na seguinte derivacao:

Co ()
Co ([ —-C-a:A]) (suposicao)
Co ([7C—a: AL [R(A boxy(N))])  (suposicéo)
Co([—O—a : A, [ma : boz,(N)])  (Suposigdo)

Ci{[=CO—a A, Oma: A) (CI)

Co(L: X) (AI)
Cs(box(N)——a) (—I)

Cy  (boz,(N)a) (—E)

Cs (O a:)\) (3r)

C' (= © -a—DOa:)\) (— 1)
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CASO 15: [K] Seja\ um termo raso arbitrario d&/on (L, L)) e sejaCy =
Cp. EntdoCy Fx_nrps O(a — () — (Oa — OF) : A, como mostrado na seguinte
derivacao:

Co ()

Co ([ DO(a—p8):A]) (suposicao)
Co ([O(a— B): A, [Ba: A]) (suposicao)
Co({[R(A, Ta(N))]) (suposicao)

Ci{a — [ : boxa(N)) (OF)

Cola — [ : boxa (), s boxa(N)) (OF)

C3(8 : bowa(N)) (— E)

Cy, ([Oa:A],0O8:A) (3r)

Cs ([ O(a—pf):A,O0a—0F: A\ (— 1)

C" (O (@ —p)—(Ba—0F):\) (— 1)

PASSO DE INDUCAO:

Assuma, por hipotese de indugéo, que, para qualquer formuld quet-, o
e tal que exista uma prova,, ...,«,, ondea, = o', comn > 0, entdo para qualquer
termo raso\' € Mon(Lr, L), Co Fr—_nrips @ @ N

Suponha agora queg,. «, com uma prova de tamanho minimg, ..., a1,
ondea,,; = a, comn > 0. Pelo Teorema 2.2, pelo Teorema 2.3 e pela hipotese de
inducao, para qualquer rétulo arbitraiq existe uma configuracdd, tal quea; : \' €
C, paratodol < ¢ < netal queCy Frx_nmrps Cyy. Comon +1 > 1, a(= apy1)
ndo é uma instanciacdo de um esquema de axiomas$,gde Portanto, h& dois casos a
considerar: (1) é derivada por uma aplicacdo da regra [MP], oud® derivada por
uma aplicacéo da regra [Nec].

CASO 1: [MP] Suponha que o ultimo passo é dado pela aplicacao da regra [MP].
Entédo existem duas formulas da formae o, — « na sequénciay, ..., «,. Portanto,
ap : A € Cyea, — «a: A € Cy. Portanto, pela definicdo da regfa ; do MLDS,

C)\ |_K—]WLDS « : A. Portanto, pela transitividade d@(_MLDs,C@ l_K—MLDS ac: A

CASO 2: [Nec] Suponha que o ultimo passo é dado pela aplicacdo da regra [Nec].
Entdoa € da formada,, ondea,, € uma formula da seqiéneia, . . ., «,,. Portantogy, :
bOZL‘ak(/\) S Cbowak()\) eC@ Fr_mLDs Cboxak,()\)' Pela reﬂexividadecboxak(x) Frx_mLps
agboz,, (\) e portanto, por transitividadé?boz%m + [R(\, bozy, (N)] Frx—mrps ok -
boz,, (A), 0 que implica, pela definicdo d&,,, queCuoz,, (\) Fr-mrLps Oa, @ A POI-
tanto, pela transtividade dec_1/.ps,Co Fx—nmnps Day @ A.

O seguinte teorema generaliza o resultado acima para cada uma das l6gicas modais
axiomaticas mencionadas no capitulo 1.

Teorema 2.6 (Correspondéncia simples para l6gica modad) Sejad C {T,4,D, B,
5}, seja(K 04, Fro,,) O Sistema axiomatico correspondente, seg@subconjunto de
{(T),(4),(D),(B), (5)} correspondente, e sejd@d-MLDS o MLDS proposicional cuja
algebra de rotulagéo élxs. SejaCy = ({}, Fy), ondeFy(A\) = {} para qualquer termo
raso\ € Mon(Ly, Ly). Sejaac uma formula deC,,.

Entdol=xs,, « Se e somente se, para todos os termos rasaesMon (L, L),
Co Fro-MmLDS @ @ A,
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Prova: (Metade "se":) A prova é idéntica a prova da metade "se"do Lema 2.4,
aumentada com os seguintes argumentos adicionais para mostr(@qﬂ)etambém é
um modelo ded k.
e SeT € 0, entao, pela Teoria da Correspondéncia (Veja [GAB2000] para referén-
cias), R é reflexiva, isto e{W I) € um modelo d¢T).
e Sed € 9, entdo, pela Teoria da Correspondéndiaé transitiva, isto e(W I)é
um modelo d€4).
e SeD € 0, entdo, pela Teoria da Correspondenﬂaem a propriedade de seriali-
dade, isto e{W Iy € um modelo d¢D).
e SeB € 0, entao, pela Teoria da Correspondenﬂae simétrica, isto e{W I)é
um modelo déB).
e Seb e 8 entdo, pela Teoria da Correspondenﬁiaem a propriedade euclideana,
isto e, <W Iy € um modelo d¢5).

(Metade “somente se™:) A prova € idéntica a prova da metade “somente se” do
Lema 2.4, com o0 caso base aumentado com 0s seguintes casos opcionais adicionais:

CASO 16: S€T' € 9, entdo(T) € §. PortantoCy txs—nrps Do — a = A, cOMO
mostrado na seguinte derivagao:

Co ()
Co([Oa = A]) (suposicao)
Ci{Da : A\, R(A\, ) (R-A)
Cola = \) (OF)
C" (Oa— a:\) (— 1)

CASO 17: Set € 0, entdo(4) € 4. PortantoCy Fxs_nrps Do — OO @ A,
como mostrado na seguinte derivacao:

Co ()

Co ([ Da:\) (suposicéo)
Co  ({[R(\ boxaa(N))]) (suposicao)
Co([R(boxaa (), boxna (boxna(N)))])  (Suposi¢éo)

Ci(R(\, boxy(boxoa(N)))) (R-A)

Co(a 1 box o (boxna(N)))) (OF)

Cs  (Oa:boxpa(N))) (ar)

Cs (O DOa:N) (ar)

' (0 a— DOOa: A (— 1)

CASO 18: Seb € 0, entdo(D) € §. PortantoCy Fxs_nrps Do — Oa @ A,
como mostrado na seguinte derivacao:

Co ()
Co([Dav = A]) (suposicao)
Ci(Oa : A, R(, succ(N))) (R-A)
Co(a : succ(N)) (OF)
C3(Ca: \) (OF)
C" (Oa — Ca: ) (— 1)
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CASO 19: Se5 € 0, entdo(5) € §. PortantoCy Frs_nmrps Ca — OOa @ A,
como mostrado na seguinte derivagéo:

Co ()
Co ([Ca: ) (suposicao)
G (R fa(N), o : fa(N))) (CE)
Ci{[R(\, boxoa(N))]) (suposicéo)
CZ<R(b0$<>a(>‘)7 fa(>‘)» (R'A)
C5(Ca: boxoa(N)) (CF))
C, (OCa: W) (ar)
C, (O a—DO0a:)\) (— 1)

CASO 20: SeB € 0, entdo(B) € 4. PortantoCy Frs_nmps @ — OO« @ A,
como mostrado na seguinte derivagdo:

Co ()

Co ([a:A]) (suposicao)
Co({[R(\, boxoa(N)))  (suposicéo)
Ci(R(boxoa(N), N)) (R-A)
Co(Ca: boxoa(N)) (1))

C; (OCa:\) (3r)

C' o —DOCa:)\) (— 1)

O Teorema 2.6 mostra como a definicdo semantica de Kripke de validade de uma
formula modak (isto é,=x s «) pode ser reformulada em termos de seméantica de MLDS.
Para recapitular, dada uma légica mo#al e sua seméantica de Kripke, uma formula
€ valida se e somente se é valida em todos os mundos possiveis de cada maédglo de
Dentro de um MLDS, essa nog¢éo € equivalente, como demonstrado no Teorema 2.6, a
condigdo que, para qualquere Mon(Ly, L)), a unidade declarativa : \ € satisfeita
em todas as estruturas semanticas de MLDS (isto é, em todos os modélps)de

Em nosso trabalho anterior [MAL2002], a nhocdo de acarretamento semantico de
Kripke é definida em termos de suposi¢des globais e locais. O Teorema 2.6 pode facil-
mente ser generalizado para lidar com suposic¢des tanto globais como locais. Dada uma
configuragd@ = (D, F), umawff o € uma suposicao globalse e somente sec F(\)
paratodo\ € Mon (L, Lyr). Para representar suposigées locais, € necessario identificar
um simbolo de constante particular €y, digamosvy, e traduzir cada suposicao local
para a unidade declaratila: wy. Os dois teoremas seguintes generalizam o Teorema 2.6,

0 primeiro para derivabilidade de suposi¢cdes globais, e 0 segundo, de suposi¢des tanto
globais como locais.

Teorema 2.7 (Correspondéncia forte restrita para l6gica mod&b) Sejad C {T, 4, D,
B, 5}, seja(Kd4.,ka,,) O Sistema axiomatico correspondente, segasubconjunto de
{(T),(4), (D), (B), (5)} correspondente, e sejd@s-MLDS o MLDS proposicional cuja
algebra de rotulacdo és. SejaS um conjunto devffs de £,,. SejaCs = ({}, Fs),
ondeFs(\) = S para qualquer termo rasa € Mon(Ly, Ly). Sejac uma formula de
L. Entéo:

S Eka,, {} = o se e somente se, para todos os termos rasesM on(Lr, L),
Cs Frs—mLDs @ : A
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Prova: (Metade "se":) Sem perda de generalidade, pode-se assumi €uen-
sistente. Portanto, a prova € idéntica a metade "‘'se’ do Teorema 2.6, mas escolhendo o
modeloM = (/W, R, v) tal que cada uma das suposi¢cdesSdsejam validas enM.

Nesse caso, pela definicdo da interpreta@é((fﬁ/\, I) é um modelo ndo s6 dd*, mas
também de&"OT'(Cs).

(Metade "somente se™:) A prova € idéntica a metade "somente se"do Teorema 2.6,
notando que, no caso basesé uma instanciagdo de uma das suposi¢cdes globais de
é trivialmente derivavel a partir dg;.

Teorema 2.8 (Correspondéncia forte para l6gica modald) Sejad C {T,4,D,B,5},
seja(K 0., Fks,,) O Sistema axiomatico correspondente, sef@subconjunto de
{(T),(4),(D),(B),(5)} correspondente, e sejd@é-MLDS o MLDS proposicional cuja
algebra de rotulagéo €4x;. SejamsS e U conjuntos dewffs de £,,. SejaCsy =
({}, Fsu), ondeFsy(wy) = SUU e Fgy(A) = S para qualquer termo raso # wy
de Mon(Ly, Ly). Sejaac uma formula deC,,. Entéo:

Csu ):K(S_]WLDS a : wy Se e somente ﬁIZKaAI U= a.

Prova: Pelo Teorema 2.3 e pela propriedade de compacidade da I6gica modal
proposicional, é suficiente considerar apenas o casoBré@énito. Sejal/ = {ay, .. .,
a, }. A prova é por indugdo sobre

CASO BASE: O caso base é quande- 0. Entédo o teorema é valido, pelo Teorema
2.7.

PASSO DE INDUGAO: Sejals;; = Csy — [an, = wo] €U = U — {a,}. Pelo
teorema da deducéo da légica de primeira ordéin, U FOT (Csiy) Eror [@]*(wo) Se €
somente sed}.; U FOT(Cqy) Eror [an) (wo) — [a]*(wo). Pelo esquema de axiomas
(Az4), isso pode ser escrito de maneira equivalente cotpio U FOT(Cy,) FEror
[Oén — a]*(wo). Pela deflnlgéo d%[{(;,]V[Lps, iSso é eqUivalente @ZS'U ):KJfJMLDS
a, — 7 : wy. Pela hipotese de inducao, esse ultimo enunciado € verdadeiro se e somente
seS =xo U = a, — a, 0 que é equivalente$ =x» U = o pelo teorema da dedugio
local da I6gica modak 0.

O teorema acima oferece efetivamente um método de traducéo a partir de qualquer
teoria modal S, U) para uma configuracdo MLDS equivalente, o que preserva a derivabi-
lidade e a implicacdo semantica. Entretanto, esta claro que muitas configuragdes ndo séo
a traducao de qualquer teoria modal. (Por exemplo, qualquer configuragéo cujo diagrama
D néo seja vazio ou cuja funcdd seja diferente em mais do que um rétulo.) Portanto, a
informacé&o que tais configuracdes codificam ndo pode ser representada dentro da logica
modal tradicional.

2.4 Estendendo resultados das propriedades

Na secdo de comentarios do capitulo anterior, foi declarado que a estrutura de tra-
balho do MLDS proposicional poderia facilmente ser estendida para incluir algebras de
rotulacdo com igualdade. Esta secdo da uma breve descricdo de como as provas de cor-
recao (Teorema 2.1), completude (Teorema 2.1) e correspondéncia (Teorema 2.8) pode-
riam ser estendidas para cobrir um MLDS proposicional cuja algebra de rotulacéo inclua
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axiomas que envolvam igualdades e a teoria da igualdade padrédo. Apenas um esboco
€ dado aqui € evidente que muitas das provas deste capitulo de lemas, proposicdes e
teoremas relacionados as regras de derivagcao “estrutural” (por exemplo, o Teorema 2.3,
0 Lema 2.3 e a Proposicéo 2.33) ainda sao validas para algebras de rotulagédo com igual-
dade.

Para mostrar a correcdo da relacéo de derivabilidade “estendida>s (isto €, a
relacdo baseada sobre deducdes onde o raciocinio sobre literais de igualdade e desigual-
dade é permitido), um caso adicional é necessario no Lema 2.1, que prova essencialmente
que aregrdsg,,; € correta.

O Teorema 2.2 pode ser estendido diretamente para o caseateum literal de
igualdade ou de desigualdade, mostrando entédo que a relacdo de derivabilidade também
pode ser caracterizada em termos de derivagfes de igualdades e desigualdades entre mun-
dos possiveis. No Teorema 2.3, um caso adicional precisa ser incluido parazggra
gual é analogo ao raciocinio usado no CASO 1, Bejs também seria parte da categoria
7° das regras de MLDS.

A prova do teorema da completude para MLDSs estendidos seria como segue. A
construcdo da configuracdo consistente maxima descrita ha Definicdo 2.6 pode ser ado-
tada sem qualquer modificacdo. A verificacdo de consisténcia construida dentro dessa
costrucao, junto com a propriedade da maximalidade, garantir4 que cada literal de igual-
dade, R-literal ou unidade declarativa derivavel por substituicdo de igualdade ou pela
regraZs,, € incluido na configuracdo consistente maxima. Além disso, a configuracao
consistente maxima, neste caso, satisfaria duas propriedades adicionais, correspondentes
as proposicoes 2.10 e 2.12 camsubstituido por um literal ou de igualdade, ou de de-

sigualdade, e a seguinte proposi¢do que garanté gue “fechada” com respeito a regra
Zsub-

Proposicao 2.34Seja K9-MLDS um MLDS arbitrario e sej&,,.. uma configuracéo
consistente maxima relativafdd-MLDS. Sejam\; e A, dois termos rasos deunc(Ly,
L) e sejac umawff. Sea : A € Cpee €A1 = Ay € Crnee €NAOQ : Ay € Cpppee também.
(A prova é por contradicao, usando a redgfg,,;,.)

Na construcdo de um modelo candnico (Definicdo 2.7 e Teorema 2.5), um universo
de Herbrand ainda pode ser usado, e pode ser mostrado que dentro desse modelo, arelacéo
= é uma relacdo de equivaléncia, que satisfaz todos os axiomas de igualdade padréo
incluidos na &lgebra de rotulacédo estendida. ([GAB2000] destaca que a interpretacao da
igualdade como uma relacéo de equivaléncia € uma técnica padrao neste tipo de prova de
completude).

Finalmente, € 6bvio que o resultado da correspondéncia forte do Teorema 2.8 pode
ser prontamente estendido para cobrir l6gicas de estrutura cujo esquema de axiomas
caracteristico corresponda a condi¢des de primeira ordem que usam o predicado de igual-
dade. Por exemplo, a axiomatizacao da logica médal inclui os esquemas, D, 4 e
0 axioma de McKinse{gCa — <Oa. Essa légica também pode ser formalizada dentro
da estrutura de trabalho de MLDS, usando a algebra de rotulacéo
{(T), (D)., (4),Va, y[R(succ(x), y) —= succ(x)]}.

Uma prova de correspondéncia entre o sistema axiomatiéd.dee este MLDS particu-

lar poderia ser facilmente obtida com modificagbes apropriadas no Teorema 2.6. Como
um primeiro passo, € mostrado abaixo que o axioma de McKinsey é provavel em uma
estrutura de trabalho MLDS baseada sobre a élgebra de rotulacdo acima.



74

Axioma de McKinsey. Sejal um termo raso arbitrario d&/on (L, L)) € seja
Co = Cp. A seguinte derivagdo mostra qlgr x (t),p),4),(Mc)} E<Ca — ODa 1 A

Co )
Co ([OCa: ) (suposicao)
Ci (R(\, succ(N))) (Afirmacéo do R)
Co([R(succ(N), box, (succ(N)))]) (suposicao)
C3<<>oz succ(N)) (OF)
Cila : fo(succ(N)), R(succ(N), fa(succ(N)))) (OF)
C5<fa(succ( )) = succ(N)) (Afirmacéo doR)
Ce(av : succ(N)) (Zsus)
Cr(box, (succ(N)) = succ(N)) (Afirmacéo doR)
Cs(boxya : (succ(N))) (Zsub)
Co (Oa : succ(N)) (ar)
Cio (COa: ) (O1)
C (O Ca—OO0a:\) (— 1)

2.5 Comentarios

Neste capitulo, mostramos que o sistema de deducédo natural proposto € correto. A
nocdo do tamanho de uma regra de inferéncia foi apresentada para simplificar a prova do
teorema da correcdo. As caracteristicas tipicas de fazer e de descarregar suposicées em
uma prova por deducao natural (veja [FIT83]) é realizado em um MLDS, definindo-se
as condicdes sobre regras de inferéncia (nas duas classes de regras de irfer@ncia
Z*1). Como essas condicées sao subderivacdes (que correspondem realmente a nogéo de
“caixas” definida em [PRA65]), a definicdo de uma prova, como uma sequéncia de regras,

é recursiva. Entretanto, um MLDS também inclui regras (todas membros da £fasse

gue nao se baseiam em subderivagdes e, portanto, sdo regras de “passo Unico”. Usando
a definicdo de tamanho de regras de inferéncia, o primeiro tipo de regras pode ser ex-
presso como seqiéncias de regras de passo unico. Do mesmo jeito, usando a definicao
de tamanho de uma prova, podemos considerar uma derivagcdo como uma sequéncia de
regras de passo unico. Como conseqiéncia, a caracteristica recursiva de uma derivacéo
é eliminada, e a inducao sobre o tamanho de uma prova pode ser usado para provar pro-
priedades de derivagdes, como mostramos na prova do teorema da correcdo. Neste tipo de
inducéo, freqientemente usamos a regra de reducéo de configuragdo como caso base. De
fato, como ela infere informacéao ja contida na configuracéo inicial, € considerada como
uma aplicacdo “vazia” de regras de passo unico (portanto, seu tamanho € definido como
Zero).

Outro resultado mostrado neste capitulo é que, par&arVILDS arbitrario, a re-
lacéo de derivabilidade,;; s € completa com respeito a implicagcdo semantiga ps.
Como uma observacéao técnica, a prova descrita aqui, embora baseada sobre a metodolo-
gia de Henkin, torna-se mais simples do que as provas de completude padrédo de légicas
modais. As Ultimas exigem a construcdo de conjuntos consistentes maximos@mmno
juntos subordinadasEssa construcao envolve primeiro definir o “conjunto consistente
maximo do mundo inicial”, e entdo definir seus conjuntos consistentes maximos subordi-
nados (ou dos mundos acessiveis) e repetir 0 mesmo processo para cada um deles até que
nao possam mais ser construidos conjuntos maximos subordinados. Esse processo varia



75

para cada tipo de I6gica modal, pois a definicdo de um conjunto subordinado depende das
propriedades da relag&o de acessibilidade.

No caso de uni6-MLDS, ndo h& necessidade para conjuntos consistentes maxi-
mos subordinados. A construcdo de uma configuragéo consistente maxima exige apenas a
adicéo consistente de todas as unidades declaratiWdgerais de uma MLDL para uma
configuracéo inicial. Nao imp&e qualquer distincao entre o conjunto consistente maximo
inicial e os conjuntos subordinados. Essa simplificacdo é devida ao fato de que, em uma
unidade declarativa, a associacao de férmulas modais a um mundo possivel € especificada
explicitamente. As relagdes entre mundos possiveis também séo explicitas. A construcao
de uma configuracdo consistente maxima (Definicdo 2.5) é idéntica par& 6adaDS.
Essa simplificacdo € devida a modularidade dos MLDSs. As propriedades da relacéo de
acessibilidade sdo um conjunto a parte em uma algebra de rotulagéqual define
conjuntos diferentes dB-literais em uma configura¢éo consistente maxima.
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3 Logica Modal para Representacao do Conhecimento

Embora aepistemologiao estudo do conhecimento, tenha uma tradicdo duradoura
e honravel na filosofia, iniciando com os gregos, a idéia de uma analise logica formal do
raciocinio sobre o conhecimento é algo mais recente. Logicas epistémicas, ou l6gicas do
conhecimento, foram estudadas na filosofia com o objetivo de analisar propriedades for-
mais do raciocinio sobre conhecimento e crenca desde os anos 1950, com os trabalhos de
Wright. O primeiro livro que tratou todo sobre l6gicas epistémicas foi o primeiro trabalho
de Hintikka, “Conhecimento e CrencaKijowledge and BeliefHIN62]) Os anos 1960
viram um florescer de interesses nessa area ha comunidade filoséfica. Aximoas para o
conhecimento foram sugeridos, atacados e defendidos. Modelos para as varias axiomati-
zacg0Oes foram propostos, principalmente em termos de semanticas de mundos possiveis, e
novamente atacados e defendidos (veja, por exemplo, referéncias em [HAL95]).

Mais recentemente, ao longo dos ultimos 20 anos, entretanto, a logica epistémica
encontrou aplicacbes em varias outras disciplinas, como economia, linguistica, inteligén-
cia artificial e ciéncia da computacdo. Algumas das outras disciplinas em que a logica
epistémica encontrou aplica¢gdes séo ([FAG9I5)):

e nateoria dos jogos, é usada para uma andlise epistémica dos jogos com informacao
incompleta;

e na inteligéncia artificial, a l6gica epistémica é aplicada para descobrir o que um
agente tem que saber (em particular, sobre o que ele sabe) para mostrar um com-
portamento inteligente;

e na ciéncia da computacédo, € empregada para analisar o comportamento de sistemas
multiagentes;

Esta lista ndo esta completa de maneira alguma; outras aplicagdes podem ser en-
contradas em [FAG95, HAL95, GAB2003].

3.1 Raciocinio sobre conhecimento em sistemas multiagentes

Em umsistema multiagenteagentes diferentes tém conhecimentos diferentes so-
bre o mundo. Um agente pode precisar raciocinar sobre o0 seu préprio conhecimento sobre
o0 mundo; ele também pode precisar raciocinar sobre o que 0s outros agentes sabem so-
bre o mundo. Por exemplo, em uma situagao de barganha, o vendedor de um carro deve
considerar o que um comprador sabe sobre o valor do carro. O comprador também deve
considerar o que o vendedor sabe sobre o que o comprador sabe sobre o valor do carro e
assim por diante.

O raciocinio sobre conhecimen#éalgo que se refere a idéia de que os agentes em
um grupo levam em conta ndo s6 os fatos do mundo, mas também o conhecimento dos
outros agentes do grupo. As aplicacfes dessa idéia incluem: jogos, economia, criptografia
e protocolos. Como ja mencionado, ndo € muito facil para os humanos seguir a linha de
sentencas aninhadas tais codosé ndo sabe se Luis sabe que José sabe que Luis sabe
gue Fernando assaltou o escritério de Silva em Brasiliaas agentes computacionais
sdo melhores que os humanos a esse respeito.
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3.1.1 Exemplos classicos

Apresentamos aqui alguns exemplos classicos sobre raciocinio em um ambiente de
multiagentes. Esta apresentacdo é feita com base em [HUT2000]. Na proxima secao,
construiremos uma légica modal que permite uma representacao formal destes exemplos
via seqlientes e que os resolve provando-os em um sistema de deducé&o natural.

O jogo dos homens sabios

Imagine que ha trés homens sabios e um rei que tem trés chapéus vermelhos e dois
chapéus brancos, e que todos 0os homens sabios sabem que ele tem apenas esses chapéus.
E conhecimento comum - conhecido por todos e sabido ser conhecido por todes, etc.
gue hatrés chapéus vermelhos e dois chapéus brancos. O rei coloca um chapéu na cabeca
de cada um dos trés homens sabios. Cada um deles vé a cor dos chapéus dos outros dois
homens, mas ndo pode ver o seu préprio chapéu. Agora o rei pergunta a cada um por vez
se eles sabem a cor do chapéu que esta na sua cabeca.

Suponha que o primeiro homem diga que ndo sabe; e entdo o segundo diz que nao
sabe também. Segue que o terceiro homem tem que poder dizer que sabe a cor do seu
préprio chapéu. Por que isso? De que cor é o chapéu do terceiro homem?

Para responder a essas questdes, enumeramos as sete possibilidades existentes:
\ \% \% \ B B B
\Y \% B B \% \% B
\Y B \ B \ B \%
onde, por exemplo, V B B refere-se a situacdo em que o primeiro homem tem um chapéu
vermelho, o segundo tem um chapéu branco, e o terceiro, também um chapéu branco. A
oitava possibilidade, B B B, é impossivel pelo fato que de que ha apenas dois chapéus
brancos.

Agora vamos pensar sobre isso a partir dos pontos de vista do segundo e do terceiro
homem. Quando eles ouvem o primeiro homem falar, eles podem descartar a possibili-
dade de ser verdadeira a situacdo V B B, porque, se fosse o caso dessa situacéo, entdo o
primeiro homem, vendo que os outros estavam usando chapéus brancos e sabendo que ha
apenas dois chapéus brancos, teria concluido que o seu préprio chapéu teria que ser ver-
melho. Como ele disse que ndo sabia, a situacao verdadeira ndo pode ser V B B. Note que
0 segundo e o terceiro homem deveriam ser inteligentes para fazer esse raciocinio; e eles
devem saber que o primeiro homem ¢€ inteligente e sincero também. No jogo, assumimos
a honestidade, a inteligéncia e a percepcdo dos homens como conhecimento-eomum
conhecido por todos e sabido ser conhecido por todos, etc.

Quando o terceiro homem ouve o segundo homem falar, ele pode descartar a pos-
sibilidade da situacéo verdadeira ser BVB, por razdes parecidas: se esse fosse o0 caso, 0o
segundo homem teria dito que ele sabia que a cor do seu chapéu é vermelha, mas ele ndo
disse isso. Além disso, o terceiro homem também pode descartar a situacao V V B quando
ele ouve a segunda resposta,pela seguinte razdo: se o segundo homem tivesse visto que
0 primeiro estava usando um chapéu vermelho, e o terceiro um chapéu branco, ele teria
sabido que a situacao deveria ser V B B ou V V B; mas ele teria sabido, pela resposta do
primeiro homem, que a situacdo ndo poderia ser V B B, entéo ele teria concluido que era
V V B e que ele proprio estava usando um chapéu vermelho; mas ele ndo chegou a essa
concluséo, entéo, pensa o terceiro homem, a situagédo nao pode ser V V B.

Tendo ouvido os dois primeiros homens falar, o terceiro homem tinha eliminado as
situacbes VB B,BV B eV V B, deixando apenasVVV,VBV,BVVeBBYV.Em
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todos esses casos, ele proprio esta usando um chapeu vermelho, entéo ele conclui que ele
deve estar usando um chapéu vermelho.

Note que o homem aprendeu muito ao ouvidr os outros homens falarem. Enfati-
zamos novamente a importancia da suposicédo de que eles dizem a verdade sobre o seu
conhecimento e sdo perspicazes e inteligentes o suficiente para chegar a conclusdes cor-
retas. Por isso, ndo é suficiente que os trés homens sejam honestos, perspicazes e in-
teligentes; eles devem saber que os outros 0 séo e, (nos exemplos posteriores) esse fato
também deve ser conhecido, etc. Portanto, assumimos que tudo isso é conhecimento
comum.

O jogo das criancas sujas de lama

Esta é uma das muitas variagdes do jogo dos homens sabios; uma diferenca é que
as perguntas sdo respondidas em paralelo, ndo em sequéncia. H4 um grupo grande de cri-
ancas brincando no jardim (sua percepcéo, honestidade e inteligéncia sédo conhecimento
comum, ou seja, isso € verdadeiro, sem que se precise dizé-lo). Um certo numero de
criancas (digamos) ficou suja de lama na testa. Cada crianca consegue ver a lama nas
outras, mas ndo na sua propria testa.kSe 1, entdo cada crianga pode ver uma outra
com lama na testa, entdo cada uma sabe que pelo menos uma no grupo esta suja de lama.
Considere estes dois cenarios:

Cenario 1. O pai pergunta repetidamente “Alguém de vocés sabe se esta com lama
na testa?”. A primeira vez, todas elas vao dizég mas, diferente do exemplo dos
homens sabios, elas ndo aprendem por ouvir as outras din@eentdo elas prosseguem
respondendadoas perguntas repetidas do pai.

Cenario 2. O pai anuncia primeiro que pelo menos uma delas esta suja de lama (o
gue é algo que eles ja sabem); e entdo, como antes, ele pergunta repetidamente “Alguém
de vocés sabe se esta com lama na testa?”. Na primeira vez, todos respéod&ar
isso, eles prosseguem respondendoas primeirag: — 1 repeticdes da mesma questao;
mas nak-ésima vez, a crianca gue esta com lama na testa pode resgonder

A primeira vista, parece mais intrigante que os dois cenarios sejam diferentes, dado
gue a unica diferenca nos eventos conduzidos entre eles esta em que, no segundo cenario,
0 pai anuncia algo que eles ja sabem. Seria errado, entretanto, concluir que as criancas
ndo aprenderam a partir desse anuncio. Embora todas soubessem o contetdo do anuncio,
o fato de o pai dizer isso torna isso conhecimento comum entre todos, entdo agora todos
sabem que todos sabem disso, etc. Essa é a diferenca crucial entre os dois cenarios.

Para entender o cenario 2, considere alguns poucos casos de

k = 1, isto é, apenas uma crianca tem lama na testa. Essa crianca esta imediata-
mente apta a respond&m, pois ela ouviu o pai falar e ndo vé nenhuma outra crianga suja
de lama.

k = 2, digamos que apenas as criangasb tém lama na testa. Todos respondem
ndona primeira vez. Agora; pensa: comeé respondeundona primeira vez, ela deve ter
visto alguém com lama. Bem, a Unica pessoa que eu consigo ver com laera&o sé
vé mais alguém com lama, esse alguém devo ser eu. Enédpondeimna segunda vez.
A criancab raciocina de maneira simetrica sobre@ também respondgm na segunda
rodada.

k = 3, digamos apenas as criangas e c tém lama. Todos responder@onas duas
primeiras vezes. Mas agotigpensa: se sb e c estdo com lama, eles teriam respondido
sim na segunda vez, conforme o argumento gara 2 acima. Entdo deve haver uma
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terceira pessoa com lama; como eu sé poss® eer com lama, a terceira pessoa devo
ser eu. Entda respondesimna terceira vez. Por razdes simétridas fazem o mesmo.

E assim também ocorre para outros casok.de

Para ver que isso ndo era conhecimento comum antes do anuncio do pai de que
uma das criancas estava suja de lama, considere novament& com criancas: e b.
Evidentementeg e b conhecem alguém que esta sujo de lama (elas véem uma a outra);
mas, por exemplog ndo sabe qué sabe que alguém esta sujo. Conforme tudo que
sabe) deve ser a Unica crianc¢a suja e, portahtogo pode estar vendo uma crianca suja.

3.2 0O modelo classico

Em todos esses casos, 0 uso da linguagem multimbd4l, para capturar pro-
priedades de conhecimento e crenca parece um muito natural. Comecgamos, entéo, re-
visando o modelo “classico” para conhecimento e crenca, 0 modelondndos pos-
siveis A idéia intuitiva aqui € que, além do estado verdade dos casos, existe um namero
de outros estados possiveis dos casos, ou mundos possiveis. Alguns desses mundos pos-
siveis podem ser indistinguiveis do mundo verdadeiro para um agente. Diz-se entdo que
um agentesabeum fatop se um fatop € verdade em todos os mundos que ele pensa
serem possiveis. Por exemplo, um agente pode pensar que dois estados do mundo séo
possiveis: em um, esta fazendo sol em Londres, enquanto no outro, estd chovendo em
Londres. Entretanto, em ambos os estados, esta fazendo sol em S&o Francisco. Portanto,
esse agente sabe que esta fazendo sol em Sao Francisco, mas ndo sabe se esta fazendo sol
em Londres.

Suponha, por exemplo, que tenhamos um grupe dgentes chamadds. . ., n.

Para cada um deles, introduzimos um operador magajue é lido como “o agente
sabe” ou “o0 agentéacredita que”. Os axiomas
Oi(po — p1) — (Qipo — Gip1),
Uipo — po,
Uipo — U;U;po,
—Lipo — 0;—~0;po
significam entdo que
0 agenté sabe todas as consequéncias ldgicas do seu conhecimento (esse fenbmeno
€ conhecido na literatura conomisciéncia logic,

2. tudo o que sabe é verdadednsisténcia do que é sabido

3. 0 agente sabe 0 que ele sabmtfospeccao positivae

4. o0 agenteé sabe o que ele ndo sabet{ospeccéo negatiya

Lembre agora que (1) é um axioma de qualquer légica modal normal, (2) é um

axioma deT, (3) é um axioma d&4, e (2)-(4) sdo axiomas d&5 (veja nosso trabalho
anterior, [MAL2002] para uma revisao sobre logicas modais). Todas as logicas epistémi-
cas a ser consideradas contém o axioma (1) para qualquer agente e sao fechadas sob a
regra de necessitacap/J;y, 0 que significa, em particular, que os agentes sabem todas
as tautologias da logica classica. Evidentemente, essa suposi¢ao da modelos de conheci-
mento um pouco idealizados para agentes humanos (e talvez para rob6s também), mas,
para muitos propositos de modelagem do comportamento dos sistemas multiagentes em
inteligéncia artificial, essa simplificacéo parece ser justificada ou pelo menos a melhor
aproximacao possivel.

As l6gicas epistémicaasicas da linguager £,, sdo as seguintes variantes mul-
timodais dos sistemds, T, S4, KD45 e S5, definidas em [GAB2003]:

honpE

=
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K,: apenas a propriedade da onisciéncia légica de todos os agentes é assumida;
T,.: além da onisciéncia logica, € assumido que o0 que € sabido é verdade;

S4,,: além das propriedades dg,, temos a introspecc¢éo positiva;

KD45,,: além da onisciéncia logica e da introspecc¢éo positiva, a introspeccéo ne-
gativa e a consisténcia do que € conhecido é assumida;

S5,,: além das propriedades 84,,, temos a introspecc¢ao negativa.

Foi mostrado em [HAL95] que todas essas légicas sao decidiveis e que seus pro-
blemas de decisédo sdo PSPACE-completos (veja [GAB2003]).

Tendo postulado (1) e as regras de necessitacdo para as logicas epistémicas, en-
tramos novamente na classe das l6égicas multimodais normais que podem ser interpre-
tadas em modelos de Kripke. A questdo é como esses modelos encaixam-se no contexto
epistémico. De acordo com a semantica dos mundos possiveis, o significado da formula
O, é analisado como segus;y € verdade em um mundose e somente seé verdade
em todos os mundos (ou situa¢des) que o agesunsidera como possiveis. E um mundo
v € considerado possivel poemw sewv € acessivel a partir devia a relacao que inter-
pretad;. Segue que ndo saber se e somente se existe um mundo, que € considerado
possivel poti, ondey é falso. O exemplo do jogo dos homens sabios, dado na préxima
secao, ilustra como essa andlise é elegante.

A literatura filoséfica tende a se concentrar sobre 0 caso de um agente, para enfatizar
as propriedades do conhecimento. Entretanto, muitas aplicacdes de interesse envolvem
multiplos agentes. Entdo, torna-se importante considerar ndo somente 0 que um agente
sabe sobre a “natureza”, mas também o que ele sabe sobre 0 que 0s outros agentes sabem
ou ndo sabem. Deveria estar claro que esse tipo de raciocinio é crucial nos negoécios
e na tomada de decisbes econdmicas. Como veremos, também é relevante na analise
de protocolos em sistemas de computacédo distribuida (nesse contexto, os “agentes” sao
0s processos do sistema). Tal raciocinio pode ficar muito complicado. A maioria das
pessoas perde rapidamente o fio da meada em sentencgas aninhadas como “José nao sabe
se Luis sabe que José sabe que Luis sabe que Fernando assaltou o escritorio de Silva em
Brasilia”. Mas este é precisamente o tipo de raciocinio que ocorre em diversas aplicacdes
gque envolvem muitos agentes.

3.2.1 Interpretacdes dos operadores modais epistémicos

A estrutura basica para l6gica modal permite as seguintes leituras de uma formula
comoUy:

E necessariamente verdade gue

Sempre sera verdade que

Deveria ser o0 caso que

O agente Q acredita que

O agente Q sabe que

Ap6s alguma execucédo do programa I valida.

ouhkwnNE

FIGURA 3.1 — Leituras interessantesde

Como a logica modal da automaticamente o conetiyque é equivalente-ad—,
podemos descobrir quais serdo as leituras correspondente®lenosso sistema. Por
exemplo, “ndo é necessariamente verdadenguey” significa que é possivelmente ver-
dade quep. Poderiamos trabalhar isso em passos:

e Naoé necessariamente verdade gue
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Dy G

E necessariamente verdade que E possivelmente verdade que
Sempre serd verdade que Em algum momento futura, valera
Deveria ser 0 caso que E permitido quep

O agente Q acredita que © € consistente com as crengas de Q
O agente Q sabe que Para tudo o que Q sabeg,

Ap6s qualquer execucao do progranpRale Apds alguma execucédo defvale

TABELA 3.1 — Leituras de® correspondentes a cada leituralde

= é possivel quedo .

Portanto,

N&oé necessariamente verdadeiro gée o
= é possivel quedo naoy

= é possivel que.

Trabalharemos com a leitura “o agente Q sabparaOy. Entdoy € lida como
“0 agente Qhaosabenaoy”
= até onde vai o conhecimento de Q, poderia ser o cas@ que
=y é consistente com o que o agente Q sabe
= para tudo o que o agente Q sabe, vale
As leituras de® para os outros modos sao dadas na Tabela 3.1.

Vimos algumas férmulas validas da l6gica modal basica, tais como instancias do
esquema de axiom&: O(p — ¢) — (Op — Ov) e 0s esquemas
g «— O
D(p AY) — Bp A DY
o(p V) « Cp VO,

Exemplo 3.1 Um Modelo de Kripke:

M = <W = {W17W27w37w4aw57w6}7
R = {(Wla W2)7 (wlu (.d3), (w% w2)7 (w27 W3), (w3>w2>7 (w4’ w5)’ (w5’ CU4), (CU5, wG)}7

vV = {(wl, (]), (WQ,p)7 (W2a Q)> (w?np)v (w4> q)v (w67p)}>

Muitas férmulas, tais com@p — p, Op — OOp, -Op — O-0p, T, ndosdo
validas. Por exemplo, para cada uma dessas, existe um mundo no modelo de Kripke do
Exemplo 3.1 que néo satisfaz a formula. O mundsatisfaz_p, mas néo satisfgz, en-
tdo ndo satisfazlp — p. Se adicionarmo&(z,, x1) a0 nosso modelo, entaq também
ndo satisfazlOp, também falha em satisfazep — OOp. Se ajustamos(x,) = {p, ¢},
entdox, ndo satisfaz-Op — O-0Op, porque satisfazOp mas ndo satisfazi-Op (o
caminhox,Rxs Rx, serve como um contra-exemplo). Finalmentgnéo satisfaz> T,
pois essa formula declara que existe um mundo relacionado que satistaatretanto,
nao ha qualquer mundo relacionadesa

Se estamos construindo uma légica que captura o conceito de necessidade, entre-
tanto, devemos garantidamente ter que — p € valida: pois qualquer coisa que seja
necessariamente verdadeigaambém simplesmente verdadeira. Analogamente, espera-
mos quedp — p seja valida no caso em qui significa “o agente Q sabe p”, pois o que
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O¢p 1 2 3 4 5 6
Op — v X X x v X
O — OO v Vv o x v v X
O — OO v x x Vv v X
ST v x v v Vv X
Op — Op v x v v Vv X
e V O=p X X X X X X
Op—=Y)ANOp—-0¢Y v v v Vv v V
CpANOY = O(pAY) X X X X X X

TABELA 3.2 — Esquemas de formulas validos para as diversas leiturasideFigura
3.1

guer que seja conhecido deve também ser verdade. N&o podaeb®ralgo que é falso.
Podemos, entretantacreditarem coisas falsas; entdo, no caso de uma légica de crenca,
naoesperamos quep — p seja valida.

A Tabela 3.2 mostra as seis leituras interessantespapesentadas na Figura 3.1
e oito esquemas de férmulas. Para cada leitura e cada esquema de férmulas, decidimos se
deveriamos esperar que o esquema seja valido. Colocamosg’use ‘a formula deveria
ser valida para todos os casosde. Se poderia ser valida para alguns casos e néo para
outros, colocamos umx"”.

Existem muitos pontos importantes a observar sobre a Tabela 3.2. Primeiro, observe
gue é discutivel colocar um ou um x em alguns espacos. Necessitamos ser precisos
sobre o conceito de verdade que estamos tentando formalizar para resolver toda e qualquer
ambiguidade.

Necessidade Quando nos perguntamosSe — OOp e O — OO deveriam
ser validos, isso parece depender de a qual nocdo de necessidade estamos nos referindo.
Essas férmulas sdo vélidas se aquilo que é necessagoaessariamenteecessario. Se
estamos lidando comecessidade fisic&ntéo isso considera o seguinte: as leis do uni-
verso séo elas préprias fisicamente necessarias, isto €, elas implicam que elas deveriam ser
leis do universo? A resposta parecer ser “ndo”. Entretanto, se temos a intencao de tratar
com necessidade ldgi¢cgarece que deveriamos responder “sim”, pois as leis da légica
significam essas afirmacdes cuja verdade n&do pode ser negada. A linha é preenchida con-
forme a compreensédo que queremos dizer com a necessidade logica.

Sempre no futuro. Devemos ser precisos sobre se o futuro inclui ou ndo inclui
0 presente; isso € precisamente o que a formyla— o declara. E uma questdo de
convencao se o futuro inclui o presente ou ndo. A légica CTL de [HUT2000] adota a
convencgao de que sim. Para variar, portanto, vamos assumir que o riétunaclui o
presente nesta linha da tabela. 1sso significague— ¢ ndo vale. ECT? Esta formula
diz que hd um mundo futuro no qualé verdade. Em particular, entdo, existe um mundo
futuro, isto é, o tempo ndo tem fim. Se consideramos isso como verdade ou n&o, iSso
depende exatamente de qual nocao de “futuro” estamos tentando modelar.

Dever. Neste caso, as féormulasy — OOy e O — OO declaram que os
cbdigos morais que adotamos séo eles proprios forcados a serem assim pela moralidade.
Isso ndo parecer ser verdadeiro; por exemplo, podemos acredifaegemos usar cintos
de segurangamas isso ndo nos compele a acreditar Qegemos dever usar cintos de
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segurancga Entretanto, qualquer coisa que deva ocorrer deve ser permitida; portanto,
Oy — .

Crenca. Para decidir s& T, vemos expressa-la com@l L, pois isso é seman-
ticamente equivalente. Isso diz que o agente Q ndo acredita em quaisquer contradicdes.
Aqui devemos ser precisos sobre se estamos modelando seres humanos, com todas as
suas crencas frequentemente completamente contraditorias, ou se estamos modelando
agentes idealizados que sao oniscientes logicamente (isto €, capazes de trabalhar sobre
as conseqliéncias légicas de suas crencas). Optamos por modelar o ultimo conceito. A
mesma questao surge quando consideramos, por exeploe,» O<Cp, que (quando
reescrevemos comey — O-0) diz que, se 0 agente Q ndo acredita em algo, entéo
ele acredita que ele ndo acredita naquilo. A validade da formylas O—¢ signifi-
caria que Q tem uma opinido sobre toda e qualquer questdo; supomos que isso € im-
provavel. Cp A O — O(¢ A 1) é reescrita comed(p A ¥) — (G A O1), isto
é,0(-p V) — (O-¢ VvV O-), ou, se considerarmos as negacoes dentrp ee),

O(p V) — (OpVOy). Isso parece ndo ser valido, pois o agente Q poderia encontrar-se
em uma situacdo em que acredita que existe uma chave na caixa vermelha, ou na caixa
verde, sem acreditar que ela esta na caia vermelha e também sem acreditar que esteja na
caixa verde.

Conhecimenta Este caso parece diferir da crenca apenas no aspecto da primeira
formula da Tabela 3.2; enquanto o agente Q pode ter crencgas falsas, ele salpere
gue é verdade. No caso do conhecimento, relembramos que as formulas OOy e
-0y — O-01 sdo chamadas detrospeccao positiva introspeccao negativaespec-
tivamente, pois declaram que o agente pode fazer introspecdes sobre seu proprio conhe-
cimento; se Q sabe algo, Q sabe que sabe aquilo; e se Q nao sabe algo, Q sabe que néo
sabe aquilo. Claramente, isso representaanhecimento idealizadpois a maioria dos
humanos (com todas as suas infelicidades) néo satisfaz essas propriedades. O esquema de
formulask é referido algumas vezes commnisciéncia légicana I6gica do conhecimento,
pois diz que o conhecimento do agente é fechado sob a consequéncia logica, como ja foi
mencionado. Isso significa que o agente sabe todas as consequéncias de tudo o que ele
sabe, 0 que, infelizmente (ou felizmente?) é verdadeiro s6 para agentes idealizados, nédo
para humanos.

Execucédo de programas Poucas formulas parecem ser validas neste caso. O
esquemaly — OOy diz que rodar o programa duas vezes € o mesmo que roda-lo uma
vez, 0 que esta completamente errado no caso de um programa que debita dinheiro da sua
conta bancéaria® T diz que existe uma execucdo do programa que trmina; isso é falso
para alguns programas.

As formulasCT e Op — O sao vistas como equivalentes (veja [GAB2003]), por
isso tém o mesmo padréo dee x. Também podemos mostrar que — ¢ implica$T
(isto é,(0¢p — ) — <T é vélida), entao sempre que a primeira tiver wha segunda
terd umav .

3.2.2 Propriedades importantes da relacdo de acessibilidade

Para cada uma das seis leiturasgexiste uma leitura correspondente da relacéo
de acessibilidadé?. Além disso, para algumas leituras faz sentido estipular e
reflexiva ou transitiva ou tem algumas outras propriedades.No caso do conhecimento,
pensamos enk(x,y) como dizendo:y poderia ser o mundo possivel de acordo com o
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E necessariamente verdade quey é possivel de acordo com a informacaoem
Sempre sera verdade que y esté no futuro de
Deveria ser o caso que y € aceitavel de acordo com a informacgéoem
O agente Q acredita que y poderia ser o mundo atual

de acordo com as crencgas de Q.em
O agente Q sabe que y poderia ser o mundo atual de

acordo com o conhecimento de Q em
Apos qualquer execucado de P, y € um estado resultante possivel
v é valida depois da execucéo de P.em

TABELA 3.3 — Significado d€k para cada leitura de

conhecimento do agente Q emEm outras palavras, se o mundo atua) éntédo o agente

Q (que néo é onisciente) ndo pode descartar a possibilidade de egtaBemssociarmos

essa definicdo na clausula acima pata Oy, descobrimos que o agente Q sabse e
somente se é verdade em todos os mundos que, para tudo o que ele sabe, poderiam ser
0 mundo atual. A Tabela 3.3 resume o significaddideara cada uma das leiturasde

Lembre que uma dada relacdo bin&kipode ser:
reflexiva : se, para cada € W, temos queR(z, x).
simétrica : se, para cada,y € W, temos quei(z, y) implica R(y, ).
serial : se, para cada, existe uny tal queR(z,y).
transitiva : se, para cada, y, z € W, temos queR(z, y) e R(y, z) implicam R(z, z).
euclideana: se, paratoda,y,z € W, comR(z,y) e R(x, z), temos queR(y, z).
funcional : se, para cada, existe um Unicg tal queR(z, y).
linear : se, para cada,y,z € W, temos qug R(z,y) e R(z, z)) juntos implicam que
(R(y, z), ouy igual az ou R(z, y)).
total : se, para cada, y € W, temos queR(z, y) ou R(y, ).
(umarelacéo de equivaléncia: se ela for reflexiva, simétrica e transitiva.
Agora, consideremos a seguinte questdo: de acordo com as diversas leitdras de

esperamos qui tenha quais dessas propriedades?

Exemplo 3.2 SeOy significa “o agente Q sabe”, entdo R(x, y) significa quey poderia
ser o mundo atual de acordo com o conhecimento de @.em
e R deveria sereflexivad? Isso significa:xx poderia ser o mundo atual de acordo com

0 conhecimento de Q em Em outras palavras, Q ndo pode saber que as coisas
séo diferentes de como elas realmente séasto €,Q ndo pode ter conhecimentos
falsos Essa é uma propriedade desejavel parder. Além disso, parece ficar na
mesma intuicdo (isto €, a impossibilidade de conhecimento falso) que a validade
da férmulaty — . Por isso, a validade dessa formula e a propriedade da

reflexividade estdo estreitamente relacionadas, como veremos na proxima segao.
e R deveria sertransitivé&? Isso significa: se € possivel de acordo com o conheci-

mento de Q em, e z é possivel de acordo com o conhecimento de @ eemtdo

z € possivel de acordo com o conhecimento de Q:emsso parece ser verdade.
Supondo que nao seja verdade, isto €,2er® soube algo que impedede ser o
mundo real. Enta®) saberia que sabe isemx; portanto, saberia algo em que
impedez de ser o mundo real; o que contradiz nossa premissa. Neste argumento,
baseamo-nos sobre a introspecc¢ao positiva, isto &, a formula- OOp. Veremos
brevemente que existe uma correspondéncia muito proxima/esee transitiva e

a validade dessa formula.
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3.3 Sintaxe

Para formalizar todos esses tipos de raciocinio apresentados, primeiro precisamos
de uma linguagem. A linguagem considerada aqui, com base em [HAL95], é uma lin-
guagem modal proposicional paragentes; € uma sutil generalizacéo da l6gica descrita
por Fitting [FIT83]. Comecando com um conjurtode proposi¢cdes primitivas (usual-
mente denotadas pelas letyag e r), sdo formadas formulas complicadas fechadas sob
negacao, conjuncao e os operadores madajs. . , K,,. Portanto, se e sédo formulas,
entdo-p, o N e Kyp,i = 1,...,ntambém séo formulas. Como usual, tomamasy
como uma abreviacdo pard—¢ A —)), e — 1) cComo uma abreviagao para V 1.

Como j& foi mencionado, a férmulf;p € lida como “o agenté sabe quey”.
Os K;s sdo chamados de operadores modais; portanto o nome légica modal. Também
podemos considerar uma légica de primeira ordem que permite quantificagcdo nos moldes
discutidos por Fitting, mas o caso proposicional é algo mais simples e tem todos os ingre-
dientes de que precisamos para esta discussao.

3.3.1 Albgica modalKT45™

Podemos expressar enunciados um pouco mais complicados de uma maneira direta
usando essa linguagem, conforme [HAL95]. Por exemplo, a formula

K Kop N Ky K Kap

diz que o agente 1 sabe que 0 agente 2 sab®as que 0 agente 2 ndo sabe que 0
agente 1 sabe que o agente 2 sabémos a possibilidade como o dual do conhecimento.
Portanto, o agente 1 considesgossivel exatamente se ele ndo sabeeA situacao
pode ser descrita pela formuta;—». Um enunciado como “José nao sabeSaliz
gue José considera tantocomo —¢ possiveis. Com essas observacdes, podemos lidar
com a sentenca anteriormente citada, “José ndo sabe se Luis sabe que José sabe que Luis
sabe que Fernando assaltou o escritério de Silva em Brasilia”. Se tomamos José como
agente 1, Luis como agente 2&omo o enunciado “Fernando assaltou o escritorio de
Silva em Brasilia”, entdo essa sentenca pode ser expressa nessa légica como

_\Kl_\(KQKlK2p> N _\Kl_\(_\KQKlep).

(K= A Ki=(2p))

Agora generalizamos a logica modal KT45 (apresentada em nosso trabalho anterior,
[MAL2002]), conforme [HUT2000]. Em vez de termos apenas upteremos muitos,
um para cada ageniede um conjunto fixaA = {1,2,...,n} de agentes. Escrevemos
esses conectivos modais cofip (para cada agentec A); o K serve para enfatizar a
aplicacao a@onhecimentgknowledge Assumimos uma cole¢ang,r, ... de formulas
atbmicas. A férmulak;p significa que o agenté sabe quep; entdo, por exemplo, a
formula K1p A K- K5 K, p significa que o agente 1 sabe gyenas sabe que o agente 2
nao sabe que ele sabe isso.

Segundo [HAL95], quando raciocinamos sobre o conhecimento de um grupo, torna-
se (til raciocinar ndo somente sobre o estado de conhecimento de um agente individu-
al, mas também sobre o conhecimento do grupo. Por exemplo, podemos querer fazer
declaracbes como “todos no grupbsabemy”. Entdo, torna-se util a capacidade de
fazer declaragbes até mais complicadas tais como “todo§ sabem que todos et
sabem que"", e “ p € conhecimento comum entre 0s agente§§@ndeconhecimen-
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to comumeé, informalmente, a conjuncéo infinita dos enunciados “todos sabem, e todos
sabem que todos sabem, e todos sabem que todos sabem que todos sabem,...".

Os primeiros estudos sobre o conhecimento comum foram feitos no contexto das
convencgdes. Descobriu-se que, para algo ser uma convencgao, deveria ser conhecimento
comum entre os membros do grupo. O conhecimento comum também surge na com-
preensao de fala. Se a Ana pergunta ao Bob “vocé ja viu o filme que esta passando no
Roxy esta noite?”, entdo, para essa pergunta ser interpretada de maneira apropriada, ndo
s6 Ana e Bob devem saber qual filme esta passando esta noite, mas Ana deve saber que
Bob sabe, Bob deve saber que Ana sabe que Bob sabe, etc.

Para expressar essas no¢des, aumentamos a linguagem com os operadores modais
Eq Cq (“é conhecimento comum entre os agentes do giipo onde G é qualquer
subconjunto ndo-vazio deé = {1,...,n}. Aformula E.p significa que todos os agentes
no grupoG sabemp, e a formulaCqp significa quep € conhecimento comum entre os
agentes do grup@’. Portanto, podemos produzir declaragées cdtap A —Cqp: todos
emG sabenp, masp ndo é conhecimento comum. Além disso(se- {1,2,3,...,n},
entdoFqp é equivalente & 1p A Kop A ... A Kp.

Convencéo 3.1(Prioridades de ligacdo d&7'45™) As prioridades das ligacao da l6gica
K'T45" séo aquelas mesmas da logica modal basica, se pensarmos em cada modalidade
K;, Eq

e Cg como “sendod”. (Assumimos, portanto, prioridades de ligacdo semelhantes as
declaradas na convencéao de prioridade de conetivos da l6gica modal basica.)

Alguém pode pensar quendo pode ser mais amplamente conhecido do que todos
0 conhecendo, mas esse ndo é o caso. Poderia ser, por exemplo, que todos conhecessem
v, mas eles podem nao saber que todos sabem disso. Se se sup@sgaeeto, pode ser
gue vocé e seu amigo saibam disso, mas seu amigo nao saiba que vocé sabe, e vocé nao
saiba que seu amigo sabe. Ent&oF ;¢ é um estado de conhecimento até maior do que
Eqp, e EqgEqgEqe € maior ainda. NOs dizemos qyeé conhecimento comum entre G
e escrevemos isso coni®;, se todos sabeip e todos sabem que todos sabem; e todos
sabem disso; e sabetiissq etc., isto €, podemos pensar €y como uma conjuncao
infinita: Eg(p VAN EgEGgD AN EgEgEg(p VAN

Entretanto, como nossa logica s6 tem conjuncdes finitas, ndo podemos €ggdazir
algo que ja esta na légica. Temos que expressar o aspecto infiditpwa sua seméantica
e manté-lo como um conetivo modal adicional. Finalmebtgp significa que o conheci-
mento dep esté distribuido entre o gruge;, embora ninguém no grupg@ possa sabé-lo,
eles poderiam trabalhar com isso se juntassem suas cabecas e combinassem a informacéo
distribuida entre eles.

Definicdo 3.1 (Formula de légica multimodal) Uma férmula na légica multimodal
KT45™ é definida pela seguinte gramética:
Tlpl=el(e A e)l(e V@)l = )l(¢ < )| Kip|EcplCap| Day

ondep é qualquer formula atdmica, € A e G C A. Escrevemos simplesmente
E,C e D sem subscritos se nos referimog&’g, C'a € Da.

pu=_1

Comparando essa definicdo com a da prioridade de conetivos da légica modal
basica, temos, em vez d& varias modalidade&’; e tambémFE, Cq e Dg para cada
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G C A. Narealidade, todos esses conetivos seréo vistos brevemente como mais do “tipo
boxX’ do que do “tipodiamond, no sentido de que eles se distribuem sobenao sobre

V. Os correspondentes do “tighamond desses conetivos ndo estao explicitos na lin-
guagem, mas evidentemente, podem ser obtidos usando negac¢des{isteé;:Co—,

etc.).

3.4 Semantica

Podemos dar semantica a essa l6gica usando a idéiaLtmos possivegsasestru-
turas de Kripke Formalmente, uma estrutura de Krigk&é uma tuplgW, (R;)ica), V),
ondelV é um conjunto destadoou mundos possiveis € umainterpretacdoque as-
socia com cada estado dii uma atribuicdo verdade as proposi¢cdes primitivas (isto €,
v(w)(p) € {true, false} para cada estado € W e cada proposi¢éo primitiva), e R;
€ umarelacéo de equivalénciaobrell (lembre que uma relagéo de equivaléncia € uma
relacdo binaria que é reflexiva, simétrica e transitivg)é arelacao de possibilidaddo
agentei. Intuitivamente(wy,w;) € R; Se 0 agente ndo pode distinguir o estadg do
estadav; (assim, sev, € o estado atual do mundo, o ageht®nsiderarias; como um
estado possivel do mundo). Tomanmgscomo sendo uma relacdo de equivaléncia, pois
isso corresponde a situacdo em que, em um estgdpnagente considerav, possivel se
ele tem a mesma informacé&o tanto egncomo emw;. Esse tipo de situacdo surge fre-
guentemente em sistemas distribuidos e em aplicacdes de economia. Entretanto, também
€ possivel considerar rela¢des de possibilidade com outras propriedades (por exemplo, re-
flexiva e transitiva, mas nao simetrica); a maioria das discussfes envolve muitas pequenas
alteracdes se mudamos a natureza da relacéao de possibilidade.

Defini¢&o 3.2 (Modelo)M = (W, (R;)ica, v) da légica multimodalk' 745" com o con-
junto A den agentes é especificado por trés elementos:

1. um conjuntd¥ demundos
2. para cada: € A, umarelacdo de equivalénci®; sobreWW(R; C W x W),

chamadaselactes de acessibilidgde
3. uma fungéo de rotulacdo : W — P(Atomos.

A diferenca entre essa definicdo de modelo e aquela da I6gica modal bésica é que,
em vez de apenas uma relacdo de acessibilidade, agora temos uma familia, uma para cada
agente de\; e assumimos que as relacdes de acessibilidade sdo relacbes de equivaléncia.

Exploramos essas propriedadedtimas ilustracdes graficas de modelos de Kripke
paraKT45". Por exemplo, um modelo com mundfas;, wo, ws, ws, ws, we} € Mmostrado
na Figura 3.2.

As ligacdes entre os mundos tém que ser rotuladas com o nome da relagéo, pois
temos varias relacdes. Por exemplg,e w, estdoR;-relacionados, enquanto; e ws
estdo relacionados tanto p@r como porR,. Simplificamos, n&o exigindo mais setas nas
ligacdes. Isso porque sabemos que as relacdes sao simétricas, e portanto sao bidirecionais.
Além disso, as relagfes também sédo reflexivas, entdo deveria haver lagos em todos os
mundos e para todas as relagcdes. Podemos omiti-los simplesmente desse diagrama, pois
nao queremos distinguir entre mundos que séo auto-relacionados e aqueles que n&o o sao.

Agora definimos uma relacde, onde(M,w) = ¢ € lida como % é verdadeira,
ou satisfeita no estadov da estruturavi”.
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FIGURA 3.2 — Modelo para KT45

Defini¢do 3.3 (Relacéo de satisfagdo de modelo) Tome um maukle (W, (R;)ica, V)
de KT45. Definimos quandp € verdadeira em um mundode um modeldM via uma
relagéo de satisfagédo = ¢ por indugéo sobrep.

(M, wp) = p para uma proposicao primitiyasev(wg)(p) = true
(M, wo) =~ se(M,wp) ¥ ¢

(M, wo) = ¢ Ay se(M,wo) = ¢ e(M,wy) = ¢

(M, wy) E K;p se(M,w,) | ¢ para todav; tal que(wp,w;) € K;
(M, wo) E Egp se(M,wy) E K; paratoda € G

( )

M, wy) = Cap se(M,wy) = EXp parak = 1,2, .. .,
“ ondeELy =i Egp e BEtlp =i BBk,

A primeira clausula mostra como usamogara definir a semantica das proposicdes
primitivas. As duas outras clausulas, que definem a semanticadio/, sdo as clausu-
las padréo da logica proposicional. A quarta clausula é destinada a capturar a intuicdo de
gue o0 agentésabe que exatamente sg € verdade em todos os mundos gpensa que
séo possiveis. A quinta clausula define a semantida,geda maneira mais obvidigy
é valida se cada agente €fsabe que, isto é, seés;p vale paratodo € G. Finalmente,
a Ultima clausula captura a definicdo intuitiva de conhecimento comum discutida acima.

Definicao 3.4 (Relagao de satisfacdo) Tome um modelo= (W, (R;);c4,Vv) de KT45.
Definimos quandg é verdadeira em via uma relacdo de satisfacaol- ¢ por inducéo
sobreyp. (Novamente, escrevembs, x |- ¢ se queremos enfatizar o modélb, o que
nos da, entdo, a Defini¢cdo 3.3.)

wo lFp ssep € C(wy)
wo lF = ssewy ¥ ¢
wo lF e A ssewy IFpewy -y
wo lFp VY ssewylk pouwy kv
wo IFp — 1  ssewy IF 1 sempre que temos, I ¢
wo Ik Ky sse, para cada; € W, R;(wo, w;) implicaw; I+ 1
wo IF Egy  sse, paracada e G,w, IF K
wo IF Ceyp  sse, paracada = 1,2, ..., temosu - EX,
ondeFE% significaEqFg . . . Eg (k vezes)
wo IF Dgy  sse, para cada;, € W, temosu; - v,
sempre quek;(wo, w;) para todo: € G.
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Comparando essa definicdo com aquela da l6gica modal basica, vemos que os casos
para conetivos boleanos sdo os mesmos. Gaadamporta-se como unia, mas refere-
se a sua propria relacédo de acessibilid&leN&o ha equivalentes de, mas, como ja
enunciado, podemos recupera-los conio;—. O conetivoFE € definido em termos de
K;, e Cq é definido em termos di.

Muitos dos resultados que temos para l6gica modal basica (com uma Unica relacao
de acessibilidade) também sao validos nesta configuracdo mais geral, que tem varias re-
lagcGes de acessibilidade. Resumindo,

e umaestruturaF paraK 745" (W, (R;):ca) para a logica modak 745" é um con-
junto W (de mundos) e, para cad& A, uma relacadr; sobrelV.

e uma estruturd = (W, (R;);ca) paraKT45™ € dita satisfazep, o0 que é escrito
F | ¢ se, para cada fungdo de rotulagioe cadav € W, temosM, w I ¢, onde
M = (W, (Ri)iea, V).

O teorema seguinte é Util para responder questdes sobre formulas que enolvem
eC. SejaM = (W, (R;)ea,v) um modelo pard{745™ e wy,w; € W. Dizemos quey
€ G—atingivel enk passos partir der se haw;,ws, ..., wi_1 € W €iy,ig,...,i emG
tais que

xRilwlRiQwQ . Rikflwk,lRl-ky.

Também dizemos qug é G-atingivel a partir dex se existe algunk tal quey é
G-atingivel emk passos.

Teorema 3.1 1. z IF Ekp sse, para todos 0g que sejanmG-atingiveis a partir der

emk passos, temogl- .
2. x |- Cqp sse, para todos ogque sejantz-atingiveis a partir der, temosy I+ .

Prova:

1. Primeiro, suponha que I ¢ para todos o0g G-atingiveis a partir de: em k
passos. Provaremos quel- Efe. E suficiente mostrar que |- K; K, . ..
K, p para qualquety, iy, ..., 7, € G. Tome qualquet,is,...,i; € G e qual-
querwy,ws, ...,w,_1 €y tal quexR; wi R;,ws ... R;,_ wi_1R;,y. Comoy € G-
atingivel a partir dec em k passos, temog I ¢ por nossa suposi¢cao, entao
rv - K; K, ... K; ¢ como exigido.
Por outro lado, suponha quel- E%p ey é G-atingivel a partir de: em k pas-
sos. Devemos mostrar quyet- ¢. Tomeiy, i, . . ., ix pelaG-atingibilidade; como
z I+ Efgimplicar I+ K, Ky, ... K;, ¢, temosy |- .

2. Este argumento € parecido.

Essa nocdo de conhecimento é razoavel? Quais sdo suas propriedades? Uma
maneira de investigar esse assunto € tentar encontrar uma caracterizacdo completa de
formulasvalidas isto €, aquelas férmulas que sao verdadeiras em qualquer estado em
qgualquer estrutura.

Se ignorarmos os operadors e C; por um momento, as formulas validas na
linguagem com apends; podem ser completamente caracterizadas pelo seguinte sistema
de axiomagorretoe completg devido a Hintikka [HIN62]; isto é, todos os axiomas séo
validos e qualquer férmula valida pode ser provada a partir desses axiomas.
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Al. Todas as instancias das tautologias proposicionais;
A3. K;p = ¢;

R1. A partir dep e p = 1, infere-seyy (modus ponens)
R2. A partir deyp, infere-seK;p

Al e R1, evidentemente, sdo suportados pela logica proposicional. A2 diz que o
conhecimento de um agente é fechado sob a implicacdo. A3 diz que um agente sabe
apenas coisas que sdo verdadeiras. Este é o axioma que é usualmente tomado para dis-
tinguir conhecimentale crenca Vocé ndo pode saber um fato que é falso, embora vocé
possa acreditar nele. A4 e A5 sdo axiomas de introspeccao. Intuitivamente, eles dizem
gue um agente é introspectivo: ele pode olhar para sua base de conhecimentos e sabera
0 que ele sabe e 0 que ndo sabe. Existem numerosos artigos na literatura filosofica que
discutem a propriedade desses axiomas. Os fildsofos tendem a rejeitar ambos os axiomas
de introspeccéao por diversas razdes.

A validade de A3, A4 e A5 é devida ao fato de que tomamao& @scomo relagdes
de equivaléncia. Em um sentido preciso, A3 segue do fato dégeéeeflexiva; A4, do
fato de que é transitiva; e A5, do fato de que é simétrica e transitiva. Modificando-se es-
sas propriedades das relac@espodemos obter no¢cdes de conhecimento que satisfazem
axiomas diferentes. Por exemplo, tomaridoreflexiva e transtiva, mas ndo necessaria-
mente simétrica, mantemos A3 e A4, mas perdemos A5; modificacdes similares ddo uma
nogao que corresponde a crenga, e ndo satisfazem A3.

Entretanto, a abordagem dos mundos possiveis parece ligar-nos a A2 e R2. Isso
sugere uma visado de nossos agentes como “conhecedores ideais”, aqueles que sabem to-
das as formulas validas, assim como todas as consequiéncias légicas de seu conhecimento.
Isso certamente néo parece ser um modelo realistico para agentes humanos (embora possa
talvez ser aceitavel como uma primeira aproximacao). Também ndo parece nem ser um
modelo adequado para uma base de conhecimento que é limitada em termos de tempo de
computacédo e espaco em memdaria que pode usar.

Uma vez incluidos os operadorEs e C; na linguagem, obtemos mais proprieda-
des. Essas sdo completamente caracterizadas pelos seguintes axiomas adicionais:

Cl.Egp < Nieg Kip
C2.Cqp < Eg(p N Cgyp) (axioma do ponto fixo)
RCL1. A partirdep — Eg (¢ A1), infere-sep — Cqe (regra de inducéo)

O axioma do ponto fixo diz que o conhecimento comunpaevalido exatamente
guando o grup@- estd em uma situacao particular onde todogEsabem que é valido
e que o conhecimento comumge valido. Isso revela que esta é a propriedade chave do
conhecimento comum que o torna um pré-requisito para concordancia e coordenacédo. A
regra de inducéo oferece uma técnica para verificar que o conhecimento comum é valido
em uma certa situacdo. A razao para 0 Seu home € gque uma vez que saibames que
Ea(p A1) é véalida, entdo podemos mostrar, por indugdo shbageep — EEX (o A1) é
vélida para todd:, a partir do que podemos concluir gue— C1 é vélida.

E dificil dizer se uma dada formula define uma propriedade de conhecimento vali-
da? Podemos dar uma resposta em termos de teoria da complexidade. Pode ser mostrado
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qgue, se uma formula é valida se e somente se ela é verdadeira em qualquer estado em
gualquer estrutura com pelo mert¥sestados, onde € o tamanho de vista como uma

string de simbolos. A partir desse resultado, segue que a validade é decidivel: existe uma
algoritmo que, dada uma férmula pode dizer se ela é valida ou ndo. Entretanto, decidir

a validade néo é facil. Se consideramos sistemas com apenas um agente, entao o proble-
ma é co-NP-completo, assim como o é para a logica proposicional [HAL95]. Mas uma
vez que consideramos sistemas com dois agentes ou mais, qualquer algoritmo que decida
a validade exige espaco polinomial no tamanho da formula de entrada, mesmo se ndo
incluimos o conhecimento comum na linguagem. Uma vez que incluirmos conhecimento
comum, a complexidade pula para tempo exponencial [FAG95].

3.5 Sistemas de prova

Algumas férmulas vélidas e 745"

A formulaK é vélida para os conetivds;, Eq, Cq € D¢, isto €, temos 0s esquemas
de formulas correspondentes

Kip AN Ki(p — ¥) — Kt

Eqp N Ec(p — ) — Egtp
Cap N Ca(p — ¢) — Catp
Dgo A Da(p — 1) — Dgyp

Isso significa que esses “niveis” diferentes de conhecimento sdo fechados sob a
consequéncia légica. Por exemplo, se certos fatos sdo conhecimento comum e alguns
outros fatos seguem logicamente deles, entdo esse fato também é conhecimento comum.

Observe qué’, C' e D séo conetivos "tipo box", no sentido de que eles quantificam
universalmente sobre algumas relacdes de acessibilidade. Isso quer dizer, podemos definir
as relagéesis,,, Rp, € Rc, em termos das relagcdés como segue:

R, (x,y) sseR;(x,y) para algum € G
Rp.(z,y) sseR;(z,y) paratodos 0s € G
Reg (2, y) sseRf, (x,y) para cadad > 1

Segue dai qué&s, D e C satisfazem a formul& com respeito as relagdes de
acessibilidadé?,,, Rp, € R, respectivamente.

Teorema 3.2 SejaF = (W, R) uma estrutura.

1. As seguintes declaracdes sao equivalentes:
o IR é reflexiva,
e F satisfazdy — ¢
e F satisfazllp — p

2. As seguintes declaragfes sdo equivalentes:
e R é transitiva;
e F satisfazly — OOy
e F satisfazdp — O0Op
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nome esquema de formula propriedaddde
T Op — ¢ reflexiva
B o — OO simétrica
D Op — Op serial
4 Op — O0¢p transitiva
5 Cp — OO euclideana
Op « Op funcional

O(eAOp — ) VO AOp — ) linear

TABELA 3.4 — Propriedade d& correspondente a algumas formulas

Sobre as outras formulas, temos que, como estipulamos que as reljcéis
relacdes de equivaléncia, segue dos analogos multimodais do Teorema 3.2 e da Tabela 3.4
gue as seguintes férmulas séo validasi€ius™ (para cada agentg

K;p — K;K;p introspeccao positiva
- K;p — K;—K;p introspeccao negativa
K;p — ¢ verdade

Essas formulas também sé&o validas para pois R, também € uma relagéo de
equivaléncia, mas essas nao se generalizam automaticamenkg,jgta,.. Por exemplo,
Ecp — EgFEge ndo é valida; se fossem validas, isso implicaria que o conhecimento
comum néo seria nada além do conhecimento por todos. O esguéma— Fq—Egp
também néo é valido. A falha dessas férmulas em ser validas pode ser rastreada até o
fato de queR g, ndo é necessariamente uma relacédo de equivaléncia, emboua; sasjia
uma relacdo de equivaléncia.

Entretanto,R,. € reflexiva, e entddzp — ¢ é valida, gerando qué # () (se
G = (), entdoFEp € véalida por vacuidade, mesmoséor falsa).

Como R, € uma relagéo de equivaléncia, as formdlag e 5 acima séo validas
paraC, embora a terceira ainda exija a condicdo de@u# 0.

3.5.1 Deducgéo natural paraiKT45™

O sistema de prova para7'45 é facilmente estendido pafa7’'45" (mas, por sim-

plicidade, omitimos a referéncia ao coneti.
1. As caixas tracejadas agora vém em diversos “sabores” para conetivos modais dife-

rentes; indicaremos a modalidade no canto superior esquerdo das caixas tracejadas.

2. Os axiomad, 4 e5 podem ser usadas para qualgiigrenquanto os axiomakse 5

podem ser usados patg, mas ndo paré; (lembre da discusséo na secao 3.3.1).
3. A partir deCgp, podemos deduzitp, para qualquek (chamamos essa re-

gra deC'E); ou poderiamos ir diretamenteld,, ... K, ¢ para quaisquer agentes
i1,...,1;. ESsaregra é chamada@e<. Estritamente falando, € um conjunto in-
teiro de tais regras, uma para cada op¢aa, de . ,i,, mas nds nos referimos a

todos eles com@’'K.
4. A partir deEgp, podemos deduziK;p para qualquei € G (chamadaF K;). A

partir de .. K¢, podemos deduzif (regrakl E). Note que a prova da regra
EK; € como uma regra de eliminacdo d@eneralizada, enquanfo X comporta-
se como uma regra de introducao/lo
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K Eg Ca
v v v
KZZ Eg’i Cg’L
K;p Eqyp Cayp
K;p Eqp Cayp
— - Kl-e — - Ege - - CGe
K Bg Cg
® ® ®
K;p para cada i € G E, ara cada 1 € G C
2 Y KE GP P FK, lel’s CE
Eg(p Kz EG . EGgO
Cq Cqo -Cg
—cp CK 1 C4 —4,0 ChH
K .. K¢ CeCayp Ca—Ceayp
Kip K; i
KT K4 — K5
(2 K;K;p Ki—K;p

TABELA 3.5 — Regras de deducéo natural p&Ara45™

As provas das regras pakdl'45" séo resumidas na Tabela 3.5. Como antes, pode-
MOs pensar nas regrast e K5 e C4 e C'5 como relaxamentos das regras sobre movimen-
tacdo de férmulas para dentro e para fora das caixas de prova tracejadas. Como a regra
K4 permite-nos duplicak(;, podemos pensar nela como permitindo-nos mover férmulas
gue comecam cori; para dentro de caixas tracejadds De maneira similiar, a regra
C5 tem o efeito de permitir-nos mover formulas que comegam e6fn para dentro de
caixas tracejadas;.

Uma maneira intuitiva de pensar sobre as caixas tracejadas € que as formulas dentro
delas sao conhecidas dos agentes em questdo. Quando vocé abre uma caixa ffgdejada
vocé esta considerando o que o ageéstbe. E muito intuitivo que uma formula qualquer
© NAo possa ser trazida para dentro de uma caixa tracejada como essa, porque a simples
veracidade de» ndo significa que o agentea conheca. Note que isso significa, por
exemplo, que vocé ndo pode usar a regide uma das premissas da regra esta fora da
caixa tracejada em que vocé esta trabalhando.
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Observe o poder d€'p nas premissas: podemos trazepara dentro dgualquer
caixa tracejada (pelas regrass e K;e), ndo importando quéo profundamente aninhada.
E*y, por outro lado, significa que pode ser trazida para dentro de qualquer caixa trace-
jada com aninhamentg k. (Compare isto com o Teorema 3.1.)

Exemplo 3.3 Mostramos que o seqientép V q), K1 (Kaop V Ko—p), K1~ Koq b Kip é
provavel na légica modak7'45™. (Nesta se¢do, escrevemos simplesmepi@ra provas

na légicaK'T45™, a menos de indicacéo do contrario.) Isso significa: se é conhecimento
comum que V ¢; e 0 agente 1 sabe que o agente 2 sabeée caso e também sabe que o
agente 2 nao sabe quet verdade; entdo o agente 1 sabe gueverdade. Veja a Figura
3.6. Nalinha 12, derivamaga partir de—p ep Vv q. Em vez de mostrar toda a derivacao
na légica proposicional (0 que ndo é o foco aqui), resumimos, escrevendo “prop” (para
uma inferéncia da légica proposicional) como justificativa.

1 C(pVq) premissa
2 K (KspV Ky—p) premissa
3 K- Ksq premissa
5 5 Ky(pVg) Kied

6 KopV Ko—p Kie2

7 - Ksq Kie3

8 [ Kap hipétese || K>,—p hipbtese
9 P axiomaT8 ||| Xz —p Koe8

10 pVq Kb

11 q prop9, 10
12 Kyqg K59 —11
13 1 —el2,7
14 P lel3

15| P Ve6,8—14,8—14 |
16 Kip Kyi5 — 15

TABELA 3.6 —Uma prova d@(p V q), K (Kgp V Kgﬁp), K1_|K2q F Klp

3.5.2 Formalizando os exemplos

Agora que configuramos a logica moddll'45", podemos voltar nossa atencao
para a questdo de como representar os jogos dos homens sabios e das criangas sujas nesta
l6gica. Infelizmente, a despeito de sua sofisticacdo, nossa légica é simples demais para
capturar todas as nuances desses exemplos. Embora ela tenha conetivos para representar
itens diferentes de conhecimento valido por agentes diferentes, nao tem qualquer aspecto
temporal, e portanto ndo pode capturar diretamente a maneira na qual o conhecimento dos
agentes muda conforme o tempo passa. Superaremos essa limitacao, considerando varios
instantes durante os quais o tempo é fixado.

O guebra-cabeca dos homens sabios
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Lembre que existem trés homens sabios; e é conhecimento comum que existem trés
chapéus vermelhos e dois chapéus brancos. O rei coloca um chapéu na cabeca de cada um
dos homens sébios e pergunta-lhes sequencialmente se eles sabem a cor do chapéu que
estd na sua prépria cabecaeles ndo podem ver o seu proprio chapéu. Supomos que o
primeiro homem diga que n&o sabe; entdo o segundo diz que nao sabe. Queremos provar
gue, qualquer que seja a distribuicdo dos chapéus, o terceiro homem agora sabe que o seu
chapéu é vermelho.

Considere que; significa que o homeni tem um chapéu vermelho; entéao;
significa que o homemtem um chapéu branco. Sdja conjunto de formulas

{C(p1 V2V ps),

C(Pl — Kop1), C(—p1 — Ka=p1),
C(Pl _— K3P1>7C(_‘p1 - K3—|p1),
C(p2 - K1p2>7 C(“pz - K1“p2)7
C(p2 — K3zpa), C(=p2 — K3—pa),
C(ps — Kips), C(—p3 — Ki=ps3),
C(ps — Kaps), C(—ps — Ka—ps)}.

Isso corresponde a configuracgdo inicial: € conhecimento comum (de todos) que um
dos chapéus tem que ser vermelho e que cada homem pode ver a cor dos chapéus dos
outros dois homens.

A declaracéo de que o primeiro homem néo sabe a cor do seu proprio chapéu leva
em conta a formul&’'(-K,p; A—K;—p;) e ocorre de maneira semelhante com o segundo
homem.

Uma tentativa ingénua de formalizar o problema dos homens sébios seria algo como
isto: simplesmente provamos

I C(_‘Klpl A = K1=py), C(—Kaps A = Ko—ps) F Ksps,

isto é, sd” é verdade, e as declara¢fes sao feitas, entdo o terceiro homem sabe que
seu chapéu é vermelho. Entretanto, isso falha ao capturar o fato de que o tempo passa
entre as declaragdes. O fato de quek’;p; é verdade depois da primeira declara¢cdo nao
significa que € verdadeiro depois de algumas declaracfes subsequiientes. Por exemplo, se
alguém anuncia;, entdoC'p; torna-se verdadeiro.

A razao pela qual essa formalizacéo € incorreta, entdo, é que, embora o conheci-
mento aumente com o tempdfadta de conhecimento n&o cresce com o tempo. Se eu sei
v, entdo (assumindo quendo muda) eu saberei disso até o Ultimo instante; mas se eu
naoseip, pode ser que esaibaisso no préximo instante, pois eu possduirir mais
conhecimento

Para formalizar corretamente o problema dos homens sabios, precisamos quebra-lo
em duas implicacdes, cada uma correspondendo a uma declaracdo. Quando o primeiro
homem declara que ndo sabe a cor do seu proprio chapéu, uma certa fonposidiva
torna-se conhecimento comum. Nosso raciocinio informal explicou que todos os homens
poderiam entdo descartar a situagéo V B B pois, gadp,\/ ps3, leva-os ao conhecimento
comum dep, V p3. Portantoy € apenag- V ps, € precisamos provar a implicacédo

Implicagdo 1.1, C'(—=K1p1 A =K 1—p;) = C(p2 V p3).

Uma prova desse sequente pode ser encontrada na Figura 3.7 pCempé uma
férmula positiva, elgersiste com o tempopode ser usada em conjuncédo com o segundo
anuncio para provar a conclusao desejada:
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|mp|lca(;€lo 2 F, C(pg V pg), C(_\Kgpg, \/ﬁKQ_\pz) F K3p3

Este método exige um pensamento cuidadoso: dada uma declaracdo de informacao
negativa (tal como um homem declarando que ndo sabe qual € a cor do seu chapéu),
precisamos descobrir quais formulas de conhecimento positivo podem ser derivadas a
partir dessa, e tal conhecimento tem que ser suficiente para permitir-nos prosseguir para a
proxima rodada (= fazer até mais progresso em direcao a resolucédo do quebra-cabeca).

Os segmentos de prova de rotina como aqueles das linhas 12-16 da Figura 3.7 po-
dem ser abreviados dentro de um passo até que todas as provas de regras participantes
sejam registradas. A representacdo mais curta resultante pode ser vista na Figura 3.8.

Na Figura 3.7, note que as premissas nas linhas 2 e 5 ndo sdo usadas. As premissas
nas linhas 2 e 3 permanecem para qualquer formula para um dado valey dgerando
quei # j; isso explica a inferéncia feita na linha 8. Na Figura 3.9, note novamente que
as premissas das linhas 1 e 5 ndo séo usadas. Observe também que dagontan-
juncdo com CK, permite-nos inferys a partir de qualquet’y, embora tivéssemos que
dividi-la em dois passos separados nas linhas 16 e 17. Implementacdes praticas provavel-
mente permitiriam regras hibridas que condensassem tais raciocinios em um Unico passo.

1 C(p1 V2V ps) premissa

2 Clpy — K,p) premissali # j)
3 C(—p; — K;=p;) premissa(i # j)
4 C—-Kip premissa

5 C—Ki—py premissa

6 | ¢

7 —p2 A negps suposicao

8 —p2 — K1—ps Ce3(ij)=(21)
9 —p3 — K173 Ce3(i.)=31)
10 Klﬁpg VAN Klﬁpg prop 7,8,9

11 Klﬁpg Neq 10

12 Ki—ps Neg 10

13 K

14 D2 Kiell

15 —P3 Kiel2

16 —pa A —1ps Ai14,15

17 p1V poVps Cel

18 D1 prop 16,17

19 Klpl K1 i11-18

20 —\Klpl Ce4

21 1 - e 19,20

22 = (=p2 A —p3) —-i7-21

23 P2V ps prop 22

24 C(p2 V p3) Ci6-23

TABELA 3.7 — Prova do sequente “Implicacdo 1” para o quebra-cabeca dos homens
sabios

O guebra-cabeca das criangas sujas de lama
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1 C(p1Vp2Vps) premissa

2 C(p1 — K;p;) premissa(i # j)
3 C(p; — K;=py) premissa(i # j)
4 C—-Kipy premissa

5 C—-Ki—p, premissa

6 | ©

7 —p2 A negps Suposicao

8 —pa — Ki1=pa Ce3(ij)=(2,1)
9 —p3 — Ki—ps3 Ce3(ij)=(31)
10 Ki—py N K1—p3 prop 7,8,9

11 K,

12 —p2 A\ TIP3 Neq, K16, Al

13 P11V p2 Vs Cel

14 D1 prop 16,17

15 Klpl K1 i11-14

16 _|K1p1 Ce4

17 1 -e 15, 16

18 = (=p2 A —p3) —i 7-17

19 P2V ps prop 18

20 C(p2 V ps3) Ci6-19

TABELA 3.8 — Uma representagcdo mais compacta da prova da figura anterior

Suponha que existam criancas. Considere que significa que aésima crianga
tem lama em sua testa. Consideramos o cenario 2, no qual o pai anuncia que uma das
criangas esta suja de lama. De maneira similar ao caso dos homens sabios, € conhecimento
comum que cada crianca pode ver as outras criancas, entdo ela sabe se as outras tém lama
na testa ou ndo. Portanto, por exemplo, temos@(yg — Ksp;), 0 que diz que é
conhecimento comum que, se a crianca 1 esta suja de lama, entédo a crianca 2 sabe disso e
tambémC'(—p; — K>—p;). Sejal” a colecdo de formulas:

Clpr Vpa V...V py)
Nizj C(F — K;p;)
Nizj C(=pi — Kj=pi).
Note queA,_; ¢, ;) € uma abreviatura para a conjuncao de todas as formulas
ondei é diferente dg. SejaGG qualquer conjunto de criancas. Exigiremos formulas da

forma

def
ac = NiegPi N /\z‘géG “Pis

A férmulaag declara que é precisamente a crian¢cé&/dpie tem a testa enlameada.

Suponha agora que= 1, isto €, que uma crianca tenha lama na testa. Gostariamos
de mostrar que essa crianca sabe gque é essa uma. Provamos a seguinte implicagéo.

Implicagdo 1.1, oy = Kip;.

Isso diz que, se a situagdo atual € aquela em que apenas uma crian¢a (chamada

i) tem lama na testa, entdo esse agente sabera disso. Nossa prova segue exatamente as
mesmas linhas da intuicdbvé que nenhuma das outras criancas tem lama na testa, mas
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1 C(p1Vp2Vps) premissa

2 C(p1 — K;p;) premissa(i # j)
3 C(p; — K;=py) premissa(i # j)
4 C—-Kspy premissa

5 C—-Ks—psy premissa

6 C(p2 V ps3) premissa
T[T

8 —p3 suposicao

9 —p3 — Ka—ps3 CK 3 (i,))=(3,2)
10 Ky—ps —e 9,8

11 Ko

12 —P3 ng 10

13 P2V p3 Ceb

14 D2 prop 12,13

15 Kgpg K2| 11-14

16 K~ Kspo CK 4, para cada i
17 —K5po KT 16

18 1 -e 15, 17

19 \ D3 RAA 8-18 \
20 K3p3 K3| 7-19

TABELA 3.9 — Prova do sequente “Implicacéo 2” para o quebra-cabeca dos homens
sabios

sabe que pelo menos uma tem lama na testa, entdo sabe que deve ser ela propria quem
tem a testa enlameada. A prova € dada na Figura 3.10.

Note que o comentario “para cagag i” significa que fornecemos esse argumento
para quaiquey assim. Portanto, podemos formar a conjuncao de todas essas inferéncias
gue deixamos implicitas na inferéncia da linha 10.

Suponha, entretanto, que ndo é o caso de que existe apenas um criangca com lama
na testa. Nesse caso, todas as criangas declaram na primeira rodada paralela que elas ndo
sabem se elas estdo enlameadas ou ndo, o que corresponde a formula

de
A :f C’(—'Klpl A\ —|K1—\p1) VAN C(ﬂ nPn N —|Kn—|pn).

No exemplo do quebra-cabeca dos homens sébios, vimos que é perigoso colocar
0 anuncioA ao lado das premissds porque nao se pode garantir que a verdadel de
(que tem declaragfes negativas sobre o conhecimento das criangas) persista com o tempo.
Entdo, procuramos alguma formula positiva que represente o que a crian¢a aprendeu ao
ouvir o anuncio. Como no exemplo dos homens sabios, essa formula esta implicita no
raciocinio informal sobre as criancas sujas de lama dado na Secdo 3.1.1; se é conheci-
mento comum que existam pelo meriosriancas sujas de lama, entdo, depois de uma
declaracéo da forma, sera conhecimento comum que existam pelo mérekcriancas
sujas de lama.

Portanto, depois da primeira declaracaoidd® conjunto de premissas €

I Avcicn Cragsy-
Isso éI' junto com o conhecimento comum de que o conjunto de criancas sujas de
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1 DL AP AL APLA LA Dy, gy

2 C(prV...Vpn) eml

3 —pj Ae 1, para cadg # i

4 —p; — Ki—p; eml’, para cadg # i
5 K;—p; —e 4,3, paracada# i
6 Ki(p1 V...V ) CK2

7 Ki

8 p1V...Vpy K,eb6

9 —p; K,e 5, paracada+# i
10 Di prop 9,8

TABELA 3.10 — Prova do sequente “Implicacdo 1” para o quebra-cabeca das criangas
sujas

lama néo é um conjunto unitario.
Depois da segunda declaracépo conjunto de premissas torna-se
L, Algign Coagy, /\i;éj Cmay 3.
0 que pode ser escrito como
L A< Caa,
usando a seguinte notacao:
ag 0 conjunto das criangas sujas de lama é precisamente o cogjunto
—ag 0 conjunto das criangas sujas de lama € algum outro conjunto qu&.nao
/\\G|§k —ag 0 conjunto das criangas sujas de lama é de tamanho maiar. que
A implicag&o correspondente a segunda rodada é:
I, C(A\jgje2 mac), an B Ny Kipi, onde|H| = 3.
A implicacéo correspondentekaésima rodada é:
Implicagdo 2.T', C(A\ <, ~ac), an b Nicy Kipi, onde|H| = k + 1.

Esta implicacdo esta dizendo “Se todas as coisa¥ efp verdadeiras e se é co-
nhecimento comum que o conjunto de criangas sujas de lama néo é de tamanho menor
ou igual ak e se na realidade ele é de tamarhe 1, entdoo cada uma desgdas- 1
criancas pode deduzir que elas estdo enlameadas.” Note como iSSO encaixa em nossa
nogao intuitiva dada anteriormente neste texto.

Para provar a Implicagéo 2, tome qualquer H. E suficiente provar que

I C(AN i<k m0c) an = Nicy Kipi-

UsandoA! repetidamente sobre todos os valores,deso nos da uma prova da
Implicagdo 2. Sejd igual aH — {i}; a prova de qué&, C'(—ag),ay + K;p; € dada na
Figura 3.11. Ela é dada, seguindo os passos tomados na prova informal da Se¢éo 3.1.1.

A linha 14 da prova da Figura 3.11 aplica vérias instancias dem sequéncia
e é um passo legitimo, pois as formulas nas linhas 11-13 foram mostradas “para cada”
elemento no respectivo conjunto.
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o premissa
C-ag premissa poi$G| < k
D; Ne l, paracada e G
—P Ne 1, paracada ¢ H
p; — Kip; eml paracadg € ¢
Kipj —e 5,4, para cadae G
—pr — K;—py emI paracada ¢ H
K;—py, —e 7,4 paracada ¢ H
Ki—ag CK2

K;
D; Ke6(jeq)
P K,e8(k ¢ H)
—p; Suposicao
ag NI 11,12,13
me7e. K.e9
1 -e 14,15
—=p; -i 13-16
Di -—e 17
K;pi K,i 10-18

TABELA 3.11 — A prova dd’, C(—ag), ag F K;p; usada para provar a “Implicagéo 2"

para o quebra-cabeca das criancas sujas
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Conclusoes

A comparacdo entre os sistemas dedutivos pesquisados em nosso trabalho ante-
rior [MAL2002] suscitou reflexdes a respeito de aspectos como expressividade sintéatica,
facilidade de construcéo de provas, clareza da apresentacéo de tais provas, além da uni-
formidade da linguagem (sintaxe) utilizada. Os sistemas rotulados, por constituirem uma
abordagem hibrida, ou “solucédo de compromisso”, que combina as melhores caracteristi-
cas dos outros sistemas pesquisados, foram considerados os de maior interesse para nos-
sos trabalhos atuais de pesquisa e aprofundamento, bem como para os trabalhos futuros
de construcao de provas e pesquisa e desenvolvimento de aplica¢des dentro da Ciéncia da
Computacéo.

Dando continuidade a pesquisa iniciada no Trabalho Individual | referido, apresen-
tamos aqui a utilizacdo dastemas rotuladofGAB96] em logicas modais para repre-
sentacdo do conhecimento [FAG95]. Sistemas rotulados, devido a sua uniformidade e
capacidade de generalizacdo, tém sido utilizados como uma abordagem unificadora de
l6gicas. Pudemos perceber, ao longo desta pesquisa, que isso permite que légicas de
diferentes familias sejam apresentadas de maneira uniforme em uma unica estrutura de
trabalho. Esta apresentacéo partiu de conceitos basicos sobre a logica classica de primeira
ordem, que fundamenta a traducao padrdo. Analisamos também os principais métodos de
traducao implicita (relacional, funcional e a semi-traducéo).

Tendo introduzido esses conceitos basicos, apresentamos o sistema de deducéo na-
tural rotulada para légica modal. Mostramos sua sintaxe e sua semantica. Nesta fase dos
trabalhos, pudemos reforcar as conclusdes obtidas no trabalho anterior de que o sistema
dedutivo rotulado modal (MLDS) proposicional pesquisado tem a vantagem de ser uni-
forme e mais geral (em mais do que um mundo atual inicial) do que os demais sistemas
dedutivos para l6gica modal.

Estudadamos também as suas propriedades fundamentais, como correcéo, comple-
tude e correspondéncia, analisando algumas extensdes, tendo em vista a apresentacao
rotulada desses sistemas. A seguir, estudamos, de forma geral, as l6gicas modais para
representacdo do conhecimento: sua sintaxe, sua semantica e seus sistemas de prova. A
utilizacdo do sistema de prova estudado foi ilustrada pela sua aplicagdo a exemplos clas-
sicos da area de raciocinio sobre o conhecimento de agentes, taismuadg children
puzzle(o quebra-cabeca das criancas sujas de lamajigeomen puzzi@ quebra-cabeca
dos homens sabios).

Tanto o sistema dedutivo rotulado modal (MLDS) aqui apresentado como suas ex-
tensdes para a logica de conhecimento sugerem muitos outros ramos de investigacao.
Segundo [HAL95], as trés &reas seguintes parecem ser onde as pesquisas mais avancadas
levardo a progressos maiores: Conexdes entre l6gicas epistémicase com conhec-
imento zerp Raciocinio sobre conhecimento/crenca que muda com o tempo; e Progra-
macao baseada em conhecimento. A correspondéncia entre MLDS e uma formalizacéo
tradicional de I6gica modal pode garantir que as extensdes existentes das l6gicas modais
também possam ser formalizadas dentro da estrutura de trabalho do MLDS. Portanto,
consideramos interessante investigar, por exemplo, a formalizagdo de sistemas baseados
no tratamento do conhecimento e da crenga como um MLDS.

Para esse tipo de sistema, no qual consistem nossos projetos de pesquisas a curto
prazo, é importante que, além do mundo real, sejam levados em consideragao outros mun-
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dos de “estruturas da mente” onde fatos diferentes possam ser validos. Uma formalizacdo
de MLDS adequada para tais sistemas exige a introducao de tipos de relacdes de acessi-
bilidade diferentes e uma investigacdo de como elas podem interagir entre si. Pudemos
perceber que isso deve levar a sistemas dedutivos rotulados multimodais. Como o objetivo
principal de nossa pesquisa esta sendo estudar sistemas de prova rotulados para légicas
de representacdo do conhecimento, concluimos que este trabalho contribui significativa-
mente para o andamento futuro do trabalho de pesquisa.
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