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Resumo

Este trabalho apresenta a pesquisa realizada sobre a utilização desistemas rotulados
[GAB96] em lógicas modais para representação do conhecimento [FAG95]. As lógicas
modais do conhecimento (lógicas epistêmicas) tratam de argumentos que envolvem con-
ceitos referentes ao conhecimento que um agente possui sobre a verdade (ou a falsidade)
de uma sentença. O interesse nessas lógicas é justificado, pois elas são utilizadas para
especificar e raciocinar sobre propriedades comportamentais de modelos e aplicações em
Ciência da Computação. Os sistemas rotulados, devido à sua uniformidade e capacidade
de generalização, são utilizados como uma abordagem unificadora de lógicas. Apresen-
tamos aqui o sistema de dedução natural rotulada para lógica modal proposicional (sua
sintaxe, sua semântica, e propriedades como correção, completude e correspondência).
Estudamos também, de forma geral, as lógicas modais para representação do conheci-
mento: sua sintaxe, sua semântica e seus sistemas de prova. Ilustramos a utilização do
sistema de prova estudado, apresentando a aplicação do mesmo a exemplos clássicos da
área de raciocínio sobre o conhecimento de agentes. Ao final do texto, esboçamos as
conclusões e os trabalhos futuros suscitados pela pesquisa.

Palavras-chave: lógicas modais, sistemas dedutivos rotulados para lógicas mo-
dais, lógicas modais do conhecimento, lógicas epistêmicas, dedução natural para lógicas
modais do conhecimento.
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Abstract

This work presents preliminary research results about the use of Labelled Deductive
Systems for modal logics of knowledge [FAG95]. The subject of study of Modal logics
of knowledge (epistemic logics) is the representation of the truth of an individual agent
statement and the formalisation of an agent argumentation. These logics have been used
in Computing Science to build behavioural models and specifications. Labelled Deduc-
tive Systems allow for a uniform presentation of logical systems. In this work we study
a labelled natural deduction system for modal logics, its syntactic characterisation, its se-
mantics and we study metaproperties of the system such as soundness, completeness and
correspondence theorems. We also present, to a lesser extent, a study of modal logics of
knowledge, its syntax, semantics and proof theory. We illustrate the use of such systems
by studying the application of the modal logics of knowledge to classical testbeds in the
area of knowledge representation. We then conclude and sketch a few directions for future
work.

Keywords: modal logics; Labelled Deductive Systems for modal logics; modal
logics of knowledge; epistemic logics; natural deduction for modal logics of knowledge.
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Introdução

Este trabalho tem como objetivo continuar a pesquisa iniciada no Trabalho Indivi-
dual I [MAL2002]. Conforme indicado na proposta anterior, estudaremos aqui a utiliza-
ção desistemas rotulados[GAB96] em lógicas modais para representação do conheci-
mento [FAG95].

Como motivação para o estudo do raciocínio sobre conhecimento e das possibi-
lidades de aplicações desse raciocínio envolvendo sistemas dedutivos rotulados modais
(MLDS) proposicionais, Halpern [HAL95] menciona alguns tópicos considerados linhas
de pesquisa importantes:

• Análise de protocolos utilizando ferramentas de conhecimento. Seria particular-
mente interessante ver se pensar em termos de adversários pode dar-nos mais visão
de protocolos aleatórios. Tendo um corpo de exemplos maior, poderíamos testar
mais e desenvolver mais nossa intuição.

• Obtenção de modelos de conhecimento mais realísticos, que incorporassem racio-
cínio limitado por recursos, probabilidade e a possibilidade de erros.

• Obtenção de um entendimento mais profundo sobre a inter-relação entre vários
modos de raciocínio sob incerteza.

Sistemas rotulados, devido à sua uniformidade e capacidade de generalização, têm
sido utilizados como uma abordagem unificadora de lógicas. Isso permite que lógicas
de diferentes famílias sejam apresentadas de maneira uniforme em um únicoframework.
Neste trabalho, apresentaremos o sistema de dedução natural rotulada para lógica modal.

São estudadas as suas propriedades fundamentais como completude e correção,
tendo em vista a apresentação rotulada desses sistemas. A seguir, são estudadas, de forma
geral, as lógicas modais para representação do conhecimento: sua sintaxe, sua semântica
e seus sistemas de prova.

A utilização do sistema de prova estudado é ilustrada com a aplicação do mesmo
a exemplos clássicos da área de raciocínio sobre o conhecimento de agentes, tais como
muddy children puzzle(o quebra-cabeça das crianças sujas de lama) e owise men puzzle(o
quebra-cabeça dos homens sábios) Como o objetivo principal de nossa pesquisa é estudar
sistemas de prova rotulados para lógicas de representação do conhecimento, este trabalho
contribuirá significativamente para o andamento futuro do trabalho de pesquisa.
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1 Sistemas Dedutivos Rotulados Modais

Neste capítulo, descrevemos uma abordagem nova para lógica modal, baseada em
[BRO2002], aplicável a lógicas de estruturas semânticas distintas, que gera uma classe de
formalismos cada um dos quais é sintaticamente mais caro do que o seu correspondente
tradicional implícito, porém descreve, de uma maneira natural, genérica e uniforme, sua
estrutura semântica associada. Esses sistemas são chamados de Sistemas Dedutivos Ro-
tulados Modais (MLDS). A abordagem é inspirada pelo trabalho que Gabbay [GAB96]
vem desenvolvendo em uma estrutura de trabalho “LDS” unificadora e bastante geral, que
poderá ser usada para estudar as similaridades e as relações entre muitos estilos diferentes
de lógicas.

Também são apresentadas as noções básicas e a sintaxe de um sistema dedutivo
rotulado modal (MLDS) proposicional baseado na abordagem de dedução natural. Além
disso, é definida uma semântica para o sistema de prova de estilo de dedução natural para
o MLDS proposicional. Esse é uniforme no sentido de que as regras de dedução natural
individuais sào independentes da álgebra de rotulação particular. A semântica é definida
com base em uma tradução para lógica de primeira ordem.

As propostas de Gabbay [GAB96] para o desenvolvimento de Sistemas Dedutivos
Rotulados são amplamente baseadas na observação de que a maioria das lógicas difere
umas das outras apenas em aspectos “pequenos”, relacionados a variações menores ou
em suas teorias de prova ou em sua semântica. O mesmo é verdade para lógicas modais,
pois suas diferenças são ditadas apenas por propriedades diferentes da relação de acessi-
bilidade. Essas também impõem efetivamente condições extra sobre o uso da regra básica
[Nec] (regraNec: dadoα, derive2α).

A metodologia LDS facilita uma maneira de representar esses tipos de variações
explicitamente dentro da lógica, para permitir uma estrutura de trabalho básica e unifi-
cadora na qual lógicas diferentes possam encontrar uma formalização comum. Isso é
obtido, formando-se pares de informações lógicas (isto é,wff − fórmulas bem formadas)
com rótulos que “codificam” informações sobre as propriedades “metanível” explicita-
mente de dentro da linguagem objeto. Além da teoria lógica, é definida umaálgebra de
rotulação, que representa as propriedades que diferenciam uma lógica da outra. As regras
de inferência agem sobre os dois componentes sintáticos (fórmulas lógicas e rótulos), de
acordo com as propriedades desejadas dos conetivos da álgebra rotuladora.

Segundo Broda [BRO2002], resultados recentes mostram que essa abordagem real-
mente facilita o desenvolvimento de um sistema de prova uniforme para uma ampla
família delógicas subestruturais[DGA94], na qual modificações apropriadas da álgebra
rotuladora implicam lógicas subestruturais diferentes, deixando todo o conjunto de re-
gras de inferência inalterado. Resultados semelhantes são mostrados neste trabalho para
a família de lógicas modais. A álgebra rotuladora apresentada captura as informações
sobre a relação de acessibilidade semântica entre os mundos possíveis.

1.1 Conceitos básicos

Iniciaremos apresentando brevemente a lógica clássica de1a ordem, pois consiste
na base de todo o processo de tradução utilizado pelos sistemas dedutivos rotulados. Em
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seguida, apresentamos a tradução padrão (implícita) e, logo após, a formalização dita “ex-
plícita”, para então tratarmos da linguagem, das teorias e dos sistemas dedutivos rotulados
modais e de suas propriedades.

1.1.1 Lógica clássica de primeira ordem

Nesta seção, baseada em [GAB2003], apresentaremos a tradução padrão que inclui
a linguagem modal dentro da linguagem da lógica clássica de primeira ordem (ou lógica
de predicados). Damos um breve resumo das definições e propriedades fundamentais
que usaremos mais tarde. Boas apresentações da lógica clássica de1a ordem são, por
exemplo, [END72], [SHO67] e [BAR77].

A linguagem de primeira ordem (ou de predicados)PL com que lidamos neste
trabalho é baseada no seguinte alfabeto:

• símbolos de predicados: P0, P1, ... (ouP,Q,R, S,...);
• constantes individuais: c0, c1,... (oua, b, c, d,...);
• uma lista contavelmente infinita devariáveis individuais: x0, x1,... (oux, y, z, ...);
• asconstantes lógicas: ⊥ e>;
• osconetivos lógicos booleanos: ∧,∨,→ e¬;
• o quantificador universal∀;
• o quantificador existencial∃.

Juntos, os símbolos de predicados e as constantes individuais formam a assinatura
dePL. Como é usual, assumimos que cada símbolo de predicado é de alguma aridade
fixa ≥ 0, que a assinatura contém (contavelmente) infinitos símbolos de predicados de
cada aridade, e que o conjunto de constantes individuais também é contavelmente in-
finito. E assumimos que a linguagemPL é recursiva no sentido em que sempre podemos
reconhecer efetivamente seus símbolos de predicados com suas aridades, constantes e va-
riáveis individuais. Algumas vezes, consideramossublinguagens dePL com assinaturas
menores (mas com o mesmo conjunto de símbolos que não são da assinatura como em
PL).

A igualdade= não é um símbolo dePL, ePL não contém símbolos de função
diferentes de constantes. Ocasionalmente, usaremos a linguagemPL=, cujo alfabeto
estende o dePL com o símbolo de predicado binário =.

Variáveis e constantes individuais também são conhecidas comotermos. Fórmulas
de qualquer sublinguagem dePL são definidas indutivamente como segue. SeP é um
símbolo de assinatura de predicadon-ário, e t1, ..., tn são termos de assinatura, então
P (t1, ..., tn) é umafórmula (atômica). (SeP é binário, então, às vezes, escrevemost1Pt2
ao invés deP (t1, t2).) Constantes lógicas também são fórmulas (atômicas).

No caso dePL=, temost1 = t2 como fórmulas atômicas para todot1 e t2.

Seϕ, ψ são fórmulas, ex é uma variável individual, então também são fórmulas
ϕ∧ψ, ϕ∨ψ, ϕ→ ψ, ¬ϕ, ∀xϕ e∃xϕ. Algumas convenções sobre pontuação e represen-
tação de fórmulas da Lógica Clássica Proposicional estudadas em nosso trabalho anterior,
[MAL2002], são estendidas com a seguinte convenção:∀x e∃x têm a mesma prioridade
que¬. Uma ocorrência de uma variávelx em uma fórmulaϕ é ligada se essa ocorrência
baseia-se no escopo de∀x ou de∃x; caso contrário, a ocorrência dex é livre. Fórmulas
sem variáveis livres são chamadas desentenças. Seϕ é uma fórmula,t é um termo, ex é
uma variável, entãoϕ{t/x} denota o resultado da substituição simultânea det por todas
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as ocorrências livres dex emϕ. Dizemos quet é livre parax emϕ se nenhuma variável
em t torna-se limitada emϕ{t/x}. Escrevemosϕ(x0, ..., xn) para indicar que todas as
variáveis livres deϕ estão entrex0, ..., xn.

PL e suas sublinguagens são interpretadas emestruturas de primeira ordemda
formaI = 〈DI , P I

0 , ..., c
I
0, ...〉, onde

• DI é um conjunto não vazio, odomíniodeI;
• para qualquer símbolo de predicadoPi da atribuição,P I

i é uma relação sobreDI

com a mesma aridade quePi;
• para qualquer constante individualci na atribuição,cIi é um elemento deDI .

Umaatribuição emI é uma funçãoa, de um conjunto de variáveis individuais, para
DI . O valor a(t) de um termot emI sob a atribuiçãoa é a(x) set é uma variávelx, e
cI , set é uma constantec.

A relação-verdadeI |=a ϕ (em palavras:“ ϕ é verdadeira emI sob a atribuição
a” ) é definida por indução na construção deϕ da seguinte forma:

• I |=a Pi(ti, ..., tn) sse〈a(t1), ..., a(tn)〉 ∈ P I
i ;

• I |=a > e I 2a ⊥;
• I |=a ψ ∧ χ sseI |=a ψ e I |=a χ;
• I |=a ψ ∨ χ sseI |=a ψ ou I |=a χ;
• I |=a ψ → χ sseI |=a χ sempre queI |=a ψ;
• I |=a ¬ψ sseI 2a ψ;
• I |=a ∀xψ sseI |=b ψ para qualquer designaçãob emI tal quea(y) = b(y) para

todas as variáveisy diferentes dex;
• I |=a ∃xψ sseI |=b ψ para alguma designaçãob emI tal quea(y) = b(y) para

todas as variáveisy diferentes dex.

No caso dePL=, adicionamos outro item:I |=a t1 = t2 ssea(t1) = a(t2).

Portanto, a veracidade de uma fórmulaϕ(x1, ..., xn) em I sob uma atribuiçãoa
depende somente dos valoresa1 = a(x1), ..., an = a(xn). Então, em vez deI |=a ϕ,
escrevemos, às vezes,I |= ϕ[a1, ..., an].

SeI |=a ϕ é válida para todas as designaçõesa emI, dizemos queϕ é verdadeira
emI e escrevemosI |= ϕ. Um conjuntoΓ de fórmulas é verdadeiro emI se cada uma
das fórmulas deΓ é verdadeira emI. Γ é verdadeiro em uma classeC de estruturas de
primeira ordem (em símbolos:C |= Γ) seI |= Γ para todos osI ∈ C. A teoria deC
é o conjunto de sentenças que são verdadeiras emC. Dizemos que um conjunto∆ de
sentençasimplica uma sentençaϕ (ou queϕ é uma conseqüência de∆) e escrevemos
∆ |= ϕ, seϕ é verdadeira emI toda vez que∆ é verdadeira emI, para qualquer estru-
tura I de primeira ordem. Dada uma sublinguagem dePL, definimos alógica clássica
de primeira ordem(daquela sublinguagem) como o conjunto de fórmulas que são ver-
dadeiras em todas as estruturas de primeira ordem (da atribuição apropriada) e denotamos
essa lógica (abusando levemente da notação) porQCI (“Cl quantificada”). As fórmu-
las deQCl são freqüentemente chamadas declassicamente válidas. De maneira similar,
QCl= denota alógica clássica de primeira ordem com igualdade.

Sintaticamente,QCl pode ser definida por um cálculo com os seguintes esquemas
de axiomas e regras de inferência.

Esquema de axiomas:
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• (A1) − (A10) da lógica clássica proposicionalCl considerado comoesquema de
axiomas(no sentido em que as variáveis proposicionaispi podem ser substituídas
por fórmulas arbitrárias da sublinguagem dePL dada);

(A1) p0 → (p1 → p0),
(A2) (p0 → (p1 → p2)) → ((p0 → p1) → (p0 → p2)),
(A3) p0 ∧ p1 → p0,
(A4) p0 ∧ p1 → p1,
(A5) p0 → (p1 → p0 ∧ p1),
(A6) p0 → p0 ∨ p1,
(A7) p1 → p0 ∨ p1,
(A8) (p0 → p2) → ((p1 → p2) → (p0 ∨ p1 → p2)),
(A9) ⊥ → p0,
(A10) p0 ∨ (p0 → ⊥).

• ∀xϕ→ ϕ{t/x}, ondet é livre parax emϕ;
• ϕ{t/x} → ∃xϕ, ondet é livre parax emϕ.

Regras de inferência:
• modus ponens (MP);
• dadoψ → ϕ, deriveψ → ∀xϕ, sempre quex não for livre emψ;
• dadoϕ→ ψ, derive∃xϕ→ ψ, sempre quex não for livre emψ.

A fórmula ϕ é derivávela partir de um conjuntoΓ de fórmulas se houver uma
seqüência de fórmulas terminando comϕ e tal que cada membro da seqüência:

• ou está emΓ;
• ou é uma instância de substituição de um esquema de axiomas;
• ou é obtida a partir de membros anteriores da seqüência por aplicação de uma regra

de inferência.

De acordo com o teorema da completude de Gödel, para cada conjuntoΓ de sen-
tenças, e para cada sentençaϕ, temosΓ |= ϕ sseϕ for derivável a partir deΓ.

1.1.2 A tradução padrão

Considere a sublinguagem dePL com contavelmente muitos símbolos de predi-
cado unárioP0, P1, ... e um único símbolo de predicado binárioR. A tradução padrão.?

deML-fórmulas para essa linguagem de primeira ordem é definida indutivamente como
segue, ondex é uma variável individual fixa. (Apresentamos a definição indutiva da
tradução para todas as constantes e conetivos lógicos>,⊥,∧,∨,→,¬,2 e 3, embora
fosse suficiente defini-la para, digamos,∧,¬ e2.)

p?
i = Pi(x),
>? = >,
⊥? = ⊥,

(ϕ ∧ ψ)? = ϕ? ∧ ψ?,
(ϕ ∨ ψ)? = ϕ? ∨ ψ?,

(ϕ→ ψ)? = ϕ? → ψ?,
(¬ϕ)? = ¬ϕ?,

(2ψ)? = ∀y(xRy → ψ?{y/x}),
(3ψ)? = ∃y(xRy ∧ ψ?{y/x}).
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Aqui y é uma variável nova que não ocorre emψ?. Comoϕ? sempre tem pelo menos
uma variável livre, podemos definir a tradução? de uma maneira em queϕ? contenha, no
máximo, duas variáveis (simplesmente reusando a segunda variável disponível, que não é
livre emψ?, nas definições de(2ψ)? e de(2ψ)?).

Cada modelo de KripkeM = 〈F,v〉 pode ser considerado como uma estrutura de
primeira ordemI(M) = 〈DI(M), RI(M), P

I(M)
0 , P

I(M)
1 , ...〉 para a sublinguagem dePL

acima, ondeDI(M) é o conjunto de mundos emF, P I(M)
i = v(pi), para cadai, eRI(M) é

a relação de acessibilidade emF. Percebe-se então que, para cadaML-fórmulaϕ, cada
modelo de KripkeM e cada mundoω emM, temos(M, ω) |= ϕ sseI(M) |= ϕ?[ω].

Por outro lado, cada estrutura de primeira ordem da formaI = 〈DI , RI , P I
0 , ...〉

pode ser considerada como um modelo de KripkeM(I) = 〈F(I),v(I)〉, ondeF(I) =
〈DI , RI〉, e v(I)(pi) = P I

i , para todoi. E então temos, para todas asML-fórmulas
ϕ, estruturas de primeira ordemI, e mundosω ∈ DI , I |= ϕ?[ω] sse(M(I), ω) |= ϕ.
Portanto,ϕ ∈ K sseϕ? ∈ QCl.

Note que, partindo de um modeloM baseado em uma estrutura universalF (na
qual todos os pontos são acessíveis uns a partir dos outros), obtemos uma estrutura de
primeira ordemI(M), em queϕ? é equivalente à fórmulaϕ↑, assim definida:

p↑i = Pi(x),
>↑ = >,
⊥↑ = ⊥,

(ϕ ∧ ψ)↑ = ϕ↑ ∧ ψ↑,
(ϕ ∨ ψ)↑ = ϕ↑ ∨ ψ↑,

(ϕ→ ψ)↑ = ϕ↑ → ψ↑,
(¬ϕ)↑ = ¬ϕ↑,
(2ψ)↑ = ∀xψ↑,
(3ψ)↑ = ∃xψ↑.

ComoS5 é caracterizado por estruturas universais, temos, então, queϕ ∈ S5 sse
ϕ↑ ∈ QCl. Observe quex é a única variável que pode ocorrer emϕ↑, e queϕ↑ é
uma fórmulamonádica, isto é, uma fórmula que contém apenas símbolos de predica-
dos unários. Por outro lado, cadaPL-fórmula com uma variável é equivalente a uma
fórmula monádica de uma variável. Portanto,pela equivalência de módulos, a tradução
.↑ é um-para-um e interna ao conjunto de todas as fórmulas de primeira ordem de uma
variável. Em outras palavras, a lógicaS5pode ser considerada como o fragmento de uma
variável da lógica clássica de primeira ordem [WAJ33].

1.1.3 Formalização explícita de lógicas modais

Assim como a tradução apresentada na seção anterior, os sistemas dedutivos estu-
dados em nosso trabalho anterior [MAL2002] são todos chamados sistemas “implícitos”.
A sua linguagem modal é como aquela que definimos no trabalho referido [MAL2002],
e a sua sintaxe não permite referência explícita a mundos possíveis, nem à relação de
acessibilidadeR. Entretanto, “a necessidade de desenvolvermos provadores de teore-
mas eficientes para diversas aplicações motiva atualmente abordagens novas para lógicas
modais, baseadas em métodos de tradução para a lógica clássica” [BRO2002]. Dentro
dessas abordagens “explícitas”, uma teoria modal é traduzida para uma teoria de primeira
ordem através da substituição dos operadores modais por expressões de primeira ordem
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que refletem seus “significados semânticos”. Isso permite que provadores de teoremas
clássicos padrão sejam aplicados diretamente à teoria da tradução para inferir teoremas
clássicos que possam então ser “re”traduzidos de volta para fórmulas modais.

Vêm sendo desenvolvidos diversos métodos de tradução que podem ser classifi-
cados como traduçõesrelacionais [MOO80] [OHL91], funcionais[OHL91] [ARS94]
e semifuncionais[NON93]. Esses métodos geralmente são aplicáveis a qualquer lógi-
ca baseada em uma semântica de mundos possíveis cujos conetivos tenham definições
semânticas que podem ser expressas em termos da lógica clássica.

No caso da traduçãorelacional[MOO80, OHL91], a estrutura de mundos possíveis
da lógica modal é formalizada explicitamente através da introdução, na linguagem clás-
sica, de um predicado binário diferenciadoR para representar a relação de acessibilidade.
A semântica dos operadores modais é refletida nasregras de tradução. Por exemplo, a
condição de satisfatibilidade do operador2:

ω 
 2p sse∀v wRv implicav 
 p

é refletida pela regra de tradução

trans(2p, w) = ∀vR(w, v) → trans(p, v)

ondetrans é uma função que leva uma fórmula modal e um mundo possível a
uma fórmula clássica. Suposições locais são consideradas válidas no mundo inicial 0, en-
quanto suposições globais são quantificadas universalmente de maneira apropriada. Por-
tanto, para dar um exemplo, o axioma modalD: 2p → 3p é traduzido para a seguinte
sentença de primeira ordem:∀x[∀y(R(x, y) → P (y)) → ∃(R(x, y)∧P (y))], ondeP é o
símbolo de predicado unário associado à letra proposicionalp da linguagem modal. Esse
tipo de tradução tem adesvantagemde gerar fórmulas (exponencialmente) grandes. Algu-
mas fórmulas modais comn operadores modais são traduzidas para fórmulas de primeira
ordem com pelo menos2n literais.

Como alternativa, o método de tradução funcional proposto por Ohlbach [OHL91]
adota uma formalização diferente da estrutura de mundos possíveis. As informações so-
bre os mundos acessíveis são representadas usando um conjunto de símbolos de funções
unárias. Essas funções mapeiam cada mundo para um mundo acessível em “um passo”.
Dessa forma, correntes ou cadeias de mundos acessíveis são expressas sintaticamente via
um operador de concatenação sobre essas funções.

Por exemplo,f ◦ g mapeia cada mundo para um mundo acessível em dois pas-
sos. As propriedades da relação de acessibilidade são capturadas através da imposição de
condições sobre o operador◦ ou através da imposição de propriedades específicas sobre
os símbolos de função. Por exemplo, a reflexividade é expressa pela exigência da exis-
tência de uma função identidade; a simetria, pela exigência da existência de uma função
inversa; e a transitividade, pela imposição de que o conjunto de funções seja fechado sob
a operação◦. Nesse último caso, as funções da formaf ◦ g também serão funções que
mapeiam mundos para mundos acessíveis em um passo. Informalmente, o axioma4 para
a transitividade:2p → 22p é traduzido para∀x[∀fP (f(x))) → (∀g, hP (g ◦ h(x)))],
o que pode ser provado “classicamente” pela ligação deg ◦ h comf . Esse método tem
a vantagemde que as fórmulas traduzidas têm a mesma complexidade (isto é, o mesmo
número de subfórmulas atômicas) que a fórmula modal. Entretanto, exige procedimentos
de unificação adequados para cada tipo de lógica modal.

A abordagem híbrida proposta por Nonnengart [NON93], chamada de método de
semitradução, combina as duas técnicas novas descritas acima através da traduçãorela-



15

cional da semântica do operador2, da traduçãofuncionalda semântica do operador3 e
da introdução de axiomas específicos, chamadosaxiomas simuladores, que ligam a rep-
resentação relacional e a funcional dos mundos possíveis, os quais são, grosso modo:

∀s, t(R(s, t) → ∃f(f(s) = t))

∀s∀fR(s, f(s))

Essa abordagem exige que a relação de acessibilidade satisfaça a propriedade de
serialidade(isto é, para cada mundo possível, existe um mundo acessível). Essa também
é uma limitação do método de tradução puramente funcional. Alguns métodos para elimi-
nação dessa limitação foram sugeridos (veja [BRO2002] ou [GAB2000] para referências
a discussões), mas eles têm o efeito de diminuir a eficiência dos sistemas, afastando-se do
objetivo principal das abordagens explícitas para lógicas modais.

Entre os três métodos descritos acima, é evidente que orelacionalé o mais natural,
pois a semântica dos mundos possíveis já é baseada em estruturas relacionais clássicas
(os “frames” ou “estruturas”). Mas, infelizmente, esse também é o método menos efi-
ciente. Isso ocorre devido principalmente ao fato de que a abordagem usa (por razões
de implementação) uma tradução “completa” da teoria modal dada para a teoria clás-
sica. Uma questão interessante é se uma tradução “parcial” poderia ser usada para dar
o mesmo poder sintático expressivo da tradução relacional, mas com teorias traduzidas
mais simples.

A estrutura de trabalho (framework) do sistema dedutivo rotulado modal (MLDS)
proposto em [GAB96] que será descrito neste trabalho oferece uma resposta afirmativa
a essa questão. Mostra que teorias modais mais simples, porém igualmente expressivas,
podem ser formalizadas pelacombinaçãode uma representação relacional de primeira
ordem da estrutura de mundos possíveis com a linguagem modal padrão (implícita). Do
ponto de vista da formalização sintática da lógica modal, essa estrutura oferece uma nova
abordagem alternativa que supera muitas das limitações das abordagens implícitas e ex-
plícitas, enquanto herda muitas das suas vantagens.

1.2 A linguagem dedutiva rotulada modal

Como foi mencionado, uma das limitações da formalização implícita de lógicas
modais é o fato de que hipóteses/suposições (ou teorias modais em geral) são avaliadas
em apenas um mundo, o mundoatual. O sistema dedutivo rotulado modal (MLDS),
proposto em [RUS95, GAB2000, BRO2002] e aqui descrito, generaliza a noção de um
mundoatualúnico. As fórmulas são associadas comrótulosque denotam explicitamente
os mundos possíveis. Os rótulos são termos de uma “linguagem de rotulação”, e as fór-
mulas são expressas em uma linguagem modal proposicional padrãoLM (definida em
[RUS95, GAB2000, BRO2002]). Essas duas linguagens juntas definem alinguagem de-
dutiva rotulada modalbásica.

Definição 1.1 (Linguagem de rotulaçãoLL) Uma linguagemLL é uma linguagem de
primeira ordem composta de:

• ω0, ω1, . . . , ωn, . . ., um conjunto contável de símbolos constantes
• x, y, z, x1, y1, z1, . . ., um conjunto contável de variáveis
• R um símbolo binário predicativo
• ∧,∨,¬,→,≡ conetivos lógicos
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• ∀,∃ quantificadores

As constantes e as variáveis deLL denotam os mundos possíveis, e o predicado
binário R formaliza a relação de acessibilidade entre os mundos possíveis. Essa lin-
guagem permite que as noções semânticas de estruturas de Kripke e de estruturas de
mundos possíveis de Kripke sejam expressas sintaticamente. Por outro lado, a infor-
mação lógica é expressa na linguagem modal proposicionalLM . A combinação dessas
duas linguagens resulta em uma linguagem dedutiva rotulada modal.

Definição 1.2 (Linguagem dedutiva rotulada modal (MLDL)) Dada a linguagem de ro-
tulaçãoLL e a linguagem modal proposicionalLM , uma linguagem dedutiva rotulada
modal proposicional(MLDL proposicional) é o par ordenado〈LL,LM〉.

Para propósitos prova-teóricos, a linguagem de rotulação é estendida com conjun-
tos adicionais de termos, que serão usados somente em derivações. Especificamente,
dois conjuntos de símbolos de funções “skolem” são definidos junto com um símbolo
de funçãosucc. A linguagem resultante é chamada delinguagem de rotulação semi-
estendida. (Símbolos de funçõesskolemsão aqueles utilizados quando, dentro de uma
prova de uma expressão do tipo3α (ondeα é uma fórmula modal), criamos um mundo
particular na tentativa de provarα nesse mundo e, em conseqüência, deduzir3α.)

Definição 1.3 (Linguagem de rotulação semi-estendida)Func(LL,LM). SejaLL uma
linguagem de rotulação eLM uma linguagem modal proposicional. Sejaα1, . . . , αn, . . .
o conjunto ordenado de todas aswffs deLM . A linguagem de primeira ordemFunc(LL,
LM) é definida como a linguagemLL estendida com o símbolo funcionalsucce os dois
conjuntos de símbolos de função unária.{fα1 , . . . , fαn , . . .} e{boxα1 , . . . , boxαn , . . .}.

Observamos que uma ordenação canônica é assumida para essa definição. O fato
de que essa ordenação canônica existe segue da definição normal indutiva de umawff
em uma linguagemLL. Os termos da linguagem de rotulaçãoLL construídos usando os
símbolos funcionaisfαi

e boxαi
exercem papéis particulares. Para cada mundo possível

λ e para cada fórmula modalα, fα(λ) nomeia um mundoparticular associado especifi-
camente comα. Tais termos serão usados sempre que as noções semânticas de Kripke
da forma “existe um mundo possível...” precisarem ser formalizadas. Por outro lado,
termos da formaboxα(λ) podem ser pensados como se referindo a qualquer mundoar-
bitrário associado especificamente comα. Esses termos serão usados sempre que as
noções semânticas de Kripke da forma “para todos os mundos possíveis...” precisarem
ser expressas.

A função succé usada principalmente para lógicas modais que incluem a pro-
priedade deserialidade, que é uma função total que mapeia cada mundo possível para
um mundo “existente”. Entretanto, formalmente,fα(λ), boxα(λ) e succ(λ) são apenas
termos deLL e, dentro de um modelo particular, podem referir-se ao mesmo mundo
possível. O conjunto de todos os termos rasos deFunc(LL,LM) define o conjunto deró-
tulos. Como eles denotam mundos atuais e acessíveis, as expressões “rótulos” e “mundos
possíveis” serão usadas de maneira intercambiável.

A MLDL (Linguagem Dedutiva Rotulada Modal) facilita a formalização de dois
tipos de informação:

1. o que é válido em mundos possíveis particulares; e
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2. quais mundos estão relacionados com quais outros e quais não estão.
Duas entidades sintáticas diferentes são definidas para capturar esses dois aspectos da
linguagem. São chamadas, respectivamente, deunidades declarativase R-literais. Uma
unidade declarativa é um par separado por dois-pontos da forma “fórmula modal : rótulo”,
expressando que uma fórmula modal é verdadeira em um mundo possível. Em um sentido
bastante geral, o símbolo “:” entre os dois componentes pode ser considerado como uma
espécie de predicado “É válido”. (Essa interpretação será refletida na semântica.) O com-
ponenterótulo é um termo raso da linguagemFunc(LL,LM), e o componentefórmula
modalé umawff da linguagem modal proposicionalLM . Essa é a única entidade sintática
que combina as duas entidades da linguagem dedutiva rotulada modal, e é formalmente
definida como segue.

Definição 1.4 (Unidade declarativa) Dada a linguagem〈LL,LM〉, umaunidade decla-
rativa é um parα : λ ondeλ é um termo raso deFunc(LL,LM), e α é umawff de
LM .

Uma unidade declarativa é ditaatômicase o componentewff modal for uma fór-
mula atômica. No caso proposicional, considerado aqui, isso significa que awff é apenas
uma letra proposicional. Exemplos de unidades atômicas proposicionais sãoq : ω1 e
p : f2r(ω4). Unidades declarativas arbitrárias incluemwffsmodais arbitrárias, por exem-
plo, 2q : ω2 e q → r : fr(ω2).

UmR-literal é qualquer literalrasoda linguagemFunc(LL,LM) da formaR(λ1,
λ2) ou¬R(λ1, λ2), ondeλ1 e λ2 são rótulos, expressando queλ2 é ou não é acessível a
partir deλ1. Exemplos deR-literais sãoR(ω1, ω2), ¬R(ω2,boxp(ω2)) eR(ω0, fp(ω2)).
Para distinguir umR-literal de seu oposto pelo sinal, a noção deconjugadode umR-
literal também é apresentada.

Definição 1.5 (R-literal) Dada a linguagem〈LL,LM〉, umR-literal é um literal da forma
R(λ1, λ2) ou da forma¬R(λ1, λ2), ondeλ1 eλ2 são termos rasos deFunc(LM ,LM).

Definição 1.6 (Conjugado de um R-literal) Seja∆ umR-literal. O conjugado de∆,
escrito∆, é definido como

• ¬R(λ1, λ2) se∆ = R(λ1, λ2)
• R(λ1, λ2) se∆ = ¬R(λ1, λ2)

1.3 Teorias dedutivas rotuladas modais

A sintaxe do MLDS (Sistema Dedutivo Rotulado Modal) permite que conjuntos ar-
bitrários de fórmulas modais sejam associados a rótulos (diferentes), descrevendo não só
um conjunto inicial de suposições locais (como na abordagem implícita), mas permitindo
que váriasteorias modais iniciais locais(distintas) sejam especificadas. Com a adição
deR-literais, essas teorias locais podem ser declaradas ou como sendo independentes
(usandoR-literais negativos) ou como interagindo umas com as outras (usandoR-literais
positivos). Isso gera uma definição de uma teoria dedutiva rotulada modal mais geral do
que a noção tradicional de teoria modal. Isso contribui muito para oferecer um formalismo
modal mais próximo das necessidades das aplicações (veja discussões em [BRO2002] e
[GAB2000]).

Uma teoria dedutiva rotulada modal, chamadaconfiguração, é composta por dois
conjuntos de informações:
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FIGURA 1.1 – Diagrama
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FIGURA 1.2 – Configuração

1. um conjunto deR-literais; e
2. um conjunto de unidades declarativas.

Conjuntos de unidades declarativas que têm os mesmos rótulos denotamteorias
modais locais associadas àquele rótulo, enquanto unidades declarativas com rótulos dife-
rentes expressam fórmulas modais que pertencem a mundos atuais locais (possivelmente)
diferentes. O primeiro conjunto, consistindo deR-literais, é chamado dediagramae
oferece as informações “estruturais” sobre uma teoria dedutiva rotulada modal.

Definição 1.7 (Diagrama) Dada a linguagem〈LL,LM〉, umdiagramaD é um conjunto
deR-literais cujos argumentos são termos rasos deFunc(LL,LM).

Por exemplo, o conjunto{R(ω0, ω1), R(ω0, ω2),¬R(ω1, ω2)} é um diagrama que
pode ser representado graficamente parcialmente como na Figura 1.1. Esse tipo de di-
agrama (conjunto) não nos diz, por exemplo, seω0 é acessível a partir deω1 ou não.
Também não inclui representações deR-literais da forma¬R(ω1, ω2).

Em geral, as informações completas ou incompletas sobre qualquer grafo dire-
cionado arbitrário podem ser formalizadas como um diagrama. Uma teoria modal local
pode ser atribuída a cada nó do diagrama, adicionando-se as unidades declarativas apro-
priadas. Por exemplo, considerando o conjunto{2(p → q) : ω0,2r : ω0,3p : ω1, r →
s : ω1, q : ω2,3p : ω2} junto com o diagrama dado na Figura 1.1, a teoria resultante
(configuração) também pode ser representada graficamente como na Figura 1.2. Uma
definição formal de uma configuração é dada a seguir.

Definição 1.8 (Configuração) Dada uma linguagem dedutiva rotulada modal (MLDL),
umaconfiguraçãoé uma tupla〈D,F〉 onde:
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• D é um diagrama; e
• F é uma função do conjunto de termos rasos deFunc(LL,LM) para o conjunto
P(wff ,LM) de conjuntos dewffs deLM .

A funçãoF é uma função total que atribui um conjunto vazio aos rótulos para os
quais não há informação, e uma teoria modal local não-vazia aos demais. A descrição
formal da configuração em questão, na qual configurações podem ser teorias infinitas, é
dada na tabela 1.1.

D = {R(ω0, ω1), R(ω0, ω2),¬R(ω1, ω2)}
F(λ) = {2(p→ q),2r} seλ = ω0

{3p, r → s} seλ = ω1

{q,3p} seλ = ω2

{ }, caso contrário

TABELA 1.1 – Definição formal da configuração da Figura 1.2

Isso ocorre ou quando o diagramaD é infinito (isto é, a configuração contém um
número infinito deR-literais), ou quando, para algum rótuloλ da linguagemFunc(LL,
LM), o valor deF(λ) é um conjunto infinito de fórmulas deLM (isto é, a configuração
contém um número infinito de unidades declarativas referentes aλ), ou quandoF(λ) 6= ∅
para um número infinito de termos deFunc(LL,LM). Para expressar qual informação
uma configuração contém, a seguinte notação será útil.

Notação 1.1Dada uma configuraçãoC = 〈D,F〉, oR-literal ∆ é ditomembro deC, o
que é escrito∆ ∈ C, se∆ ∈ D, enquanto uma unidade declarativaα : λ é ditamembro
deC, o que é escritoα : λ ∈ C, seα ∈ F(λ).

Como havia sido mencionado, os símbolos de função da linguagemFunc(LL,LM)
foram apresentados por razões prova-teóricas. Portanto, qualquer teoria dedutiva rotulada
modal especificada pelo usuário (configuração inicial) conterá usualmente (inicialmente)
apenas símbolos constantes deFunc(LL,LM) como rótulos, enquanto configurações que
contêm termos rasos gerais deFunc(LL,LM) aparecerão principalmente em derivações
de provas como configurações inferidas, como será esclarecido mais adiante neste tra-
balho.

Os conceitos “básicos” de um MLDS (sistema dedutivo rotulado modal), como
as noções de uma linguagem dedutiva rotulada modal, sua sintaxe e teoria, já foram
definidos. Agora definiremos a noção de uma classe de estruturas de Kripke, que é cap-
turada por uma axiomatização de primeira ordem chamadaálgebra de rotulação(cujos
fundamentos já foram apresentados anteriormente neste trabalho) escrita na linguagem
Func(LL,LM).

Definição 1.9 (Álgebra de rotulaçãoA) Uma álgebra de rotulaçãoA é uma teoria de
primeira ordem (possivelmente vazia), escrita na linguagem rotulada semi-estendida
Func(LL,LM), dada por algum subconjunto consistente do seguinte conjunto de axi-
omas (consistente no sentido padrão da lógica clássica− que, portanto, não pode incluir
nem(T), nem(Irr)):
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∀x(R(x, x)) (T)
∀x, y, z((R(x, y) ∧R(y, z)) → R(x, z)) (4)
∀x, y(R(x, y) → R(y, x)) (B)
∀x(R(x, succ(x))) (D)
∀x, y, z((R(x, y) ∧R(x, z)) → R(y, z)) (5)
∀x¬R(x, x) (Irr)

Álgebras de rotulação que envolvem apenas os cinco primeiros axiomas definem classes
de estruturas que são definíveis modalmente, isto é, para as quais existe um esquema de
axiomas característico. Cada um desses esquemas identifica um sistema dedutivo ro-
tulado modal (MLDS) proposicional particular correspondente à lógica modal padrão
relacionada. (Uma noção particular de “correspondência” será definida e provada mais
adiante neste trabalho.)

Por outro lado, álgebras de rotulação que incluem o axioma (Irr) identificam a
classe de estruturas cuja relação de acessibilidade satisfaz a propriedade de irreflexibi-
lidade. Entretanto, essa propriedade não é definível modalmente, ou seja, não há um
esquema de axiomas modais que possa caracterizar essa classe de estruturas. Porém,
introduzindo-se o axioma (Irr) em uma álgebra de rotulação, é possível definir MLDSs
proposicionais que facilitam o raciocínio modal sobre classes de estruturas irreflexivas.
Esses sistemas geram, portanto, um novo conjunto de lógicas modais.

A notação seguinte será adotada para distinguir entre álgebras de rotulação dife-
rentes. Destacamos que, na Definição 1.9, os axiomas que são definíveis modalmente
são denotados com os mesmos nomes que seus esquemas de axiomas modais correspon-
dentes, mas são escritos dentro de parênteses ( ).

Notação 1.2Seja{(T), (4), (D), (B), (5), (Irr)} o conjunto de axiomas dados na Defi-
nição 1.9 e sejaδ ⊆ {(T), (4), (D), (B), (5), (Irr)}. δ será escrito algumas vezes como
AKδ, com chaves e parênteses omitidos do subscritoδ.

Notação 1.3Por simplicidade, o subscritoKδ será substituído pelo nome tradicional da
lógica modal associada sempre que possível. Por exemplo,AK{T,4} será escrita algu-
mas vezes comoAS4. A Tabela 1.2 mostra alguns exemplos das álgebras de rotulação
consideradas neste trabalho.

Para dar uma definição completa de um MLDS proposicional, é necessário especi-
ficar um conjunto de regras de inferência junto com a linguagem e sua álgebra de rotulação
particular. Isso é declarado formalmente como segue.

Definição 1.10 (Sistema dedutivo rotulado modal) Dada uma linguagem dedutiva rotu-
lada modal proposicionalMLDL = 〈LL,LM〉, um sistema dedutivo rotulado modal
proposicional(MLDS proposicional) é uma tupla da forma〈〈LL,LM〉 ,A,R〉 onde:

• A é uma álgebra de rotulação escrita emFunc(LL, LM); e
• R é um conjunto de regras de inferência que “geram” uma configuração a partir

de outra.
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Nomes Álgebras de Rotulação
AT {∀xR(x, x)}
AIrr {∀x¬R(x, x)}
AS4 {∀x(Rx, x),

∀x, y, z((R(x, y) ∧R(y, z)) → R(x, z))}
AK4,Irr {∀x¬R(x, x),

∀x, y, z((R(x, y) ∧R(y, z)) → R(x, z))}
AK4 {∀x, y, z((R(x, y) ∧R(y, z)) → R(x, z))}
AKD {∀xR(x, succ(x))}
AKD,Irr {∀x¬R(x, x),

∀xR(x, succ(x))}

TABELA 1.2 – Exemplos de álgebras de rotulação

A partir da definição acima, percebemos que, dado um conjunto de regras, podemos
obter MLDSs proposicionais diferentes, considerando-se álgebras de rotulação diferen-
tes. A seguinte notação será adotada para indicar cada MLDS proposicional particular
considerado nos próximos capítulos.

Notação 1.4SejaAKδ uma álgebra de rotulação particular.Kδ-MLDS denotará o
MLDS proposicional associado, isto é,Kδ-MLDS=〈〈LL,LM〉,AKδ,R〉.

Para cadaKδ-MLDS, as regras de inferência são definidas como relações sobre o
conjunto de configuraçõesKδ. A forma que essas relações tomam é descrita adiante neste
trabalho.

1.4 Um sistema de dedução natural para MLDS

Como podemos perceber a partir de nosso estudo de alguns dos principais sistemas
dedutivos modais tradicionais [MAL2002] e também do presente estudo dos sistemas
dedutivos modais rotulados, uma importante diferença entre eles é que, nos rotulados, as
regras de inferência são aplicadas não awffs, mas aconfigurações. No sistema de infe-
rência que apresentaremos, definido em [RUS95, GAB2000], todas as regras de inferência
“geram” uma configuração nova a partir de uma configuração dada. Portanto, uma regra
de inferência pode ser definida de maneira geral como segue:

Definição 1.11 (Regra de inferência) Uma regra de inferênciaI é um conjunto de pares
de configurações, onde cada par é escrito comoC/C ′

. SeC/C ′ ∈ I, então dizemos
queC é umaconfiguração antecedente deI, e queC ′

é uma configuração inferida (ou
conseqüência) deI com respeito aC. Também dizemos queI geraC ′

a partir deC, e que
I infereC ′

a partir deC.

No restante desta seção, assumiremos uma linguagem dedutiva rotulada modal
(MLDL) 〈LL,LM〉. Definiremos as regras de inferência de um sistema dedutivo rotu-
lado modal (MLDS)S = 〈〈LL,LM〉 ,A,R〉 no estilo de dedução natural. As regras
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de Introduçãoe deEliminaçãoserão definidas para cada conetivo clássico e para cada
operador modal da linguagemLM . No restante desta seção, assumiremos que todos os
termos a que nos referimos são termos rasos deFunc(LL,LM) e que todas aswffsa que
nos referimos sãowffsdeLM .

Definição 1.12 (Prova) SejaS = 〈〈LL,LM〉 ,A,R〉 um MLDS. Uma prova emS é um
par 〈P ,m〉, ondeP é uma seqüência de configurações{C0, . . . , Cn} comn > 0, em
é um mapeamento do conjunto{0, . . . , n − 1} para R tal que, para cadai, 0 ≤ i <
n, Ci/Ci+1 ∈ m(i).

Definição 1.13 (Derivabilidade) SejaS = 〈〈LL,LM〉 ,A,R〉 um MLDS eC e C ′
duas

configurações deS. C ′
é derivável a partir deC, o que é escrito comoC `S C

′
, se existe

uma prova
〈
{C, . . . , C ′},m

〉
.

Onde a escolha deKδ for arbitrária, o símbolo de derivabilidadèS ou `Kδ−MLDS

será freqüentemente escrito como`MLDS. Essa notação assemelha-se à noção padrão
de derivação (dada em nosso trabalho anterior, [MAL2002]), quando a configuração de-
rivávelC ′ é reduzida a uma só unidade declarativa cm rótuloω0 e a configuração (inicial)
dadaC inclui (apenas) suposições globais emF(λ), para qualquer rótuloλ da linguagem,
e suposições locais emF(ω0). Uma relação de derivabilidade entre configurações e
unidades de informação (unidades declarativas ouR-literais) pode ser expressa em ter-
mos do símbolò MLDS, adotando-se a seguinte notação:

Notação 1.5São dados: uma configuraçãoC, uma unidade declarativaα : λ e umR-
literal ∆. Escrevemos:

• C `S α : λ se existe uma configuraçãoC ′
tal queC `S C

′
eλ : α ∈ C ′

;
• C `S ∆ se existe uma configuraçãoC ′

tal queC `S C
′
e∆ ∈ C ′

;
• C `S ⊥ : λ se existe um termoλ e umawff α tal queC `S α ∧ ¬α : λ.

Configurações são pares de conjuntos. Portanto, operações padrão sobre conjuntos,
tais como união, diferença e inclusão também podem ser aplicadas a configurações.

Notação 1.6Dada uma configuraçãoC = 〈D,F〉, a unidade declarativaα : λ e oR-
literal ∆, então:

1. C + [α : λ] é a configuração〈D,F ′〉 tal que
• F ′

(λ) = F(λ) ∪ {α}
• F ′

(λ) = F(λ
′
) para cada termo rasoλ

′ ∈ Func(LL,LM), λ
′ 6= λ

2. C + [∆] é a configuração〈D′
,F〉 tal queD′

= D ∪ {∆}

Definição 1.14 (Continência de configuração) Dadas duas configuraçõesC1 = 〈D1,F1〉
eC2 = 〈D2,F2〉, dizemos queC2 contémC1 e escrevemosC1 ⊆ C2 se:

• D1 ⊆ D2; e
• F1(λ) ⊆ F2(λ) para cada termo raso deλ deFunc(LL,LM).
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As regras de inferência de um MLDS proposicional são geralmente aplicadas a
configurações para inferir “novas” configurações. A questão principal écomouma con-
figuração inferida é gerada. Dada uma configuração antecedenteC, três tipos de passos de
raciocínio podem ocorrer. Aqueles do primeiro tipo são “clássicos” e ocorrem dentro de
qualquer teoria modal local particular incluída emC, conforme as noções padrão de infe-
rência para conetivos clássicos. Aquelas do segundo tipo são “modais” e dizem respeito
à interacão entre teorias modais locais diferentes emC. Esses dois tipos de passos de
raciocínio (clássicos e modais) são baseados sobre a informação lógica (clássica e modal)
(aswffs) incorporadas nas unidades declarativas que pertencem aC. Configurações inferi-
das são principalmente “expansões lógicas” (isto é, adições de unidades declarativas) das
configurações antecedentes. O terceiro tipo de passo de raciocínio é relativo à informação
do diagrama deC e à “interação” entre o diagrama e as unidades declarativas. Neste caso,
configurações inferidas são freqüentemente “expansões estruturais” (isto é, adições de
R-literais) às configurações antecedentes.

Portanto, podem ser identificadas três classes de regras de inferência, as quais cor-
respondem aos três tipos de passos de raciocínio mencionados acima. Uma descrição
formal de cada classe é dada a seguir, seguida por alguns exemplos de derivação. Para
cada regra de inferência, é dada uma representação gráfica, baseada na seguinte notação
chave:

Notação 1.7Uma configuração inferida sempre é denotada porC ′. Para as regras de
dedução natural que têm subprovas como premissas, as configurações derivadas dentro
dessas subprovas são denotadas porC̃. A adição “temporária” de uma suposiçãoπ
(ondeπ é uma unidade declarativa ou umR-literal que precisa ser descarregado) a uma
configuraçãoC é representada graficamente comoC〈[π]〉. Finalmente, para qualquer
configuraçãoC e qualquer unidade declarativa ouR-literal π, a notação gráficaC〈π〉
significa queπ ∈ C.

1.4.1 Regras para os conetivos clássicos

Nesta seção, regras de eliminação e de introdução são dadas para cada um dos
conetivos clássicos incluídos na linguagem lógicaLM .

Definição 1.15 (Eliminação do∧, I∧E) Para todas as configuraçõesC, termosλ e wffs
α eβ, C/C+[α : λ] eC/C+[β : λ] são membros da regra de inferência Eliminação do∧
(às vezes chamada deI∧E) seα ∧ β : λ ∈ C. Algumas vezes, escreveremos a Eliminação
do∧ como ilustrado na Tabela 1.3(I∧E).

Definição 1.16 (Introdução do∧, I∧I) Para todas as configuraçõesC, termosλ e wffsα
e β, C/C + [α ∧ β : λ] é um membro da regra de inferência Introdução do∧ (às vezes
escritaI∧I seα : λ ∈ C e β : λ ∈ C. Algumas vezes, escreveremos a Introdução do∧
como ilustrado na Tabela 1.3(I∧I).

Definição 1.17 (Eliminação do∨, I∨E) Para todas as configuraçõesC, termosλ e wffs
γ, C/C + [γ : λ] é membro da regra de inferência Eliminação do∨ (às vezes escritaI∨E)
se existirem wffsα eβ tais que

• α ∨ β : λ ∈ C
• C + [α : λ] `S γ : λ
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TABELA 1.3 – Regras para os conetivos clássicos

C〈α ∨ β : λ〉

C〈[α : λ]〉
···

C̃〈γ : λ〉

C〈[β : λ]〉
···

C̃〈γ : λ〉
I∨E

C ′〈γ : λ〉

C〈α : λ〉
I∨I

C ′〈α ∨ β : λ〉

C〈α ∧ β : λ〉
I∧E

C ′〈α : λ, β : λ〉

C〈α : λ, β : λ〉
I∧I

C ′〈α ∧ β : λ〉

C〈α→ β : λ, α : λ〉
I→E

C ′〈β : λ〉

C〈[α : λ]〉
···

C̃〈β : λ〉
I→I

C ′〈α→ β : λ〉

C〈¬¬α : λ〉
I¬E

C ′〈α : λ〉

C〈α : λ〉
···

C̃〈⊥ : λ′〉
I¬I

C ′〈¬α : λ〉

• C + [β : λ] `S γ : λ

Algumas vezes, escreveremos a Eliminação do∨ como ilustrado na Tabela 1.3 (I∨E).

Definição 1.18 (Introdução do∨, I∨I) Para todas as configuraçõesC, termosλ e wffsα
eβ, C/C+[α∨β : λ] eC/C+[β ∨α : λ] são membros da regra de inferência Introdução
do∨ (às vezes escritaI∨I) seα : λ ∈ C. Algumas vezes, escreveremos a Introdução do∨
como ilustrado na Tabela 1.3 (I∨I).

Definição 1.19 (Eliminação da→, I→E) Para todas as configuraçõesC, termosλ ewffs
β, C/C + [β : λ] é membro da regra de inferência Eliminação da→ (às vezes escrita
I→E) se, para algumawff α, α→ β : λ ∈ C eα : λ ∈ C. Algumas vezes, escreveremos a
Eliminação da→ como ilustrado na Tabela 1.3(I→E).

Definição 1.20 (Introdução da→, I→I) Para todas as configuraçõesC, termosλ e wffs
α eβ, C/C+[α→ β] é membro da regra de inferência Introdução da→ (às vezes escrita
I→I) seC + [α : λ] `S β : λ. Algumas vezes, escreveremos a Introdução da→ como
ilustrado na Tabela 1.3(I→I).

Definição 1.21 (Eliminação do¬, I¬E) Para todas as configuraçõesC, termosλ e wffs
α, C/C + [α : λ] é membro da regra de inferência Eliminação do¬ (às vezes escritaI¬E)
se¬¬α : λ ∈ C. Algumas vezes, escreveremos a Eliminação do¬ como ilustrado na
Tabela 1.3(I¬E).
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Definição 1.22 (Introdução do¬, I¬I) Para todas as configuraçõesC, termosλ e wffs
α, C/C + [¬α : λ] é membro da regra de inferência Introdução do¬ (às vezes escrita
I¬I) se, para algum termoλ

′
, C + [α : λ] `S ⊥ : λ

′
. Algumas vezes, escreveremos a

Introdução do¬ como ilustrado na Tabela 1.3(I¬I).

Cada uma das regras acima tem o efeito de expandir a configuração antecedente
com uma nova unidade declarativa. Com exceção da regraI¬I , tanto as unidades de-
clarativas adicionadas como as unidades declarativas envolvidas na premissa referem-
se ao mesmo rótulo. Isso mostra que o raciocínio permitido por essas regras acontece
inteiramente dentro do escopo do mundo atual local sob consideração. Essa característica
é semanticamente motivada pelo fato de que, como destacado anteriormente, o fragmento
clássico da lógica modal comporta-se como uma lógica clássica associada “localmente”
com qualquer mundo possível particular. Mas, para a regraI¬I , nem sempre é esse o
caso.

De acordo com a interpretação clássica do conetivo¬, a negação de uma fórmula
geralmente pode ser provada, mostrando-se que a suposição de sua forma positiva leva
a uma contradição. No raciocínio modal, as contradições podem surgir em mundos pos-
síveis que são diferentes do mundo atual corrente. A semântica de um exemplo parti-
cular é discutida aqui. Considerando uma linguagem modal composta apenas pela letra
proposicionalp e o modeloM = 〈W,R,v〉, ondeW = {ω0, ω1}, R = {(ω0, ω1)} e
v(p) = {ω1}. Para mostrar queM, ω0 
 ¬2¬p, é suficiente provar queM, ω0 
 2¬p.
Isso é dado pelo fato de queM, ω1 
 p (dado pela definição dev). Aqui, a contradição
surgem em um mundo possível(ω1) diferente do mundo corrente(ω0). Analogamente,
na regraI¬I dada acima, a subderivação pode envolver raciocínio sobre mundos possíveis
diferentes do mundo atualλ, nos quais as contradições podem surgir. Portanto, para cap-
turar esses casos, usa-se um meta-símbolo diferente,λ′, que pode ou não ser igual aλ.

Uma abordagem semelhante foi adotada por Fitting [FIT83] em seu sistema de
dedução natural I-estilo, onde a prova de uma contradiçào dentro de uma caixa estrita
(isto é, de um mundo possível acessível) causa o fechamento da caixa e a inferência da
inconsistência no mundo atual, permitindo que a regra[¬I] seja aplicada. No caso da
regraI¬I , isso é equivalente a impor a restrição de queλ′ é um mundo acessível a partir
deλ. Entretanto, a regraI¬I cobre um caso mais geral, para o qual o rótuloλ′ refere-se
a um mundo possível diferente e possivelmente não acessível a partir deλ. Isso ocorre
porque, dado um tipo mais geral de teorias (configurações), a inconsistência também pode
surgir em mundos atuais lcoais que são diferentes e não estão relacionados com o mundo
possível sob consideração. Nesse caso,I¬I reflete o princípio clássico “qualquer fórmula
pode ser inferida a partir de uma contradição”. Mais adiante, mostraremos que o mesmo
princípio é válido para inconsistências causadas porR-literais.

1.4.2 Regras para os operadores modais

O próximo grupo de regras de inerência refere-se aos operadores modais2 e 3

da linguagemLM . Essas regras são baseadas na estrutura dos diagramas internos às
configurações. Cada uma dessas regras descreve como podem interagir os conjuntos de
informações pertencentes a mundos possíveis diferentes relacionados uns com os outros.
Devido a isso, são as únicas regras de inferência em queR-literais da formaR(λi, λj) são
referenciados explicitamente para expressar a inferência de fórmulas novas em um mundo
acessível.
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TABELA 1.4 – Regras para os operadores modais

C ∪ {[R(λ, boxα(λ))]}
···

C̃〈α : boxα(λ)〉
I�I

C ′〈�α : λ〉

C〈�α,R(λ1, λ2) : λ1〉
I�E

C ′〈α : λ2〉

C〈3α : λ〉
I3E

C ′〈α,R(λ, fα(λ)) : fα(λ)〉

C〈α,R(λ1, λ2) : λ2〉
I3I

C ′〈3α : λ1〉

Definição 1.23 (Eliminação do3, I3E) Para todas as configuraçõesC, termosλ e wffs
α, C/C + [α : fα(λ)] + [R(λ, fα(λ))] é membro da regra de inferência Eliminação do3

(às vezes escritaI3E) se3α : λ ∈ C. Algumas vezes, escreveremos a Eliminação do3

como ilustrado na Tabela 1.4 (I3E).

I3E pode ser visto (informalmente) como uma “skolemização” do quantificador
existencial sobre os mundos possíveis, o que é implicado semanticamente pela fórmula
3α na premissa. O termofα(λ) define um mundo possível particular associado univoca-
mente com a fórmulaα e que se inferiu ser acessível a partir do mundo possívelλ (isto
é,R(λ, fα(λ))). A partir da definição, é evidente que essa regra tem o efeito de expandir
os dois componentes (o diagrama e o conjunto de unidades declarativas) da configuração
antecedente.

Mais adiante neste texto, veremos que a inferência de rótulos e relações novas na es-
trutura de um diagrama interno a uma configuração é consistente com a álgebra estendida
A+, na qual o processo de definição de rótulos novos via símbolos de funções é contro-
lado pelo esquema de axiomas(Ax5). Um exemplo de aplicação da regra de Eliminação
do3 é representado graficamente na Figura 1.3.

Definição 1.24 (Introdução do3, I3I) Para todas as configuraçõesC, termosλ1 e λ2

e wffs α, C/C + [3α : λ1] é membro da regra de inferência Introdução do3 (às vezes
escritaI3I) seα : λ2 ∈ C eR(λ1, λ2 ∈ C. Algumas vezes, escreveremos a Introdução do
3 como ilustrado na Tabela 1.4 (I3I).

Definição 1.25 (Eliminação do2, I2E) Para todas as configuraçõesC, termosλ1 eλ2 e
wffs α, C/C+[α : λ2] é membro da regra de inferência Eliminação do2 (às vezes escrita
I2E) se2α : λ1 ∈ C eR(λ1, λ2) ∈ C. Algumas vezes, escreveremos a Eliminação do2

como ilustrado na Tabela 1.4 (I2E).

As regrasI3I eI2E são um tanto simétricas. Ambas baseiam-se na informação es-
trutural sobre a configuração antecedente (isto é, nas relações entre os mundos possíveis).

Definição 1.26 (Introdução do2, I2I) Para todas as configuraçõesC, termosλ e wffs
α, C/C + [2α : λ] é membro da regra de inferência Introdução do2 (às vezes escrita
I2I) seC + [R(λ, boxα(λ))] `S α : boxα(λ). Algumas vezes, escreveremos a Introdução
do2 como ilustrado na Tabela 1.4 (I2I).
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FIGURA 1.3 – Regra de Eliminação do3
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Na regra acima, a suposição temporária deveria ser lida como “dado um mundo
acessível arbitrárioboxα(λ)”. Embora, de um ponto de vista sintático, o uso de um termo
é visto freqüentemente como uma maneira de nomear objetos particulares (mundos pos-
síveis), neste caso isso é adotado para referir um mundo possível arbitrário. Isso serve
para garantir que os rótulos são sempre termos rasos. O papel do símbolo de funçãoboxα

ficará mais claro mais adiante neste texto.

As regras clássicas e modais acima são efetivamente generalizações das regras de
dedução natural de Fitting [FIT83]. Especificamente, as regrasI3E eI2E generalizam a
criação de caixas restritas, respectivamente, no sistema de I-estilo e a criação de caixas
estritas no sistema A-estilo, enquantoI2E é algo similar à regra de iteração restrita básica
para a lógica modalK . (A regraI3I não é diretamente comparável.)

Além disso, sob a limitação de permitir apenas configurações iniciais compostas de
unidades declarativas que se referem ao único mundo atual inicialω0, os dois conjuntos de
regras acima oferecem um sistema de prova rotulado para a lógica modalK . Para dar um
exemplo, são dadas a seguir derivações formais e gráficas nas quais a interdefinibilidade
dos dois operadores modais2 e3 é obtida, usando-se apenas os dois conjuntos de regras
acima.

Notação 1.8Nos exemplos que seguem, o número de traços(.
′
) incluídos como sobres-

crito em cada símbolo de configuração(C) corresponde ao número de suposições novas
introduzidas a partir da configuração inicialC0. Os índices subscritos (1, 2, etc.) corre-
spondem a cada passo em cada “subprova” relativa a uma suposição nova.

Exemplo 1.1 (C〈2p : ω0〉 `S ¬3¬p : ω0)
SejaC0 = 〈D0,F〉 ondeD0 = {},F(ω0) = {2p} e F(λ) = {} para todoλ ∈
Func(LL,LM) tal queλ 6= ω0. Mostraremos queC0 `S ¬3¬p : ω0.

Derivação: SejaC ′
0 = C0+[3¬p : ω0] e sejaC ′

1 = C ′
0+[¬p : f¬p(ω0)]+[R(ω0, f¬p(ω0))].

(i) Então a Eliminação do3 produzC ′
1 a partir deC ′

0

SejaC ′
2 = C1 + [p : f¬p(ω0)].

(ii) Então a Eliminação do2 produzC ′
2 a partir deC ′

1

SejaC ′
3 = C2 + [p ∧ ¬p : f¬p(ω0)].

(iii) Então a Introdução do∧ produzC ′
3 a partir deC ′

2

Por (i), (ii) e (iii), C ′
0, C

′
1, C

′
2, C

′
3 é uma prova. Então, por (iii)

(iv) C0 + [3¬p : ω0] `S ⊥ : f¬p(ω0)
Portanto, por (iv), a Introdução do¬ produzC0 + [¬3¬p : ω0] a partir deC0.

EntãoC0, C0 + [¬3¬p : ω0] é uma prova.
Portanto,C0 `S ¬3¬p : ω0.

O exemplo de prova acima(C0〈2p : ω0〉 `S ¬3¬p : ω0) pode ser representado
graficamente como segue:

C0 〈2p : ω0〉
C ′

0〈2p : ω0, [3¬p : ω0]〉 (nova hipótese)
C ′

1〈2p : ω0, R(ω0, f¬p(ω0)),¬p : f¬p(ω0)]〉 (3E)
C ′

2〈p : f¬p(ω0)),¬p : f¬p(ω0)〉 (2E)
C ′

3〈⊥ : f¬p(ω0))〉 (∧I)
C0 〈¬3¬p : ω0〉 (¬I)
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Exemplo 1.2 (C〈¬3¬p : ω0〉 `S 2p : ω0))

SejaC0 = 〈D0,F〉, ondeD0 = {},F(ω0) = {¬3¬p} e F(λ) = {} para todo
λ ∈ Func(LL,LM) tal queλ 6= ω0. Mostraremos queC0 `S 2p : ω0.

SejaC ′
0 = C0 + [R(ω0, boxp(ω0))], sejaC ′′0 = C ′

0 + [¬p : boxp(ω0)]. (No mundo
assumidoboxp(ω0), precisamos provarp para aplicar a regra de Introdução do2. Para
provar p : boxp(ω0) pela regra de inferência Eliminação do¬, precisamos provar¬¬p :
boxp(ω0), o que exige a regra de Introdução do¬. Portanto, a segunda hipótese:¬p :
boxp(ω0). SejaC ′′1 = C ′′0 + [3¬p : ω0] e sejaC ′′2 = C ′′1 + [(3¬p) ∧ (¬3¬p) : ω0].

Então a Introdução do∧ produzC ′′2 a partir deC ′′1 , e a Introdução do3 produzC ′′1
a partir deC ′′0 , e, portanto,C ′′0 , C ′′1 , C ′′2 é uma prova. Então

(i) C ′
0 + [¬p : boxp(ω0)] `S ⊥ : ω0

SejaC ′
1 = C ′

0 + [¬¬p : boxp(ω0)]
(ii) Por (i), a Introdução do¬ produzC ′

1 a partir deC ′
0.

SejaC ′
2 = C ′

1 + [p : boxp(ω0)]
(iii) Por (ii), a Eliminação do¬ produzC ′

2 a partir deC ′
1.

Portanto,C ′
0, C

′
1, C

′
2 é uma prova, eC0 + [R(ω0, boxp(ω0))] `S p : boxp(ω0).

SejaC1 = C0 + [2p : ω0].
Por (iii), a Introdução do2 produzC1 a partir deC0.

Portanto,C0, C1 é uma prova, e, portanto,C0 `S 2p : ω0.

O exemplo acima(C0〈¬3¬p : ω0〉 `S 2 p : ω0) pode ser representado graficamente
como segue:

C0 〈¬3 ¬p : ω0〉
C ′

0 〈¬3¬p : ω0, [R(ω0, boxp(ω0))]〉 (nova hipótese)
C ′′0 〈¬3¬p : ω0, [¬p : boxp(ω0)]〉 (nova hipótese)
C ′′1 〈¬3¬p : ω0,3¬p : ω0〉 (3I)
C ′′2 〈⊥ : ω0〉 (∧I)

C ′
1 〈¬¬p : boxp(ω0)〉 (¬I)
C ′

2 〈p : boxp(ω0)〉 (¬E)
C0 〈2p : ω0〉 (2I)

1.4.3 Regras estruturais

Para permitir o raciocínio sobre configurações arbitrárias e para capturar os dife-
rentesKδ-MLDSs, um terceiro conjunto de regras de inferência precisa ser incluído como
parte de um MLDS proposicional. Essas regras facilitam o raciocínio sobre diagramas
de uma configuração, usando a álgebra de rotulação particularAKδ sob consideração, e
inferemR-literais e unidades declarativas que não são implicadas pelas regras modais.

Definição 1.27 (Afirmação doR, IR−A) Para todas as configuraçõesC = 〈D,F〉 eR-
literais ∆, C/C + [∆] é membro da regra de inferência Afirmação doR (às vezes escrita
IR−A) seD,A `FOL ∆, ondeA é ùma álgebra de rotulação.
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Na seção anterior, foi enfatizado que álgebras de rotulação diferentes definem
MLDSs proposicionais diferentes. Sob o aspecto prova-teórico, essas diferenças são im-
postas pela regraIR−A. Essa regra facilita a inferência de novosR-literais de acordo com
as propriedades da relação de acessibilidade dada por uma álgebra de rotulação particular
A. Por exemplo, se a álgebra de rotulaçãoAK{D} é considerada, a regra acima per-
mite a inferência deR-literais da formaR(λ, succ(λ)), para qualquer rótuloλ, incorpo-
rando, portanto, a propriedade de serialidade da relação de acessibilidade no processo de
derivação. Isso permite a derivação de unidades declarativas da forma2α→ 3α : λ, para
qualquer rótulo arbitrárioλ, caracterizando, portanto, o MLDS como umK{D}-MLDS.
Dessa forma, o conjunto de regras modais permanece inalterado para toda a família de
MLDSs proposicionais, o que torna uniforme o sistema de dedução natural.

As duas regras seguintes formalizam formas extras de interações entreR-literais e
unidades declarativas. A regraI¬I descrita anteriormente detecta informações inconsis-
tentes (isto é,⊥ : λ) em configurações. Mas a questão é, como uma inconsistência pode
surgir? Em uma teoria modal padrão, uma contradição geralmente é devida a suposições
(iniciais ou temporárias) que negam-se umas às outras. Em uma teoria de MLDS, su-
posições contraditórias podem ser tanto umR-literal e seu conjugado como uma unidade
declarativa e sua negação (A negação de uma unidade declarativaα : λ é uma unidade
declarativa da forma¬α : λ.) Enquanto as últimas são capturadas pela regra da Intro-
dução da¬, os primeiros são identificados pela seguinte regra de Introdução da⊥, que
novamente reflete o princípio clássico da qualquer fórmula ser derivada a partir de uma
contradição.

Definição 1.28 (Introdução do⊥, I⊥I) Para todas as configuraçõesC, qualquerR-literal
∆ e qualquer unidade declarativaα : λ, C/C + [α : λ] é membro da regra de inferência
Introdução do⊥ (às vezes escritaI⊥I) se∆ ∈ C e∆ ∈ C. Algumas vezes, escreveremos
a Introdução do⊥ como

C〈∆,∆〉
C

′〈α : λ〉

Um exemplo que mostra por que essa regra é incluída e como ela é usada é dado
abaixo.

Exemplo 1.3 SejaA a álgebra de rotulação dada pelo conjunto{∀x∀y¬R(x, y)}. Esse
conjunto formaliza a classe de estruturas na qual os mundos possíveis são independentes
uns dos outros - isto é, para cada mundo possível, não há qualquer mundo acessível a
partir dele. Nessa classe de estruturas, qualquer unidade declarativa da forma2α :
λ é provável. É dada abaixo uma derivação gráfica que mostra, em particular, que a
unidade declarativa2α : ω0 (ondeα é qualquerwff arbitrária) é derivável a partir da
configuraçãoC∅ = 〈{},F∅(λ) = {} para qualquer termoλ deFunc(LL,LM).

C∅
C ′

1 〈¬R(ω0, boxα(ω0)〉 (Afirmação doR)
C ′

1〈¬R(ω0, boxα(ω0), [R(ω0, boxα(ω0)]〉 (suposição)
C̃1〈α : boxα(ω0)〉 (⊥I)

C ′
2 〈2α : ω0〉 (2I)
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Até aqui, as unidades declarativas eram deriváveis a partir de informações inconsistentes
(usando as regras de Introdução da¬ e de Introdução da⊥). Entretanto, um tipo de
raciocínio semelhante pode ser aplicado aosR-literais. Uma segunda forma de interação
entreR-literais e unidades declarativas é capturada pela seguinte regra de inferência, na
qual osR-literais são derivados sempre que uma inconsistência lógica surge dentro de
uma configuração.

Definição 1.29 (Introdução doR, IR−I) Para todas as configuraçõesC eR-literais ∆,
C/C + [∆] é membro da regra de inferência Introdução doR (às vezes escritaIR−I) se,
para algum termoλ

′
, C + [∆] `S ⊥ : λ

′
. Algumas vezes, escreveremos a Introdução do

R como:

C + [∆]
...

C̃〈⊥ : λ
′〉

C
′〈∆〉

Um exemplo que mostra quando e como essa regra é usada é o seguinte: sejaC a confi-
guração〈{},F〉, ondeF(ω0) = {2p},F(ω1) = {¬p} e, para qualquer rótuloλ diferente
deω0 e deω1, F(λ) = {}. EntãoC `S ¬R(ω0, ω1). Isso é obtido pela aplicação da regra
IR−I e da regraI2E.

As regras estruturais descritas acima e as regras clássicas e modais dadas nas sub-
seções anteriores têm, todas, o efeito de expandir suas configurações antecedentes. Para
completude, a seguinte regra é incluída em cada MLDS proposicional, o que simples-
mente permite a derivação de qualquer configuração contida naquela antecedente.

Definição 1.30 (Redução daC, IC−R) Para todas as configuraçõesC eC ′
, C/C ′

é membro
da regra de inferência Redução daC (às vezes escritaIC−R) seC ′ ⊆ C.

Para compreensão das duas derivações de exemplo (suas representações gráficas) dadas a
seguir, algumas reescritas equivalentes de unidades declarativas são assumidas implicita-
mente. Por exemplo:¬3r : box3r(ω0) é substituída por2¬r : box3r(ω0); e¬22p : ω0

é substituída por33¬p.

Exemplo 1.4 Considere o MLDSK{B,4}-MLDS. SejaC a configuração〈D,F〉 onde
D = {},F(ω0) = {22p → r} e F(λ) = {} para cadaλ ∈ Func(LL,LM) tal que
λ 6= ω0. EntãoC `K{B,4}−MLDS 2(p ∧ q) → 23r : ω0.
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Derivação:
C 〈2 2p → r : ω0〉

C 〈[2 (p∧ q) : ω0]〉 (suposição)
C 〈[ R(ω0, box3r(ω0))]〉 (suposição)
C̃ 〈R (box3r(ω0), ω0)〉 (Afirmação doR)

C̃ 〈[R(ω0, box2p(ω0))]〉 (suposição)
C̃〈[R(box2p(ω0), boxp(box2p(ω0)))]〉 (suposição)
C̃1〈R(ω0, boxp(box2p(ω0)))〉 (Afirmação doR)
C̃2〈p ∧ q : boxp(box2p(ω0))〉 (2E)

C̃3〈p : boxp(box2p(ω0))〉 (∧E)

C̃4 〈2p : box2p(ω0)〉 (2I)

C̃5 〈2 2p : ω0〉 (2I)

C̃6 〈r : ω0〉 (→ E)

C̃7 〈3 r : box3r(ω0)〉 (3I)

C̃8 〈2 3r : ω0〉 (2I)
C ′ 〈2 (p∧ q) → 23r : ω0〉 (→ I)

Uma derivação alternativa
C 〈2 2 p→ r : ω0〉

C 〈[2 (p ∧ q) : ω0]〉 (suposição)
C 〈[R(ω0, box3r(ω0))]〉 (suposição)

C〈[¬3r : box3r(ω0)]〉 (suposição)
C̃1〈R(box3r(ω0), ω0)〉 (Afirm. R)
C̃2〈¬r : ω0〉 (2E)
C̃3〈¬22p : ω0〉 (→ E)

C̃4〈3¬p : f3¬p(ω0), R(ω0, f3¬p(ω0))〉 (3E)

C̃5〈¬p : f¬p(f3¬p(ω0)), R(f3¬p(ω0), f¬p(f3¬p(ω0)))〉 (3E)

C̃6〈R(ω0, f¬p(f3¬p(ω0)))〉 (Afirm. R)
C̃7〈p ∧ q : f¬p(f3¬p(ω0))〉 (2E)

C̃8〈p : f¬p(f3¬p(ω0))〉 (∧E)

C̃9〈⊥ : f¬p(f3¬p(ω0))〉 (∧I)
C̃10 〈3r : box3r(ω0)〉 (¬I)

C̃11 〈2 3r : ω0〉 (2I)
C ′ 〈2 (p ∧q) → 23r : ω0〉 (→ I)

1.5 Uma semântica

Um MLDS proposicional pode ser considerado uma abordagem “semi-traduzida”
para a lógica modal - uma relação de acessibilidade como as de Kripke é expressa sintati-
camente, mas sem exigir a tradução completa das fórmulas modais para sentenças de
primeira ordem. Portanto, uma semântica modelo-teórica poderia ser dada igualmente
em termos da semântica de mundos possíveis de Kripke tradicional (veja discussões em
[GAB96]) ou em termos de uma semântica de primeira ordem, usando algum método de
tradução. A segunda abordagem foi escolhida para este trabalho, e as razões para tanto
serão apresentadas na próxima seção. Um método de tradução de um MLDS proposi-
cional para uma lógica de primeira ordem é definido e a noção semântica de relação de
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conseqüência,|=MLDS, assim como a definição de um modelo e da satisfatibilidade de
uma configuração, são dados em termos da semântica clássica.

Como já foi destacado, a unidade declarativaα : λ pode ser interpretada como “a
fórmulaα é verdadeira no mundo possívelλ”. No que segue, essas noções semânticas de
Kripke são expressas em termos de declarações de primeira ordem da forma[α]∗(λ), onde
[α]∗ é um símbolo predicativo unário. Portanto, a linguagem de rotulação semiestendida
Func(LL,LM) é mais estendida para incluir o símbolo predicativo[α]∗ para cadawff α
deLM . As relações entre esses predicados são restritas por um conjunto de esquemas de
axiomas de primeira ordem que capturam as condições de satisfatibilidade de cada tipo de
fórmulaα (O tipo de umawff é dado pelo conetivo principal da própriawff. Por exemplo,
a wff 3(p → q) é uma fórmula-3). Esses esquemas de axiomas estendem a álgebra de
rotulaçãoA de um MLDS proposicional para uma teoria de primeira ordem chamada de
álgebra estendida. Definições formais são dadas a seguir.

Definição 1.31 (Linguagem de rotulação estendida Mon(LL, LM)) Seja Func(LL,LL)
uma linguagem de rotulação semiestendida. Sejaα1, . . . , αn, . . . o conjunto ordenado de
todas aswffs deLM . A linguagem de rotulação estendida Mon(LL,LM ) é definida como
a linguagem Func(LL,LL) estendida com o seguinte conjunto de símbolos predicativos
unários:{[α1]

∗, . . . , [α1]
∗, . . .}.

Definição 1.32 (Álgebra estendidaA+) Dada uma linguagem de rotulação estendida
Mon(LL,LM ) e uma álgebra de rotulaçãoA escrita em Func(LL,LL), a álgebra esten-
didaA+ é a teoria de primeira ordem em Mon(LL,LM ), consistindo do seguinte esquema
de axiomas(Ax1)− (Ax8), junto com os axiomas deA:

Para todawff α eβ deLM :

∀x([α ∧ β]∗(x) ≡ ([α]∗(x) ∧ [β]∗(x))) (Ax1)
∀x([¬α]∗(x) ≡ ¬[α]∗(x)) (Ax2)
∀x([α ∨ β]∗(x) ≡ ([α]∗(x) ∨ [β]∗(x))) (Ax3)
∀x([α→ β]∗(x) ≡ ([α]∗(x) → [β]∗(x))) (Ax4)
∀x([3α]∗(x) → (R(x, fα(x)) ∧ [α]∗(fα(x)))) (Ax5)
∀x(∃y(R(x, y) ∧ [α]∗(y)) → [3α]∗(x)) (Ax6)
∀x((R(x, boxα(x)) → [α]∗(boxα(x))) → [2α]∗(x)) (Ax7)
∀x([2α]∗(x) → (∀y(R(x, y) → [α]∗(y)))) (Ax8)

Os quatro primeiros esquemas de axiomas expressam as propriedades distributivas
dos conectivos lógicos entre os predicados monádicos de Mon(LL,LM ). Eles cobrem a
definição semântica de Kripke de satisfatibilidade dos conetivos∧,¬,∨e →, respectiva-
mente.(Ax5) força a relação de acessibilidadeR sobre os rótulos gerados pela aplicação
dos símbolos funcionaisfαi

deMon(LL,LM . Os esquemas de axiomas(Ax5)− (Ax6)
juntos cobrem a definição semântica de Kripke do operador modal3. (isto é, a declaração
∀x(∃y(R(x, y) ∧ [α]∗y)) ≡ [3α]∗(x)) pode ser derivada a partir de(Ax5) − (Ax6)).
Analogamente, os esquemas de axiomas(Ax7) − (Ax8) cobrem a definição semântica
de Kripke do operador modal2. (isto é, a declaração∀x([2α]∗(x) ≡ ∀y(R(x, y) →
[α]∗(y))) pode ser derivada a partir de(Ax7)− (Ax8)). Elas confirmam semanticamente
que a regra de introdução do2 funciona corretamente. Portanto, os esquemas de axiomas
(Ax1) − (Ax8) deA+ refletem a definição semântica de Kripke de satisfatibilidade de
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wffs modais. É fácil ver, pela interpretação da verdade de[α]∗(x) como a verdade da
fórmula modalα no mundo possívelx.

Uma maneira alternativa de descrever a semântica de Kripke na lógica clássica é
traduzirwffs da linguagemLM para termos rasos da linguagem clássica e usar um pre-
dicadoÉ válido para definir as condições de satisfatibilidade semântica dos operadores
clássicos e modais. Um exemplo é descrito em [ARS94] para lógicas de crenças. Entre-
tanto, a complexidade sintática extra dad por essa abordagem não é necessária no caso
proposicional. Por outro lado, para o caso de predicados, o uso de símbolos de função
para representarwffs como termos dentro de um predicadoÉ válido ajuda a lidar com
quantificadores e variáveis, que de outra forma seriam embutidos nos nomes dos predica-
dos monádicos, portanto sendo ainda mais “inacessíveis”.

Note que como uma álgebra estendida também inclui os axiomas da relação de
acessibilidade, álgebras de rotulaçãoA diferentes estendem a álgebraA+. Portanto, subs-
critos da formaKδ serão, às vezes, adicionados ao símboloA+ para denotar álgebras
estendidas particulares associadas com MLDS-Kδ particulares.

A proposição seguinte mostra que a interdefinibilidade padrão de2 e 3 pode ser
derivada a partir de qualquer álgebra estendidaA+, em particular, do conjunto de esque-
mas de axiomas acima.

Proposição 1Dada a linguagem estendida Mon(LL,LM ) e uma álgebra esten-
dida associadaA+, para qualquer fórmulaα ∈ LM , a seguinte equivalência é satisfeita:
A+ `FOL ∀x([2α]∗(x) ≡ [¬3¬α]∗(x)).

Prova: É suficiente provar os dois resultados seguintes para um termo raso arbi-
trárioλ. (a)A+ `FOL [2α]∗(λ) → [¬3¬α]∗(λ)

(b)A+ `FOL [¬3¬α]∗(λ) → [2α]∗(λ)

Prova de (a)
[2α]∗(λ) (i)
∀y(R(λ, y) → [α]∗(y)) (ii)
∀y(R(λ, y) → ¬[¬α]∗(y)) (iii)
∀y¬(R(λ, y) ∧ [¬α]∗(y)) (iv)
¬(R(λ, f¬α(x)) ∧ [¬α]∗(f¬α(λ))) (iv)
¬[3¬α]∗(λ) (vi)
[¬3¬α]∗(λ) (vii)

Prova de (a):
(i) é uma suposição inicial,
(ii) é derivada a partir de (i) e(Ax8) pela aplicação de modus ponens,
(iii) é obtida a partir de (ii) e(Ax2),
(iv) é obtida por reescrita equivalente de (iii),
(v) é derivada a partir de (iv) usando regras clássicas para a quantificação universal, e
(vi) é obtida a partir de (v) e do contrapositivo de(Ax5) usando modus ponens.

Finalmente, (vii) é derivado a partir de (vi) e de(Ax2).

Prova de (b)
[¬3¬α]∗(λ) (i)
¬∃y(R(λ, y) ∧ [¬α]∗(y)) (ii)
∀y(¬R(λ, y) ∨ ¬[¬α]∗(y)) (iii)
∀y(R(λ, y) → [α]∗(y)) (iv)
R(λ, boxα(λ)) → [α]∗(boxα(λ)) (v)
[2α]∗(λ) (vi)
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Prova de (b):
(i) é uma suposição inicial,
(ii) é derivada de (i),(Ax2) e (Ax6),
(iii) é obtida a partir de (ii) por reescrita equivalente,
(iv) é obtida a partir de (iii) e(Ax2),
(v) é derivada de (iv) usando regras clássicas para quantificação universal, e, finalmente,
(vi) é derivada de (v) e(Ax7) por modus ponens.

Um método de tradução é definido a seguir. Ele associa expressòes sintáticas de
uma MLDL proposicional com sentenças da linguagem de primeira ordem Mon(LL,LM ),
e portanto associa teorias (configurações) com teorias de primeira ordem da linguagem
Mon(LL,LM ). Cada unidade declarativaα : λ é traduzida para a sentença[α]∗(λ), e
R-literais são traduzidos para si mesmos. Portanto, a tradução de primeira ordem de uma
configuração é uma teoria de primeira ordem que inclui osR-literais, que estão presentes
no diagrama da configuração, e o conjunto de fórmulas monádicas[α]∗(λ) que corres-
pondem às unidades declarativas presentes na configuração. Uma definição formal é dada
abaixo.

Definição 1.33 (Tradução de primeira ordem para uma configuração) Considere uma
MLDL 〈LL,LM〉 e a linguagem estendida associadaMon(LL,LM). SejaC = 〈D,F〉
uma configuração. A tradução de primeira ordem deC, escritaFOT (C), é a teoria
escrita em Mon(LL,LM ) e definida pela expressão:FOT (C) = C ∪ DU , ondeDU =
{[α]∗(λ)|α ∈ F (λ), λ é um termo raso de Func(LL,LM)}.

Uma tradução de uma configuração é, portanto, uma teoria de primeira ordem que
inclui osR-literais que estão presentes no diagrama da configuração, e o conjunto de
fórmulas monádicas[α]∗(λ) que corresponde às unidades declarativas presentes na con-
figuração. Note que, como os rótulos só podem ser termos rasos de Func(LL),LM), a
tradução de primeira ordem de uma dada configuração é um conjunto de literais rasos da
linguagemMon(LL,LM ).

As noções de modelos, satisfatibilidade e acarretamento semântico são dadas em
termos da semântica clássica usando as definições acima.

Definição 1.34 (Estrutura semântica de um MLDS-Kδ) Dado um MLDS-KδS = 〈〈LL,
LM〉,A,R〉 e a álgebra estendida associadaA+

Kδ, M é uma estrutura semântica do
MLDS-Kδ S seM é um modelo deA+

Kδ.

Classes diferentes de estruturas semânticas podem ser obtidas pela consideração de
álgebras de rotulação subjacentes diferentes. Portanto, o símboloM será escrito algumas
vezes com o subscritoKδ (isto é,MKδ) para identificar modelos de uma classe particular.

Definição 1.35 (Satisfatibilidade de uma unidade declarativa) Sejaα : λ uma unidade
declarativa. α : λ é satisfatível (com respeito ao MLDS-Kδ) se existe uma estrutura
semânticaMKδ tal queMKδ 
FOL [α]∗(λ). Neste caso, dizemos queMKδ satisfaz
α : λ e escrevemosMKδ 
MLDS−Kδ α : λ.

Note que o símbolo
FOL significa a noção clássica padrão de satisfatibilidade, e
a expressãoM 
FOL [α]∗(λ) significa queM é um modelo clássico para a sentença
[α]∗(λ).
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Definição 1.36 (Satisfatibilidade de umR-literal) Seja∆ umR-literal. ∆ é satisfatível
(com respeito a um MLDS-Kδ) se há uma estrutura semânticaMKδ tal queMKδ 
FOL

∆. Neste caso, dizemos queMKδ satisfaz∆ e escrevemosMKδ 
MLDS−Kδ ∆.

As duas definiçòes acima estabelecem o valor verdade de cada uma das entidades
sintáticas de um MLDS proposicional. Agora a definição de satisfatibilidade de uma
teoria de MLDS pode ser dada.

Definição 1.37 (Satisfatibilidade de uma configuração) SejaC uma configuração.C é
satisfatível (com respeito a um MLDS-Kδ) se existir uma estrutura semânticaMKδ tal
que, para cadaπ, π ∈ C, MLDS-Kδ (MKδ) satisfazπ, (ondeπ pode ser uma unidade
declarativa ou umR-literal). Nesse caso, dizemos que o MLDS-Kδ satisfazC e escreve-
mosMKδ 
MLDS−Kδ C.

Finalmente, a noção de acarretamento semântico para um MLDS proposicional é
dada em termos do acarretamento semântico clássico.

Definição 1.38 (Acarretamento semântico em um MLDS) SejaA+
Kδ a álgebra estendida

de um MLDS-Kδ. SejaC = 〈D,F〉, e sejamC ′
= 〈D′

,F ′〉 duas configurações, e sejam
FOT (C) = D ∪ DU e FOT (C ′

) = D′ ∪ DU ′
suas respectivas traduções de primeira

ordem. A configuraçãoC acarreta semanticamenteC ′
, o que é escritoC |=MLDS−Kδ C

′

se:

• A+
Kδ ∪ FOT (C) |=FOL ∆ para cada∆ ∈ D′

• A+
Kδ ∪ FOT (C) |=FOL [α]∗(λ) para cada[α]∗(λ) ∈ DU ′

Assim como para a derivabilidade (`MLDS), ondeKδ for arbitrário o símbolo
|=MLDS−Kδ será algumas vezes abreviado para|=MLDS. A notação seguinte é baseada
nas definições padrão da relação de derivabilidade clássica e no acarretamento semântico
clássico.

Notação 1.9Dadas duas configuraçòesC eC ′
e suas traduções de primeira ordem

FOT (C) = D∪DU eFOT (C ′
) = D′∪DU ′

, a expressãoA+∪FOT (C) `FOL FOT (C ′
)

significa que:

• A+ ∪ FOT (C) `FOL ∆ para cada∆ ∈ D′

• A+ ∪ FOT (C) `FOL [α]∗(λ) para cada[α]∗(λ) ∈ DU ′

e analogamente,A+, FOT (C) |=FOL FOT (C ′
) se:

• A+ ∪ FOT (C) |=FOL ∆ para cada∆ ∈ D′

• A+ ∪ FOT (C) |=FOL [α]∗(λ) para cada[α]∗(λ) ∈ DU ′

A notação acima permite que a definição de acarretamento semântico entre confi-
gurações seja alternativamente declarada como:C |=MLDS C

′
sseA+ ∪ FOT (C) |=FOL

FOT (C ′
).
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1.6 Estendendo o sistema dedutivo rotulado modal

A estrutura de trabalho descrita neste capítulo oferece uma metodologia geral o sufi-
ciente para acompanhar a classe de lógicas modais “padrão”K,T,S4, etc., e é o esquema
MLDS básico que é o foco principal desta parte do trabalho. Entretanto, muitas exten-
sões da estrutura de trabalho sugerem a si próprias para estudos futuros, e é importante
mencionar brevemente duas em particular, que as investigações preliminares mostram ser
naturais e sem problemas. Ambas envolvem a extensão da linguagem de rotulaçãoLL

com outros símbolos predicativos binários, o primeiro para acompanhar “lógicas multi-
modais”, e o segundo para incluir álgebras de rotulação com o predicado de igualdade.

Em lógicas multimodais, a semântica subjacente inclui não apenas uma, mas uma
coleção de relações de acessibilidade. Cada relaçãoRi tem um par de operadores modais
2i e 3i associados. Por exemplo, a Lógica Dinâmica [HAR79] tem um operador de ne-
cessidade[A] correspondente a cada “ação”A, e a fórmula[A]α pretende significar “α
é sempre verdadeira após a açãoA”. Estender MLDS com múltiplas modalidades é di-
reto. A linguagem de rotulaçãoLL é estendida com uma relação bináriaRi para cada
modalidadei, e a álgebra de rotulação inclui axiomas extras ou esquemas de axiomas
extras envolvendo cada ou todas essas relações, análogo àquelas da Tabela 1.2. A lin-
guagem semiestendida Func(LL,LM ) inclui símbolos de funçãof i

α e boxi
α para cadawff

α e modalidadei, e as regras de inferência modais e estruturais são apropriadamente du-
plicadas para cada modalidade. É fácil ver que a álgebra estendidaA+ pode também
ser apropriadamente estendida, de modo que a definição de acarretamento semântico seja
também facilmente generalizada para o caso de multimodalidades.

Estender a álgebra de rotulação para incluir o predicado de igualdade é similar-
mente direto, mas envolve a inclusão de uma regra de inferência especializada, que reflete
um aspecto da teoria da igualdade que é adicionado à álgebra de rotulaçãoA. A inclusão
de= seria útil para descrever certas lógicas modais, cujos axiomas característicos a Teo-
ria da Correspondência mostra que representam propriedades das estruturas descritas por
sentenças de primeira ordem contendo tantoR como=. Por exemplo, a álgebra de rotu-
lação dada pela condição de primeira ordem∀x∀y[R(succ(x), y) → y = succ(x)], junto
com os axiomas(T), (D) e (4) da Definição 1.9, representaria a classe de estruturas as-
sociadas com a lógica modalS4.1, que estende a lógica modalS4 com o “Axioma de
McKinsey” 23α → 32α. No MLDS estendido apropriado, os diagramas incluem os
literais da igualdade (e da desigualdade), assim comoR-literais, e as “regras estruturais”
são consideradas como aplicáveis tanto a literais de igualdade e de desigualdade como a
R-literais. Adicionalmente, a seguinte regra tem que ser incluída, refletindo a propriedade
de substitutidade de termos iguais em unidades declarativas.

α : λ1 λ1 = λ2
ISub

α : λ2

Até onde a semântica se ocupa, o esquema de axiomas padrão para igualdade (já
incluído na álgebra de rotulaçãoA) é estendido emA+ até cobrir cada um dos predicados
monádicos[α]∗. Embora intuitivamente diretas, as extensões descritas acima não são con-
sideradas em grande detalhe neste trabalho. Entretanto, uma breve descrição das modifi-
cações que seriam necessárias para as provas de correção, completude e correspondência
são dadas por [GAB2000].
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1.7 Comentários

MLDSs proposicionais são claramente sistemas híbridos de lógica modal, com-
binando teorias relacionais de primeira ordem (álgebras rotuladas) com uma linguagem
modal padrão. Nesta abordagem, tanto os mundos possíveis como a relação de acessi-
bilidade são representados declarativamente como parte da lógica. A partir de um ponto
de vista puramente sintático, esta abordagem pode ser vista como umcompromissoentre
as abordagens implícita e explícita descritas anteriormente. São incorporadas represen-
tações sintáticas de mundos possíveis e de relações de acessibilidade, o que permite que
informações lógicas sejam expressas com uma sintaxe modalconcisa, sem exigir uma
tradução completa para a lógica de primeira ordem.

Quando uma configuração de MLDS tem apenas um único rótuloω0, é análoga à
noção tradicional de um conjunto de suposições locais, mas a introdução de rótulos eR-
literais generaliza a noção de teoria modal (como um conjunto de suposições locais), pois
permite efetivamente a existência de mais de um mundo atual. Além disso, as suposições
globais podem ser incorporadas simplesmente pela inclusão delas na funçãoF(λ) para
cada rótuloλ da linguagemFunc(LL,LM). Como resultado, a expressividade declarativa
dos MLDSs é comparável à expressividade oferecida pela técnica de tradução relacional,
com a vantagem adicional denãoresultar em sentenças que são exponencialmente longas
comparadas a suas correspondentes modais implícitas.

Sobre o sistema de dedução natural para MLDS, apresentamos, nas seções anteri-
ores, o conjunto das regras de introdução e de eliminação para os conetivos clássicos e
para os operadores modais, definidas em [RUS95, GAB2000]. As regras para oscone-
tivos clássicosrefletem fielmente a teoria de prova por dedução natural para a lógica
proposicional definida em [PRA65]. A única diferença é que, no sistema aqui descrito,
as fórmulas são rotuladas. Como essas regras não definem rótulos novos, elas podem ser
consideradas “regras de dedução natural locais” para a lógica proposicional.

Por outro lado, as regras de inferência para osoperadores modaisenvolvem algu-
mas unidades declarativas com rótulos diferentes. Elas expressam a interação entre as
teorias modais locais internas a uma configuração. Permitem-nos inferir rótulos especí-
ficos para mundos acessíveis específicos junto com relações novas (por exemplo, a regra
da Eliminação do3), e inferir quais fórmulas são válidas dentro desses rótulos (por ex-
emplo, as regras de Introdução do3 e de Eliminação do2). Comovantagem, não é
necessário apresentar as noções extras de “derivações subordinadas estritas”, nem de “re-
gras de iteração estrita” definidas em [FIT83] (Essas regras são apresentadas também em
nosso trabalho anterior, [MAL2002]). Além disso, a distinção de Fitting entre as provas
por dedução natural no “I-estilo” e no “A-estilo” não são necessárias aqui.

Um sistema dedutivo rotulado modal (MLDS) também inclui algumas regras de
inferência que são relativas aosR-literais de uma configuração. A regra da Afirmação do
R permite-nos inferir novosR-literais de acordo com a álgebra de rotulaçãoA. Devido
a sua modularidade, não é necessário diferenciar regras modais de acordo com a lógica
modal específica que queremos representar, como é feito no sistema de dedução natural
modal de Fitting. A regra de Introdução doR é equivalente a uma regra de Introdução
do¬ paraR-literais. A regra de Introdução do⊥ permite-nos inferir a falsidade (isto é,
⊥ : λ) a qualquer momento em que umR-literal esua negaçãoestiverem presentes em
uma configuração. Isso é necessário porque nenhuma fórmula clássica componente com
R-literais pode ser inferida em uma configuração. Finalmente, com a regra de redução
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daC, é possível inferir qualquer configuração contida em uma existente. Essa regra deve
ser incluída porque todas as outras regras têm o efeito de expandir suas configurações
antecedentes.

Como a semântica para o sistema dedutivo rotulado modal (MLDS) foi definida em
termos de uma semântica de primeira ordem, as noções tradicionais de um modelo de
Kripke junto com as condições de satisfatibilidade associadas são embutidas na axioma-
tização da álgebra estendidaA+. Dessa maneira, uma estrutura semântica do MLDS é
dada pelo modelo clássico deA+. Os esquemas de axiomas(Ax7) e (Ax8) caracteriza
semanticamente os rótulos gerados pelo símbolo de funçãoboxα com “mundos acessíveis
arbitrários”, e os esquemas de axiomas(Ax5) e (Ax6) caracteriza semanticamente os
rótulos gerados pelo símbolo de funçãofα como “mundos acessíveis particulares”. Ca-
racterizações teóricas de provas correspondentes serão apresentadas no próximo capítulo.

Para concluir, a escolha de uma abordagem semântica baseada em uma tradução de
primeira ordem para a lógica clássica oferece as duas vantagens seguintes. Primeiramente,
a metodologia é facilmente aplicável a qualquer família de lógicas cuja semântica seja
axiomatizável em primeira ordem. Isso deve facilitar também o desenvolvimento de uma
semântica modelo-teórica para lógicas “novas” resultantes da “combinação” de outras
lógicas existentes. Além disso, a partir do ponto de vista de definir um sistema de prova
automatizado para lógicas modais, a álgebra estendida oferece uma opção alternativa.
Provadores de teoremas clássicos poderiam ser desenvolvidos para raciocinar com a teoria
A+. Isso poderia explorar as técnicas de reescrita equivalente, portanto aperfeiçoando os
sistemas baseados na tradução relacional.

Em resumo, este capítulo descreveu um sistema de prova de estilo de dedução natu-
ral para MLDS proposicionais, que são uniformes no sentido em que as regras de dedução
natural individuais são independentes da álgebra de rotulação particular. Uma semântica
para uma ampla família de MLDSs proposicionais também foi definida, baseada em uma
tradução para lógica de primeira ordem. Além disso, foram feitos comentários breves
e uma comparação com trabalhos relacionados. Destacamos agora alguns pontos gerais
que precisam ser enfatizados, como, por exemplo, as características principais do sistema
de prova descrito acima:

• (i) ele usa uma formalização sintática explícita da noção modal de verdade relativa
a um “mundo possível” particular (isto é, fórmulas são rotuladas),

• (ii) ele estende a noção padrão de teoria modal a partir de um mundo atual único
para uma configuração de mundos atuais locais,

• (iii) ele incorpora condições diferentes na relação de acessibilidade de uma maneira
uniforme, e finalmente

• (iv) ele está em um estilo natural.

Embora existam trabalhos teóricos de provas relacionados sobre lógica modal proposi-
cional, ainda não há outro sistema de dedução no qual todos esses quatro aspectos co-
existam [BRO2002].
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2 Propriedades de Sistemas Dedutivos Rotulados Modais

Nos capítulos anteriores, as noções de uma relação de conseqüência sintática e
semântica foram definidas, completando assim a descrição de um MLDS proposicional
como estrutura de trabalho lógica. Três resultados importantes serão provados neste capí-
tulo:

1. as duas noções da relação de conseqüência são equivalentes; e
2. o MLDS proposicional realmente é uma generalização da famíliaKδ de lógicas

modais padrão.
Para demonstrar (1), provaremos que a relação de derivabilidade`MLDS écorretaecom-
pletacom respeito à relação de implicação semântica|=MLDS, enquanto para demonstrar
(2), provaremos que qualquer lógica modalKδ é estritamente tratadapeloKδ-MLDS
proposicional correspondente.

Muitas das proposições e dos teoremas deste capítulo são provados através de
raciocínio por casos. Para tornar as provas mais legíveis, os casos que são muito similares
a algum caso anterior são omitidos do corpo principal da prova, podendo ser encontrados
em [BRO2002].

Os resultados deste capítulo podem ser resumidos como segue. O sistema de prova
por dedução natural de umKδ-MLDS é correto e completo com respeito à semântica
modelo-teórica baseada em um método de tradução para a lógica clássica (conforme o
capítulo anterior). Finalmente, qualquer teoria axiomática modal tradicional arbitrária
pode ser traduzida para uma configuração de MLDS equivalente. Essa tradução preserva
tanto a derivabilidade quanto a implicação semântica tradicional como definido em termos
de semântica de Kripke. MLDSs são mais gerais do que sistemas axiomáticos no sentido
de que a tradução inversa não pode ser aplicada a qualquer configuração arbitrária.

2.1 Correção

Esta seção mostra que nosso sistema de dedução natural écorreto, ou seja, mostra
que a relaçãò MLDS implica a relação|=MLDS. Em outras palavras, prova-se que sem-
pre que existir uma prova por dedução natural de uma configuraçãoC ′

a partir de uma
configuraçãoC, entãoC implica semanticamenteC ′

. Em geral, este tipo de teorema é
provado por indução no número de passos de inferência da derivação assumida. Entre-
tanto, a característica da dedução natural de usar hipóteses novas temporárias em uma
derivação precisa de atenção particular, pois ela altera temporariamente a teoria inicial.
Provas de correção descritas na literatura geralmente adotam uma técnica particular, que
é a de definir, para cada passo da derivação, a noção de umcontexto- isto é, o conjunto de
todas as hipóteses que foram introduzidas e ainda não descarregadas. (Para um exemplo
de prova de correção, veja o capítulo 4 de [FIT83].) Entretanto, uma técnica diferente
é adotada aqui. Tiraremos proveito da correção e da completude da lógica clássica de
primeira ordem, como podemos ver no diagrama da Figura 2.1. A idéia básica é definir
as noções de tamanho de uma regra de inferência e de tamanho de uma prova, e aplicar a
induçào sobre o tamanho da derivação assumida. Dessa maneira, não há diferença (exceto
pelo tamanho) entre as regras de inferência que introduzem hipóteses novas e aquelas que
não introduzem hipóteses novas. No passo de indução, a consideração importante é o
tamanho total da subprova sob consideração.
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As noções detamanho de um membro de uma regra de inferênciae detamanho de
uma derivaçãoem um MLDS proposicional são apresentadas abaixo e serão usadas no
Lema 2.1.

Notação 2.1No sistema de prova dedutivo rotulado modal, as regras de inferência po-
dem ser classificadas em quatro categorias.

1. A primeira é o conjunto unitárioI00 = {IC−R}. IC−R é a única regra de inferên-
cia que não infere unidades declarativas novas, nemR−literais novos, e não usa
qualquer subderivação de MLDS como condição.

2. A segunda categoria consiste de regras de inferência que inferem unidades decla-
rativas novas e/ouR-literais novos sem usar subderivações como condições. Isto
é: I0 = {I∧E, I∧I , I∨I , I→E, I¬E, I3E, I3I , I2E, IR−A, I⊥I}.

3. A terceira categoria consiste daquelas regras de inferência que exigem uma sub-
derivação como condição e é definida comoI+ = {I→I , I¬I , I2I , IR−I}.

4. A quarta categoria refere-se às regras de inferência que usam duas derivações
como condições. Isto é o conjunto unitário:I++ = {I∨E}.

Observe queI00 ∪ I0 ∪ I+ ∪ I++ = R.

Definição 2.1 (Tamanho de um membro de uma regra de inferência) SejaKδ-MLDS um
MLDS arbitrário, sejaIi ∈ R e sejaC/C ′ ∈ Ii. O tamanhodeC/C ′

com respeito aIi,
escrito comol(C/C ′

, Ii), é definido como segue:

• SeIi ∈ I00, entãol(C/C ′
, Ii) = 0

• SeIi ∈ I0, entãol(C/C ′
, Ii) = 1

• SeIi ∈ I+, entãol(C/C ′
, Ii) = 1 + li, ondeli é o menor dos tamanhos de todas

as subderivações (definidas abaixo) que podem ser usadas como uma condição da
regra.

• SeIi ∈ I++, entãol(C/C ′
, Ii) = 1 + l1 + l2, ondel1 é o menor dos tamanhos de

todas as subderivações que podem ser usadas como sua primeira condição, el2 é
o menor dos tamanhos de todas as subderivações que podem ser usadas como sua
segunda condição.

Definição 2.2 (Tamanho de uma prova) SejaKδ-MLDS um MLDS arbitrário. Definimos
o tamanho de uma prova〈{C0, . . . , Cn},m〉, escritol(〈{C0, . . . , Cn},m〉), como segue:

l(〈{C0, . . . , Cn},m〉) =
∑n−1

k=0 l(Ck/Ck+1,m(k))

Dado que a semântica é baseada em um método de tradução de primeira ordem, a
prova da propriedade de correção de`MLDS com respeito a|=MLDS será baseada na cor-
reção da relação de derivabilidade clássica de primeira ordem`FOL. A declaração formal
do teorema é dada abaixo, e uma breve apresentação explanatória e lemas intermediários
precederão sua prova.

Teorema 2.1 (Correção) SejaKδ-MLDS um MLDS arbitrário, e sejamC, C ′
duas con-

figurações deKδ-MLDS. SeC `MLDS C
′
, entãoC |=MLDS C

′
.
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C `MLDS C
′ (1)

- C |=MLDS C
′

A ∪ FOT (C) `FOL FOT (C ′)

(2)

? (3)
- A ∪ FOT (C) |=FOL FOT (C ′)

(4)

6

FIGURA 2.1 – Diagrama da Prova do Teorema da Correção

Uma representação gráfica dos principais passos da prova é dada no diagrama da
Figura 2.1. A declaração da correção, que corresponde à seta rotulada com (1), é provada
pela composição de três passos principais, setas (2), (3) e (4), respectivamente. O primeiro
passo (seta (2)) prova que a hipótese,C `MLDS C ′

, implica queA+ ∪ FOT (C) `FOL

FOT (C ′
). Isso é provado no Lema 2.1 dado abaixo. Esse resultado implica (dada a

correção da lógica de primeira ordem) queA+ ∪ FOT (C) |=FOL FOT (C ′
) (Proposição

2.1), que dá o segundo passo da prova (seta (3)). A seta (4) é dada pela Definição 1.38.

Proposição 2.1(Correção clássica) SejaA+ a álgebra estendida de algumKδ-MLDS
arbitrário e sejamC = 〈D,F〉 e C ′

= 〈D′
,F ′〉 duas configurações. SeA+ ∪ FOT (C)

`FOL FOT (C ′
), entãoA+ ∪ FOT (C) |=FOL FOT (C ′

).

Prova: A hipóteseA+∪FOT (C) `FOL FOT (C) significaA+∪FOT (C) `FOL ∆
para cada∆ ∈ D′

eA+ ∪ FOT (C) `FOL [α]∗(λ) para cada[α]∗(λ) ∈ DU ′
. Portanto,

pela correção da lógica de primeira ordem,A+∪FOT (C) |=FOL ∆ (para todo∆ ∈ D′
) e

A+∪FOT (C) |=FOL [α]∗(λ) (para todo[α]∗(λ) ∈ DU ′
). Portanto,A+∪FOT (C) |=FOL

FOT (C ′
).

Pela Proposição 2.1 e pela Definição 1.38, é suficiente provar que, se uma con-
figuraçãoC ′ é derivável a partir de uma configuraçãoC, então todas as fórmulas de sua
tradução de primeira ordem são deriváveis a partir da tradução de primeira ordem deC,
junto com a álgebra estendidaA+ (seta (2) do diagrama da Figura 2.1).

Proposição 2.2SejaA+ a álgebra estendida de algumKδ-MLDS arbitrário. Seja〈{C0,
. . . , Ck, . . . , Cn},m〉 uma prova ondek ≥ 0 en > k. Sejam(j) = IC−R para todok ≤
j < n e sejaA+ ∪ FOT (C0) `FOL FOT (Ck). EntãoA+ ∪ FOT (C0) `FOL FOT (Cn).

Prova: Para todoj, k ≤ j < n, Cj+1 ⊆ Cj, comom(j) = IC−R, entãoCn ⊆ Ck e,
pela reflexividade dèFOL, A+ ∪ FOT (Ck) `FOL FOT (Cn). Além disso, pela hipótese
e pela reflexividade dèFOL, A+ ∪ FOT (C0) `FOL A+ ∪ FOT (Ck). Portanto, pela
transitividade dè FOL,A+ ∪ FOT (C0) `FOL FOT (Cn).

Lema 2.1 (Correção com respeito a traduções) SejaA+ a álgebra estendida de umKδ-
MLDS arbitrário. SejamC e C ′

as duas configurações e sejaFOT (C) eFOT (C ′
) suas

respectivas traduções de primeira ordem. SeC `MLDS C ′
entãoA+ ∪ FOT (C) `FOL

FOT (C ′
).
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Prova: A prova é por indução no menor tamanho das derivações da forma〈{C0, . . . ,
Cn},m〉, ondeC0 = C e Cn = C ′

. No que segue,〈{C0, . . . , Cn},m〉 é uma prova desse
menor tamanho.

CASO BASE: Quandol(〈{C0, . . . , Cn},m〉) = 0, Cn ⊆ C0 (pela Definição 2.2), e
FOT (Cn) ⊆ FOT (C0). Portanto,A+ ∪ FOT (C0) `FOL FOT (Cn).

PASSO DE INDUÇÃO: Suponha quel(〈{C0, . . . , Cn},m〉) = L,L > 0, e o lema é
verdadeiro sempre que houver uma derivação de tamanho mínimo, menor do queL. Sem
perda de generalidade, podemos assumir quem(n − 1) 6= IC−R (Pois a Proposição 2.2
permite-nos estender o fim de qualquer prova com qualquer número finito de aplicações
deIC−R sem afetar a declaração do lema, ou o tamanho da prova.) Portanto, há dois casos
para considerar:

1. n = 1. Nesse caso,n− 1 = 0 e l(Cn−1/Cn,m(n− 1)) = L. Resta mostrar, através
de casos, queA+ ∪ FOT (Cn−1) `FOL FOT (Cn) para qualquer regram(n− 1) ∈
R− {IC−R}.

2. n > 1. Nesse caso,0 < l(Cn−1/Cn,m(n−1)) ≥ L e0 ≤ l(〈{C0, . . . , Cn−1},m
′〉) <

L (ondem
′
(i) = m(i) para todo0 ≤ i ≤ n − 2). Portanto, pela hipótese de

indução,A+ ∪ FOT (C0) `FOL A+ ∪ FOT (Cn). Então, como no caso (1), resta
mostrar, através de casos, queA+ ∪ FOT (Cn−1) `FOL FOT (Cn) para qualquer
regram(n− 1) ∈ R− {IC−R}, pois então,A+ ∪ FOT (C0) `FOL FOT (Cn).

CASO 1: Eliminação do∧ (I∧E). Neste caso,Cn−1/Cn ∈ I∧E. Portanto, existe
uma unidade declarativa da formaα ∧ βλ ∈ Cn−1, e Cn também é igual aCn−1 + [α :
λ] ou a Cn−1 + [β : λ]. Somente o primeiro caso é considerado, pois o argumento
para o segundo caso é análogo. Portanto,[α ∧ β]∗(λ) ∈ FOT (Cn−1) e FOT (Cn) =
FOT (Cn−1)∪ {[α]∗(λ)}. ComoA+ ∪ FOT (Cn−1) `FOL FOT (Cn−1), resta mostrar que
A+ ∪ FOT (Cn−1) `FOL [α]∗(λ). Isso é provado, aplicando-se o esquema de axiomas
(Ax1), como mostrado na seguinte derivação:

A+

···
[α ∧ β]∗(λ) → ([α]∗(λ) ∧ [β]∗(λ))

FOT (Cn−1)···
[α ∧ β]∗(λ)

[α]∗(λ) ∧ [β]∗(λ)

[α]∗(λ)

CASO 2: Eliminação do 3 (I3E). Neste caso,Cn−1/Cn ∈ I3E. Portanto, existe
uma unidade declarativa da forma3α : λ ∈ Cn−1, e Cn é igual aCn−1 + [α : fα(λ)] +
[R(λ, fα(λ)] (ondefα(λ) é um termo raso deFunc(LL,LM)). Portanto,{[3α]∗(λ)} ⊆
FOT (Cn−1) eFOT (Cn) = FOT (Cn−1) ∪ {R(λ, fα(λ)), [α]∗(fα(λ))}. ComoA+,
FOT (Cn−1) `FOL FOT (Cn−1), resta mostrar queA, FOT (Cn−1) `FOL R(λ, fα(λ)) e
A+, FOT (Cn−1) `FOL [α]∗(fα(λ)). Isto é provado, aplicando-se o esquema de axiomas
(Ax6), com mostrado na seguinte derivação:

A+

···
∀x([3α]∗(x) → (R(x, fα(x)) ∧ [α]∗(fα(x))))

([3]∗(λ) → (R(λ, fα(λ)) ∧ [α]∗(fα(λ))))

FOT (Cn−1)···
[3α]∗(λ)

R(λ, fα(λ)) ∧ [α]∗(fα(λ))
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CASOS 3 a 8(I∧I , I∨I , I→E, I¬E, I3I e I2E) são análogas ao CASO 2 (Veja
[BRO2002, RUS95] para provas específicas para cada um desses casos).

CASO 9: Introdução da ⊥ (I⊥I). Neste caso,Cn−1/Cn ∈ I⊥I . Portanto, existe
um R-literal ∆ tal que∆ ∈ Cn−1 e ¬∆ ∈ Cn−1 e Cn é igual aCn−1 + [α : λ] onde
α : λ é uma unidade declarativa. Portanto,{∆,¬∆} ⊆ FOT (Cn−1) e FOT (Cn) =
FOT (Cn−1) ∪ {[α]∗(λ)}. ComoA+, FOT (Cn−1) `FOL FOT (Cn−1), resta provar que
A+, FOT (Cn−1) `FOL [α]∗(λ). Como{∆,¬∆} ⊆ FOT (Cn−1), FOT (Cn−1) `FOL ⊥.
Portanto,A+, FOT (Cn−1) `FOL [α]∗(λ).

CASO 10:Afirmação do R (IR−A). Neste caso,Cn−1/Cn ∈ IR−A. SejaCn−1 =
〈Dn−1,Fn−1〉. Então existe umR-literal ∆ tal que existe uma derivação de primeira
ordemDn−1,A `FOL ∆ e tal queCn é igual aCn−1 + [∆]. Portanto,FOT (Cn) =
FOT (Cn−1) ∪ {∆}. ComoA+, FOT (Cn−1) `FOL FOT (Cn−1), resta mostrar queA+,
FOT (Cn−1) `FOL ∆. ComoDn−1 ⊆ FOT (Cn−1),A ⊆ A+ eDn−1,A `FOL ∆, pela
monotonicidade dèFOL,A+, FOT (Cn−1) `FOL ∆.

CASO 11: Introdução do 2 (I2I). Neste caso,Cn−1/Cn ∈ I2I . Portanto, existe
umR-literal da formaR(λ, boxα(λ)) e umawff α tal queCn−1 + [R(λ, boxα(λ))] `MLDS

α : boxα(λ) e Cn é igual aCn−1 + [2α : λ]. Portanto,FOT (Cn) = FOT (Cn−1) ∪
{[2α]∗(λ)}. Como, pela reflexividade dèFOL,A+ ∪ FOT (Cn−1) `FOL FOT (Cn−1),
resta mostrar queA+∪FOT (Cn−1) `FOL [2α]∗(λ). Seja〈{Cn−1 + [R(λ, boxα(λ))], . . . ,
C̃}, m̃〉, comα : boxα(λ) ∈ C̃, uma prova do menor tamanho deCn−1 + [R(λ, boxα(λ))]
`MLDS α : boxα(λ). Pela hipótese do passo de indução,0 < l(Cn−1/Cn, I2I) = 1 + l1 ≤
L. Portanto,0 ≤ l1 = l(〈{Cn−1 + [R(λ, boxα(λ))], . . . , C̃}, m̃〉) < L. Pela hipótese de
indução,A+ ∪ FOT (Cn−1) ∪ {R(λ, boxα(λ))} `FOL FOT (C̃) e, em particular,A+ ∪
FOT (Cn−1)∪{R(λ, boxα(λ))} `FOL [α]∗(boxα(λ)). Pelo Teorema da Dedução da lógica
de primeira ordem,A+ ∪ FOT (Cn−1) `FOL R(λ, boxα(λ)) → [α]∗(boxα(λ)).

Então, pelo esquema de axiomas(Ax8), A+, FOT (Cn−1) `FOL [2α]∗(λ) como
mostrado na seguinte derivação:

A+

···
(Ax8)

A+ ∪ FOT (Cn−1)···
R(λ, boxα(λ)) → [α]∗(boxα(λ))

[2α]∗(λ)

CASOS 12 e 13(I→I eI¬I) são análogos ao CASO 11. Veja [BRO2002, RUS95]
para provas específicas para cada um desses casos).

CASO 14:Introdução doR (IR−I). Neste caso,Cn−1/Cn ∈ IR−I . Portanto, existe
umR-literal ∆ tal queCn−1 + [∆] `MLDS ⊥ : λ

′
para algum termoλ

′
, e Cn é igual a

Cn−1 + [∆]. Portanto,FOT (Cn) = FOT (Cn−1) ∪ {∆}. ComoA+, FOT (Cn−1) `FOL

FOT (Cn−1), resta mostrar queA+, FOT (Cn−1) `FOL ∆. Seja〈{Cn−1 +[∆], . . . , C̃}m̃〉),
com⊥ : λ

′ ∈ C̃, uma prova do menor tamanho deCn−1 + [∆] `MLDS ⊥ : λ
′
. Pela

hipótese do passo de indução,0 < l(Cn−1/Cn, IR−I) = 1 + l1 ≤ L. Portanto0 ≤
l1 = l(〈{Cn−1 +[∆], . . . , C̃}, m̃〉) < L. Pela hipótese de indução,A+, FOT (Cn−1) ∪
{∆} `FOL FOT (C) e, em particular,A+, FOT (Cn−1)∪ {∆} `FOL ⊥. Pelo Teorema da
Dedução da lógica de primeira ordem,A+, FOT (Cn−1) `FOL ∆ → ⊥. Como∆ → ⊥ é
equivalente a¬∆, que também é equivalente a∆,A+, FOT (Cn−1) `FOL ∆.
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CASO 15:Eliminação do∨ (I∨E). Neste caso,Cn−1/Cn ∈ I∨E. Portanto, existem
unidades declarativas da formaα ∨ β : λ, α : λ, β : λ e γ : λ, tais queα ∨ β : λ ∈
Cn−1, Cn−1+[α : λ] `MLDS γ : λ, Cn−1+[β : λ] `MLDS γ : λ, eCn é igual aCn−1+[γ : λ].
Portanto,FOT (Cn) = FOT (Cn−1) ∪ {[γ]∗(λ)}. Como, pela reflexividade dèFOL,
A+∪FOT (Cn−1) `FOL FOT (Cn−1), resta mostrar queA+∪FOT (Cn−1) `FOL [γ]∗(λ).
Seja〈{Cn−1 + [α : λ], . . . , C̃}, m̃〉, com γ : λ ∈ C̃ uma prova do menor tamanho de
Cn−1 + [α : λ] `MLDS γ : λ (a primeira condição deI∨I). Analogamente, seja〈{Cn−1 +

[β : λ], . . . , C̃}, m̃′〉, com γ : λ ∈ C̃ ′,uma prova do menor tamanho deCn−1 + [β :
λ] `MLDS γ : λ (a segunda condição deI∨I). Pela hipótese do passo de indução,0 <
l(Cn−1/Cn, I∨I) = 1 + l1 + l2 ≤ L.

Então:
0 ≤ l1 = l(〈{Cn−1 + [α : λ], . . . , C̃}, m̃〉) < L
0 ≤ l2 = l(〈{Cn−1 + [β : λ], . . . , C̃}, m̃′〉) < L

Pela hipótese de indução,
A+ ∪ FOT (Cn−1) ∪ {[α]∗(λ)} `FOL [γ]∗(λ)
A+ ∪ FOT (Cn−1) ∪ {[β]∗(λ)} `FOL [γ]∗(λ)

Pelo Teorema da Dedução da lógica de primeira ordem,
A+ ∪ FOT (Cn−1) `FOL [α]∗(λ) → [γ]∗(λ)
A+ ∪ FOT (Cn−1) `FOL [β]∗(λ) → [γ]∗(λ)

Portanto, pelo esquema de axiomas(Ax3), A+, FOT (Cn−1) `FOL [γ]∗(λ) como
mostrado na seguinte derivação:

A+ ∪ FOT (Cn−1)···
[α]∗(λ) → [γ]∗(λ)

A+ ∪ FOT (Cn−1)···
[β]∗(λ) → [γ]∗(λ)

(([α]∗(λ) → [γ]∗(λ)) ∧ [β]∗(λ) → [γ]∗(λ)

([α]∗(λ) ∨ [β]∗(λ) → [γ]∗(λ)

A+ ∪ FOT (Cn−1)···
[α]∗(λ) ∨ [β]∗(λ)

[γ]∗(λ)

Prova do Teorema 2.1 (SejaS = 〈〈LL,LM〉,A,R〉 um MLDS e sejamC, C ′ duas
configurações deS. SeC `S C ′, entãoC |=S C ′).

Por hipótese,C `MLDS C
′
.

Pelo Lema 2.1,A+ ∪ FOT (C) `FOL FOT (C ′
),

ondeA+ é a álgebra estendida associada com oKδ-MLDS arbitrário, eFOT (C),
FOT (C ′

) são as respectivas traduções de primeira ordem deC e deC ′
.

Pela Proposição 2.1,A+, FOT (C) |=FOL FOT (C ′
). ReescreverFOT (C ′) como

D′ ∪DU ′,A+, FOT (C) |=FOL FOT (C ′) significa queA+, FOT (C) |=FOL ∆ para cada
∆ ∈ D′ eA+, FOT (C) |=FOL [α]∗(λ) para cada[α]∗(λ) ∈ DU ′. Portanto, pela Definição
1.38,C |=MLDS C

′
.
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2.2 Completude

Esta seção mostra que a relação de derivabilidade`MLDS é completa com respeito
à implicação semântica|=MLDS. Em outras palavras, é provado que, dado umKδ-MLDS
arbitrário, se uma configuraçãoC implica semanticamente uma configuraçãoC ′

, entãoC ′

é derivável a partir deC. A prova é baseada em uma metodologia do estilo de Henkin
(para uma discussão mais geral sobre o método, veja [HUG96]). Definições, proposições
e teoremas preliminares são dados na Seção 2.2.1, onde a noção deconsistênciaé descrita,
e algumas propriedades úteis associadas são mostradas. Na Seção 2.2.2, a construção de
uma configuração consistente máxima é dada, e várias propriedades dessa configuração
particular são provadas. Finalmente, o lema principal (conhecido na literatura comolema
da existência do modelo) do teorema da completude é provado junto com o próprio teo-
rema.

2.2.1 Noções preliminares

Uma das noções básicas que dizem respeito à completude é a da teoriaconsis-
tente. Na lógica modal padrão, uma teoria é consistente se nenhuma contradição pode ser
derivada a partir dela. Analogamente, em um MLDS proposicional, uma configuração é
consistente se nenhuma unidade declarativa da forma⊥ : λ é derivável a partir dele, para
qualquer rótuloλ da linguagemFunc(LL,LM). Uma definição formal é dada abaixo.

Definição 2.3 (Configuração inconsistente) SejaKδ-MLDS um MLDS arbitrário e seja
C uma configuração deKδ-MLDS. C é inconsistenteseC `MLDS ⊥ : λ para algum
termoλ deFunc(LL,LM).

Definição 2.4 (Configuração consistente) SejaKδ-MLDS um MLDS e sejaC uma con-
figuração deKδ-MLDS.C é consistentese não for inconsistente.

Na definição de uma configuração, rótulos são termos deFunc(LL,LM). A semân-
tica dada no capítulo anterior mostra que os termos gerados pelos símbolos de funçãofα

eboxα são estritamente relacionadas à interpretação dos operadores modais. Essa relação
implica que as ocorrências de rótulos da formafα(λ) e boxα(λ) em uma teoria de MLDS
deveriam satisfazer certas condições para providenciar uma configuração consistente. Isso
é mostrado na seguinte proposição.

Proposição 2.3(Restrições sobre configurações consistentes) SejaC = 〈D,F〉 uma con-
figuração consistente de umKδ-MLDS arbitrário. Sejaλ um termo raso da linguagem
Func(LL,LM) e sejaα umawff deLM . As duas declarações seguintes são válidas.

1. Se3α ∈ F(λ), então¬R(λ, fα(λ)) /∈ D e¬α /∈ F(fα(λ))
2. Se¬2α ∈ F(λ), então¬R(λ, boxα(λ)) /∈ D eα /∈ F(boxα(λ))

Prova: A prova é por contradição.

1. Suponha que3α ∈ F(λ) e que¬R(λ, fα(λ)) ∈ D. Então,C `MLDS ⊥ : λ,
como mostrado na seguinte derivação. PortantoC é inconsistente, o que está em
contradição com a hipótese original.
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C〈3α : λ,¬R(λ, fα(λ))〉 3E
C ′

1〈R(λ, fα(λ)),¬R(λ, fα(λ)), α : fα(λ)〉 ⊥I
C ′

2〈⊥ : λ〉
Agora suponha que3α ∈ F(λ) e que¬α ∈ F(fα(λ)). EntãoC `MLDS ⊥ : fα(λ))
como mostrado na seguinte derivação. Portanto,C é inconsistente, o que está em
contradição com a hipótese original.

C〈3α : λ,¬α : fα(λ)〉 3E
C ′

1〈R(λ, fα(λ)), α : fα(λ),¬α : fα(λ)〉 ∧I
C ′

2〈⊥ : fα(λ)〉
2. Suponha que¬2α ∈ F(λ) e que¬R(λ, boxα(λ)) ∈ D. Então,C `MLDS ⊥ : λ

como mostrado na seguinte derivação. Portanto,C é inconsistente, o que está em
contradição com a hipótese original.

C 〈¬2α : λ,¬R(λ, boxα(λ))〉
C〈¬R(λ, boxα(λ))〉+ [R(λ, boxα(λ))] (hipótese)
C1〈α : boxα(λ)〉 (⊥I)

C ′
1 〈¬2α : λ,2α : λ〉 (2I)
C ′

2 〈⊥ : λ〉 (∧I)
Agora suponha que¬2α ∈ F(λ) e queα ∈ F(boxα(λ)). EntãoC `MLDS ⊥ : λ
como mostrado na seguinte derivação. Portanto,C é inconsistente, o que está em
contradição com a hipótese original.

C〈¬2α : λ, α : boxα(λ)〉 2I
C ′1〈2α : λ,¬2α : λ〉 ∧I
C ′2〈⊥ : λ〉

São provadas abaixo algumas propriedades da relação de derivabilidade`MLDS, as
quais serão usadas mais tarde neste capítulo para o teorema da completude. Em particular,
é mostrado quèMLDS satisfaz as propriedades padrão de uma relação de derivabilidade
clássica (isto é, reflexividade, monotonicidade e transitividade), bem como a propriedade
da compacidade.

Proposição 2.4(Monotonicidade) SejamC, C ′, C ′′ três configurações de umKδ-MLDS
arbitrário tal queC `MLDS C

′
eC ⊆ C”. EntãoC” `MLDS C

′
.

Prova: Seja〈{C0, . . . , Cn},m〉 (ondeC0 = C eCn = C ′
) uma prova deC `MLDS C

′
.

Por hipótese,C ⊆ C ′
, entãoC ′′

/C ∈ IC−R. Sejam
′

um mapeamento do conjunto
{0, . . . , n} para o conjuntoR tal quem

′
(0) = IC−R e para cadai, 1 ≤ i ≤ n,m

′
(i) =

m(i − 1). Então o par〈{C ′′
, C, . . . , C ′},m′〉 é uma prova emKδ-MLDS. Portanto,

C ′′ `MLDS C
′
.

Proposição 2.5(Reflexividade) SejaC uma configuração de umKδ-MLDS arbitrário,
entãoC `MLDS C.

Prova: Pela Definição 1.30,C/C ∈ IC−R. Então sejam um mapeamento do con-
junto {0} para o conjuntoR tal quem(0) = IC−R. O par〈{C, C},m〉 é uma prova em
Kδ-MLDS. Portanto,C `MLDS C.

Proposição 2.6(Transitividade) SejamC, C ′
, C” três configurações de umKδ-MLDS ar-

bitrário tal queC `MLDS C
′
eC ′ `MLDS C”. EntãoC `MLDS C”.



48

Prova: Seja o par〈{C0, . . . , Ch},m〉 (ondeC0 = C e Ch = C ′
) uma prova de

C `MLDS C
′
e o par〈{C ′

0, . . . , C
′

k},m
′〉 (ondeC ′

0 = C ′
eC ′

k = C”) uma prova deC ′ `MLDS

C”. Sejam um mapeamento do conjunto{0, . . . , h + k − 1} para o conjuntoR tal que,
para cadai, 0 ≤ i ≤ h − 1,m(i) = m(i), e para cadai, h ≤ i ≤ h + k − 1,m(i) =
m

′
(i − h). Então o par〈{C0, . . . , Ch, . . . , C

′

k},m〉 é uma prova emKδ-MLDS. Portanto,
C `MLDS C”.

Note que as propriedades de monotonicidade, reflexividade e transitividade da re-
lação de derivabilidadèMLDS mantêm-se válidas para configurações tanto finitas como
infinitas.

No capítulo anterior, foi apresentada uma notação para capturar a noção padrão de
uma relação de derivabilidade entre teorias (configurações) e fórmulas (unidades singu-
lares de informação). Isso foi expresso em termos da definição mais geral da relação
de derivabilidade entre duas configurações dada por`MLDS. Uma caracterização “vice-
versa” pode ser mostrada− uma configuraçãoC ′

é derivável a partir de uma configu-
raçãoC se cada unidade de informação deC ′

for derivável a partir deC. Esse resultado
(declarado no teorema abaixo) também oferece uma caracterização da não-derivabilidade
de uma configuração a partir de outra, o que será usado na prova por contrapositivo do
teorema da completude.

Lema 2.2 SejaKδ-MLDS um MLDS arbitrário, sejaI uma regra de inferência, eC, C ′

eC três configurações deKδ-MLDS. SejaC/C ′ ∈ I. Então(C ∪ C)/(C ′ ∪ C) ∈ I.

Prova: Isto segue diretamente a partir da Definição 1.11 (definição deI) e da
Proposição 2.4 (monotonicidade).

Teorema 2.2 (Caracterização de derivabilidade) SejamC eC ′
duas configurações de um

Kδ-MLDS arbitrário tal que a configuraçãoC ′ −C é finita.C `MLDS C
′
se e somente se,

para cadaπ ∈ C ′−C, C `MLDS π, ondeπ é ou uma unidade declarativa ou umR-literal.

Prova: (Metade “somente se”:) Por hipótese,C `MLDS C
′
. Seπ ∈ C ′ − C, então

π ∈ C ′
. Portanto, pela Notação 1.5, para cadaπ ∈ C ′ − C, C `MLDS π.

(Metade “se”:) Para provar queC `MLDS C
′
, é necessário mostrar que existe uma

prova〈{C, . . . , C ′},m〉. Sejaπ1, π2, π3, . . . , πn uma enumeração (possivelmente vazia) de
todos os elementos (unidades declarativas eR-literais) da configuraçãoC ′ −C. A prova é
por indução sobren.

CASO BASE: O caso base é quandon = 0 (enumeração vazia). EntãoC ′ ⊆ C, o
que implica queC/C ′ ∈ IC−R. Então,〈{C0, C1},m〉 é uma prova, ondeC0 = C, C1 = C ′

e
m(0) = IC−R. Portanto,C `MLDS C

′
.

PASSO DE INDUÇÃO: Assuma, por hipótese de indução, que, para cada par de
configurações̃C e C̃ ′, tal queC̃ ′ − C̃ = [π̃, . . . , π̃n−1], e tal que, para cadãπ ∈ C̃ −
C̃, C̃ `MLDS π̃, entãoC̃ `MLDS C̃ ′.

SejaC a configuraçãoC + [π1, . . . , πn−1] e sejaC ′′
= C + [πn], tal que, para cada

π ∈ C ′ − C, C `MLDS π. Note que, pela hipótese de indução,C `MLDS C e, portanto,
C ′ ⊆ C”, C” `MLDS C ′

. Portanto, pela propriedade da transitividade de`MLDS, para
provar queC `MLDS C ′

, é suficiente provar queC `MLDS C”. Pela hipótese original,
C `MLDS πn. ComoC ⊆ C, pela propriedade de monotonicidade de`MLDS, C `MLDS

πn. Então, existe uma configuraçãoCπn tal queC `MLDS Cπn eπn ∈ Cπn. Seja
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〈{C0, . . . , Ch},m〉 (i)

uma prova deC `MLDS Cπn, ondeC0 = C e Ch = Cπn, em é um mapeamento do
conjunto{0, . . . , (h− 1)} para o conjuntoR. Uma prova correspondente

〈{C̃0, . . . , C̃h},m〉 (ii)

pode ser construída da seguinte maneira.C̃0 = C0 e, para cada0 ≤ i ≤ (h − 1),
sem(i) = IC−R, entãoC̃i+1 = C̃i, caso contrário,̃Ci+1 = C̃i ∪ Ci+1. Pelo Lema 2.2,
(ii) é uma prova. Além disso, como em qualquer regra de inferência diferente deIC−R,
a configuração inferida contém a configuração antecedente, segue queC0 ⊆ C̃h. Como
C0 = C eπn ∈ C̃h, entãoC” ⊆ C̃h, entãoC” ⊆ C̃h. EntãoC̃h/C

′ ∈ IC−R. Então, a partir
da prova (ii), uma prova final pode ser construída

〈{C̃0, . . . , C̃h, C̃h+1},m〉 (iii)

ondeC̃h+1 = C” em é um mapeamento do conjunto{0, . . . , h} para o conjunto
R tal que, para cadai, 0 ≤ i ≤ (h − 1),m(i) = m(i) e m(h) = IC−R. Portanto,
C `MLDS C”.

Duas propriedades importantes de uma configuração consistente são mostradas
abaixo.

Proposição 2.7(Consistência de subconfigurações) SejaC uma configuração consistente
de umKδ-MLDS arbitrário e sejaπ uma unidade declarativa ou umR-literal. SeC+[π]
é uma configuração consistente, então, para qualquer configuraçãoC ′

, C ′ ⊆ C, C ′
+ [π]

também é consistente.

Prova: A prova é por contradição. Suponha queC ′
+ [π] não é consistente. Então,

pela definição de inconsistência,C ′
+ [π] `MLDS ⊥ : λ, para algum termo rasoλ de

Func(LL,LM). ComoC ′ ⊆ C, C ′
+ [π] ⊆ C + [π]. Então, pela propriedade da monotoni-

cidade dè MLDS, C + [π] `MLDS ⊥ : λ. Portanto,C + [π] é inconsistente, o que está em
contradição com a hipótese original.

A Proposição 2.7 mostra uma propriedade da consistência de uma configuraçãoC
com respeito ao conjunto de suas “subconfigurações”C ′

(C ′ ⊆ C). Nenhuma suposição é
feita sobre a finitude deC ′

. Uma segunda propriedade de uma configuração consistenteC,
conhecida como propriedade dacompacidade, é provada no Corolário 2.1 (veja abaixo)
que mostra que uma configuração é consistente se toda subconfiguração finita é consis-
tente. Esse é um corolário direto do seguinte teorema, que declara que, devido à finitude
de uma prova MLDS, apenas uma parte finita de uma dada configuração (possivelmente
finita) é usada dentro de uma derivação.

Teorema 2.3 (Finitude) SejaC uma configuração de umKδ-MLDS arbitrário. Sejaπ
uma unidade declarativa ou umR-literal. SeC `MLDS π, então existe uma configuração
C ′

tal queC ′ ⊆ C, C ′ `MLDS π eC ′
é finita.

Prova: É necessário apenas provar o caso em queC não é finita. Por hipótese,
C `MLDS π. Então, pela Notação 1.5, existe uma configuraçãoC tal queC `MLDS

C e π ∈ C. A prova é por indução sobre o menor tamanho das derivações da forma
〈{C0, . . . , Cn},m〉, ondeC0 = C eCn = C. No que segue,〈{C0, . . . , Cn},m〉 é uma prova
do menor tamanho.
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CASO BASE: O caso base é quandol(〈{C0, . . . , Cn},m〉) = 0. EntãoCn ⊆ C0.
Como π ∈ Cn, entãoπ ∈ C0. Seπ é umR-literal então sejaC ′

= 〈D′
,F ′〉, onde

D′
= {π} e, para cada termo rasoλ ∈ Func(LL,LM),F ′

(λ) = {}. Seπ é uma unidade
declarativa,α : λ, então sejaC ′

= 〈D′
,F ′〉, ondeD′

= {},F ′
(λ) = {α} e, para cada

termo rasoλ
′ ∈ Func(LL,LM), λ

′ 6= λ,F ′
(λ

′
) = {}. Em ambos os casos,C ′

é finita,
e C ′ ⊆ C0. Note queπ ∈ C ′

e C ′
/C ′ ∈ IC−R. Então〈{C ′

0, C
′
1},m

′〉 é uma prova, onde
C ′

0 = C ′
1 = C ′

em
′
(0) = IC−R. EntãoC ′ `MLDS C

′
, portantoC ′ `MLDS π.

PASSO DE INDUÇÃO: Assuma, por hipótese de indução, que para qualquer con-
figuraçãoC∗ e π∗ tal que exista uma menor derivação〈{C∗0 , . . . , C∗ − n},m∗〉 (onde
C∗0 = C∗ e π∗ ∈ C∗n) de tamanhol(〈{C∗0 , . . . , C∗n},m∗〉) < L, então existe uma config-
uração finitaC∗f tal queC∗f ⊆ C∗0 r C∗f `MLDS π

∗.

Suponha quel〈{C0, . . . , Cn},m〉) = L,L > 0. Assuma, sem perda de generali-
dade, quem(0) 6= IC−R e queπ 6= C0. Entãoπ ∈ Cn − C0. Para todoj, 0 ≤ j ≤ n − 1,
e para todom(j) ∈ R − IC−R, o símbolo[ ]j = Cj+1 − Cj, representa a(s) nova(s)
unidade(s) declarativa(s) e/ouR-literal(is) inferidos no passoj da prova. Assuma tam-
bém, sem perda de generalidade, quen > 1. Então, 0 < l(C0/C1,m(0)) ≤ L e
0 ≤ l(〈{C1, . . . , Cn},m

′〉) < L (ondem
′
(i) = m(i) para todo1 ≤ i ≤ n − 1).

(Paran = 1, sempre é possível estender uma prova de tamanho mínimo〈{C0, C1},m(0)〉,
ondem(0) ∈ R, para uma prova do mesmo tamanho da forma〈{C0, C1, C1},m

′〉, onde
m

′
(0) = m(0) em

′
(1) = IC−R.) Pela hipótese de indução, existe uma configuração finita

C ′
1 ⊆ C1 tal queC ′

1 `MLDS π. Note queC1 = C0 +[ ]0. Então, seC ′
1 ⊆ C0, então o teorema

está provado. Suponha agora queC ′
1 * C0. Então, pela propriedade da transitividade de

`MLDS, resta mostrar que existe uma configuração finitaC ′ ⊆ C0 tal queC ′ `MLDS C
′
1.

Isso é provado através de casos sobrem(0).

CASO 1: Eliminação do∧: Neste caso,m(0) = I∧E. Então existe uma unidade
declarativa da formaα ∧ β : λ ∈ C0 e C1 também é igual aC0 + [α : λ] ou igual a
C0 + [β : λ]. Somente o primeiro caso é considerado, porque o argumento para o segundo
caso é análogo.[ ]0 = [α : λ]. Pela hipótese de indução,C ′

1 ⊆ C1 e C ′
1 é finita. Por

suposição,C ′
1 * C0. Então[α : λ] ∈ C

′
1, mas não é necessariamente o caso em que

α ∧ β : λ ∈ C ′
1. Então, sejaC ′

a configuração(C ′
1 − [α : λ]) + [α ∧ β : λ]. EntãoC ′

é
uma configuração finita, e〈{C ′

, C ′
+ [α : λ], C ′

1},m〉 é uma prova, ondem(0) = I∧E e
m(1) = IC−R. Portanto,C ′ `MLDS C

′
1.

CASO 2: Afirmação do R: Neste caso,m(0) = IR−A. SejaC0 = 〈D0,F0〉.
Então existe umR-literal ∆ tal queD0,A `FOL ∆.C1 = C0 + [∆]. SejaΓ ⊆ D0 o
conjunto de suposiçõesR-literais usadas na derivação de primeira ordemD0,A `FOL.
Como uma prova, em lógica clássica, é uma seqüência finita de regras de inferência, e
cada regra de inferência usa um conjunto finito de suposições, entãoΓ é finito. Note
agora que[ ]0 = [∆]. Pela hipótese de indução,C ′

1 ⊆ C1 e C ′
1 é finita. Por suposição,

C ′
1 * C0. Então[∆] ∈ C ′

1, mas não é necessariamente o caso em queΓ ⊆ C ′
1. Seja

C ′
= (C ′

1 − [∆]) + Γ. EntãoC ′
é uma configuração finita, e〈{C ′

, C ′
+ [∆], C ′

1},m〉 é uma
prova, ondem(0) = IR−A em(1) = IC−R. Portanto,C ′ `MLDS C

′
1.

Para os casos 3 a 10 (I∧I , I∨I , I→E, I¬E, I⊥I , I3E, I3I , I2I), o argumento é aná-
logo ao do caso 1.

CASO 11: Introdução da →: Neste caso,m(0) = I→I . Então existem unidades
declarativas da formaα : λ, β : λ, α → β : λ tal queC0 + [α : λ] `MLDS β : λ e
C1 = C0 + [λα→ β]. Então[ ]0 = [α→ β : λ]. Pela hipótese de indução,C ′1 ⊆ C1 eC ′1
é finita. Além disso, por suposição,C ′1 * C0, então[α → β : λ] ∈ C′1. Seja〈{C0 + [α :
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λ], . . . , C̃n}, m̃〉 (comβ : λ ∈ C̃n) uma prova de tamanho mínimo deC0 + [α : λ] `MLDS

β : λ. Por hipótese,0 < l(Cn/C1, I→I) ≤ L, então0 ≤ l(〈{C0 + [α : λ], . . . , C̃n}, m̃〉) <
L. Então, pela hipótese de indução, existe uma configuração finitaC∗0 ⊆ C0 + [α : λ] tal
queC∗0 `MLDS β : λ. SejaC ′

a configuração (C ′
1 − [α→ β : λ]) ∪ (C ∗0 −[α : λ]). Então

C ′
é uma configuração finita eC ′ ⊆ C0. ComoC∗0 ⊆ C ′

+ [α : λ], por monotonicidade
C ′

+ [α : λ] `MLDS [β : λ]. EntãoC ′
/C ′

+ [α→ β : λ] ∈ I→I . Portanto,〈{C ′
, C ′

+ [α→
β : λ], C ′

1},m〉 é uma prova, ondem(0) = I→I em(1) = IC−R. PortantoC ′ `MLDS C
′
1.

Para os casos 12 a 14 (I2I , I¬I , IR−I), o argumento é análogo ao do caso 11.

CASO 15: Eliminação do∨: Neste caso,m(0) = I∨E. Então existem unidades
declarativas da formaα : λ, β : λ, α ∨ β : λ e γ : λ tal queα ∨ β : λ ∈ C0, C0 + [α :
λ] `MLDS γ : λ, C0 + [β : λ] `MLDS γ : λ eC1 é igual aC0 + [γ : λ]. Então[ ]0 = [γ : λ].
Pela hipótese de indução,C ′

1 ⊆ C1 eC ′
1 é finita. Por suposição,C ′

1 * C0, então[γ : λ] ∈ C ′
1.

Seja〈{C0 + [α : λ], . . . , C̃}, m̃〉 (com γ : λ ∈ C̃) uma prova de tamanho mínimo de
C0+[α : λ] `MLDS γ : λ. Analogamente seja〈{C0+[β : λ], . . . , C̃ ′}, m̃′〉 (comγ : λ ∈ C̃ ′)
uma prova do tamanho mínimo deC0 + [β : λ] `MLDS γ : λ. Como, por hipótese,
0 < l(C0/C1, I∨I) ≤ L, pela Definição 2.1,

0 ≤ l(〈{C0 + [α : λ], . . . , C̃}, m̃〉) < L

0 ≤ l(〈{C0 + [β : λ], . . . , C̃ ′}, m̃′〉) < L

Pela hipótese de indução, existem configuraçõesC∗ ⊆ C0 + [α : λ] e C̃∗ ⊆ C0 + [β :
λ] tal queC∗ `MLDS γ : λ e C̃∗ `MLDS γ : λ. Seja

C ′
= ((C ′

1 − [γ : λ]) + [α ∨ β : λ]) ∪ (C∗ − [α : λ]) ∪ (C̃∗ − [β : λ])

EntãoC ′
é uma configuração finita,C ′ ⊆ C0 eα ∨ β : λ ∈ C ′

. Além disso, como
C∗ ⊆ C ′

+ [α : λ], por monotonicidade,C ′
+ [α : λ] `MLDS γ : λ. Analogamente,

como C̃∗ ⊆ C ′
+ [β : λ], pela monotonicidadeC ′

+ [β : λ] `MLDS γ : λ. Então
C ′
/C ′

+ [γ : λ] ∈ I∨E e 〈{C ′
, C ′

+ [γ : λ], C ′
1},m〉 é uma prova, ondem(0) = I∨E e

m(1) = IC−R. Portanto,C ′ `MLDS C
′
1.

Corolário 2.1 (Compacidade) SejaC uma configuração de umKδ-MLDS arbitrário. Se,
para qualquer configuração finitaC ′

, C ′ ⊆ C, C ′
é consistente, entãoC é consistente.

Prova: A declaração contrapositiva é provada. Suponha queC é inconsistente. Pela
definição de inconsistência,C `MLDS ⊥ : λ para algum termo rasoλ deFunc(LL,LM).
Portanto, pelo Teorema 2.3, existe uma configuração finitaC ′ ⊆ C tal queC ′ `MLDS ⊥ :
λ, portantoC ′

é inconsistente.

2.2.2 Descrição da prova da completude

Até aqui, a noção de consistência foi descrita junto com suas propriedades rele-
vantes. Esses resultados, que são válidos para qualquerKδ-MLDS arbitrário, formam a
base para provar a completude da relação de derivabilidade`MLDS com respeito à relação
de implicação semântica|=MLDS. Antes de entrar em detalhes da prova formal, é dada
uma breve descrição dos passos principais para tornar o restante deste capítulo mais fácil
de seguir. Primeiramente, o enunciado do teorema.

Teorema 2.4 (Completude) SejaKδ-MLDS um MLDS proposicional arbitrário. Sejam
C eC ′

duas configurações deKδ-MLDS tal que a diferença de configuraçõesC ′ − C seja
finita.
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C 0MLDS C
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′
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A+ ∪ FOT (C) 2FOL FOT (C ′)
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6

FIGURA 2.2 – Diagrama da Prova do Teorema da Completude

SeC |=MLDS C
′
entãoC `MLDS C

′

A condição de finitude deC ′ − C no enunciado acima não constitui uma restrição
significativa sobre a propriedade da completude de`MLDS. Pelo contrário, ela permite
queC eC ′

sejam infinitos, embora as derivações sejam finitas.

O teorema é provado por contraposição como mostrado no diagrama dado na Figura
2.2.2. A prova é dada pela composição dos dois passos principais, as setas (2) e (3). A seta
(3) é dada diretamente pela Definição 1.38, enquanto a seta (2) constitui a parte principal
do teorema da completude.

Em particular, a suposiçãoC 0MLDS C ′
implica que exista umπ ∈ C ′ − C (onde

π é uma unidade declarativa ou umR-literal) tal queC 0MLDS π. (Isso já foi provado
pelo Teorema 2.2.) Portanto,C + [¬π] é uma configuração consistente (veja a Proposição
2.33.) Isso implica, peloLema da Existência do Modelo, que a configuraçãoC + [¬π] é
satisfatível. Portanto, existe uma estrutura semânticaMKδ deKδ-MLDS que satisfazC e
que também satisfaz¬π. Portanto, como mostrado abaixo, essa estrutura semânticaMKδ

não satisfazπ. Comoπ ∈ C ′
, pela definição de satisfatibilidade de uma configuração,

MKδ não satisfazC ′
também. Portanto,A+

Kδ ∪ FOT (C) 2FOL FOT (C ′
).

A descrição informal acima mostra que a parte principal desta prova de completude
do estilo de Henkin é o lema da existência do modelo. Isso se liga às noções semânticas
e prova-teóricas de consistência− isto é, qualquer teoria consistente é satisfatível. (Se-
manticamente, uma teoria é consistente se existe um modelo que a satisfaz [HUG96].)
Isto é provado nos dois passos seguintes. Primeiramente, é mostrado que, para qualquer
configuração consistenteC, é possível construir umaconfiguração consistente máxima
Cmcc que satisfaz propriedades (veja as Proposições 2.9 a 2.26) sobre as unidades de in-
formaçãoπ (unidades declarativas eR-literais) que pertencem a ela. Em segundo lugar,
é mostrado que é possível construir uma estrutura semânticaMKδ(Cmcc) que satisfaça
Cmcc. Como a configuração consistente máxima contém a configuração consistente inicial
C, essa estrutura semânticaMKδ(Cmcc) também satisfazC.

2.2.3 Provas formais

Esta seção é composta de duas partes principais. Na primeira parte, a noção de
uma configuração consistente máxima é dada junto com as provas de suas propriedades.
A maioria dessas é comum a toda a família deKδ-MLDSs consisderada neste trabalho,
mas algumas poucas são específicas aKδ-MLDSs particulares. Na segunda parte, a con-
strução de uma estrutura semântica canônica para umK−MLDS é descrita, e é provado
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que isso é um modelo para uma configuração consistente máxima relativa aK−MLDS.
Esses passos são então estendidos para estruturas semânticas associadas com qualquer
Kδ-MLDS, considerando-se a álgebra de rotulação específicaAKδ.

Configurações consistentes máximas
Definição 2.5 (Configuração consistente máxima,Cmcc) SejaKδ-MLDS um MLDS pro-
posicional. Cmcc é uma configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS, se for
uma configuração consistente e se, para qualquerπ /∈ Cmcc (ondeπ é uma unidade
declarativa ou umR-literal), a configuraçãoCmcc + [π] não é consistente.

Agora, é mostrado que, dada uma configuração consistenteC de umKδ-MLDS,
sempre é possível construir uma configuração consistente máximaCmcc que a contém.
Para fazê-lo, é assumido que o conjunto de todas as unidades declarativas eR-literais de
Kδ-MLDS é ordenado de tal forma que é possível falar sobre o primeiro, o segundo, o
terceiro,. . ., o enésimo elementoπ deKδ-MLDS (ondeπ é uma unidade declarativa ou
umR-literal). Usando essa suposição, na Definição 2.6 e na Proposição 2.8, é descrito
como expandir uma configuração consistente inicialC para uma configuração consistente
máximaCmcc. Informalmente, a construção é baseada no seguinte procedimento. Ini-
ciando a partir da configuraçãoC, e percorrendo todos os elementosπi deKδ-MLDS
(ondeπi é uma unidade declarativa ou umR-literal), em uma certa ordenação escolhida,
cada um em sua vez é adicionado aC se e somente se isso puder ser feito de maneira
consistente. Isso é formalmente definido como segue.

Definição 2.6 (Construção deMCC(C)) SejaKδ-MLDS um MLDS arbitrário. Seja
π1, π2, π3, . . . , πn uma ordenação sobre o conjunto de todas as unidades declarativas e
de todos osR-literais deKδ-MLDS. SejaC uma configuração consistente deKδ-MLDS.
SejaC0 = C. Considere o primeiro elementoπ1 na ordenação escolhida. SeC0 + [π1]
é consistente, então sejaC1 = C0 + [π1], caso contrário, sejaC1 = C0. Então tome
o segundo elementoπ2 da ordenação escolhida. SeC1 + [π2] é consistente, então seja
C2 = C1 + [π2], caso contrário sejaC2 = C1. Então aplique o mesmo processo sobre cada
elementoπi deS a cada vez de acordo com a ordenação escolhida.

C0 = C
C1 = C0 + [π1], seC0 + [π1] é consistente
C1 = C0, caso contrário
. . . . . .
Cn = Cn−1 + [πn], seCn−1 + [πn] é consistente
Cn = Cn−1, caso contrário
. . . . . .

SejamC0, C1, C2, . . . , Cn, . . . a seqüência de configurações construídas acima. En-
tãoMCC(C) é a configuração que contém todos os elementosπi (unidades declarativas
eR-literais) que estão em alguma configuraçãoCi. Esta será escrita algumas vezes como
Cmcc.

MCC(C) =
⋃

i≥0 Ci

Observação 2.1A seqüência de configuraçõesC0, C1, C2, . . . , Cn, . . ., descrita na Defini-
ção 2.6, é tal que, para cadai ≥ 0, Ci ⊆ Cmcc. Além disso, a configuraçãoC0 é consistente
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por suposição(C0 = C), e para cadai ≥ 0, seCi e consistente, então, por “construção”,
Ci+1 também é consistente. Portanto, para cadai ≥ 0, Ci é uma configuração consistente.

A seguinte proposição mostra que a configuraçãoCmcc, descrita na Definição 2.6, é
realmente uma configuração consistente máxima.

Proposição 2.8SejaKδ-MLDS um MLDS arbitrário, sejaC uma configuração consis-
tente, e sejaCmcc a configuração especificada na Definição 2.6. Os dois enunciados
seguintes são válidos: (1)Cmcc é consistente; (2)Cmcc é máximo.

Prova:

1. Prova por contradição. Suponha queCmcc não é consistente. Então, pela Definição
2.3, para algum termoλ ∈ Func(LL,LM), Cmcc `MLDS ⊥ : λ. Então, pelo
Teorema 2.3, existe uma configuraçãoC

′
tal queC

′
é finita,C

′ ⊆ Cmcc eC
′ `MLDS

⊥ : λ. Enumere todos os elementos (unidades declarativas eR-literais) deC
′

de
acordo com a ordenação escolhida para construirCmcc. Sejaπn o último elemento
deC

′
. EntãoC

′ ⊆ Cn. Pela monotonicidade,Cn `MLDS ⊥ : λ o que está em
contradição com a Observação 2.1.

2. Para provar queCmcc é uma configuração máxima, é suficiente provar, usando a
Definição 2.5, que, para qualquerπ de Kδ-MLDS (ondeπ é ou uma unidade
declarativa ou umR-literal), que é consistente comCmcc, π ∈ Cmcc. Sejaπn

uma unidade declarativa ou umR-literal deKδ-MLDS, na ordenação escolhida
especificada para construirCmcc, tal queπn seja consistente comCmcc. Como
Cmcc é uma configuração consistente, pela Proposição 2.7, para qualquer configu-
raçãoC

′ ⊆ Cmcc, C
′
+ [πn] também é uma configuração consistente. SejaCn−1 a

configuração do passon da construção deCmcc, entãoCn−1 ⊆ Cmcc, pela Obser-
vação 2.1. Portanto,Cn−1 + [πn] é uma configuração consistente. Portanto, como
Cn−1 + [πn] = Cn, eCn ⊆ Cmcc, πn ∈ Cmcc.

Até aqui, foi mostrado que, dada uma configuração consistenteC de umKδ-MLDS
proposicional, sempre é possível construir uma configuração consistente máximaCmcc

relativa aKδ-MLDS tal queC ⊆ Cmcc. Algumas propriedades de configurações consis-
tentes máximas são oferecidas agora.

Proposição 2.9(Consistência w.r.t. unidades declarativas) SejaKδ-MLDS um MLDS
arbitrário e sejaCmcc uma configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS. Então,
para qualquer unidade declarativaα : λ, α : λ e¬α : λ não estão ambas emCmcc.

Prova: A prova segue diretamente da definição da regra de Introdução do∧.

Proposição 2.10(Consistência w.r.t.R-literais) SejaKδ-MLDS um MLDS arbitrário e
sejaCmcc uma configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS. Então, para qual-
querR-literal ∆, ∆ e¬∆ não estão ambos emCmcc.
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Prova: A prova segue diretamente da definição da regra de Introdução do⊥.

As duas proposições acima garantem que nenhuma informação contraditória está
em uma configuração consistente máxima. Nas extensões de MLDSs proposicionais que
raciocinam com igualdades (e desigualdades) entre rótulos, a Proposição 2.10 também
incluirão literais de igualdade e de desigualdade, pois a regra de introdução do⊥ será
considerada como aplicação a esses tipos de unidades de informação também (veja a
seção 1.6 no capítulo anterior).

Proposição 2.11(Maximalidade de unidades declarativas) SejaKδ-MLDS um MLDS
arbitrário e sejaCmcc uma configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS. Para
qualquer unidade declarativaα : λ, ouα : λ ∈ Cmcc, ou¬α : λ ∈ Cmcc.

Prova: A prova é por contradição. Suponha queα : λ /∈ Cmcc e que¬α : λ /∈ Cmcc.
Então, comoCmcc é uma configuração consistente máxima,Cmcc+[α : λ] eCmcc+[¬α : λ]
são configurações inconsistentes. Portanto,Cmcc + [α : λ] `MLDS ⊥ : λ

′
, eCmcc + [¬α :

λ] `MLDS ⊥ : λ”, para alguns termos rasosλ
′
, λ” deFunc(LL,LM). Pelo Teorema 2.3,

existem duas configurações finitasC1 ⊆ Cmcc e C2 ⊆ Cmcc, tal queC1 + [α : λ] `MLDS

⊥ : λ
′
, e C2 + [¬α : λ] `MLDS ⊥” : λ”. SejaC ′

a configuraçãoC ′
= C1 ∪ C2. Pela

monotonicidade,C ′
+ [α : λ] `MLDS ⊥ : λ

′
. PortantoC ′

/C ′
+ [¬α : λ] ∈ I¬I e

〈{C ′
, C ′

+ [¬α : λ]},m〉 é uma prova, ondem(0) = I¬I . EntàoC ′ `MLDS C
′
+ [¬α : λ].

Além disso, pela monotonicidade,C ′
+[¬α : λ] `MLDS ⊥ : λ”. Então, pela transitividade,

C ′ `MLDS ⊥ : λ”. ComoC ′ ⊆ Cmcc, pela monotonicidade,Cmcc `MLDS ⊥ : λ”. Portanto,
Cmcc é inconsistente, o que está em contradição com a hipótese original.

Proposição 2.12(Maximalidade deR-literais) SejaKδ-MLDS um MLDS arbitrário e
sejaCmcc uma configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS. Para qualquerR-
literal ∆, ou∆ ∈ Cmcc ou¬∆ ∈ Cmcc.

Prova: A prova é por contradição. Suponha que∆ /∈ Cmcc e que¬∆ /∈ Cmcc. Como
Cmcc é uma configuração consistente máxima,Cmcc +[∆] eCmcc +[¬∆] são configurações
inconsistentes. EntãoCmcc+[∆] `MLDS ⊥ : λ

′
eCmcc+[¬∆] `MLDS ⊥ : λ”, para alguns

termos rasosλ
′
, λ” deFunc(LL,LM). Pelo Teorema 2.3, existem duas configurações

finitasC1 ⊆ Cmcc eC2 ⊆ Cmcc, tal queC1 +[∆] `MLDS ⊥ : λ
′
eC2 +[¬∆] `MLDS ⊥ : λ”.

SejaC ′
a configuraçãoC ′

= C1 ∪ C2. Pela monotonicidade,C ′
+ [∆] `MLDS ⊥ : λ

′
.

EntãoC ′
/C ′

+ [¬∆] ∈ IR−I e 〈{C ′
, C ′

+ [¬∆]},m〉 é uma prova, ondem(0) = IR−I .
EntãoC ′ `MLDS C

′
+[¬∆]. Além disso, pela monotonicidade,C ′

+[¬∆] `MLDS ⊥ : λ”.
então, pela transitividade,C ′ `MLDS ⊥ : λ”. ComoC ′ ⊆ Cmcc, pela monotonicidade,
Cmcc `MLDS ⊥ : λ”. Portanto,Cmcc é inconsistente, o que está em contradição com a
hipótese original.

Proposição 2.13(Propriedade para fórmulas∧) SejaKδ-MLDS um MLDS arbitrário e
sejaCmcc uma configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS. Sejaλ um termo
raso deFunc(LL,LM) e sejamα e β duaswffs deLM . Então,α ∧ β : λ ∈ Cmcc, se e
somente seα : λ ∈ Cmcc eβ : λ ∈ Cmcc.

Prova: (Metade “somente se”) A prova é por contradição. Assuma que ouα : λ /∈
Cmcc ou β : λ /∈ Cmcc. Apenas o primeiro caso é considerado, pois o argumento para o
segundo caso é análogo. Seα : λ /∈ Cmcc, então, pela Proposição 2.11,¬α : λ ∈ Cmcc.
EntãoCmcc é inconsistente como mostrado na seguinte derivação. Isso está em contradição
com a hipótese original.
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Cmcc〈α ∧ β : λ,¬α : λ〉 ∧E
C ′〈α : λ,¬α : λ〉 ∧I
C ′

1〈⊥ : λ〉
(Metade "se":) Por hipótese,α : λ ∈ Cmcc eβ : λ ∈ Cmcc. Assuma queα ∧ β : λ /∈

Cmcc. Então, pela Proposição 2.11,¬(α ∧ β) : λ ∈ Cmcc. Portanto,Cmcc é inconsistente,
como mostrado na seguinte derivação, o que está em contradição com a hipótese original.

Cmcc〈¬(α ∧ β) : λ, α : λ, β : λ〉 ∧I
C ′〈α ∧ β : λ,¬(α ∧ β) : λ〉 ∧I
C ′

1〈⊥ : λ〉

Proposição 2.14(Propriedade para fórmulas∨) SejaKδ-MLDS um MLDS arbitrário e
sejaCmcc uma configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS. Sejaλ qualquer
termo raso deFunc(LL,LM) e sejamα, β duaswffs deLM . Entãoα ∨ β : λ ∈ Cmcc se
e somente seα : λ ∈ Cmcc ouβ : λ ∈ Cmcc.

Prova: (Metade "somente se":) A prova é por contradição. Assuma queα : λ /∈
Cmcc. e queβ : λ /∈ Cmcc. Então, pela Proposição 2.11,¬α : λ ∈ Cmcc e¬β : λ ∈ Cmcc.
Portanto,Cmcc + [α : λ] `MLDS ⊥ : λ e Cmcc + [β : λ] `MLDS ⊥ : λ. Então, pela regra
de eliminação do∨, Cmcc `MLDS ⊥ : λ. Portanto,Cmcc é inconsistente, o que está em
contradição com a hipótese original.

(Metade "se":) A prova é por contradição. Por hipótese, ouα : λ ∈ Cmcc ou β :
λ ∈ Cmcc. Apenas o primeiro caso é considerado, pois o argumento para o segundo caso é
análogo. Assuma queα∨β : λ /∈ Cmcc. Então, pela Proposição 2.11,¬(α∨β) : λ ∈ Cmcc.
Portanto,Cmcc é inconsistente como mostrado na seguinte derivação.

Cmcc〈¬(α ∨ β) : λ, α : λ〉 ∨I
C ′〈α ∨ β : λ,¬(α ∨ β) : λ〉 ∧I
C ′

1〈⊥ : λ〉

Proposição 2.15(Propriedade para fórmulas→ (i)) SejaKδ-MLDS um MLDS arbi-
trário e sejaCmcc uma configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS. Sejaλ um
termo raso deFunc(LL,LM) eα, β duaswffs deLM . Se¬α : λ ∈ Cmcc ouβ : λ ∈ Cmcc

entãoα→ β : λ ∈ Cmcc.

Prova: A prova é por contradição. Assuma queα → β : λ /∈ Cmcc. Então, pela
Proposição 2.11,¬(α → β) : λ ∈ Cmcc. Portanto,Cmcc é inconsistente, como mostrado
na seguinte derivação.

Cmcc 〈¬ (α→ β) : λ,¬α : λ〉
C ′ 〈¬ (α→ β) : λ,¬α ∨ β : λ〉 (∨I)

C ′ 〈¬α ∨ β : λ, [α : λ]〉 (suposição)
C ′〈¬α ∨ β : λ, [α : λ], [¬β : λ]〉 (suposição)
C̃〈¬α ∨ β : λ, [α : λ], [¬β : λ],⊥ : λ〉 (∨E)

C̃1 〈¬α ∨ β : λ, [α : λ],¬¬β : λ〉 (¬I)
C̃2 〈¬α ∨ β : λ, [α : λ], β : λ〉 (¬E)

C̃3 〈¬ (α→ β) : λ, α→ β : λ〉 (→ I)
C ′1 〈⊥ : λ〉 (∧I)

Agora suponha queβ : λ ∈ Cmcc. Assuma, por contradição, queα→ β : λ /∈ Cmcc.
Então, pela Proposição 2.11,¬(α→ β) : λ ∈ Cmcc. Portanto,Cmcc é inconsistente, como
mostrado na seguinte derivação.
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Cmcc 〈¬(α→ β) : λ, β : λ〉
Cmcc〈¬(α→ β) : λ, β : λ, [α : λ]〉 (suposição)
C̃〈β : λ〉 (C-R)

C ′ 〈¬(α→ β) : λ, α→ β : λ〉 (→ I)
C ′1 〈⊥ : λ〉 (∧I)

Proposição 2.16(Propriedade para fórmulas→ (ii)) SejaKδ-MLDS um MLDS arbi-
trário e sejaCmcc uma configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS. Sejaλ
um termo raso deFunc(LL,LM) e sejamα, β duaswffs deLM . Seα : λ ∈ Cmcc, e
α→ β : λ ∈ Cmcc, entãoβ : λ ∈ Cmcc.

Prova: A prova é por contradição. Suponha queβ : λ /∈ Cmcc. Então, pela
Proposição 2.11,¬β : λ ∈ Cmcc. Portanto,Cmcc `MLDS ⊥ : λ, como mostrado na
seguinte derivação.

Cmcc〈α : λ, α→ β : λ,¬β : λ〉 → E
C ′〈β : λ,¬β : λ〉 a ∧ I
C ′1〈⊥ : λ〉

Proposição 2.17(Propriedade para fórmulas3 (i)) SejaKδ-MLDS um MLDS arbi-
trário, seja Cmcc uma configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS e sejaλ
um termo raso deFunc(LL,LM) e sejaα umawff deLM . Se3α : λ ∈ Cmcc, então
α : fα(λ) ∈ Cmcc eR(λ, fα(λ)) ∈ Cmcc.

Prova: Por hipótese,3α : λ ∈ Cmcc. Então, pela Proposição 2.3,¬α : fα(λ) /∈
Cmcc e¬R(λ, fα(λ)) /∈ Cmcc. Portanto, pela Proposição 2.11,α : fα(λ) ∈ Cmcc e, pela
Proposição 2.12,R(λ, fα(λ)) ∈ Cmcc.

Proposição 2.18(Propriedade para fórmulas2 (i)) SejaKδ-MLDS um MLDS arbi-
trário, sejaCmcc uma configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS, sejamλ, λ

′

dois termos rasos deFunc(LL,LM) e sejaα uma wff deLM . Se2α : λ ∈ Cmcc e
R(λ, λ

′
) ∈ Cmcc, entãoα : λ

′ ∈ Cmcc.

Prova: A prova é por contradição. Suponha queα : λ
′
/∈ Cmcc. Então, pela

Proposição 2.11,¬α : λ
′ ∈ Cmcc. EntãoCmcc `MLDS ⊥ : λ

′
como mostrado na seguinte

derivação.
Cmcc〈2α : λ,R(λ, λ

′
),¬α : λ

′〉 2E
C ′〈α : λ

′
,¬α : λ

′〉 ∧I
C ′

1〈⊥ : λ
′〉

Proposição 2.19(Propriedade para fórmulas3 (ii)) SejaKδ-MLDS um MLDS arbi-
trário, sejaCmcc uma configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS, sejamλ1 e
λ2 dois termos rasos deFunc(LL,LM) e sejaα umawff deLM . SeR(λ1, λ2) ∈ Cmcc e
α : λ2 ∈ Cmcc então3α : λ2 ∈ Cmcc.

Prova: A prova é por contradição. Suponha que3α : λ1 /∈ Cmcc. Então, pela
Proposição 2.11,¬3α : λ1 ∈ Cmcc. EntãoCmcc `MLDS ⊥ : λ1 como mostrado na
seguinte derivação.

Cmcc〈R(λ1, λ2), α : λ2,¬3α : λ1〉 3I
C ′〈3α : λ1,¬3α : λ1〉 ∧I
C ′

1〈⊥ : λ1〉
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Proposição 2.20(Propriedade para fórmulas2 (ii)) SejaKδ-MLDS um MLDS arbi-
trário, sejaCmcc uma configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS, sejaλ um
termo raso deFunc(LL,LM) e sejaα umawff deLM . Se¬R(λ, boxa(λ)) ∈ Cmcc ou
α : boxα(λ) ∈ Cmcc, então2α : λ ∈ Cmcc.

Prova: A prova é por contradição. Assuma que2α : λ /∈ Cmcc. Então, pela
Proposição 2.11,¬2α : λ ∈ Cmcc, o que implica, pela Proposição 2.3, queα : boxα(λ) /∈
Cmcc e¬R(λ, boxα(λ)) /∈ Cmcc. Portanto, pela Proposição 2.11,¬α : boxα(λ) ∈ Cmcc e,
pela Proposição 2.12,R(λ, boxα(λ)) ∈ Cmcc.

As propriedades descritas acima (Proposições 2.9 a 2.20) são válidas para qual-
quer configuração consistente máxima relativa a algumKδ-MLDS arbitrário. Entret-
nato, na construção de uma configuração consistente máxima, conjuntos diferentes de
R-literais são adicionados a diferentes álgebras de rotulaçãoAKδ sob consideração. Por-
tanto, para cada um dosKδ-MLDS, precisam ser provadas propriedades adicionais sobre
osR-literais contidos na configuração consistente máxima associada. Como cada álge-
bra de rotulação é uma combinação dos axiomas básicos (T), (4), (D), (B), (5), (Irr ), é
suficiente considerar as propriedades associadas com esses axiomas individuais. Combi-
nações apropriadas dessas propriedades cobrirão os casos de todas as outras álgebras de
rotulaçãoAKδ.

Proposição 2.21(Propriedade para álgebras reflexivas) SejaKδ-MLDS um MLDS tal
que{∀xR(x, x)} ⊆ AKδ. SejaCmcc uma configuração consistente máxima relativa aKδ-
MLDS. Então, para cada termo rasoλ deFunc(LL,LM), oR-literal R(λ, λ) ∈ Cmcc.

Prova: A prova é por contradição. Sejaλ
′

um termo raso deFunc(LL,LM)
tal queR(λ

′
, λ

′
) /∈ Cmcc. Então, pela Proposição 2.12,¬R(λ

′
, λ

′
) ∈ Cmcc. Então

Cmcc `Kδ−MLDS ⊥ : λ”, para algum termo rasoλ” ∈ Func(LL,LM), como mostrado
na seguinte derivação. Portanto,Cmcc é inconsistente, o que está em contradição com a
hipótese original.

Cmcc〈¬R(λ
′
, λ

′
)〉

C ′〈¬R(λ
′
, λ

′
), R(λ

′
, λ

′
)〉 Afirmação doR

C ′
1〈⊥ : λ”〉 ⊥I

Proposição 2.22(Propriedade para álgebras irreflexivas) SejaKδ-MLDS um MLDS tal
que{∀x¬R(x, x)} ⊆ AKδ. SejaCmcc uma configuração consistente máxima relativa a
Kδ-MLDS. Então, para cada termo rasoλ deFunc(LL,LM), o R-literal ¬R(λ, λ) ∈
Cmcc.

Prova: A prova é por contradição. Sejaλ
′

um termo raso deFunc(LL,LM)
tal que¬R(λ

′
, λ

′
) /∈ Cmcc. Então, pela Proposição 2.12,R(λ

′
, λ

′
) ∈ Cmcc. Então,

Cmcc `Kδ−MLDS ⊥ : λ”, para algum termo rasoλ” ∈ Func(LL,LM), como mostrado
na seguinte derivação. Portanto,Cmcc é inconsistente, o que está em contradição com a
hipótese original.

Cmcc〈R(λ
′
, λ

′
)〉

C ′〈R(λ
′
, λ

′
),¬R(λ

′
, λ

′
)〉 Afirmação doR

C ′
1〈⊥ : λ”〉 ⊥I
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Proposição 2.23(Propriedade para álgebras transitivas) SejaKδ-MLDS um MLDS tal
que{∀x, y, z((R(x, y)∧R(y, z)) → R(x, z))} ⊆ AKδ. SEjaCmcc uma configuração con-
sistente máxima relativa aKδ-MLDS. Sejamλ1, λ2, λ3 três termos rasos da linguagem
Func(LL,LM) tal queR(λ1, λ2) ∈ Cmcc eR(λ2, λ3) ∈ Cmcc. EntãoR(λ1, λ3) ∈ Cmcc.

Prova: A prova é por contradição. Suponha queR(λ1, λ3) /∈ Cmcc. Então, pela
Proposição 2.12,¬R(λ1, λ3) ∈ Cmcc. EntãoCmcc `Kδ−MLDS ⊥ : λ

′
, para algum termo

rasoλ
′ ∈ Func(LL,LM), como mostrado na seguinte derivação. Portanto,Cmcc é incon-

sistente.
Cmcc〈¬R(λ1, λ3)〉
C ′〈¬R(λ1, λ3), R(λ1, λ3)〉 Afirmação doR
C ′

1〈⊥ : λ
′〉 ⊥I

Proposição 2.24(Propriedade para álgebras simétricas) SejaKδ-MLDS um MLDS tal
que{∀x, yR(x, y) → R(y, x))} ⊆ AKδ. SejaCmcc uma configuração consistente má-
xima relativa aKδ-MLDS. Sejamλ1 e λ2 dois termos rasos deFunc(LL,LM) tal que
R(λ1, λ2) ∈ Cmcc. EntãoR(λ2, λ1) ∈ Cmcc.

Prova: A prova é por contradição. Suponha queR(λ2, λ1) /∈ Cmcc. Então, pela
Proposição 2.12,¬R(λ2, λ1) ∈ Cmcc. EntãoCmcc `Kδ−MLDS ⊥ : λ

′
, para algum termo

rasoλ
′ ∈ Func(LL,LM), como mostrado na seguinte derivação. Portanto,Cmcc é incon-

sistente.
Cmcc〈R(λ1, λ2),¬R(λ2, λ1)〉
C ′〈¬R(λ2, λ1), R(λ2, λ1)〉 Afirmação doR
C ′

1〈⊥ : λ
′〉 ⊥I

Proposição 2.25(Propriedade para álgebras euclideanas) SejaKδ-MLDS um MLDS
tal que {∀x, y, z(R(x, y) ∧ R(x, z)) → R(y, z))} ⊆ AKδ. SejaCmcc uma configu-
raçào consistente máxima relativa aKδ-MLDS. Sejamλ1, λ2 e λ3 três termos rasos de
Func(LL,LM) tal queR(λ1, λ2) ∈ Cmcc eR(λ1, λ3) ∈ Cmcc. EntãoR(λ2, λ3) ∈ Cmcc.

Prova: A prova é por contradição. Suponha queR(λ2, λ3) /∈ Cmcc. Então, pela
Proposição 2.12,¬R(λ2, λ3) ∈ Cmcc. Então,Cmcc `Kδ−MLDS ⊥ : λ

′
, para algum termo

rasoλ
′ ∈ Func(λLL,LM) como mostrado na seguinte derivação. Portanto,Cmcc é incon-

sistente.
Cmcc〈R(λ1, λ2), R(λ1, λ3),¬R(λ2, λ3)〉
C ′〈¬R(λ2, λ3), R(λ2, λ3)〉 Afirmação doR
C ′

1〈⊥ : λ
′〉 ⊥I

Proposição 2.26(Propriedade para álgebras seriais) SejaKδ-MLDS um MLDS tal que
{∀xR(x, succ(x))} ⊆ AKδ. SejaCmcc uma configuração consistente máxima relativa a
Kδ-MLDS. Então, para cada termo rasoλ deFunc(LL,LM), oR-literal R(λ, succ(λ))
∈ Cmcc.

Prova: A prova é por contradição. Sejaλ
′
um termo raso deFunc(LL,LM) tal que

R(λ
′
, succ(λ

′
)) /∈ Cmcc. Então, pela Proposição 2.12,¬R(λ

′
, succ(λ

′
)) ∈ Cmcc. Então

Cmcc `Kδ−MLDS ⊥ : λ”, para algum termo rasoλ” ∈ Func(LL,LM), como mostrado na
seguinte derivação. Portanto,Cmcc é inconsistente.

Cmcc〈¬R(λ
′
, succ(λ

′
))〉

C ′〈¬R(λ
′
, succ(λ

′
)), R(λ

′
, succ(λ

′
))〉 Afirmação doR

C ′
1〈⊥ : λ”〉 ⊥I
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Lema da Existência do Modelo

Esta seção mostra que qualquer configuração consistente é satisfatível. Isso é prova-
do, mostrando-se que é possível construir, para cadaKδ-MLDS, uma estrutura semântica
MKδ que satisfaz uma configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS.

Definição 2.7 (Interpretação canônica,M(Cmcc)) SejaKδ-MLDS um MLDS arbitrário.
SejaCmcc = 〈Dmcc,Fmcc〉 uma configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS.
SejaFOT (Cmcc) sua tradução de primeira ordem.FOT (Cmcc) = Dmcc ∪ DUmcc, onde
DUmcc = {[α]∗(λ)|α : λ ∈ Cmcc}. SejaU o Universo de Herbrand da linguagem
Mon(LL,LM). I(Cmcc) é a função de interpretação sobre a linguagemMon(LL,LM),
definida como segue.

• Para cada termoλ ∈Mon(LL,LM), ‖λ ‖I(Cmcc)= λ.

• Para o predicado binárioR ∈ Mon(LL,LM), ‖R ‖I(Cmcc)= {〈λi, λj〉|R(λi, λj) ∈
FOT (Cmcc)} (note queFOT (Cmcc) contém apenas literais rasos.)

• Para cada predicado monádico[α]∗(λi) ∈Mon(LL,LM , ‖[α]∗ ‖I(Cmcc)= {λi)|[α]∗

(λi) ∈ FOT (Cmcc)}

M(Cmcc) = 〈U , I(Cmcc)〉 é uma interpretação canônica.

Observação 2.2SejaCmcc uma configuração consistente máxima relativa a umKδ-
MLDS, sejaFOT (Cmcc) sua tradução de primeira ordem e sejaM(Cmcc) uma inter-
pretação canônica. Observe que, para qualquer fórmula atômica rasa deMon(LL,LM)
da formaR(λi, λj),M(Cmcc) 
FOL R(λi, λj) se e somente seR(λi, λj) ∈ FOT (Cmcc);
analogamente para qualquer fórmula atômica rasa deMon(LL,LM) da forma[α]∗(λ),
M(Cmcc) |=FOL [α]∗(λ) se e somente se[α]∗(λ) ∈ FOT (Cmcc). Agora sejaV uma
atribuição de variável a partir do conjunto de variáveis da linguagemMon(LL,LM)
para o Universo de HerbrandU . O valor verdade de qualquerwff deMon(LL,LM) é
definido como segue.

• M(Cmcc), V |=FOL R(x, y) se e somente se〈V (x), V (y)〉 ∈ ‖R ‖I(Cmcc)

• M(Cmcc), V |=FOL [α]∗(x) se e somente seV (x) ∈ ‖[α]∗ ‖I(Cmcc)

• para qualquer wffφ deMon(LL,LM), o valor verdade deφ em relação aM(Cmcc)
eV é definido da maneira usual (veja por exemplo [GEN88]).

É necessário mostrar agora que, dadaCmcc relativa a umKδ-MLDS particular, a
interpretação canônicaM(Cmcc) é uma estrutura semântica deKδ-MLDS. Isso é feito
em dois passos:

1. é mostrado queM(Cmcc) satisfaz a álgebra de rotulação particularAKδ

2. é mostrado queM(Cmcc) satisfaz todos os esquemas de axiomas(Ax1) − (Ax8)
da álgebra estendida associadaA+

Kδ.

Esse segundo passo é independente do tipo de MLDS proposicional (isto é, do tipo
deδ) e portanto será provado primeiro. O primeiro passo precisa levar em consideração
as diferentes álgebras de rotulação específicas, bem como as propriedades adicionais es-
pecíficas paraCmcc provadas acima (Proposições 2.21 a 2.26).



61

Para qualquer atribuição de variávelV e qualquer variávelx deMon(LL,LM),
V (x) refere-se a algum termo raso no Universo de HerbrandU . Portanto, por simplici-
dade,V (x) será usado também para denotar um termo raso arbitrário nos argumentos que
seguem.

Teorema 2.5 (Existência de modelo paraA+ − A) SejaA+
Kδ a álgebra estendida as-

sociada com umKδ-MLDS proposicional, sejaCmcc uma configuração consistente má-
xima relativa aKδ-MLDS e sejaFOT (Cmcc) sua tradução de primeira ordem. Então,
M(Cmcc) é um modelo deA+ −A.

Prova: SejamU, V atribuições de variáveis arbitrárias, e sejamα, β duaswffs de
LM . A prova é através de casos sobre cada um dos esquemas(Ax1)− (Ax8).

CASO 1:(Ax1) ∀x([α ∧ β]∗(x) ≡ ([α]∗(x) ∧ [β]∗(x))

É suficiente provar queM(Cmcc), V 
FOL [α∧β]∗(V (x)) sseM(Cmcc)∪V 
FOL

[α]∗(V (x)) e (Cmcc), V 
FOL [β]∗(V (x)).

(Metade "somente se":) Assuma queM(Cmcc), V 
FOL [α ∧ β]∗(V (x)).

Então,[α ∧ β]∗(V (x)) ∈ FOT (Cmcc). Então,α ∧ β : V (x) ∈ Cmcc, o que im-
plica, pela Proposição 2.13, queα : V (x) ∈ Cmcc e β : V (x) ∈ Cmcc. Portanto,
V (x) ∈ ‖[α]∗ ‖I(Cmcc) eV (x) ∈ ‖[β′∗ ‖I(Cmcc). Portanto,M(Cmcc), V 
FOL [α]∗(V (x))
eM(Cmcc), V 
FOL [β]∗(V (x)).

(Metade “se”:) Vamos assumir queM(Cmcc), V 
FOL [α]∗(V (x)) e queM(Cmcc),
V 
FOL [β]∗(V (x)).

Então[α]∗(V (x)) ∈ FOT (Cmcc) e [β]∗(V (x)) ∈ FOT (Cmcc), o que implica que
α : V (x) ∈ Cmcc eβ : V (x) ∈ Cmcc. Portanto, pela Proposição 2.13,α∧β : V (x) ∈ Cmcc.
Portanto,M(Cmcc), V 
FOL [α ∧ β]∗(V (x)).

Para os casos 2 a 4 (isto é,(Ax2), (Ax3), (Ax4)), veja [BRO2002].

CASO 5:(Ax5) ∀x([3α]∗(x) → (R(x, fα(x)) ∧ [α]∗(fα(x)))).

É suficiente provar que seM(Cmcc), V 
FOL [3α]∗(V (x)), então é o caso que
M(Cmcc), V 
FOL R(V (x), fα(V (x))) eM(Cmcc), V 
FOL [α]∗(fα(V (x))). (A defini-
ção da função de interpretaçãoI(Cmcc) de uma interpretação canônicaM(Cmcc) permite-
nos escreverfα(V (x)) em vez de‖fα ‖I(Cmcc) (V (x)).)

Vamos assumir queM(Cmcc), V 
FOL [3α]∗(V (x)). Então, [3α]∗(V (x)) ∈
FOT (Cmcc), o que implica que3α : V (x) ∈ Cmcc. Pela Proposição 2.17,α : fα(V (x)) ∈
Cmcc eR(V (x), fα(V (x))) ∈ Cmcc. Portanto,M(Cmcc), V 
FOL R(V (x), fα(V (x)))
eM(Cmcc), V 
FOL [α]∗(fα(V (x))).

CASO 6:(Ax6) ∀x(∃y(R(x, y) ∧ [α]∗(y)) → [3α]∗(x)).

Considere a fórmula equivalente∀x∀y(R(x, y) ∧ [α]∗(y)) → [3α]∗(x)). É su-
ficiente provar que, seM(Cmcc), V, U 
FOL R(V (x), U(y)) e M(Cmcc), V, U 
FOL

[α]∗(U(y)), entãoM(Cmcc), V, U 
FOL [3α]∗(V (x)).

Por suposição,R(V (x), U(y)) ∈ FOT (Cmcc) e [α]∗(U(y)) ∈ FOT (Cmcc), o que
implica queR(V (x), U(y)) ∈ Cmcc e α : U(y) ∈ Cmcc. Então, pela Proposição 2.19,
3α : V (x) ∈ Cmcc. Portanto,M(Cmcc), V, U 
FOL [3α]∗(V (x)).

CASO 7:(Ax7) ∀x(R(x, boxα(x)) → [α]∗(boxα(x))) → [2α]∗(x)).

É suficiente provar que seM(Cmcc), V 
FOL ¬R(V (x), boxα(V (x)) ouM(Cmcc),
V 
FOL [α]∗(boxα(V (x))), entãoM(Cmcc), V 
FOL [2α]∗(V (x)). (A definição da
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função de interpretaçãoI(Cmcc) de uma interpretação canônicaM(Cmcc) permite-nos es-
creverboxα(V (x)) em vez de‖boxα ‖I(Cmcc) (V (x)).)

Por suposição, ou¬R(V (x), boxα(V (x))) ∈ FOT (Cmcc) ou [α]∗(boxα(V (x))) ∈
FOT (Cmcc). Isso implica que ou¬R(V (x), boxα(V (x))) ∈ Cmcc ouα : boxα(V (x)) ∈
Cmcc. Então, pela Proposição 2.20,2α : V (x) ∈ Cmcc. Portanto,M(Cmcc), V 
FOL

[2α]∗(V (x)).

Case 8:(Ax8) ∀x([2α]∗(x) → (∀y(R(x, y) → [α]∗(y))).

Considere a fórmula equivalente∀x∀y(([2α]∗(x) ∧ (R(x, y)) → [α]∗(y)).

É suficiente provar que, seM(Cmcc), V, U 
FOL [2α]∗(V (x)) e M(Cmcc), V, U

FOL R(V (x), U(y)), entãoM(Cmcc), V, U 
FOL [α]∗(U(y)).

Por suposição,[2α]∗(V (x)) ∈ FOT (Cmcc), eR(V (x), U(y)) ∈ FOT (Cmcc). Isso
implica que2α : V (x) ∈ Cmcc eR(V (x), U(y)) ∈ Cmcc. Então, pela Proposição 2.18,
α : U(y) ∈ Cmcc. Portanto,M(Cmcc), V, U 
FOL [α]∗(U(y)).

Proposição 2.27(Satisfatibilidade de (T)) SejaKδ-MLDS um sistema dedutivo rotulado
modal (MLDS) tal que{∀xR(x, x)} ⊆ AKδ. SejaCmcc uma configuração consistente
máxima relativa aKδ-MLDS e sejaFOT (Cmcc) sua tradução de primeira ordem. Então
M(Cmcc) 
FOL ∀xR(x, x).

Prova: SejaV uma atribuição de variável arbitrária. Então, é suficiente provar
queM(Cmcc), V 
FOL R(V (x), V (x)). Pela Proposição 2.21,R(V (x), V (x)) ∈ Cmcc e
entãoR(V (x), V (x)) ∈ FOT (Cmcc). Portanto,〈V (x), V (x)〉 ∈ ‖R ‖I(Cmcc). Portanto,
M(Cmcc), V 
FOL R(V (x), V (x)).

Proposição 2.28(Satisfatibilidade de (Irr )) SejaKδ-MLDS um sistema dedutivo rotu-
lado modal (MLDS) tal que{∀x¬R(x, x)} ⊆ AKδ. SejaCmcc uma configuração consis-
tente máxima relativa aKδ-MLDS e sejaFOT (Cmcc) sua tradução de primeira ordem.
EntãoM(Cmcc) 
FOL ∀x¬R(x, x).

Prova: SejaV uma atribuição de variável arbitrária. Então, é suficiente provar que
M(Cmcc), V 
FOL ¬R(V (x), V (x)). Pela Proposição 2.22,¬R(V (x), V (x)) ∈ Cmcc e
entãoR(V (x), V (x)) /∈ FOT (Cmcc). Portanto,M(Cmcc), V 
FOL ¬R(V (x), V (x)).

Proposição 2.29(Satisfatibilidade de (4)) SejaKδ-MLDS um sistema dedutivo rotulado
modal (MLDS) tal que{∀x, y, z((R(x, y)∧R(y, z)) → R(x, z))} ⊆ AKδ. SejaCmcc uma
configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS e sejaFOT (Cmcc) sua tradução
de primeira ordem. EntãoM(Cmcc) 
FOL ∀x, y, z((R(x, y) ∧R(y, z)) → R(x, z)).

Prova: SejaV uma atribuição de variável arbitrária. Então, é suficiente provar que
M(Cmcc), V 
FOL (R(V (x), V (y)) ∧ R(V (y), V (z))) → R(V (x), V (z)). Assuma que
M(Cmcc), V 
FOL (R(V (x), V (y))∧R(V (y), V (z))). Isso implica que〈V (x), V (y)〉 ∈
‖R ‖I(Cmcc) e 〈V (y), V (z)〉 ∈ ‖R ‖I(Cmcc). Portanto,R(V (x), V (y)) ∈ FOT (Cmcc)
eR(V (y), V (z)) ∈ FOT (Cmcc). Portanto,R(V (x), V (y)) ∈ Cmcc eR(V (y), V (z)) ∈
Cmcc. Pela Proposição 2.23,R(V (x), V (z)) ∈ Cmcc e entãoR(V (x), V (z)) ∈ FOT (Cmcc)
e portanto,M(Cmcc), V 
FOL R(V (x), V (z)).
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Proposição 2.30(Satisfatibilidade de (B)) SejaKδ-MLDS um sistema dedutivo rotulado
modal (MLDS) tal que{∀x, y((R(x, y) → R(y, x))} ⊆ AKδ. SejaCmcc uma config-
uração consistente máxima relativa aKδ-MLDS e sejaFOT (Cmcc) sua tradução de
primeira ordem. EntãoM(Cmcc) 
FOL ∀x, y((R(x, y) → R(y, x)).

Prova: SejaV uma atribuição de variável arbitrária. Então, é suficiente provar
queM(Cmcc), V 
FOL (R(V (x), V (y))) e entãoM(Cmcc), V 
FOL R(V (y), V (x)).
Assuma queM(Cmcc), V 
FOL (R(V (x), V (y))). Então temos queM(Cmcc), V 
FOL

R(V (x), V (y)), o que implica que〈V (x), V (y)〉 ∈ ‖R ‖I(Cmcc). Portanto,R(V (x),
V (y)) ∈ FOT (Cmcc) eR(V (x), V (y)) ∈ Cmcc. Pela Proposição 2.24,R(V (y), V (x)) ∈
Cmcc. Portanto,M(Cmcc), V 
FOL R(V (y), V (x)).

Proposição 2.31(Satisfatibilidade de (D)) SejaKδ-MLDS um sistema dedutivo rotulado
modal (MLDS) tal que{∀xR(x, succ(x))} ⊆ AKδ. SejaCmcc uma configuração consis-
tente máxima relativa aKδ-MLDS e sejaFOT (Cmcc) sua tradução de primeira ordem.
EntãoM(Cmcc) 
FOL ∀xR(x, succ(x)).

Prova: SejaV uma atribuição de variável arbitrária. Então, é suficiente provar que
M(Cmcc), V 
FOL R(V (x), succ(V (x))). Pela Proposição 2.26,R(V (x), succ(V (x)))
∈ Cmcc e entãoR(V (x), succ(V (x))) ∈ FOT (Cmcc). Portanto,〈V (x), succ(V (x))〉 ∈
‖R ‖I(Cmcc). Portanto,M(Cmcc), V 
FOL R(V (x), succ(V (x))).

Proposição 2.32(Satisfatibilidade de (5)) SejaKδ-MLDS um sistema dedutivo rotulado
modal (MLDS) tal que{∀x, y, z((R(x, y)∧R(y, z)) → R(y, z))} ⊆ AKδ. SejaCmcc uma
configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS e sejaFOT (Cmcc) sua tradução
de primeira ordem. EntãoM(Cmcc) 
FOL ∀x, y, z((R(x, y) ∧R(y, z)) → R(y, z)).

Prova: SejaV uma atribuição de variável arbitrária. Então, é suficiente provar que
M(Cmcc), V 
FOL (R(V (x), V (y)) ∧ R(V (y), V (z))) → R(V (y), V (z)). Assuma que
M(Cmcc), V 
FOL (R(V (x), V (y)) ∧R(V (y), V (z))). Isso implica que〈V (x), V (y)〉
∈ ‖R ‖I(Cmcc) e 〈V (y), V (z)〉 ∈ ‖R ‖I(Cmcc). EntãoR(V (x), V (y)) ∈ FOT (Cmcc) e
R(V (y), V (z)) ∈ FOT (Cmcc). Logo,R(V (x), V (y)) ∈ Cmcc eR(V (y), V (z)) ∈ Cmcc.
Pela Proposição 2.25,R(V (y), V (z)) ∈ Cmcc e entãoR(V (y), V (z)) ∈ FOT (Cmcc).
Portanto,M(Cmcc), V 
FOL R(V (y), V (z)).

Lema 2.3 (Lema da Existência do Modelo) SejaKδ-MLDS um MLDS arbitrário. Seja
Cmcc uma configuração consistente máxima relativa aKδ-MLDS. Então, para algumπ
(ondeπ é uma unidade declarativa ou umR-literal) deKδ-MLDS,M(Cmcc) |=MLDS π
seπ ∈ Cmcc eM(Cmcc) 2MLDS π seπ /∈ Cmcc

Prova: Há dois casos a considerar.

1. i é uma unidade declarativa da formaα : λ.

Seα : λ ∈ Cmcc, então[α]∗(λ) ∈ FOT (Cmcc). Então,M(Cmcc) 
FOL [α]∗(λ).
Portanto,M(Cmcc) |=S α : λ. Seα : λ /∈ Cmcc, então[α]∗(λ) /∈ FOT (Cmcc).
Então,λ /∈ ‖[α]∗ ‖I(Cmcc), e então, pela Observação 2.2,M(Cmcc) 2FOL [α]∗(λ).
Portanto,M(Cmcc) 2S α : λ.
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2. π é umR-literal.

Entãoπ pode ser igual aR(λi, λj), ou igual a¬R(λi, λj), ondeλi, λj são termos
rasos deFunc(LL,LM).

• Suponha queπ é da formaR(λi, λj). SeR(λi, λj) ∈ (Cmcc, entãoR(λi, λj) ∈
FOT (Cmcc). EntãoM(Cmcc) 
FOL R(λi, λj). Portanto,M(Cmcc) |=MLDS

R(λi, λj). SeR(λi, λj) /∈ Cmcc, entãoR(λi, λj) /∈ FOT (Cmcc). Então,
M(Cmcc) 1FOL R(λi, λj). Portanto,M(Cmcc) 2MLDS R(λi, λj).

• Suponha agora queπ é da forma¬R(λi, λj). Se¬R(λi, λj) ∈ Cmcc, então,
pela Proposição 2.12,R(λi, λj) /∈ Cmcc. EntãoR(λi, λj) /∈ FOT (Cmcc).
EntãoM(Cmcc) 1FOL R(λi, λj). Portanto,M(Cmcc) 
FOL ¬R(λi, λj). Por-
tanto,M(Cmcc) |=MLDS ¬R(λi, λj).

Corolário 2.2 SejaKδ-MLDS um MLDS proposicional e sejaC uma configuração con-
sistente deKδ-MLDS. Então,M(Cmcc) satisfazC.

Prova: A prova segue trivialmente do Lema 2.3 e do fato de queC ⊆ Cmcc.

Proposição 2.33SejaKδ-MLDS um MLDS proposicional e sejaC uma configuração de
Kδ-MLDS. Sejaπ uma unidade declarativa ou umR-literal tal queπ /∈ C. SeC 0MLDS

π, entãoC + [¬π] é uma configuração consistente.

Prova: Há dois casos a considerar.

1. π é uma unidade declarativa. Suponha queπ é uma unidade declarativa da forma
α : λ. O contrapositivo do enunciado da proposição está provado. Assuma que
C + [¬α : λ] não é consistente. EntãoC + [¬α : λ] `MLDS ⊥ : λ

′
, para algum

termo rasoλ
′
deFunc(LL,LM). SejaC

′
= C + [¬¬α : λ] eC∗ = C

′
+ [α : λ].

O par de configuraçõesC/C
′ ∈ I¬I , e o par de configuraçõesC

′
/C∗ ∈ I¬E.

Então〈{C,C ′
, C∗},m〉 é uma prova, ondem(0) = I¬I e m(1) = I¬E. Como

α : λ ∈ C∗, C `MLDS α : λ.

2. π é umR-literal. Suponha queπ é umR-literal ∆. O contrapositivo do enunci-
ado da proposição está provado. Assuma queC + [¬∆] não é consistente.C +
[¬∆] `MLDS ⊥ : λ

′
, para algum termo rasoλ

′
de Func(LL,LM), e o par de

configuraçõesC/C + [∆] ∈ IR−I . Então〈{C,C + [∆]},m〉 é uma prova, onde
m(0) = IR−I . Portanto,C `MLDS ∆.

O teorema da completude dado no início desta seção pode ser provado agora.

Prova da completude (Teorema 2.4)

A prova é por contrapositivo. Assuma queC 0MLDS C
′
. Então, pelo Teorema

2.2, existe umπ ∈ C
′ − C, ondeπ é uma unidade declarativa ou umR-literal, tal que

C 0MLDS π. Então, pela Proposição 2.33,C+[¬π] é uma configuração consistente. Pelo
Corolário 2.2,Mm = M(MCC(C + [¬π])) satisfaz a configuraçãoC + [¬π]. Então,
pela Definição 1.37,Mm |=MLDS C, eMm |=MLDS ¬π. Há dois casos a considerar:
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1. π é umR-literal. Pela Definição 1.36,Mm 
FOL ¬π. Então, pela condição de
satisfatibilidade da lógica de primeira ordem,Mm 1FOL π. Então, pela Definição
1.34 e pela Definição 1.37,A+ ∪FOT (C) 1FOL π. Portanto, pela Definição 1.38,
C 2MLDS C

′
.

2. π é uma unidade declarativa da formaα : λ. Pela Definição 1.35,Mm |=FOL

FOT (¬π), ondeFOT (¬π) = [¬α]∗(λ). EntãoMm |=FOL [¬α]∗(λ). Então, pelo
Teorema 2.5,Mm |=FOL ¬[α]∗(λ). EntãoMm 2FOL [α]∗(λ), o que significa que
A+, FOT (C) 2FOL π. Portanto,C 2MLDS C

′
.

2.3 Correspondência

Foi declarado anteriormente que um MLDS proposicional é uma generalização da
lógica modal proposicional, no que facilita o raciocínio sobre estruturas de mundos reais,
que podem ou podem não ser pontos únicos. Essa declaração é substanciada nesta seção,
demonstrando-se

1. que existe uma correspondência entre um MLDS e qualquer sistema de prova cor-
reto e completo para lógica modal tradicional, sempre que certas restrições forem
impostas sobre as configurações iniciais; e

2. que a correspondência falha claramente se nenhuma restrição é imposta.

Até onde o primeiro resultado refere-se, a restrição consiste em identificar um sím-
bolo constante particular emLL, digamos,ω0, e permitir configurações iniciais somente
da formaCi = 〈{},Fi〉 (isto é, nenhumR-literal pertencente aCi) onde, para qualquer
termo rasoλ ∈ Mon(LL,LL), λ 6= ω0,Fi(λ) = ∅. Com essa restrição, as únicas su-
posições iniciais (se existirem) são fórmulas modais associadas com o rótuloω0. Isso
corresponde à noção tradicional de suposições locais em lógica modal. Em particular,
os dois teoremas seguintes mostram que qualquer unidade declarativa da formaα : ω0

pode ser derivada a partir de uma configuração inicial (vazia) da formaCi se e somente se
sua fórmulaα é derivável, dentro do sistema axiomático correto e completo para lógica
modal, a partir do conjunto (vazio) de fórmulas modais que aparecem emCi.

Lema 2.4 (Correspondência simples para lógica modalK) SejaK-MLDS o sistema de-
dutivo rotulado modal proposicional cuja álgebra de rotulação associadaAK = {}, e
seja〈KAx,`KAx

〉 o sistema axiomático para lógica modalK. SejaC∅ = 〈{},F∅〉, onde,
para qualquer termo rasoλ ∈ Mon(LL,LM),F∅(λ) = ∅. Sejaα uma fórmula deLM .
Então:`KAx

α sse, para todos os termos rasosλ ∈Mon(LL,LM), C∅ `K−MLDS α : λ.

Prova: (Metade "se":) A prova é por demonstração de que o enunciado contraposi-
tivo é válido− isto é, dada uma fórmulaα ∈ LM , se0KAx

α, então existe um termo raso
λ ∈Mon(LL,LM) tal queC∅ 0K−MLDS α : λ. As duas relações de derivabilidade`KAx

e
`K−MLDS são ambas corretas e completas com respeito a sua semântica (`KAx

é completa
com respeito à semântica de Kripke, e`K−MLDS é completa com respeito à semântica
definida no capítulo anterior). Por isso, é suficiente provar que, se2K α, então existe um
termo rasoλ ∈Mon(LL,LM) tal queC∅ 2K−MLDS α : λ. Suponha que2K α. ComoC∅
é uma configuração vazia, é suficiente mostrar que existe uma estrutura semântica deK-
MLDS (isto é, um modelo deA+) que satisfaz a unidade declarativa¬α : λ. Por hipótese
e pela definição semântica de validade de Kripke, existe um modelo de Kripke que satisfaz
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a fórmula¬α (isto é, um contramodelo da fórmulaα). SejaM = 〈Ŵ R̂,v〉 um modelo
assim. Portanto, existe algum mundo possívelω ∈ Ŵ tal queM, ω |=K ¬α. Assuma uma
ordenação canônica sobre o conjuntôW (A existência de tal relaçào de boa ordenação é
garantida peloTeorema da Boa Ordenação de Zermelo.) SejaSat = {ωi|ωi ∈ Ŵ e
M, ωi 
K ¬α} e sejaω

′
o primeiro elemento deSat de acordo com a relação de boa

ordenação canônica dêW . (A existência desse primeiro elemento é garantida pelo fato
de queSat é um subconjunto não-vazio do conjunto bem ordenadoŴ .) EntãoM, ω

′

K

¬α. SejaI uma função de interpretação sobre a linguagemMon(LL,LM), cujo universo
de discurso é̂W , definido como segue.

• Para cada símbolo de constanteωi, ‖ωi‖I = ω
′
.

• Para o símbolo de funçãosucc, ‖succ ‖I= ŝucc : Ŵ → Ŵ tal que, para cada
ω ∈ Ŵ , seAcc(ω) = {ω̃|ω̃ ∈ Ŵ e ωR̂ω̃} é vazio, entãosucc(ω) = ω, caso
contráriosucc(ω) = ω, ondeω é o primeiro elemento deAcc(ω) com respeito à
boa ordenação canônicâW assumida.

• Para cada símbolo de função da forma{β, ‖fβ ‖I= f̂β : Ŵ → Ŵ tal que, para cada
ω ∈ Ŵ

– SeSatβ(ω) = {ω̃|ω̃ ∈ Ŵ , ωR̂ω̃ e M, ω̃ 
K β} é um conjunto não-vazio,
entãof̂β(ω) = ω ondeω é o primeiro elemento deSatβ(ω) com respeito à
boa ordenação canônica dêW .

– Caso contrário,̂fβ(ω) = w0, ondew0 é o primeiro elemento dêW de acordo
com a sua boa ordenação canônica assumida.

• Para cada símbolo de funçãoboxβ, ‖boxβ ‖I= b̂oxβ : Ŵ → Ŵ tal que, para cada
ω ∈ Ŵ

– Se para todõω ∈ Ŵ , nãoωR̂ω̃, entãob̂oxβ(ω) = ω

– Se, para cadaωi ∈ Acc(ω) = {ω̃|ω̃ ∈ Ŵ e ωR̂ω̃},M, ωi 
K β, então
b̂oxβ(ω) = ω

′
, ondeω

′
é o primeiro elemento deAcc(ω) com respeito à boa

ordenação canônica dêW assumida.
– Caso contrário,b̂oxβ(ω) = ω”, ondeω” é o primeiro elemento do con-

junto não-vazioSat¬β = {ω̃|ω̃ ∈ Ŵ , ωR̂ω̃} de acordo com a boa ordenação
canônica dêW .

• Para cada predicado monádico[β]∗, ‖[β]∗ ‖I= {ω|ω ∈ Ŵ eM,m 
K β}
• Para o predicado binárioR, ‖R ‖I= R̂

Agora, mostramos que〈Ŵ , I〉 é uma estrutura semântica de MLDS. Pela Definição
1.34, isso exige provar que〈Ŵ , I〉 é um modelo clássico da álgebra estendidaA+. Ob-
serve que, em umK-MLDS, a álgebra de rotulaçãoA = {}. Portanto, a álgebra estendida
A+ é dada somente pelo conjunto de esquemas de axiomas(Ax1) − (Ax8). A prova é
através de casos sobre cada um dos esquemas de axiomas(Ax1) − (Ax8). Sejamβ, γ
duaswffsdeLM .

CASO 1:(Ax1) ∀x([β ∧ γ]∗(x) ≡ ([β]∗(x) ∧ [γ]∗(x))

Sejaω ∈ Ŵ um elemento arbitrário. É suficiente provar queω ∈ ‖[β ∧ γ]∗ ‖I se e
somente seω ∈ ‖[β]∗ ‖I eω ∈ ‖[γ]∗ ‖I . Isso segue diretamente da definição de‖β ∧γ ‖I

e da definição de satisfatibilidade semântica para fórmulas∧.
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Os argumentos para os casos 2, 3 e 4 ((Ax2), (Ax3) e (Ax4)) são análogos aos do
CASO 1 acima.

CASO 5:(Ax5) ∀x([3β]∗(x) → (R(x, fβ(x)) ∧ [β]∗(fβ(x)))).

Sejaω ∈ Ŵ um elemento arbitrário. É suficiente provar que, seω ∈ ‖[3β]∗ ‖I ,
então〈ω, f̂β(ω)〉 ∈ ‖R ‖I e f̂β(ω) ∈ ‖[β]∗‖I . Assuma queω ∈ ‖[3β]∗ ‖I . Pela definição
deI,M, ω 
K 3β. Então, pela definição de satisfatibilidade semântica de Kripke, existe
algum mundo possível̃ω ∈ Ŵ tal queωR̂ω̃ e M, ω̃ 
K β. Portanto, pela definição de
I, o conjuntoSatβ(ω) 6= ∅ e f̂β(ω) = ω, ondeω é o primeiro elemento deSatβ(ω) de
acordo com a boa ordenação canônica deŴ .

Entãoω

CASO 6:(Ax6) ∀x(∃y(R(x, y) ∧ [β]∗(y)) → [3β]∗(x)).

Considere a fórmula equivalente∀x∀y((R(x, y) ∧ [β]∗(y)) → [3β]∗(x)).

Sejamω, ω
′

dois elementos arbitrários dêW . É suficiente provar que, se a tupla
〈ω, ω′〉 ∈ ‖R ‖I eω

′ ∈ ‖[β]∗ ‖I , entãoω ∈ ‖[3β]∗ ‖I . Assuma que〈ω, ω′〉 ∈ ‖R ‖I e
ω
′ ∈ ‖[β]∗ ‖I . Pela definição deI, ωR̂ω

′
eM,ω

′

K β. Então, pela definição semântica

de Kripke da satisfatibilidade do operador3,M, ω 
K 2β. Portanto, pela definição de
I, ω ∈ ‖[3β]∗ ‖I .

CASO 7:(Ax7) ∀x((R(x, boxβ(x)) → [β]∗(boxβ(x))) → [2β]∗(x)).

Sejaω um elemento arbitrário dêW . Então, é suficiente provar que, se〈ω, b̂oxβ(ω)〉
/∈ ‖R ‖I ou b̂oxβ(ω) ∈ ‖[β]∗ ‖I , entãoω ∈ ‖[2β]∗ ‖I . Suponha primeiro que a tupla
〈ω, b̂oxβ(ω)〉 /∈‖ R̂ ‖I . Isso implica, pela definição de‖boxβ‖I , que, para todos os
ω′ ∈ Ŵ , não valeωR̂ω′. Então, pela definição semântica de Kripke da satisfatibilidade
do operador2,M,m 
K 2β. Portanto, pela definição deI, ω ∈ ‖[2β]∗ ‖I . Suponha
agora quêboxβ(ω) ∈ ‖[β]∗ ‖I . Então, pela definição de‖boxβ‖I , existem dois subcasos a
considerar:

1. Para todos osω′ ∈ Ŵ , não valeωR̂ω′. Então, pela definição semântica de Kripke
da satisfatibilidade do operador2, M, ω 
K 2β. Portanto, pela definição deI, ω ∈
‖[2β]∗‖I .

2. Para todos osω′ ∈ Ŵ tal queωR̂ω′, M, ω′ 
K β. Então, novamente pela definição
semântica de Kripke da satisfatibilidade do operador2, M, ω 
K 2β. Portanto,
pela definição deI, ω ∈ ‖[2β]∗‖I .

CASO 8:(Ax8) ∀x([2β]∗(x) → (∀y(R(x, y) → [β]∗(y)))).

Considere a fórmula equivalente∀x∀y(([2β]∗(x) ∧R(x, y)) → [β]∗(y)).

Sejamω, ω
′

dois elementos arbitrários dêW tais queω ∈ ‖[2β]∗ ‖I e 〈ω, ω′〉 ∈
‖R ‖I . Então, pela definição deI,M, ω 
K 2β e ωR̂ω

′
. Pela definição semântica

de Kripke de satisfatibilidade do operador2,M, ω
′


K β. Portanto, pela definição de
I, ω

′ ∈ ‖[β]∗ ‖I .

Portanto, a tupla〈Ŵ , I〉 é um modelo deA+. Portanto, como, por hipótese,M, ω
′


K ¬α e, pela definição deI, ‖ωi ‖I= ω
′
, ondeωi são símbolos de constantes da lin-

guagemMon(LL, LM), existe um termo rasoλ, λ = ωi, para algumi ≥ 0 tal que
〈Ŵ , I〉 |=FOL [¬α]∗(λ). Portanto, pela definição de|=K−MLDS, C∅ 2K−MLDS α : λ.

(Fim do "se")
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(Metade "somente se": isto é, se`KAx
α entãoC∅ `K−MLDS α : λ.) Suponha que

`KAx
α e queα1, . . . , αm, ondem ≥ 1 eαm = α, é a menor derivação deα com tamanho

(isto é, número de passos)l ≥ 110. A prova de queC∅ `K−MLDS α : λ é por indução
sobrel.

CASO BASE: O caso base é quandol = 1. Entãoα é uma instanciação de um
dos esquemas de axiomas deKAx. Mostramos queC∅ `K−MLDS α : λ através de casos,
considerando-se um esquema de axiomas deKAx de cada vez.

CASO 1: [A1] Sejaλ um termo raso arbitrário deMon(LL,LM) e sejaC0 = C∅.
EntãoC0 `K−MLDS α→ (β → α) : λ como mostrado na seguinte derivação:

C0 〈〉
C0 〈[α : λ]〉 (suposição)

C0〈[α : λ], [β : λ]〉 (suposição)
C1〈[β : λ], α : λ〉 (C −R)

C2 〈[α : λ], β → α : λ〉 (→ I)
C

′ 〈α → (β → α) : λ〉 (→ I)

É claro que os outros axiomas (CASOS 2, 3 e 4: [A2],[A3] e [A4]) concernentes ao
conetivo→ podem ser provados dentro doK-MLDS, por uma seqüência de regras(→ I)
e (→ E). Os grupos de axiomas [A5] e [A6] (CASOS 5 e 6) e [A8] e [A9] (CASOS 8
e 9) podem ser derivados emK-MLDS, usando as regras(∧E) e (∨I), respectivamente.
Analogamente, os axiomas [A7] (CASO 7) e [A10] (CASO 10) podem ser provados em
K-MLDS, usando, respectivamente, as regras(∧I) e (∨E). Finalmente, o axioma [A11]
(CASO 11) pode ser derivado emK-MLDS, usando a regra(¬I), e o axioma [A12]
(CASO 12), usando a regra(¬E).

CASO 13: [A13] Sejaλ um termo raso arbitrário deMon(LL,LM) e sejaC0 = C∅.
Então,C0 `K−MLDS 2α→ ¬3¬α : λ, como mostrado na seguinte derivação:

C0 〈〉
C0 〈[2α : λ]〉 (suposição)

C0〈[2α : λ], [3¬α : λ]〉 (suposição)
C1〈[R(λ, fα(λ)),¬α : fα(λ)〉 (3E)
C2〈¬α : fα(λ), α : fα(λ)〉 (2E)
C3〈⊥ : fα(λ)〉 (∧I)

C4 〈[2α : λ],¬3¬α : λ〉 (¬I)
C

′ 〈2 α→ ¬3¬α : λ〉 (→ I)

CASO 14: [A14] Sejaλ um termo raso arbitrário deMon(LL,LM) e sejaC0 = C∅.
EntãoC0 `K−MLDS ¬3¬α→ 2α : λ, como mostrado na seguinte derivação:

C0 〈〉
C0 〈[ ¬3¬α : λ]〉 (suposição)

C0 〈[¬3¬α : λ], [R(λ, boxα(λ))]〉 (suposição)
C0〈[¬3¬α : λ], [¬α : boxα(λ)]〉 (suposição)
C1〈[¬3¬α : λ],3¬α : λ〉 (3I)
C2〈⊥ : λ〉 (∧I)
C3〈boxα(λ)¬¬α〉 (¬I)

C4 〈boxα(λ)α〉 (¬E)
C5 〈2 α : λ〉 (2I)

C
′ 〈¬ 3 ¬α→ 2α : λ〉 (→ I)
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CASO 15: [K] Sejaλ um termo raso arbitrário deMon(LL,LM) e sejaC0 =
C∅. EntãoC0 `K−MLDS 2(α → β) → (2α → 2β) : λ, como mostrado na seguinte
derivação:

C0 〈〉
C0 〈[ 2(α→ β) : λ]〉 (suposição)

C0 〈[2(α→ β) : λ], [2α : λ]〉 (suposição)
C0〈[R(λ,2α(λ))]〉 (suposição)
C1〈α→ β : boxα(λ)〉 (2E)
C2〈α→ β : boxα(λ), α : boxα(λ)〉 (2E)
C3〈β : boxα(λ)〉 (→ E)

C4 〈[2α : λ],2β : λ〉 (2I)
C5 〈[ 2(α→ β) : λ],2α→ 2β : λ〉 (→ I)

C
′ 〈2 (α → β) → (2α→ 2β) : λ〉 (→ I)

PASSO DE INDUÇÃO:

Assuma, por hipótese de indução, que, para qualquer fórmulaα
′

tal que`KAx
α
′

e tal que exista uma provaα
′
1, . . . , α

′
n, ondeα

′
n = α

′
, comn > 0, então para qualquer

termo rasoλ
′ ∈Mon(LL,LM), C∅ `K−MLDS α

′
: λ

′
.

Suponha agora quèKAx
α, com uma prova de tamanho mínimoα1, . . . , αn+1,

ondeαn+1 = α, comn > 0. Pelo Teorema 2.2, pelo Teorema 2.3 e pela hipótese de
indução, para qualquer rótulo arbitrárioλ

′
, existe uma configuraçãoCλ

′ tal queαi : λ
′ ∈

Cλ
′ para todo1 ≤ i ≤ n e tal queC∅ `K−MLDS Cλ

′ . Comon + 1 > 1, α(= αn+1)
não é uma instanciação de um esquema de axiomas deKAx. Portanto, há dois casos a
considerar: (1)α é derivada por uma aplicação da regra [MP], ou (2)α é derivada por
uma aplicação da regra [Nec].

CASO 1: [MP] Suponha que o último passo é dado pela aplicação da regra [MP].
Então existem duas fórmulas da formaαk eαk → α na seqüênciaα1, . . . , αn. Portanto,
αk : λ ∈ Cλ e αk → α : λ ∈ Cλ. Portanto, pela definição da regraI→E do MLDS,
Cλ `K−MLDS α : λ. Portanto, pela transitividade dèK−MLDS, C∅ `K−MLDS α : λ.

CASO 2: [Nec] Suponha que o último passo é dado pela aplicação da regra [Nec].
Entãoα é da forma2αk, ondeαk é uma fórmula da seqüênciaα1, . . . , αn. Portanto,αk :
boxαk

(λ) ∈ Cboxαk
(λ) e C∅ `K−MLDS Cboxαk

(λ). Pela reflexividade,Cboxαk
(λ) `K−MLDS

αkboxαk
(λ) e portanto, por transitividade,Cboxαk

(λ) + [R(λ, boxαk
(λ))] `K−MLDS αk :

boxαk
(λ), o que implica, pela definição deI2I , queCboxαk

(λ) `K−MLDS 2αk
: λ. Por-

tanto, pela transtividade dèK−MLDS, C∅ `K−MLDS 2αk : λ.

O seguinte teorema generaliza o resultado acima para cada uma das lógicas modais
axiomáticas mencionadas no capítulo 1.

Teorema 2.6 (Correspondência simples para lógica modalK∂) Seja∂ ⊆ {T,4,D,B,
5}, seja〈K∂Ax,`K∂Ax

〉 o sistema axiomático correspondente, sejaδ o subconjunto de
{(T), (4), (D), (B), (5)} correspondente, e sejaKδ-MLDS o MLDS proposicional cuja
álgebra de rotulação éAKδ. SejaC∅ = 〈{},F∅〉, ondeF∅(λ) = {} para qualquer termo
rasoλ ∈Mon(LL,LM). Sejaα uma fórmula deLM .

Então|=K∂Ax
α se e somente se, para todos os termos rasosλ ∈ Mon(LL,LM),

C∅ |=K∂−MLDS α : λ.
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Prova: (Metade "se":) A prova é idêntica à prova da metade "se"do Lema 2.4,
aumentada com os seguintes argumentos adicionais para mostrar que〈Ŵ , I〉 também é
um modelo deAKδ.

• SeT ∈ ∂, então, pela Teoria da Correspondência (Veja [GAB2000] para referên-
cias),R̂ é reflexiva, isto é,〈Ŵ , I〉 é um modelo de(T).

• Se4 ∈ ∂, então, pela Teoria da Correspondência,R̂ é transitiva, isto é,〈Ŵ , I〉 é
um modelo de(4).

• SeD ∈ ∂, então, pela Teoria da Correspondência,R̂ tem a propriedade de seriali-
dade, isto é,〈Ŵ , I〉 é um modelo de(D).

• SeB ∈ ∂, então, pela Teoria da Correspondência,R̂ é simétrica, isto é,〈Ŵ , I〉 é
um modelo de(B).

• Se5 ∈ ∂, então, pela Teoria da Correspondência,R̂ tem a propriedade euclideana,
isto é,〈Ŵ , I〉 é um modelo de(5).

(Metade “somente se”:) A prova é idêntica à prova da metade “somente se” do
Lema 2.4, com o caso base aumentado com os seguintes casos opcionais adicionais:

CASO 16: SeT ∈ ∂, então(T) ∈ δ. Portanto,C∅ `Kδ−MLDS 2α → α : λ, como
mostrado na seguinte derivação:

C0 〈〉
C0〈[2α : λ]〉 (suposição)
C1〈2α : λ,R(λ, λ)〉 (R-A)
C2〈α : λ〉 (2E)

C
′ 〈2α→ α : λ〉 (→ I)

CASO 17: Se4 ∈ ∂, então(4) ∈ δ. Portanto,C∅ `Kδ−MLDS 2α → 22α : λ,
como mostrado na seguinte derivação:

C0 〈〉
C0 〈[ 2α : λ]〉 (suposição)

C0 〈[R(λ, box2α(λ))]〉 (suposição)
C0〈[R(box2α(λ), box2α(box2α(λ)))]〉 (suposição)
C1〈R(λ, boxα(box2α(λ)))〉 (R-A)
C2〈α : boxα(box2α(λ)))〉 (2E)

C3 〈2α : box2α(λ))〉 (2I)
C4 〈2 2α : λ〉 (2I)

C
′ 〈2 α→ 22α : λ〉 (→ I)

CASO 18: SeD ∈ ∂, então(D) ∈ δ. Portanto,C∅ `Kδ−MLDS 2α → 3α : λ,
como mostrado na seguinte derivação:

C0 〈〉
C0〈[2α : λ]〉 (suposição)
C1〈2α : λ,R(λ, succ(λ))〉 (R-A)
C2〈α : succ(λ)〉 (2E)
C3〈3α : λ〉 (3E)

C
′ 〈2α→ 3α : λ〉 (→ I)
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CASO 19: Se5 ∈ ∂, então(5) ∈ δ. Portanto,C∅ `Kδ−MLDS 3α → 23α : λ,
como mostrado na seguinte derivação:

C0 〈〉
C0 〈[3α : λ]〉 (suposição)
C1 〈R(λ, fα(λ)), α : fα(λ))〉 (3E)

C1〈[R(λ, box3α(λ))]〉 (suposição)
C2〈R(box3α(λ), fα(λ))〉 (R-A)
C3〈3α : box3α(λ)〉 (3E))

C4 〈23α : W0〉 (2I)
C

′
1 〈3 α→ 23α : λ〉 (→ I)

CASO 20: SeB ∈ ∂, então(B) ∈ δ. Portanto,C∅ `Kδ−MLDS α → 23α : λ,
como mostrado na seguinte derivação:

C0 〈〉
C0 〈[α : λ]〉 (suposição)

C0〈[R(λ, box3α(λ))〉 (suposição)
C1〈R(box3α(λ), λ)〉 (R-A)
C2〈3α : box3α(λ)〉 (3I))

C3 〈23α : λ〉 (2I)
C

′ 〈α → 23α : λ〉 (→ I)

O Teorema 2.6 mostra como a definição semântica de Kripke de validade de uma
fórmula modalα (isto é,|=K∂ α) pode ser reformulada em termos de semântica de MLDS.
Para recapitular, dada uma lógica modalK∂ e sua semântica de Kripke, uma fórmulaα
é válida se e somente se é válida em todos os mundos possíveis de cada modelo deK∂.
Dentro de um MLDS, essa noção é equivalente, como demonstrado no Teorema 2.6, à
condição que, para qualquerλ ∈ Mon(LL,LM), a unidade declarativaα : λ é satisfeita
em todas as estruturas semânticas de MLDS (isto é, em todos os modelos deA+

Kδ).

Em nosso trabalho anterior [MAL2002], a noção de acarretamento semântico de
Kripke é definida em termos de suposições globais e locais. O Teorema 2.6 pode facil-
mente ser generalizado para lidar com suposições tanto globais como locais. Dada uma
configuraçãoC = 〈D,F〉, umawff α é uma suposição globalα se e somente seα ∈ F(λ)
para todoλ ∈Mon(LL,LM). Para representar suposições locais, é necessário identificar
um símbolo de constante particular emLL, digamosω0, e traduzir cada suposição localβ
para a unidade declarativaβ : ω0. Os dois teoremas seguintes generalizam o Teorema 2.6,
o primeiro para derivabilidade de suposições globais, e o segundo, de suposições tanto
globais como locais.

Teorema 2.7 (Correspondência forte restrita para lógica modalK∂) Seja∂ ⊆ {T,4,D,
B,5}, seja〈K∂Ax,`K∂Ax

〉 o sistema axiomático correspondente, sejaδ o subconjunto de
{(T), (4), (D), (B), (5)} correspondente, e sejaKδ-MLDS o MLDS proposicional cuja
álgebra de rotulação éAKδ. SejaS um conjunto dewffs deLM . SejaCS = 〈{},FS〉,
ondeFS(λ) = S para qualquer termo rasoλ ∈ Mon(LL,LM). Sejaα uma fórmula de
LM . Então:

S |=K∂Ax
{} ⇒ α se e somente se, para todos os termos rasosλ ∈Mon(LL,LM),

CS |=Kδ−MLDS α : λ.



72

Prova: (Metade "se":) Sem perda de generalidade, pode-se assumir queS é con-
sistente. Portanto, a prova é idêntica à metade "‘se’ do Teorema 2.6, mas escolhendo o
modeloM = 〈Ŵ , R̂,v〉 tal que cada uma das suposições deS sejam válidas emM.
Nesse caso, pela definição da interpretaçãoI, 〈Ŵ , I〉 é um modelo não só deA+, mas
também deFOT (CS).

(Metade "somente se":) A prova é idêntica à metade "somente se"do Teorema 2.6,
notando que, no caso base, seα é uma instanciação de uma das suposições globais deS,
é trivialmente derivável a partir deCS.

Teorema 2.8 (Correspondência forte para lógica modalK∂) Seja∂ ⊆ {T,4,D,B,5},
seja〈K∂Ax,`K∂Ax

〉 o sistema axiomático correspondente, sejaδ o subconjunto de
{(T), (4), (D), (B), (5)} correspondente, e sejaKδ-MLDS o MLDS proposicional cuja
álgebra de rotulação éAKδ. SejamS e U conjuntos dewffs de LM . SejaCSU =
〈{},FSU〉, ondeFSU(ω0) = S ∪ U e FSU(λ) = S para qualquer termo rasoλ 6= ω0

deMon(LL,LM). Sejaα uma fórmula deLM . Então:

CSU |=Kδ−MLDS α : ω0 se e somente seS |=K∂Ax
U ⇒ α.

Prova: Pelo Teorema 2.3 e pela propriedade de compacidade da lógica modal
proposicional, é suficiente considerar apenas o caso ondeU é finito. SejaU = {α1, . . . ,
αn}. A prova é por indução sobren.

CASO BASE: O caso base é quandon = 0. Então o teorema é válido, pelo Teorema
2.7.

PASSO DE INDUÇÃO: SejaC
′
SU = CSU − [αn : ω0] e U

′
= U − {αn}. Pelo

teorema da dedução da lógica de primeira ordem,A+
Kδ ∪FOT (CSU) |=FOL [α]∗(ω0) se e

somente seA+
Kδ ∪ FOT (C

′
SU) |=FOL [αn]∗(ω0) → [α]∗(ω0). Pelo esquema de axiomas

(Ax4), isso pode ser escrito de maneira equivalente comoA+
Kδ ∪ FOT (C

′
SU) |=FOL

[αn → α]∗(ω0). Pela definição de|=Kδ−MLDS, isso é equivalente aC
′
SU |=Kδ−MLDS

αn → γ : ω0. Pela hipótese de indução, esse último enunciado é verdadeiro se e somente
seS |=K∂ U

′ ⇒ αn → α, o que é equivalente aS |=K∂ U ⇒ α pelo teorema da dedução
local da lógica modalK∂.

O teorema acima oferece efetivamente um método de tradução a partir de qualquer
teoria modal〈S, U〉 para uma configuração MLDS equivalente, o que preserva a derivabi-
lidade e a implicação semântica. Entretanto, está claro que muitas configurações não são
a tradução de qualquer teoria modal. (Por exemplo, qualquer configuração cujo diagrama
D não seja vazio ou cuja funçãoF seja diferente em mais do que um rótulo.) Portanto, a
informação que tais configurações codificam não pode ser representada dentro da lógica
modal tradicional.

2.4 Estendendo resultados das propriedades

Na seção de comentários do capítulo anterior, foi declarado que a estrutura de tra-
balho do MLDS proposicional poderia facilmente ser estendida para incluir álgebras de
rotulação com igualdade. Esta seção dá uma breve descrição de como as provas de cor-
reção (Teorema 2.1), completude (Teorema 2.1) e correspondência (Teorema 2.8) pode-
riam ser estendidas para cobrir um MLDS proposicional cuja álgebra de rotulação inclua
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axiomas que envolvam igualdades e a teoria da igualdade padrão. Apenas um esboço
é dado aqui− é evidente que muitas das provas deste capítulo de lemas, proposições e
teoremas relacionados às regras de derivação “estrutural” (por exemplo, o Teorema 2.3,
o Lema 2.3 e a Proposição 2.33) ainda são válidas para álgebras de rotulação com igual-
dade.

Para mostrar a correção da relação de derivabilidade “estendida”`MLDS (isto é, a
relação baseada sobre deduções onde o raciocínio sobre literais de igualdade e desigual-
dade é permitido), um caso adicional é necessário no Lema 2.1, que prova essencialmente
que a regraISub é correta.

O Teorema 2.2 pode ser estendido diretamente para o caso deπ ser um literal de
igualdade ou de desigualdade, mostrando então que a relação de derivabilidade também
pode ser caracterizada em termos de derivações de igualdades e desigualdades entre mun-
dos possíveis. No Teorema 2.3, um caso adicional precisa ser incluído para a regraISub, o
qual é análogo ao raciocínio usado no CASO 1, poisISub também seria parte da categoria
I0 das regras de MLDS.

A prova do teorema da completude para MLDSs estendidos seria como segue. A
construção da configuração consistente máxima descrita na Definição 2.6 pode ser ado-
tada sem qualquer modificação. A verificação de consistência construída dentro dessa
costrução, junto com a propriedade da maximalidade, garantirá que cada literal de igual-
dade,R-literal ou unidade declarativa derivável por substituição de igualdade ou pela
regraISub é incluído na configuração consistente máxima. Além disso, a configuração
consistente máxima, neste caso, satisfaria duas propriedades adicionais, correspondentes
às proposições 2.10 e 2.12 com∆ substituído por um literal ou de igualdade, ou de de-
sigualdade, e a seguinte proposição que garante queCmcc é “fechada” com respeito à regra
ISub.

Proposição 2.34SejaKδ-MLDS um MLDS arbitrário e sejaCmcc uma configuração
consistente máxima relativa aKδ-MLDS. Sejamλ1 eλ2 dois termos rasos deFunc(LL,
LM) e sejaα umawff . Seα : λ1 ∈ Cmcc eλ1 = λ2 ∈ Cmcc entãoα : λ2 ∈ Cmcc também.
(A prova é por contradição, usando a regraISub.)

Na construção de um modelo canônico (Definição 2.7 e Teorema 2.5), um universo
de Herbrand ainda pode ser usado, e pode ser mostrado que dentro desse modelo, a relação
= é uma relação de equivalência, que satisfaz todos os axiomas de igualdade padrão
incluídos na álgebra de rotulação estendida. ([GAB2000] destaca que a interpretação da
igualdade como uma relação de equivalência é uma técnica padrão neste tipo de prova de
completude).

Finalmente, é óbvio que o resultado da correspondência forte do Teorema 2.8 pode
ser prontamente estendido para cobrir lógicas de estrutura cujo esquema de axiomas
característico corresponda a condições de primeira ordem que usam o predicado de igual-
dade. Por exemplo, a axiomatização da lógica modalS4.1 inclui os esquemasT, D, 4 e
o axioma de McKinsey23α→ 32α. Essa lógica também pode ser formalizada dentro
da estrutura de trabalho de MLDS, usando a álgebra de rotulação
{(T), (D), (4),∀x, y[R(succ(x), y) →= succ(x)]}.
Uma prova de correspondência entre o sistema axiomático deS4.1 e este MLDS particu-
lar poderia ser facilmente obtida com modificações apropriadas no Teorema 2.6. Como
um primeiro passo, é mostrado abaixo que o axioma de McKinsey é provável em uma
estrutura de trabalho MLDS baseada sobre a álgebra de rotulação acima.
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Axioma de McKinsey. Sejaλ um termo raso arbitrário deMon(LL,LM) e seja
C0 = C∅. A seguinte derivação mostra queC0 `K{(T),(D),(4),(Mc)} 23α→ 32α : λ.

C0 〈〉
C0 〈[23α : λ]〉 (suposição)
C1 〈R(λ, succ(λ))〉 (Afirmação do R)

C2〈[R(succ(λ), boxα(succ(λ)))]〉 (suposição)
C3〈3α : succ(λ)〉 (2E)
C4〈α : fα(succ(λ)), R(succ(λ), fα(succ(λ)))〉 (3E)
C5〈fα(succ(λ)) = succ(λ)〉 (Afirmação doR)
C6〈α : succ(λ)〉 (ISub)
C7〈boxα(succ(λ)) = succ(λ)〉 (Afirmação doR)
C8〈boxαα : (succ(λ))〉 (ISub)

C9 〈2α : succ(λ)〉 (2I)
C10 〈32α : λ〉 (3I)

C ′ 〈2 3α→ 32α : λ〉 (→ I)

2.5 Comentários

Neste capítulo, mostramos que o sistema de dedução natural proposto é correto. A
noção do tamanho de uma regra de inferência foi apresentada para simplificar a prova do
teorema da correção. As características típicas de fazer e de descarregar suposições em
uma prova por dedução natural (veja [FIT83]) é realizado em um MLDS, definindo-se
as condições sobre regras de inferência (nas duas classes de regras de inferênciaI+ e
I++). Como essas condições são subderivações (que correspondem realmente à noção de
“caixas” definida em [PRA65]), a definição de uma prova, como uma seqüência de regras,
é recursiva. Entretanto, um MLDS também inclui regras (todas membros da classeI0)
que não se baseiam em subderivações e, portanto, são regras de “passo único”. Usando
a definição de tamanho de regras de inferência, o primeiro tipo de regras pode ser ex-
presso como seqüências de regras de passo único. Do mesmo jeito, usando a definição
de tamanho de uma prova, podemos considerar uma derivação como uma seqüência de
regras de passo único. Como conseqüência, a característica recursiva de uma derivação
é eliminada, e a indução sobre o tamanho de uma prova pode ser usado para provar pro-
priedades de derivações, como mostramos na prova do teorema da correção. Neste tipo de
indução, freqüentemente usamos a regra de redução de configuração como caso base. De
fato, como ela infere informação já contida na configuração inicial, é considerada como
uma aplicação “vazia” de regras de passo único (portanto, seu tamanho é definido como
zero).

Outro resultado mostrado neste capítulo é que, para umKδ-MLDS arbitrário, a re-
lação de derivabilidadèMLDS é completa com respeito à implicação semântica
MLDS.
Como uma observação técnica, a prova descrita aqui, embora baseada sobre a metodolo-
gia de Henkin, torna-se mais simples do que as provas de completude padrão de lógicas
modais. As últimas exigem a construção de conjuntos consistentes máximos comocon-
juntos subordinados. Essa construção envolve primeiro definir o “conjunto consistente
máximo do mundo inicial”, e então definir seus conjuntos consistentes máximos subordi-
nados (ou dos mundos acessíveis) e repetir o mesmo processo para cada um deles até que
não possam mais ser construídos conjuntos máximos subordinados. Esse processo varia
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para cada tipo de lógica modal, pois a definição de um conjunto subordinado depende das
propriedades da relação de acessibilidade.

No caso de umKδ-MLDS, não há necessidade para conjuntos consistentes máxi-
mos subordinados. A construção de uma configuração consistente máxima exige apenas a
adição consistente de todas as unidades declarativas eR-literais de uma MLDL para uma
configuração inicial. Não impõe qualquer distinção entre o conjunto consistente máximo
inicial e os conjuntos subordinados. Essa simplificação é devida ao fato de que, em uma
unidade declarativa, a associação de fórmulas modais a um mundo possível é especificada
explicitamente. As relações entre mundos possíveis também são explícitas. A construção
de uma configuração consistente máxima (Definição 2.5) é idêntica para cadaKδ-MLDS.
Essa simplificação é devida à modularidade dos MLDSs. As propriedades da relação de
acessibilidade são um conjunto à parte em uma álgebra de rotulaçãoA a qual define
conjuntos diferentes deR-literais em uma configuração consistente máxima.
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3 Lógica Modal para Representação do Conhecimento

Embora aepistemologia, o estudo do conhecimento, tenha uma tradição duradoura
e honrável na filosofia, iniciando com os gregos, a idéia de uma análise lógica formal do
raciocínio sobre o conhecimento é algo mais recente. Lógicas epistêmicas, ou lógicas do
conhecimento, foram estudadas na filosofia com o objetivo de analisar propriedades for-
mais do raciocínio sobre conhecimento e crença desde os anos 1950, com os trabalhos de
Wright. O primeiro livro que tratou todo sobre lógicas epistêmicas foi o primeiro trabalho
de Hintikka, “Conhecimento e Crença” (Knowledge and Belief, [HIN62]) Os anos 1960
viram um florescer de interesses nessa área na comunidade filosófica. Aximoas para o
conhecimento foram sugeridos, atacados e defendidos. Modelos para as várias axiomati-
zações foram propostos, principalmente em termos de semânticas de mundos possíveis, e
novamente atacados e defendidos (veja, por exemplo, referências em [HAL95]).

Mais recentemente, ao longo dos últimos 20 anos, entretanto, a lógica epistêmica
encontrou aplicações em várias outras disciplinas, como economia, lingüística, inteligên-
cia artificial e ciência da computação. Algumas das outras disciplinas em que a lógica
epistêmica encontrou aplicações são ([FAG95]):

• na teoria dos jogos, é usada para uma análise epistêmica dos jogos com informação
incompleta;

• na inteligência artificial, a lógica epistêmica é aplicada para descobrir o que um
agente tem que saber (em particular, sobre o que ele sabe) para mostrar um com-
portamento inteligente;

• na ciência da computação, é empregada para analisar o comportamento de sistemas
multiagentes;

Esta lista não está completa de maneira alguma; outras aplicações podem ser en-
contradas em [FAG95, HAL95, GAB2003].

3.1 Raciocínio sobre conhecimento em sistemas multiagentes

Em umsistema multiagentes, agentes diferentes têm conhecimentos diferentes so-
bre o mundo. Um agente pode precisar raciocinar sobre o seu próprio conhecimento sobre
o mundo; ele também pode precisar raciocinar sobre o que os outros agentes sabem so-
bre o mundo. Por exemplo, em uma situação de barganha, o vendedor de um carro deve
considerar o que um comprador sabe sobre o valor do carro. O comprador também deve
considerar o que o vendedor sabe sobre o que o comprador sabe sobre o valor do carro e
assim por diante.

O raciocínio sobre conhecimentoé algo que se refere à idéia de que os agentes em
um grupo levam em conta não só os fatos do mundo, mas também o conhecimento dos
outros agentes do grupo. As aplicações dessa idéia incluem: jogos, economia, criptografia
e protocolos. Como já mencionado, não é muito fácil para os humanos seguir a linha de
sentenças aninhadas tais comoJosé não sabe se Luís sabe que José sabe que Luís sabe
que Fernando assaltou o escritório de Silva em Brasília., mas agentes computacionais
são melhores que os humanos a esse respeito.
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3.1.1 Exemplos clássicos

Apresentamos aqui alguns exemplos clássicos sobre raciocínio em um ambiente de
multiagentes. Esta apresentação é feita com base em [HUT2000]. Na próxima seção,
construiremos uma lógica modal que permite uma representação formal destes exemplos
via seqüentes e que os resolve provando-os em um sistema de dedução natural.

O jogo dos homens sábios

Imagine que há três homens sábios e um rei que tem três chapéus vermelhos e dois
chapéus brancos, e que todos os homens sábios sabem que ele tem apenas esses chapéus.
É conhecimento comum - conhecido por todos e sabido ser conhecido por todos, etc.−
que há três chapéus vermelhos e dois chapéus brancos. O rei coloca um chapéu na cabeça
de cada um dos três homens sábios. Cada um deles vê a cor dos chapéus dos outros dois
homens, mas não pode ver o seu próprio chapéu. Agora o rei pergunta a cada um por vez
se eles sabem a cor do chapéu que está na sua cabeça.

Suponha que o primeiro homem diga que não sabe; e então o segundo diz que não
sabe também. Segue que o terceiro homem tem que poder dizer que sabe a cor do seu
próprio chapéu. Por que isso? De que cor é o chapéu do terceiro homem?

Para responder a essas questões, enumeramos as sete possibilidades existentes:
V V V V B B B
V V B B V V B
V B V B V B V

onde, por exemplo, V B B refere-se à situação em que o primeiro homem tem um chapéu
vermelho, o segundo tem um chapéu branco, e o terceiro, também um chapéu branco. A
oitava possibilidade, B B B, é impossível pelo fato que de que há apenas dois chapéus
brancos.

Agora vamos pensar sobre isso a partir dos pontos de vista do segundo e do terceiro
homem. Quando eles ouvem o primeiro homem falar, eles podem descartar a possibili-
dade de ser verdadeira a situação V B B, porque, se fosse o caso dessa situação, então o
primeiro homem, vendo que os outros estavam usando chapéus brancos e sabendo que há
apenas dois chapéus brancos, teria concluído que o seu próprio chapéu teria que ser ver-
melho. Como ele disse que não sabia, a situação verdadeira não pode ser V B B. Note que
o segundo e o terceiro homem deveriam ser inteligentes para fazer esse raciocínio; e eles
devem saber que o primeiro homem é inteligente e sincero também. No jogo, assumimos
a honestidade, a inteligência e a percepção dos homens como conhecimento comum−
conhecido por todos e sabido ser conhecido por todos, etc.

Quando o terceiro homem ouve o segundo homem falar, ele pode descartar a pos-
sibilidade da situação verdadeira ser BVB, por razões parecidas: se esse fosse o caso, o
segundo homem teria dito que ele sabia que a cor do seu chapéu é vermelha, mas ele não
disse isso. Além disso, o terceiro homem também pode descartar a situação V V B quando
ele ouve a segunda resposta,pela seguinte razão: se o segundo homem tivesse visto que
o primeiro estava usando um chapéu vermelho, e o terceiro um chapéu branco, ele teria
sabido que a situação deveria ser V B B ou V V B; mas ele teria sabido, pela resposta do
primeiro homem, que a situação não poderia ser V B B, então ele teria concluído que era
V V B e que ele próprio estava usando um chapéu vermelho; mas ele não chegou a essa
conclusão, então, pensa o terceiro homem, a situação não pode ser V V B.

Tendo ouvido os dois primeiros homens falar, o terceiro homem tinha eliminado as
situações V B B, B V B e V V B, deixando apenas V V V, V B V, B V V e B B V. Em
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todos esses casos, ele próprio está usando um chapeú vermelho, então ele conclui que ele
deve estar usando um chapéu vermelho.

Note que o homem aprendeu muito ao ouvidr os outros homens falarem. Enfati-
zamos novamente a importância da suposição de que eles dizem a verdade sobre o seu
conhecimento e são perspicazes e inteligentes o suficiente para chegar a conclusões cor-
retas. Por isso, não é suficiente que os três homens sejam honestos, perspicazes e in-
teligentes; eles devem saber que os outros o são e, (nos exemplos posteriores) esse fato
também deve ser conhecido, etc. Portanto, assumimos que tudo isso é conhecimento
comum.

O jogo das crianças sujas de lama

Esta é uma das muitas variações do jogo dos homens sábios; uma diferença é que
as perguntas são respondidas em paralelo, não em seqüência. Há um grupo grande de cri-
anças brincando no jardim (sua percepção, honestidade e inteligência são conhecimento
comum, ou seja, isso é verdadeiro, sem que se precise dizê-lo). Um certo número de
crianças (digamosk) ficou suja de lama na testa. Cada criança consegue ver a lama nas
outras, mas não na sua própria testa. Sek > 1, então cada criança pode ver uma outra
com lama na testa, então cada uma sabe que pelo menos uma no grupo está suja de lama.
Considere estes dois cenários:

Cenário 1. O pai pergunta repetidamente “Alguém de vocês sabe se está com lama
na testa?”. A primeira vez, todas elas vão dizernão; mas, diferente do exemplo dos
homens sábios, elas não aprendem por ouvir as outras dizeremnão, então elas prosseguem
respondendonãoàs perguntas repetidas do pai.

Cenário 2. O pai anuncia primeiro que pelo menos uma delas está suja de lama (o
que é algo que eles já sabem); e então, como antes, ele pergunta repetidamente ‘’Alguém
de vocês sabe se está com lama na testa?”. Na primeira vez, todos respondemnão. Por
isso, eles prosseguem respondendonãoàs primeirask − 1 repetições da mesma questão;
mas nak-ésima vez, a criança que está com lama na testa pode respondersim.

À primeira vista, parece mais intrigante que os dois cenários sejam diferentes, dado
que a única diferença nos eventos conduzidos entre eles está em que, no segundo cenário,
o pai anuncia algo que eles já sabem. Seria errado, entretanto, concluir que as crianças
não aprenderam a partir desse anúncio. Embora todas soubessem o conteúdo do anúncio,
o fato de o pai dizer isso torna isso conhecimento comum entre todos, então agora todos
sabem que todos sabem disso, etc. Essa é a diferença crucial entre os dois cenários.

Para entender o cenário 2, considere alguns poucos casos dek.

k = 1, isto é, apenas uma criança tem lama na testa. Essa criança está imediata-
mente apta a respondersim, pois ela ouviu o pai falar e não vê nenhuma outra criança suja
de lama.

k = 2, digamos que apenas as criançasa e b têm lama na testa. Todos respondem
nãona primeira vez. Agora,a pensa: comob respondeunãona primeira vez, ela deve ter
visto alguém com lama. Bem, a única pessoa que eu consigo ver com lama éb, então seb
vê mais alguém com lama, esse alguém devo ser eu. Entãoa respondesimna segunda vez.
A criançab raciocina de maneira simetrica sobrea e também respondesim na segunda
rodada.

k = 3, digamos apenas as criançasa, b ec têm lama. Todos respondemnãonas duas
primeiras vezes. Mas agoraa pensa: se sób e c estão com lama, eles teriam respondido
sim na segunda vez, conforme o argumento parak = 2 acima. Então deve haver uma
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terceira pessoa com lama; como eu só posso verb e c com lama, a terceira pessoa devo
ser eu. Entãoa respondesimna terceira vez. Por razões simétricas,b e c fazem o mesmo.

E assim também ocorre para outros casos dek.

Para ver que isso não era conhecimento comum antes do anúncio do pai de que
uma das crianças estava suja de lama, considere novamentek = 2, com criançasa e b.
Evidentemente,a e b conhecem alguém que está sujo de lama (elas vêem uma à outra);
mas, por exemplo,a não sabe queb sabe que alguém está sujo. Conforme tudo quea
sabe,b deve ser a única criança suja e, portanto,b não pode estar vendo uma criança suja.

3.2 O modelo clássico

Em todos esses casos, o uso da linguagem multimodalMLn para capturar pro-
priedades de conhecimento e crença parece um muito natural. Começamos, então, re-
visando o modelo “clássico” para conhecimento e crença, o modelo dosmundos pos-
síveis. A idéia intuitiva aqui é que, além do estado verdade dos casos, existe um número
de outros estados possíveis dos casos, ou mundos possíveis. Alguns desses mundos pos-
síveis podem ser indistinguíveis do mundo verdadeiro para um agente. Diz-se então que
um agentesabeum fatoϕ se um fatoϕ é verdade em todos os mundos que ele pensa
serem possíveis. Por exemplo, um agente pode pensar que dois estados do mundo são
possíveis: em um, está fazendo sol em Londres, enquanto no outro, está chovendo em
Londres. Entretanto, em ambos os estados, está fazendo sol em São Francisco. Portanto,
esse agente sabe que está fazendo sol em São Francisco, mas não sabe se está fazendo sol
em Londres.

Suponha, por exemplo, que tenhamos um grupo den agentes chamados1, . . . , n.
Para cada um deles, introduzimos um operador modal2i que é lido como “o agentei
sabe” ou “o agentei acredita que”. Os axiomas

1. 2i(p0 → p1) → (2ip0 → 2ip1),
2. 2ip0 → p0,
3. 2ip0 → 2i2ip0,
4. ¬2ip0 → 2i¬2ip0

significam então que
1. o agentei sabe todas as conseqüências lógicas do seu conhecimento (esse fenômeno

é conhecido na literatura comoonisciência lógica),
2. tudo o quei sabe é verdade (consistência do que é sabido),
3. o agentei sabe o que ele sabe (introspecção positiva), e
4. o agentei sabe o que ele não sabe (introspecção negativa).

Lembre agora que (1) é um axioma de qualquer lógica modal normal, (2) é um
axioma deT, (3) é um axioma deK4, e (2)-(4) são axiomas deS5 (veja nosso trabalho
anterior, [MAL2002] para uma revisão sobre lógicas modais). Todas as lógicas epistêmi-
cas a ser consideradas contêm o axioma (1) para qualquer agente e sào fechadas sob a
regra de necessitação (ϕ/2iϕ, o que significa, em particular, que os agentes sabem todas
as tautologias da lógica clássica. Evidentemente, essa suposiçào dá modelos de conheci-
mento um pouco idealizados para agentes humanos (e talvez para robôs também), mas,
para muitos propósitos de modelagem do comportamento dos sistemas multiagentes em
inteligência artificial, essa simplificação parece ser justificada ou pelo menos a melhor
aproximação possível.

As lógicas epistêmicasbásicas da linguagemMLn são as seguintes variantes mul-
timodais dos sistemasK, T, S4, KD45 eS5, definidas em [GAB2003]:



80

• Kn: apenas a propriedade da onisciência lógica de todos os agentes é assumida;
• Tn: além da onisciência lógica, é assumido que o que é sabido é verdade;
• S4n: além das propriedades deTn, temos a introspecção positiva;
• KD45n: além da onisciência lógica e da introspecção positiva, a introspecção ne-

gativa e a consistência do que é conhecido é assumida;
• S5n: além das propriedades deS4n, temos a introspecção negativa.

Foi mostrado em [HAL95] que todas essas lógicas são decidíveis e que seus pro-
blemas de decisão são PSPACE-completos (veja [GAB2003]).

Tendo postulado (1) e as regras de necessitação para as lógicas epistêmicas, en-
tramos novamente na classe das lógicas multimodais normais que podem ser interpre-
tadas em modelos de Kripke. A questão é como esses modelos encaixam-se no contexto
epistêmico. De acordo com a semântica dos mundos possíveis, o significado da fórmula
2iϕ é analisado como segue:2iϕ é verdade em um mundoω se e somente seϕ é verdade
em todos os mundos (ou situações) que o agentei considera como possíveis. E um mundo
v é considerado possível pori emω sev é acessível a partir deω via a relação que inter-
preta2i. Segue quei não sabeϕ se e somente se existe um mundo, que é considerado
possível pori, ondeϕ é falso. O exemplo do jogo dos homens sábios, dado na próxima
seção, ilustra como essa análise é elegante.

A literatura filosófica tende a se concentrar sobre o caso de um agente, para enfatizar
as propriedades do conhecimento. Entretanto, muitas aplicações de interesse envolvem
múltiplos agentes. Então, torna-se importante considerar não somente o que um agente
sabe sobre a “natureza”, mas também o que ele sabe sobre o que os outros agentes sabem
ou não sabem. Deveria estar claro que esse tipo de raciocínio é crucial nos negócios
e na tomada de decisões econômicas. Como veremos, também é relevante na análise
de protocolos em sistemas de computação distribuída (nesse contexto, os “agentes” são
os processos do sistema). Tal raciocínio pode ficar muito complicado. A maioria das
pessoas perde rapidamente o fio da meada em sentenças aninhadas como “José não sabe
se Luís sabe que José sabe que Luís sabe que Fernando assaltou o escritório de Silva em
Brasília”. Mas este é precisamente o tipo de raciocínio que ocorre em diversas aplicações
que envolvem muitos agentes.

3.2.1 Interpretações dos operadores modais epistêmicos

A estrutura básica para lógica modal permite as seguintes leituras de uma fórmula
como2ϕ:

1. É necessariamente verdade queϕ
2. Sempre será verdade queϕ
3. Deveria ser o caso queϕ
4. O agente Q acredita queϕ
5. O agente Q sabe queϕ
6. Após alguma execução do programa P,ϕ é válida.

FIGURA 3.1 – Leituras interessantes de2ϕ

Como a lógica modal dá automaticamente o conetivo3, que é equivalente a¬2¬,
podemos descobrir quais serão as leituras correspondentes de3 em nosso sistema. Por
exemplo, “não é necessariamente verdade quenãoϕ” significa que é possivelmente ver-
dade queϕ. Poderiamos trabalhar isso em passos:

• Nãoé necessariamente verdade queϕ
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2ϕ 3ϕ

É necessariamente verdade queϕ É possívelmente verdade queϕ
Sempre será verdade queϕ Em algum momento futuro,ϕ valerá
Deveria ser o caso queϕ É permitido queϕ
O agente Q acredita queϕ ϕ é consistente com as crenças de Q
O agente Q sabe queϕ Para tudo o que Q sabe,ϕ
Após qualquer execução do program P,ϕ vale Após alguma execução de P,ϕ vale

TABELA 3.1 – Leituras de3 correspondentes a cada leitura de2

• = é possível quenãoϕ.
• Portanto,
• Nãoé necessariamente verdadeiro quenãoϕ
• = é possível quenão nãoϕ
• = é possível queϕ.

Trabalharemos com a leitura “o agente Q sabeϕ” para2ϕ. Então3ϕ é lida como
“o agente Qnãosabenãoϕ”
= até onde vai o conhecimento de Q, poderia ser o caso queϕ
=ϕ é consistente com o que o agente Q sabe
= para tudo o que o agente Q sabe, valeϕ.

As leituras de3 para os outros modos são dadas na Tabela 3.1.

Vimos algumas fórmulas válidas da lógica modal básica, tais como instâncias do
esquema de axiomaK : 2(ϕ→ ψ) → (2ϕ→ 2ψ) e os esquemas
¬2ϕ↔ 3¬ϕ
2(ϕ ∧ ψ) ↔ 2ϕ ∧2ψ
�(ϕ ∨ ψ) ↔ 3ϕ ∨3ψ.

Exemplo 3.1 Um Modelo de Kripke:

M = 〈W = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6},
R = {(ω1, ω2), (ω1, ω3), (ω2, ω2), (ω2, ω3), (ω3, ω2), (ω4, ω5), (ω5, ω4), (ω5, ω6)},

v = {(ω1, q), (ω2, p), (ω2, q), (ω3, p), (ω4, q), (ω6, p)}〉

Muitas fórmulas, tais como2p → p, 2p → 22p, ¬2p → 2¬2p, 3>, nãosão
válidas. Por exemplo, para cada uma dessas, existe um mundo no modelo de Kripke do
Exemplo 3.1 que não satisfaz a fórmula. O mundox1 satisfaz2p, mas não satisfazp, en-
tão não satisfaz2p → p. Se adicionarmosR(x2, x1) ao nosso modelo, entãox1 também
não satisfaz22p, também falha em satisfazer2p→ 22p. Se ajustamosL(x4) = {p, q},
entãox4 não satisfaz¬2p → 2¬2p, porque satisfaz¬2p mas não satisfaz2¬2p (o
caminhox4Rx5Rx4 serve como um contra-exemplo). Finalmente,x6 não satisfaz3>,
pois essa fórmula declara que existe um mundo relacionado que satisfaz>. Entretanto,
não há qualquer mundo relacionado ax6.

Se estamos construindo uma lógica que captura o conceito de necessidade, entre-
tanto, devemos garantidamente ter que2p → p é válida: pois qualquer coisa que seja
necessariamente verdadeiraé também simplesmente verdadeira. Analogamente, espera-
mos que2p→ p seja válida no caso em que2p significa “o agente Q sabe p”, pois o que
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2ϕ 1 2 3 4 5 6
2ϕ→ ϕ X × × × X ×
2ϕ→ 22ϕ X X × X X ×
3ϕ→ 23ϕ X × × X X ×
3> X × X X X ×
2ϕ→ 3ϕ X × X X X ×
2ϕ ∨2¬ϕ × × × × × ×
2(ϕ→ ψ) ∧2ϕ→ 2ψ X X X X X X
�ϕ ∧3ψ → 3(ϕ ∧ ψ) × × × × × ×

TABELA 3.2 – Esquemas de fórmulas válidos para as diversas leituras de2 da Figura
3.1

quer que seja conhecido deve também ser verdade. Não podemossaberalgo que é falso.
Podemos, entretanto,acreditarem coisas falsas; então, no caso de uma lógica de crença,
nãoesperamos que2p→ p seja válida.

A Tabela 3.2 mostra as seis leituras interessantes para2 apresentadas na Figura 3.1
e oito esquemas de fórmulas. Para cada leitura e cada esquema de fórmulas, decidimos se
deveríamos esperar que o esquema seja válido. Colocamos um “X” se a fórmula deveria
ser válida para todos os casos deϕ eψ. Se poderia ser válida para alguns casos e não para
outros, colocamos um “×”.

Existem muitos pontos importantes a observar sobre a Tabela 3.2. Primeiro, observe
que é discutível colocar umX ou um× em alguns espaços. Necessitamos ser precisos
sobre o conceito de verdade que estamos tentando formalizar para resolver toda e qualquer
ambigüidade.

Necessidade. Quando nos perguntamos se2ϕ → 22ϕ e 3ϕ → 23ϕ deveriam
ser válidos, isso parece depender de a qual noção de necessidade estamos nos referindo.
Essas fórmulas são válidas se aquilo que é necessário énecessariamentenecessário. Se
estamos lidando comnecessidade física, então isso considera o seguinte: as leis do uni-
verso são elas próprias fisicamente necessárias, isto é, elas implicam que elas deveriam ser
leis do universo? A resposta parecer ser “não”. Entretanto, se temos a intenção de tratar
com necessidade lógica, parece que deveríamos responder “sim”, pois as leis da lógica
significam essas afirmações cuja verdade não pode ser negada. A linha é preenchida con-
forme a compreensão que queremos dizer com a necessidade lógica.

Sempre no futuro. Devemos ser precisos sobre se o futuro inclui ou não inclui
o presente; isso é precisamente o que a fórmula2ϕ → ϕ declara. É uma questão de
convenção se o futuro inclui o presente ou não. A lógica CTL de [HUT2000] adota a
convenção de que sim. Para variar, portanto, vamos assumir que o futuronão inclui o
presente nesta linha da tabela. Isso significa que2ϕ→ ϕ não vale. E3>? Esta fórmula
diz que há um mundo futuro no qual> é verdade. Em particular, então, existe um mundo
futuro, isto é, o tempo não tem fim. Se consideramos isso como verdade ou não, isso
depende exatamente de qual noção de “futuro” estamos tentando modelar.

Dever. Neste caso, as fórmulas2ϕ → 22ϕ e 3ϕ → 23ϕ declaram que os
códigos morais que adotamos são eles próprios forçados a serem assim pela moralidade.
Isso não parecer ser verdadeiro; por exemplo, podemos acreditar queDevemos usar cintos
de segurança, mas isso não nos compele a acreditar queDevemos dever usar cintos de
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segurança. Entretanto, qualquer coisa que deva ocorrer deve ser permitida; portanto,
2ϕ→ 3ϕ.

Crença. Para decidir se3>, vemos expressá-la como¬2⊥, pois isso é seman-
ticamente equivalente. Isso diz que o agente Q não acredita em quaisquer contradições.
Aqui devemos ser precisos sobre se estamos modelando seres humanos, com todas as
suas crenças freqüentemente completamente contraditórias, ou se estamos modelando
agentes idealizados que são oniscientes logicamente (isto é, capazes de trabalhar sobre
as conseqüências lógicas de suas crenças). Optamos por modelar o último conceito. A
mesma questão surge quando consideramos, por exemplo,3ϕ → 23ϕ, que (quando
reescrevemos como¬2ψ → 2¬2ψ) diz que, se o agente Q não acredita em algo, então
ele acredita que ele não acredita naquilo. A validade da fórmula2ϕ ∨ 2¬ϕ signifi-
caria que Q tem uma opinião sobre toda e qualquer questão; supomos que isso é im-
provável. 3ϕ ∧ 3ψ → 3(ϕ ∧ ψ) é reescrita como¬3(ϕ ∧ ψ) → ¬(3ϕ ∧ 3ψ), isto
é, 2(¬ϕ ∨ ¬ψ) → (2¬ϕ ∨ 2¬ψ), ou, se considerarmos as negações dentro deϕ e ψ,
2(ϕ∨ψ) → (2ϕ∨2ψ). Isso parece não ser válido, pois o agente Q poderia encontrar-se
em uma situação em que acredita que existe uma chave na caixa vermelha, ou na caixa
verde, sem acreditar que ela está na caia vermelha e também sem acreditar que esteja na
caixa verde.

Conhecimento. Este caso parece diferir da crença apenas no aspecto da primeira
fórmula da Tabela 3.2; enquanto o agente Q pode ter crenças falsas, ele só podesabero
que é verdade. No caso do conhecimento, relembramos que as fórmulas2ϕ → 22ϕ e
¬2ψ → 2¬2ψ são chamadas deintrospecção positivae introspecção negativa, respec-
tivamente, pois declaram que o agente pode fazer introspeções sobre seu próprio conhe-
cimento; se Q sabe algo, Q sabe que sabe aquilo; e se Q não sabe algo, Q sabe que não
sabe aquilo. Claramente, isso representa umconhecimento idealizado, pois a maioria dos
humanos (com todas as suas infelicidades) não satisfaz essas propriedades. O esquema de
fórmulasK é referido algumas vezes comoonisciência lógicana lógica do conhecimento,
pois diz que o conhecimento do agente é fechado sob a conseqüência lógica, como já foi
mencionado. Isso significa que o agente sabe todas as conseqüências de tudo o que ele
sabe, o que, infelizmente (ou felizmente?) é verdadeiro só para agentes idealizados, não
para humanos.

Execução de programas. Poucas fórmulas parecem ser válidas neste caso. O
esquema2ϕ → 22ϕ diz que rodar o programa duas vezes é o mesmo que rodá-lo uma
vez, o que está completamente errado no caso de um programa que debita dinheiro da sua
conta bancária.3> diz que existe uma execução do programa que trmina; isso é falso
para alguns programas.

As fórmulas3> e2ϕ→ 3ϕ são vistas como equivalentes (veja [GAB2003]), por
isso têm o mesmo padrão deX e×. Também podemos mostrar que2ϕ→ ϕ implica3>
(isto é,(2ϕ→ ϕ) → 3> é válida), entào sempre que a primeira tiver umaX, a segunda
terá umaX.

3.2.2 Propriedades importantes da relação de acessibilidade

Para cada uma das seis leituras de2, existe uma leitura correspondente da relação
de acessibilidadeR. Além disso, para algumas leituras faz sentido estipular queR é
reflexiva ou transitiva ou tem algumas outras propriedades.No caso do conhecimento,
pensamos emR(x, y) como dizendo:y poderia ser o mundo possível de acordo com o
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2ϕ R(x, y)

É necessariamente verdade queϕ y é possível de acordo com a informação emx
Sempre será verdade queϕ y está no futuro dex
Deveria ser o caso queϕ y é aceitável de acordo com a informação emx
O agente Q acredita queϕ y poderia ser o mundo atual

de acordo com as crenças de Q emx
O agente Q sabe queϕ y poderia ser o mundo atual de

acordo com o conhecimento de Q emx
Após qualquer execução de P, y é um estado resultante possível
ϕ é válida depois da execução de P emx

TABELA 3.3 – Significado deR para cada leitura de2

conhecimento do agente Q emx. Em outras palavras, se o mundo atual éx, então o agente
Q (que não é onisciente) não pode descartar a possibilidade de estar emy. Se associarmos
essa definição na cláusula acima parax 
 2ϕ, descobrimos que o agente Q sabeϕ se e
somente seϕ é verdade em todos os mundos que, para tudo o que ele sabe, poderiam ser
o mundo atual. A Tabela 3.3 resume o significado deR para cada uma das leituras de2.

Lembre que uma dada relação bináriaR pode ser:
reflexiva : se, para cadax ∈ W , temos queR(x, x).
simétrica : se, para cadax, y ∈ W , temos queR(x, y) implicaR(y, x).
serial : se, para cadax, existe umy tal queR(x, y).
transitiva : se, para cadax, y, z ∈ W , temos queR(x, y) eR(y, z) implicamR(x, z).
euclideana : se, para todox, y, z ∈ W , comR(x, y) eR(x, z), temos queR(y, z).
funcional : se, para cadax, existe um únicoy tal queR(x, y).
linear : se, para cadax, y, z ∈ W , temos que(R(x, y) eR(x, z)) juntos implicam que

(R(y, z), ouy igual az ouR(z, y)).
total : se, para cadax, y ∈ W , temos queR(x, y) ouR(y, x).
(uma relação de equivalência) : se ela for reflexiva, simétrica e transitiva.

Agora, consideremos a seguinte questão: de acordo com as diversas leituras deR,
esperamos queR tenha quais dessas propriedades?

Exemplo 3.2 Se2ϕ significa “o agente Q sabeϕ”, entãoR(x, y) significa quey poderia
ser o mundo atual de acordo com o conhecimento de Q emx.

• R deveria serreflexiva? Isso significa:x poderia ser o mundo atual de acordo com
o conhecimento de Q emx. Em outras palavras, Q não pode saber que as coisas
são diferentes de como elas realmente são− isto é,Q não pode ter conhecimentos
falsos. Essa é uma propriedade desejável paraR ter. Além disso, parece ficar na
mesma intuição (isto é, a impossibilidade de conhecimento falso) que a validade
da fórmula2ϕ → ϕ. Por isso, a validade dessa fórmula e a propriedade da
reflexividade estão estreitamente relacionadas, como veremos na próxima seção.

• R deveria sertransitiva? Isso significa: sey é possível de acordo com o conheci-
mento de Q emx, e z é possível de acordo com o conhecimento de Q emy, então
z é possível de acordo com o conhecimento de Q emx. Isso parece ser verdade.
Supondo que não seja verdade, isto é, emx, Q soube algo que impedez de ser o
mundo real. EntãoQ saberia que sabe issoemx; portanto, saberia algo emy que
impedez de ser o mundo real; o que contradiz nossa premissa. Neste argumento,
baseamo-nos sobre a introspecção positiva, isto é, a fórmula2ϕ→ 22ϕ. Veremos
brevemente que existe uma correspondência muito próxima entreR ser transitiva e
a validade dessa fórmula.
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3.3 Sintaxe

Para formalizar todos esses tipos de raciocínio apresentados, primeiro precisamos
de uma linguagem. A linguagem considerada aqui, com base em [HAL95], é uma lin-
guagem modal proposicional paran agentes; é uma sutil generalização da lógica descrita
por Fitting [FIT83]. Começando com um conjuntoΦ de proposições primitivas (usual-
mente denotadas pelas letrasp, q e r), são formadas fórmulas complicadas fechadas sob
negaçào, conjunção e os operadores modaisK1, . . . , Kn. Portanto, seϕ eψ são fórmulas,
então¬ϕ, ϕ∧ ψ eKiϕ, i = 1, . . . , n também são fórmulas. Como usual, tomamosϕ∧ ψ
como uma abreviação para¬(¬ϕ ∧ ¬ψ), eϕ→ ψ como uma abreviação para¬ϕ ∨ ψ.

Como já foi mencionado, a fórmulaKiϕ é lida como “o agentei sabe queϕ”.
OsKis são chamados de operadores modais; portanto o nome lógica modal. Também
podemos considerar uma lógica de primeira ordem que permite quantificação nos moldes
discutidos por Fitting, mas o caso proposicional é algo mais simples e tem todos os ingre-
dientes de que precisamos para esta discussão.

3.3.1 A lógica modalKT45n

Podemos expressar enunciados um pouco mais complicados de uma maneira direta
usando essa linguagem, conforme [HAL95]. Por exemplo, a fórmula

K1K2p ∧ ¬K2K1K2p

diz que o agente 1 sabe que o agente 2 sabep, mas que o agente 2 não sabe que o
agente 1 sabe que o agente 2 sabep. Vemos a possibilidade como o dual do conhecimento.
Portanto, o agente 1 consideraϕ possível exatamente se ele não sabe se¬ϕ. A situação
pode ser descrita pela fórmula¬K1¬ϕ. Um enunciado como “José não sabe seϕ” diz
que José considera tantoϕ como¬ϕ possíveis. Com essas observações, podemos lidar
com a sentença anteriormente citada, “José não sabe se Luís sabe que José sabe que Luís
sabe que Fernando assaltou o escritório de Silva em Brasília”. Se tomamos José como
agente 1, Luís como agente 2 ep como o enunciado “Fernando assaltou o escritório de
Silva em Brasília”, então essa sentença pode ser expressa nessa lógica como

¬K1¬(K2K1K2p) ∧ ¬K1¬(¬K2K1K2p).

(¬K1¬ϕ ∧ ¬K1¬(¬ϕ))

Agora generalizamos a lógica modal KT45 (apresentada em nosso trabalho anterior,
[MAL2002]), conforme [HUT2000]. Em vez de termos apenas um2, teremos muitos,
um para cada agentei de um conjunto fixoA = {1, 2, . . . , n} de agentes. Escrevemos
esses conectivos modais comoKi (para cada agentei ∈ A); o K serve para enfatizar a
aplicação aoconhecimento(knowledge). Assumimos uma coleçàop, q, r, . . . de fórmulas
atômicas. A fórmulaKip significa que o agentei sabe quep; então, por exemplo, a
fórmulaK1p ∧K1¬K2K1p significa que o agente 1 sabe quep, mas sabe que o agente 2
não sabe que ele sabe isso.

Segundo [HAL95], quando raciocinamos sobre o conhecimento de um grupo, torna-
se útil raciocinar não somente sobre o estado de conhecimento de um agente individu-
al, mas também sobre o conhecimento do grupo. Por exemplo, podemos querer fazer
declarações como “todos no grupoG sabemϕ”. Então, torna-se útil a capacidade de
fazer declarações até mais complicadas tais como “todos emG sabem que todos emG
sabem queϕ"’"’, e “ ϕ é conhecimento comum entre os agentes deG”, ondeconhecimen-
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to comumé, informalmente, a conjunção infinita dos enunciados “todos sabem, e todos
sabem que todos sabem, e todos sabem que todos sabem que todos sabem,. . . ”.

Os primeiros estudos sobre o conhecimento comum foram feitos no contexto das
convenções. Descobriu-se que, para algo ser uma convenção, deveria ser conhecimento
comum entre os membros do grupo. O conhecimento comum também surge na com-
preensão de fala. Se a Ana pergunta ao Bob “você já viu o filme que está passando no
Roxy esta noite?”, então, para essa pergunta ser interpretada de maneira apropriada, não
só Ana e Bob devem saber qual filme está passando esta noite, mas Ana deve saber que
Bob sabe, Bob deve saber que Ana sabe que Bob sabe, etc.

Para expressar essas noções, aumentamos a linguagem com os operadores modais
EG CG (“é conhecimento comum entre os agentes do grupoG”), ondeG é qualquer
subconjunto não-vazio deA = {1, . . . , n}. A fórmulaEGp significa que todos os agentes
no grupoG sabemp, e a fórmulaCGp significa quep é conhecimento comum entre os
agentes do grupoG. Portanto, podemos produzir declarações comoEGp ∧ ¬CGp: todos
emG sabemp, masp não é conhecimento comum. Além disso, seG = {1, 2, 3, . . . , n},
entãoEGp é equivalente aK1p ∧K2p ∧ . . . ∧Knp.

Convenção 3.1(Prioridades de ligação deKT45n) As prioridades das ligação da lógica
KT45n são aquelas mesmas da lógica modal básica, se pensarmos em cada modalidade
Ki, EG

e CG como “sendo2”. (Assumimos, portanto, prioridades de ligação semelhantes às
declaradas na convenção de prioridade de conetivos da lógica modal básica.)

Alguém pode pensar queϕ não pode ser mais amplamente conhecido do que todos
o conhecendo, mas esse não é o caso. Poderia ser, por exemplo, que todos conhecessem
ϕ, mas eles podem não saber que todos sabem disso. Se se supõe queϕ é secreto, pode ser
que você e seu amigo saibam disso, mas seu amigo não saiba que você sabe, e você não
saiba que seu amigo sabe. EntãoEGEGϕ é um estado de conhecimento até maior do que
EGϕ, eEGEGEGϕ é maior ainda. Nós dizemos queϕ é conhecimento comum entre G,
e escrevemos isso comoCGϕ, se todos sabemϕ e todos sabem que todos sabem; e todos
sabem disso; e sabemdisso, etc., isto é, podemos pensar emCGϕ como uma conjunção
infinita: EGϕ ∧ EGEGϕ ∧ EGEGEGϕ ∧ . . .

Entretanto, como nossa lógica só tem conjunções finitas, não podemos reduzirCG a
algo que já está na lógica. Temos que expressar o aspecto infinito deCG via sua semântica
e mantê-lo como um conetivo modal adicional. Finalmente,DGϕ significa que o conheci-
mento deϕ está distribuído entre o grupoG; embora ninguém no grupoG possa sabê-lo,
eles poderiam trabalhar com isso se juntassem suas cabeças e combinassem a informação
distribuída entre eles.

Definição 3.1 (Fórmula de lógica multimodal) Uma fórmulaϕ na lógica multimodal
KT45n é definida pela seguinte gramática:

ϕ ::= ⊥|>|p|¬ϕ|(ϕ ∧ ϕ)|(ϕ ∨ ϕ)|(ϕ→ ϕ)|(ϕ↔ ϕ)|Kiϕ|EGϕ|CGϕ|DGϕ

ondep é qualquer fórmula atômica,i ∈ A eG ⊆ A. Escrevemos simplesmente
E,C eD sem subscritos se nos referimos aEA, CA eDA.

Comparando essa definição com a da prioridade de conetivos da lógica modal
básica, temos, em vez de2, várias modalidadesKi e tambémEG, CG eDG para cada
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G ⊆ A. Na realidade, todos esses conetivos serão vistos brevemente como mais do “tipo
box” do que do “tipodiamond”, no sentido de que eles se distribuem sobre∧ e não sobre
∨. Os correspondentes do “tipodiamond” desses conetivos não estão explícitos na lin-
guagem, mas evidentemente, podem ser obtidos usando negações (isto é,¬Ki¬,¬CG¬,
etc.).

3.4 Semântica

Podemos dar semântica a essa lógica usando a idéia dosmundos possíveise asestru-
turas de Kripke. Formalmente, uma estrutura de KripkeM é uma tupla(W, (Ri)i∈A),v),
ondeW é um conjunto deestadosou mundos possíveis, v é umainterpretaçãoque as-
socia com cada estado emW uma atribuição verdade às proposições primitivas (isto é,
v(ω)(p) ∈ {true, false} para cada estadoω ∈ W e cada proposição primitivap), eRi

é umarelação de equivalênciasobreW (lembre que uma relação de equivalência é uma
relação binária que é reflexiva, simétrica e transitiva).Ri é arelação de possibilidadedo
agentei. Intuitivamente,(ω0, ω1) ∈ Ri se o agentei não pode distinguir o estadoω0 do
estadoω1 (assim, seω0 é o estado atual do mundo, o agentei considerariaω1 como um
estado possível do mundo). TomamosRi como sendo uma relação de equivalência, pois
isso corresponde à situação em que, em um estadoω0, o agentei consideraω1 possível se
ele tem a mesma informação tanto emω0 como emω1. Esse tipo de situação surge fre-
qüentemente em sistemas distribuídos e em aplicações de economia. Entretanto, também
é possível considerar relações de possibilidade com outras propriedades (por exemplo, re-
flexiva e transitiva, mas não simétrica); a maioria das discussões envolve muitas pequenas
alterações se mudamos a natureza da relação de possibilidade.

Definição 3.2 (Modelo)M = (W, (Ri)i∈A,v) da lógica multimodalKT45n com o con-
juntoA den agentes é especificado por três elementos:

1. um conjuntoW demundos;
2. para cadai ∈ A, uma relação de equivalênciaRi sobreW (Ri ⊆ W × W ),

chamadasrelações de acessibilidade;
3. uma função de rotulaçãov : W → P(Átomos).

A diferença entre essa definição de modelo e aquela da lógica modal básica é que,
em vez de apenas uma relação de acessibilidade, agora temos uma família, uma para cada
agente deA; e assumimos que as relações de acessibilidade são relações de equivalência.

Exploramos essas propriedades deRi nas ilustrações gráficas de modelos de Kripke
paraKT45n. Por exemplo, um modelo com mundos{ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6} é mostrado
na Figura 3.2.

As ligações entre os mundos têm que ser rotuladas com o nome da relação, pois
temos várias relações. Por exemplo,ω1 e ω2 estãoR1-relacionados, enquantoω4 e ω5

estão relacionados tanto porR1 como porR2. Simplificamos, não exigindo mais setas nas
ligações. Isso porque sabemos que as relações são simétricas, e portanto são bidirecionais.
Além disso, as relações também são reflexivas, então deveria haver laços em todos os
mundos e para todas as relações. Podemos omiti-los simplesmente desse diagrama, pois
não queremos distinguir entre mundos que são auto-relacionados e aqueles que não o são.

Agora definimos uma relação|=, onde(M, ω) |= ϕ é lida como “ϕ é verdadeira,
ousatisfeita, no estadoω da estruturaM”.
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FIGURA 3.2 – Modelo para KT45

Definição 3.3 (Relação de satisfação de modelo) Tome um modeloM = (W, (Ri)i∈A,v)
de KT45. Definimos quandoϕ é verdadeira em um mundoω de um modeloM via uma
relação de satisfaçãoω |= ϕ por indução sobreϕ.

(M, ω0) |= p para uma proposição primitivap sev(ω0)(p) = true
(M, ω0) |= ¬ϕ se(M, ω0) 2 ϕ
(M, ω0) |= ϕ ∧ ψ se(M, ω0) |= ϕ e (M, ω0) |= ψ
(M, ω0) |= Kiϕ se(M, ω1) |= ϕ para todoω1 tal que(ω0, ω1) ∈ Ki

(M, ω0) |= EGϕ se(M, ω0) |= Ki para todoi ∈ G
(M, ω0) |= CGϕ se(M, ω0) |= Ek

Gϕ parak = 1, 2, . . .,
ondeE1

Gϕ =def EGϕ eEk+1
G ϕ =def EGE

k
Gϕ.

A primeira cláusula mostra como usamosv para definir a semântica das proposições
primitivas. As duas outras cláusulas, que definem a semântica do¬ e do∧, são as cláusu-
las padrão da lógica proposicional. A quarta cláusula é destinada a capturar a intuição de
que o agentei sabe queϕ exatamente seϕ é verdade em todos os mundos quei pensa que
são possíveis. A quinta cláusula define a semântica deEGϕ da maneira mais óbvia:EGϕ
é válida se cada agente emG sabe queϕ, isto é, seKiϕ vale para todoi ∈ G. Finalmente,
a última cláusula captura a definição intuitiva de conhecimento comum discutida acima.

Definição 3.4 (Relação de satisfação) Tome um modeloM = (W, (Ri)i∈A,v) de KT45.
Definimos quandoϕ é verdadeira emx via uma relação de satisfaçãox 
 ϕ por indução
sobreϕ. (Novamente, escrevemosM, x 
 ϕ se queremos enfatizar o modeloM, o que
nos dá, então, a Definição 3.3.)

ω0 
 p ssep ∈ v(ω0)
ω0 
 ¬ϕ sseω0 1 ϕ

ω0 
 ϕ ∧ ψ sseω0 
 ϕ eω0 
 ψ
ω0 
 ϕ ∨ ψ sseω0 
 ϕ ouω0 
 ψ
ω0 
 ϕ→ ψ sseω0 
 ψ sempre que temosω0 
 ϕ
ω0 
 Kiψ sse, para cadaω1 ∈ W,Ri(ω0, ω1) implicaω1 
 ψ
ω0 
 EGψ sse, para cadai ∈ G,ω0 
 Kiψ
ω0 
 CGψ sse, para cadak = 1, 2, . . . , temosω0 
 Ek

Gψ,
ondeEk

G significaEGEG . . . EG (k vezes)
ω0 
 DGψ sse, para cadaω1 ∈ W , temosω1 
 ψ,

sempre queRi(ω0, ω1) para todoi ∈ G.
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Comparando essa definição com aquela da lógica modal básica, vemos que os casos
para conetivos boleanos são os mesmos. CadaKi comporta-se como uma2, mas refere-
se a sua própria relação de acessibilidadeRi. Não há equivalentes de3, mas, como já
enunciado, podemos recuperá-los como¬Ki¬. O conetivoEG é definido em termos de
Ki, eCG é definido em termos deEG.

Muitos dos resultados que temos para lógica modal básica (com uma única relação
de acessibilidade) também são válidos nesta configuração mais geral, que tem várias re-
lações de acessibilidade. Resumindo,

• umaestruturaF paraKT45n (W, (Ri)i∈A) para a lógica modalKT45n é um con-
juntoW (de mundos) e, para cadai ∈ A, uma relaçãoRi sobreW .

• uma estruturaF = (W, (Ri)i∈A) paraKT45n é dita satisfazerϕ, o que é escrito
F |= ϕ se, para cada função de rotulaçãoLL e cadaω ∈ W , temosM, ω 
 ϕ, onde
M = (W, (Ri)i∈A,v).

O teorema seguinte é útil para responder questões sobre fórmulas que envolvemE
eC. SejaM = (W, (Ri)i∈A,v) um modelo paraKT45n eω0, ω1 ∈ W . Dizemos quey
éG−atingível emk passosa partir dex se háω1, ω2, . . . , ωk−1 ∈ W e i1, i2, . . . , ik emG
tais que

xRi1w1Ri2w2 . . . Rik−1
wk−1Riky.

Também dizemos quey éG-atingível a partir dex se existe algumk tal quey é
G-atingível emk passos.

Teorema 3.1 1. x 
 Ek
Gϕ sse, para todos osy que sejamG-atingíveis a partir dex

emk passos, temosy 
 ϕ.
2. x 
 CGϕ sse, para todos osy que sejamG-atingíveis a partir dex, temosy 
 ϕ.

Prova:

1. Primeiro, suponha quey 
 ϕ para todos osy G-atingíveis a partir dex em k
passos. Provaremos quex 
 Ek

Gϕ. É suficiente mostrar quex 
 Ki1Ki2 . . .
Kikϕ para qualqueri1, i2, . . . , ik ∈ G. Tome qualqueri1, i2, . . . , ik ∈ G e qual-
querω1, ω2, . . . , ωk−1 e y tal quexRi1ω1Ri2ω2 . . . Rik−1

ωk−1Riky. Comoy é G-
atingível a partir dex em k passos, temosy 
 ϕ por nossa suposição, então
x 
 Ki1Ki2 . . . Kikϕ como exigido.
Por outro lado, suponha quex 
 Ek

Gϕ e y éG-atingível a partir dex em k pas-
sos. Devemos mostrar quey 
 ϕ. Tomei1, i2, . . . , ik pelaG-atingibilidade; como
x 
 Ek

Gϕ implicax 
 Ki1Ki2 . . . Kikϕ, temosy 
 ϕ.
2. Este argumento é parecido.

Essa noção de conhecimento é razoável? Quais são suas propriedades? Uma
maneira de investigar esse assunto é tentar encontrar uma caracterização completa de
fórmulasválidas, isto é, aquelas fórmulas que são verdadeiras em qualquer estado em
qualquer estrutura.

Se ignorarmos os operadoresEG e CG por um momento, as fórmulas válidas na
linguagem com apenasKi podem ser completamente caracterizadas pelo seguinte sistema
de axiomascorretoe completo, devido a Hintikka [HIN62]; isto é, todos os axiomas são
válidos e qualquer fórmula válida pode ser provada a partir desses axiomas.
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A1. Todas as instâncias das tautologias proposicionais;
A2. Kiϕ ∧Ki(ϕ⇒ ψ) ⇒ Kiψ;
A3. Kiϕ⇒ ϕ;
A4. Kiϕ⇒ KiKiϕ;
A5. ¬Kiϕ⇒ Ki¬Kiϕ.
R1. A partir deϕ eϕ⇒ ψ, infere-seψ (modus ponens)
R2. A partir deϕ, infere-seKiϕ

A1 e R1, evidentemente, são suportados pela lógica proposicional. A2 diz que o
conhecimento de um agente é fechado sob a implicação. A3 diz que um agente sabe
apenas coisas que são verdadeiras. Este é o axioma que é usualmente tomado para dis-
tinguir conhecimentodecrença. Você não pode saber um fato que é falso, embora você
possa acreditar nele. A4 e A5 são axiomas de introspecção. Intuitivamente, eles dizem
que um agente é introspectivo: ele pode olhar para sua base de conhecimentos e saberá
o que ele sabe e o que não sabe. Existem numerosos artigos na literatura filosófica que
discutem a propriedade desses axiomas. Os filósofos tendem a rejeitar ambos os axiomas
de introspecção por diversas razões.

A validade de A3, A4 e A5 é devida ao fato de que tomamos osKis como relações
de equivalência. Em um sentido preciso, A3 segue do fato de queKi é reflexiva; A4, do
fato de que é transitiva; e A5, do fato de que é simétrica e transitiva. Modificando-se es-
sas propriedades das relaçõesKi, podemos obter noções de conhecimento que satisfazem
axiomas diferentes. Por exemplo, tomandoKi reflexiva e transtiva, mas não necessaria-
mente simétrica, mantemos A3 e A4, mas perdemos A5; modificações similares dão uma
noção que corresponde à crença, e não satisfazem A3.

Entretanto, a abordagem dos mundos possíveis parece ligar-nos a A2 e R2. Isso
sugere uma visão de nossos agentes como “conhecedores ideais”, aqueles que sabem to-
das as fórmulas válidas, assim como todas as conseqüências lógicas de seu conhecimento.
Isso certamente não parece ser um modelo realístico para agentes humanos (embora possa
talvez ser aceitável como uma primeira aproximação). Também não parece nem ser um
modelo adequado para uma base de conhecimento que é limitada em termos de tempo de
computação e espaço em memória que pode usar.

Uma vez incluídos os operadoresEG eCG na linguagem, obtemos mais proprieda-
des. Essas são completamente caracterizadas pelos seguintes axiomas adicionais:

C1.EGϕ↔
∧

i∈GKiϕ
C2.CGϕ↔ EG(ϕ ∧ CGϕ) (axioma do ponto fixo)
RC1. A partir deϕ→ EG(ϕ ∧ ψ), infere-seϕ→ CGψ (regra de indução)

O axioma do ponto fixo diz que o conhecimento comum deϕ é válido exatamente
quando o grupoG está em uma situação particular onde todos emG sabem queϕ é válido
e que o conhecimento comum deϕ é válido. Isso revela que esta é a propriedade chave do
conhecimento comum que o torna um pré-requisito para concordância e coordenação. A
regra de indução oferece uma técnica para verificar que o conhecimento comum é válido
em uma certa situação. A razão para o seu nome é que uma vez que saibamos queϕ →
EG(ϕ∧ ψ) é válida, então podemos mostrar, por indução sobrek, queϕ→ Ek

G(ϕ∧ ψ) é
válida para todok, a partir do que podemos concluir queϕ→ CGψ é válida.

É difícil dizer se uma dada fórmula define uma propriedade de conhecimento váli-
da? Podemos dar uma resposta em termos de teoria da complexidade. Pode ser mostrado
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que, se uma fórmulaϕ é válida se e somente se ela é verdadeira em qualquer estado em
qualquer estrutura com pelo menos2n estados, onden é o tamanho deϕ vista como uma
string de símbolos. A partir desse resultado, segue que a validade é decidível: existe uma
algoritmo que, dada uma fórmulaϕ, pode dizer se ela é válida ou não. Entretanto, decidir
a validade não é fácil. Se consideramos sistemas com apenas um agente, então o proble-
ma é co-NP-completo, assim como o é para a lógica proposicional [HAL95]. Mas uma
vez que consideramos sistemas com dois agentes ou mais, qualquer algoritmo que decida
a validade exige espaço polinomial no tamanho da fórmula de entrada, mesmo se não
incluímos o conhecimento comum na linguagem. Uma vez que incluirmos conhecimento
comum, a complexidade pula para tempo exponencial [FAG95].

3.5 Sistemas de prova

Algumas fórmulas válidas emKT45n

A fórmulaK é válida para os conetivosKi, EG, CG eDG, isto é, temos os esquemas
de fórmulas correspondentes

Kiϕ ∧Ki(ϕ→ ψ) → Kiψ
EGϕ ∧ EG(ϕ→ ψ) → EGψ
CGϕ ∧ CG(ϕ→ ψ) → CGψ
DGϕ ∧DG(ϕ→ ψ) → DGψ

Isso significa que esses “níveis” diferentes de conhecimento são fechados sob a
conseqüência lógica. Por exemplo, se certos fatos são conhecimento comum e alguns
outros fatos seguem logicamente deles, então esse fato também é conhecimento comum.

Observe queE,C eD são conetivos "tipo box", no sentido de que eles quantificam
universalmente sobre algumas relações de acessibilidade. Isso quer dizer, podemos definir
as relaçõesREG

, RDG
eRCG

em termos das relaçõesRi como segue:

REG
(x, y) sseRi(x, y) para algumi ∈ G

RDG
(x, y) sseRi(x, y) para todos osi ∈ G

RCG
(x, y) sseRk

EG
(x, y) para cadak ≥ 1

Segue daí queEG, DG eCG satisfazem a fórmulaK com respeito às relações de
acessibilidadeREG

, RDG
eRCG

, respectivamente.

Teorema 3.2 SejaF = (W,R) uma estrutura.

1. As seguintes declarações são equivalentes:
• R é reflexiva;
• F satisfaz2ϕ→ ϕ
• F satisfaz2p→ p

2. As seguintes declarações são equivalentes:
• R é transitiva;
• F satisfaz2ϕ→ 22ϕ
• F satisfaz2p→ 22p
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nome esquema de fórmula propriedade deR
T 2ϕ→ ϕ reflexiva
B ϕ→ 23ϕ simétrica
D 2ϕ→ 3ϕ serial
4 2ϕ→ 22ϕ transitiva
5 3ϕ→ 23ϕ euclideana

2ϕ↔ 3ϕ funcional
2(ϕ ∧2ϕ→ ψ) ∨2(ψ ∧2ψ → ϕ) linear

TABELA 3.4 – Propriedade deR correspondente a algumas fórmulas

Sobre as outras fórmulas, temos que, como estipulamos que as relaçõesRi são
relações de equivalência, segue dos análogos multimodais do Teorema 3.2 e da Tabela 3.4
que as seguintes fórmulas são válidas emKT45n (para cada agentei):

Kiϕ→ KiKiϕ introspecção positiva
¬Kiϕ→ Ki¬Kiϕ introspecção negativa
Kiϕ→ ϕ verdade

Essas fórmulas também são válidas paraDG, poisRDG
também é uma relação de

equivalência, mas essas não se generalizam automaticamente paraEG eCG. Por exemplo,
EGϕ → EGEGϕ não é válida; se fossem válidas, isso implicaria que o conhecimento
comum não seria nada além do conhecimento por todos. O esquema¬EGϕ→ EG¬EGϕ
também não é válido. A falha dessas fórmulas em ser válidas pode ser rastreada até o
fato de queREG

não é necessariamente uma relação de equivalência, embora cadaRi seja
uma relação de equivalência.

Entretanto,REG
é reflexiva, e entãoEGϕ → ϕ é válida, gerando queG 6= ∅ (se

G = ∅, entãoEGϕ é válida por vacuidade, mesmo seϕ for falsa).

ComoRCG
é uma relação de equivalência, as fórmulasT, 4 e 5 acima são válidas

paraCG, embora a terceira ainda exija a condição de queG 6= ∅.

3.5.1 Dedução natural paraKT45n

O sistema de prova paraKT45 é facilmente estendido paraKT45n (mas, por sim-
plicidade, omitimos a referência ao conetivoD).

1. As caixas tracejadas agora vêm em diversos “sabores” para conetivos modais dife-
rentes; indicaremos a modalidade no canto superior esquerdo das caixas tracejadas.

2. Os axiomasT, 4 e5 podem ser usadas para qualquerKi, enquanto os axiomas4 e5
podem ser usados paraCG, mas não paraEG (lembre da discussão na seção 3.3.1).

3. A partir deCGϕ, podemos deduzirEk
Gϕ, para qualquerk (chamamos essa re-

gra deCE); ou poderíamos ir diretamente aKI1 . . . KIk
ϕ para quaisquer agentes

i1, . . . , ik. Essa regra é chamada deCK. Estritamente falando, é um conjunto in-
teiro de tais regras, uma para cada opção dei1, . . . , ik, mas nós nos referimos a
todos eles comoCK.

4. A partir deEGϕ, podemos deduzirKiϕ para qualqueri ∈ G (chamadaEKi). A
partir de

∧
i∈GKiϕ, podemos deduzirEGϕ (regraKE). Note que a prova da regra

EKi é como uma regra de eliminação do∧ generalizada, enquantoKE comporta-
se como uma regra de introdução do∧.
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
.Ki

...
ϕ


Kii

Kiϕ


.EG

...
ϕ


EGi

EGϕ


.CG

...
ϕ


CGi

CGϕ

Kiϕ
Kie

.Ki
...

ϕ

...



EGϕ
EGe

.EG
...

ϕ

...



CGϕ
CGe

.CG
...

ϕ

...


Kiϕ para cada i ∈ G

KE
EGϕ

EGϕ para cada i ∈ G
EKi

Kiϕ

CGϕ
CE

EG . . . EGϕ

CGϕ
CK

Ki1 . . . Kikϕ

CGϕ
C4

CGCGϕ

¬CGϕ
C5

CG¬CGϕ

Kiϕ
KT

ϕ

Kiϕ
K4

KiKiϕ

¬Kiϕ
K5

Ki¬Kiϕ

TABELA 3.5 – Regras de dedução natural paraKT45n

As provas das regras paraKT45n são resumidas na Tabela 3.5. Como antes, pode-
mos pensar nas regrasK4 eK5 eC4 eC5 como relaxamentos das regras sobre movimen-
tação de fórmulas para dentro e para fora das caixas de prova tracejadas. Como a regra
K4 permite-nos duplicarKi, podemos pensar nela como permitindo-nos mover fórmulas
que começam comKi para dentro de caixas tracejadasKi. De maneira similiar, a regra
C5 tem o efeito de permitir-nos mover fórmulas que começam com¬CG para dentro de
caixas tracejadasCG.

Uma maneira intuitiva de pensar sobre as caixas tracejadas é que as fórmulas dentro
delas são conhecidas dos agentes em questão. Quando você abre uma caixa tradejadaKi,
você está considerando o que o agentei sabe. É muito intuitivo que uma fórmula qualquer
ϕ não possa ser trazida para dentro de uma caixa tracejada como essa, porque a simples
veracidade deϕ não significa que o agentei a conheça. Note que isso significa, por
exemplo, que você não pode usar a regra¬i se uma das premissas da regra está fora da
caixa tracejada em que você está trabalhando.
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Observe o poder deCϕ nas premissas: podemos trazerϕ para dentro dequalquer
caixa tracejada (pelas regrasCK eKie), não importando quão profundamente aninhada.
Ekϕ, por outro lado, significa queϕ pode ser trazida para dentro de qualquer caixa trace-
jada com aninhamento≤ k. (Compare isto com o Teorema 3.1.)

Exemplo 3.3 Mostramos que o seqüenteC(p ∨ q), K1(K2p ∨K2¬p), K1¬K2q ` K1p é
provável na lógica modalKT45n. (Nesta seção, escrevemos simplesmente` para provas
na lógicaKT45n, a menos de indicação do contrário.) Isso significa: se é conhecimento
comum quep∨q; e o agente 1 sabe que o agente 2 sabe sep é o caso e também sabe que o
agente 2 não sabe queq é verdade; então o agente 1 sabe quep é verdade. Veja a Figura
3.6. Na linha 12, derivamosq a partir de¬p ep∨ q. Em vez de mostrar toda a derivação
na lógica proposicional (o que não é o foco aqui), resumimos, escrevendo “prop” (para
uma inferência da lógica proposicional) como justificativa.

1 C(p ∨ q) premissa
2 K1(K2p∨K2¬p) premissa
3 K1¬K2q premissa
4 K1K2(p ∨ q) CK1

5 K1 K2(p ∨ q) K1e4
6 K2p ∨K2¬p K1e2
7 ¬K2q K1e3

8 K2p hipótese K2¬p hipótese
9 p axiomaT8 K2 ¬p K2e8
10 p ∨ q K2e5
11 q prop9, 10

12 K2q K2i9− 11
13 ⊥ ¬e12, 7
14 p ⊥e13

15 p ∨e6, 8−14, 8−14
16 K1p K1i5− 15

TABELA 3.6 – Uma prova deC(p ∨ q), K1(K2p ∨K2¬p), K1¬K2q ` K1p

3.5.2 Formalizando os exemplos

Agora que configuramos a lógica modalKT45n, podemos voltar nossa atenção
para a questão de como representar os jogos dos homens sábios e das crianças sujas nesta
lógica. Infelizmente, a despeito de sua sofisticação, nossa lógica é simples demais para
capturar todas as nuances desses exemplos. Embora ela tenha conetivos para representar
itens diferentes de conhecimento válido por agentes diferentes, não tem qualquer aspecto
temporal, e portanto não pode capturar diretamente a maneira na qual o conhecimento dos
agentes muda conforme o tempo passa. Superaremos essa limitação, considerando vários
instantes durante os quais o tempo é fixado.

O quebra-cabeça dos homens sábios
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Lembre que existem três homens sábios; e é conhecimento comum que existem três
chapéus vermelhos e dois chapéus brancos. O rei coloca um chapéu na cabeça de cada um
dos homens sábios e pergunta-lhes seqüencialmente se eles sabem a cor do chapéu que
está na sua própria cabeça− eles não podem ver o seu próprio chapéu. Supomos que o
primeiro homem diga que não sabe; então o segundo diz que não sabe. Queremos provar
que, qualquer que seja a distribuição dos chapéus, o terceiro homem agora sabe que o seu
chapéu é vermelho.

Considere quepi significa que o homemi tem um chapéu vermelho; então¬pi

significa que o homemi tem um chapéu branco. SejaΓ o conjunto de fórmulas

{C(p1 ∨ p2 ∨ p3),
C(p1 → K2p1), C(¬p1 → K2¬p1),
C(p1 → K3p1), C(¬p1 → K3¬p1),
C(p2 → K1p2), C(¬p2 → K1¬p2),
C(p2 → K3p2), C(¬p2 → K3¬p2),
C(p3 → K1p3), C(¬p3 → K1¬p3),
C(p3 → K2p3), C(¬p3 → K2¬p3)}.

Isso corresponde à configuração inicial: é conhecimento comum (de todos) que um
dos chapéus tem que ser vermelho e que cada homem pode ver a cor dos chapéus dos
outros dois homens.

A declaração de que o primeiro homem não sabe a cor do seu próprio chapéu leva
em conta a fórmulaC(¬K1p1∧¬K1¬p1) e ocorre de maneira semelhante com o segundo
homem.

Uma tentativa ingênua de formalizar o problema dos homens sábios seria algo como
isto: simplesmente provamos

Γ, C(¬K1p1 ∧ ¬K1¬p1), C(¬K2p2 ∧ ¬K2¬p2) ` K3p3,

isto é, seΓ é verdade, e as declarações são feitas, então o terceiro homem sabe que
seu chapéu é vermelho. Entretanto, isso falha ao capturar o fato de que o tempo passa
entre as declarações. O fato de queC¬K1p1 é verdade depois da primeira declaração não
significa que é verdadeiro depois de algumas declarações subseqüentes. Por exemplo, se
alguém anunciap1, entãoCp1 torna-se verdadeiro.

A razão pela qual essa formalização é incorreta, então, é que, embora o conheci-
mento aumente com o tempo, afalta de conhecimento não cresce com o tempo. Se eu sei
ϕ, então (assumindo queϕ não muda) eu saberei disso até o último instante; mas se eu
não seiϕ, pode ser que eusaiba isso no próximo instante, pois eu possoadquirir mais
conhecimento.

Para formalizar corretamente o problema dos homens sábios, precisamos quebrá-lo
em duas implicações, cada uma correspondendo a uma declaração. Quando o primeiro
homem declara que não sabe a cor do seu próprio chapéu, uma certa fórmulaϕ positiva
torna-se conhecimento comum. Nosso raciocínio informal explicou que todos os homens
poderiam então descartar a situação V B B pois, dadop1∨p2∨p3, leva-os ao conhecimento
comum dep2 ∨ p3. Portanto,ϕ é apenasp2 ∨ p3, e precisamos provar a implicação

Implicação 1. Γ, C(¬K1p1 ∧ ¬K1¬p1) ` C(p2 ∨ p3).

Uma prova desse seqüente pode ser encontrada na Figura 3.7. Comop2 ∨ p3 é uma
fórmula positiva, elapersiste com o tempoe pode ser usada em conjunção com o segundo
anúncio para provar a conclusão desejada:
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Implicação 2. Γ, C(p2 ∨ p3), C(¬K2p2,∨¬K2¬p2) ` K3p3.

Este método exige um pensamento cuidadoso: dada uma declaração de informação
negativa (tal como um homem declarando que não sabe qual é a cor do seu chapéu),
precisamos descobrir quais fórmulas de conhecimento positivo podem ser derivadas a
partir dessa, e tal conhecimento tem que ser suficiente para permitir-nos prosseguir para a
próxima rodada (= fazer até mais progresso em direção à resolução do quebra-cabeça).

Os segmentos de prova de rotina como aqueles das linhas 12-16 da Figura 3.7 po-
dem ser abreviados dentro de um passo até que todas as provas de regras participantes
sejam registradas. A representação mais curta resultante pode ser vista na Figura 3.8.

Na Figura 3.7, note que as premissas nas linhas 2 e 5 não são usadas. As premissas
nas linhas 2 e 3 permanecem para qualquer fórmula para um dado valor dei e j, gerando
quei 6= j; isso explica a inferência feita na linha 8. Na Figura 3.9, note novamente que
as premissas das linhas 1 e 5 não são usadas. Observe também que o axiomaT, em con-
junção com CK, permite-nos inferirϕ a partir de qualquerCϕ, embora tivéssemos que
dividi-la em dois passos separados nas linhas 16 e 17. Implementações práticas provavel-
mente permitiriam regras híbridas que condensassem tais raciocínios em um único passo.

1 C(p1 ∨ p2 ∨ p3) premissa
2 C(p1 → Kjpi) premissa,(i 6= j)
3 C(¬pi → Kj¬pi) premissa,(i 6= j)
4 C¬K1p1 premissa
5 C¬K1¬p1 premissa
6 C

7 ¬p2 ∧ negp3 suposição
8 ¬p2 → K1¬p2 C e 3 (i,j)=(2,1)
9 ¬p3 → K1¬p3 C e 3 (i,j)=(3,1)
10 K1¬p2 ∧K1¬p3 prop 7,8,9
11 K1¬p2 ∧e1 10
12 K1¬p3 ∧e2 10
13 K1

14 ¬p2 K1 e 11
15 ¬p3 K1 e 12
16 ¬p2 ∧ ¬p3 ∧ i 14,15
17 p1 ∨ p2 ∨ p3 C e 1
18 p1 prop 16,17
19 K1p1 K1 i 11-18
20 ¬K1p1 C e 4
21 ⊥ ¬ e 19,20
22 ¬(¬p2 ∧ ¬p3) ¬ i 7-21
23 p2 ∨ p3 prop 22
24 C(p2 ∨ p3) C i 6-23

TABELA 3.7 – Prova do seqüente “Implicação 1” para o quebra-cabeça dos homens
sábios

O quebra-cabeça das crianças sujas de lama
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1 C(p1 ∨ p2 ∨ p3) premissa
2 C(p1 → Kjpi) premissa,(i 6= j)
3 C(¬pi → Kj¬pi) premissa,(i 6= j)
4 C¬K1p1 premissa
5 C¬K1¬p1 premissa
6 C

7 ¬p2 ∧ negp3 suposição
8 ¬p2 → K1¬p2 C e 3 (i,j)=(2,1)
9 ¬p3 → K1¬p3 C e 3 (i,j)=(3,1)
10 K1¬p2 ∧K1¬p3 prop 7,8,9
11 K1

12 ¬p2 ∧ ¬p3 ∧e1, K1e,∧i
13 p1 ∨ p2 ∨ p3 C e 1
14 p1 prop 16,17
15 K1p1 K1 i 11-14
16 ¬K1p1 C e 4
17 ⊥ ¬e 15, 16
18 ¬(¬p2 ∧ ¬p3) ¬i 7-17
19 p2 ∨ p3 prop 18
20 C(p2 ∨ p3) C i 6-19

TABELA 3.8 – Uma representação mais compacta da prova da figura anterior

Suponha que existamn crianças. Considere quep1 significa que aiésima criança
tem lama em sua testa. Consideramos o cenário 2, no qual o pai anuncia que uma das
crianças está suja de lama. De maneira similar ao caso dos homens sábios, é conhecimento
comum que cada criança pode ver as outras crianças, então ela sabe se as outras têm lama
na testa ou não. Portanto, por exemplo, temos queC(p1 → K2p1), o que diz que é
conhecimento comum que, se a criança 1 está suja de lama, então a criança 2 sabe disso e
tambémC(¬p1 → K2¬p1). SejaΓ a coleção de fórmulas:

C(p1 ∨ p2 ∨ . . . ∨ pn)∧
i6=j C(Pi → Kjpi)∧

i6=j C(¬pi → Kj¬pi).

Note que
∧

i6=j ϕ(i,j) é uma abreviatura para a conjunção de todas as fórmulasϕ(i,j),
ondei é diferente dej. SejaG qualquer conjunto de crianças. Exigiremos fórmulas da
forma

αG
def
=

∧
i∈G pi ∧

∧
i/∈G ¬pi,

A fórmulaαG declara que é precisamente a criança deG que tem a testa enlameada.

Suponha agora quek = 1, isto é, que uma criança tenha lama na testa. Gostaríamos
de mostrar que essa criança sabe que é essa uma. Provamos a seguinte implicação.

Implicação 1. Γ, α{i} ` Kipi.

Isso diz que, se a situação atual é aquela em que apenas uma criança (chamada
i) tem lama na testa, então esse agente saberá disso. Nossa prova segue exatamente as
mesmas linhas da intuição:i vê que nenhuma das outras crianças tem lama na testa, mas



98

1 C(p1 ∨ p2 ∨ p3) premissa
2 C(p1 → Kjpi) premissa,(i 6= j)
3 C(¬pi → Kj¬pi) premissa,(i 6= j)
4 C¬K2p2 premissa
5 C¬K2¬p2 premissa
6 C(p2 ∨ p3) premissa
7 K3

8 ¬p3 suposição
9 ¬p3 → K2¬p3 CK 3 (i,j)=(3,2)
10 K2¬p3 →e 9,8
11 K2

12 ¬p3 K2e 10
13 p2 ∨ p3 Ce 6
14 p2 prop 12,13
15 K2p2 K2i 11-14
16 Ki¬K2p2 CK 4, para cada i
17 ¬K2p2 KT 16
18 ⊥ ¬e 15, 17
19 p3 RAA 8-18
20 K3p3 K3i 7-19

TABELA 3.9 – Prova do seqüente “Implicação 2” para o quebra-cabeça dos homens
sábios

sabe que pelo menos uma tem lama na testa, então sabe que deve ser ela própria quem
tem a testa enlameada. A prova é dada na Figura 3.10.

Note que o comentário “para cadaj 6= i” significa que fornecemos esse argumento
para quaiquerj assim. Portanto, podemos formar a conjunção de todas essas inferências
que deixamos implícitas na inferência da linha 10.

Suponha, entretanto, que não é o caso de que existe apenas um criança com lama
na testa. Nesse caso, todas as crianças declaram na primeira rodada paralela que elas não
sabem se elas estão enlameadas ou não, o que corresponde à fórmula

A
def
= C(¬K1p1 ∧ ¬K1¬p1) ∧ . . . ∧ C(¬Knpn ∧ ¬Kn¬pn).

No exemplo do quebra-cabeça dos homens sábios, vimos que é perigoso colocar
o anúncioA ao lado das premissasΓ, porque não se pode garantir que a verdade deA
(que tem declarações negativas sobre o conhecimento das crianças) persista com o tempo.
Então, procuramos alguma fórmula positiva que represente o que a criança aprendeu ao
ouvir o anúncio. Como no exemplo dos homens sábios, essa fórmula está implícita no
raciocínio informal sobre as crianças sujas de lama dado na Seção 3.1.1; se é conheci-
mento comum que existam pelo menosk crianças sujas de lama, então, depois de uma
declaração da formaA, será conhecimento comum que existam pelo menosk+1 crianças
sujas de lama.

Portanto, depois da primeira declaração deA, o conjunto de premissas é

Γ,
∧

1≤i≤nC¬α{i}.
Isso éΓ junto com o conhecimento comum de que o conjunto de crianças sujas de
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1 ¬p1 ∧ ¬p2 ∧ . . . ∧ p1 ∧ . . . ∧ ¬pn α{i}
2 C(p1 ∨ . . . ∨ pn) emΓ
3 ¬pj ∧e 1, para cadaj 6= i
4 ¬pj → Ki¬pj emΓ, para cadaj 6= i
5 Ki¬pj →e 4,3, para cadaj 6= i
6 Ki(p1 ∨ . . . ∨ pn) CK 2
7 Ki

8 p1 ∨ . . . ∨ pn Kie 6
9 ¬pj Kie 5, para cadaj 6= i
10 pi prop 9,8
11 Kipi Kii

TABELA 3.10 – Prova do seqüente “Implicação 1” para o quebra-cabeça das crianças
sujas

lama não é um conjunto unitário.

Depois da segunda declaraçãoA, o conjunto de premissas torna-se

Γ,
∧

1≤i≤nC¬α{i},
∧

i6=j C¬α{i,j},
o que pode ser escrito como

Γ,
∧
|G|≤2C¬αG,

usando a seguinte notação:

αG o conjunto das crianças sujas de lama é precisamente o conjuntoG.

¬αG o conjunto das crianças sujas de lama é algum outro conjunto que nãoG.∧
|G|≤k ¬αG o conjunto das crianças sujas de lama é de tamanho maior quek.

A implicação correspondente à segunda rodada é:

Γ, C(
∧
|G|≤2 ¬αG), αH `

∧
i∈H Kipi, onde|H| = 3.

A implicação correspondente àk-ésima rodada é:

Implicação 2. Γ, C(
∧
|G|≤k ¬αG), αH `

∧
i∈H Kipi, onde|H| = k + 1.

Esta implicação está dizendo “Se todas as coisas emΓ são verdadeiras e se é co-
nhecimento comum que o conjunto de crianças sujas de lama não é de tamanho menor
ou igual ak e se na realidade ele é de tamanhok + 1, entãoo cada uma dessask + 1
crianças pode deduzir que elas estão enlameadas.” Note como isso encaixa em nossa
noção intuitiva dada anteriormente neste texto.

Para provar a Implicação 2, tome qualqueri ∈ H. É suficiente provar que

Γ, C(
∧
|G|≤k ¬αG), αH `

∧
i∈H Kipi.

Usando∧I repetidamente sobre todos os valores dei, isso nos dá uma prova da
Implicação 2. SejaG igual aH − {i}; a prova de queΓ, C(¬αG), αH ` Kipi é dada na
Figura 3.11. Ela é dada, seguindo os passos tomados na prova informal da Seção 3.1.1.

A linha 14 da prova da Figura 3.11 aplica várias instâncias de∧I em seqüência
e é um passo legítimo, pois as fórmulas nas linhas 11-13 foram mostradas “para cada”
elemento no respectivo conjunto.
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1 αH premissa
2 C¬αG premissa pois|G| ≤ k
3 pj ∧e 1, para cadaj ∈ G
4 ¬pk ∧e 1, para cadak /∈ H
5 pj → Kipj emΓ para cadaj ∈ G
6 Kipj →e 5,4, para cadaj ∈ G
7 ¬pk → Ki¬pk emΓ para cadak /∈ H
8 Ki¬pk →e 7,4 para cadak /∈ H
9 Ki¬αG CK 2
10 Ki

11 pj Kie 6(j ∈ G)
12 ¬pk Kie 8(k /∈ H)

13 ¬pi suposição
14 αG ∧i 11,12,13
15 ¬αG Kie 9
16 ⊥ ¬e 14,15
17 ¬¬pi ¬i 13-16
18 pi ¬¬e 17
19 Kipi Kii 10-18

TABELA 3.11 – A prova deΓ, C(¬αG), αH ` Kipi usada para provar a “Implicação 2”
para o quebra-cabeça das crianças sujas



101

Conclusões

A comparação entre os sistemas dedutivos pesquisados em nosso trabalho ante-
rior [MAL2002] suscitou reflexões a respeito de aspectos como expressividade sintática,
facilidade de construção de provas, clareza da apresentação de tais provas, além da uni-
formidade da linguagem (sintaxe) utilizada. Os sistemas rotulados, por constituírem uma
abordagem híbrida, ou “solução de compromisso”, que combina as melhores característi-
cas dos outros sistemas pesquisados, foram considerados os de maior interesse para nos-
sos trabalhos atuais de pesquisa e aprofundamento, bem como para os trabalhos futuros
de construção de provas e pesquisa e desenvolvimento de aplicações dentro da Ciência da
Computação.

Dando continuidade à pesquisa iniciada no Trabalho Individual I referido, apresen-
tamos aqui a utilização desistemas rotulados[GAB96] em lógicas modais para repre-
sentação do conhecimento [FAG95]. Sistemas rotulados, devido à sua uniformidade e
capacidade de generalização, têm sido utilizados como uma abordagem unificadora de
lógicas. Pudemos perceber, ao longo desta pesquisa, que isso permite que lógicas de
diferentes famílias sejam apresentadas de maneira uniforme em uma única estrutura de
trabalho. Esta apresentação partiu de conceitos básicos sobre a lógica clássica de primeira
ordem, que fundamenta a tradução padrão. Analisamos também os principais métodos de
tradução implícita (relacional, funcional e a semi-tradução).

Tendo introduzido esses conceitos básicos, apresentamos o sistema de dedução na-
tural rotulada para lógica modal. Mostramos sua sintaxe e sua semântica. Nesta fase dos
trabalhos, pudemos reforçar as conclusões obtidas no trabalho anterior de que o sistema
dedutivo rotulado modal (MLDS) proposicional pesquisado tem a vantagem de ser uni-
forme e mais geral (em mais do que um mundo atual inicial) do que os demais sistemas
dedutivos para lógica modal.

Estudadamos também as suas propriedades fundamentais, como correção, comple-
tude e correspondência, analisando algumas extensões, tendo em vista a apresentação
rotulada desses sistemas. A seguir, estudamos, de forma geral, as lógicas modais para
representação do conhecimento: sua sintaxe, sua semântica e seus sistemas de prova. A
utilização do sistema de prova estudado foi ilustrada pela sua aplicação a exemplos clás-
sicos da área de raciocínio sobre o conhecimento de agentes, tais comomuddy children
puzzle(o quebra-cabeça das crianças sujas de lama) e owise men puzzle(o quebra-cabeça
dos homens sábios).

Tanto o sistema dedutivo rotulado modal (MLDS) aqui apresentado como suas ex-
tensões para a lógica de conhecimento sugerem muitos outros ramos de investigação.
Segundo [HAL95], as três áreas seguintes parecem ser onde as pesquisas mais avançadas
levarão a progressos maiores: Conexões entre lógicas epistêmicas eprovas com conhec-
imento zero; Raciocínio sobre conhecimento/crença que muda com o tempo; e Progra-
mação baseada em conhecimento. A correspondência entre MLDS e uma formalização
tradicional de lógica modal pode garantir que as extensões existentes das lógicas modais
também possam ser formalizadas dentro da estrutura de trabalho do MLDS. Portanto,
consideramos interessante investigar, por exemplo, a formalização de sistemas baseados
no tratamento do conhecimento e da crença como um MLDS.

Para esse tipo de sistema, no qual consistem nossos projetos de pesquisas a curto
prazo, é importante que, além do mundo real, sejam levados em consideração outros mun-
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dos de “estruturas da mente” onde fatos diferentes possam ser válidos. Uma formalização
de MLDS adequada para tais sistemas exige a introdução de tipos de relações de acessi-
bilidade diferentes e uma investigação de como elas podem interagir entre si. Pudemos
perceber que isso deve levar a sistemas dedutivos rotulados multimodais. Como o objetivo
principal de nossa pesquisa está sendo estudar sistemas de prova rotulados para lógicas
de representação do conhecimento, concluímos que este trabalho contribui significativa-
mente para o andamento futuro do trabalho de pesquisa.
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