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Resumo

Este trabalho apresenta uma descricdo sucinta dos fundamentos de l6gicas modais
(propriedades como derivabilidade, relagdo de consequiéncia, completude e corretude),
bem como de seus principais sistemas de deducdo. As logicas modais tratam de
argumentos gue envolvem os conceitos de necessidade, possibilidade, impossibilidade e
contingéncia da verdade (ou da falsidade) de uma sentenca. Dessa forma, oferecem um
aumento acentuado da capacidade de expressar estruturas de espago, estado ou tempo,
comparativamente a capacidade apresentada pela logica classica. O interesse nessas
logicas € justificado, pois e€las sdo utilizadas para especificar e raciocinar sobre
propriedades comportamentais de model os e aplicacdes em Ciéncia da Computagéo.

Entre os sistemas dedutivos descritos, estdo incluidos o sistema axiomatico, o sistema
de deducédo natural, o sistema de tableaux, o sistema de resolucdo e os sistemas
rotulados. Cada um dos sistemas dedutivos é descrito em um capitulo individual. Ao
final do texto, € apresentada a comparacdo estabelecida entre os sistemas de prova
estudados. Por fim, sdo esbogadas as conclusoes e trabalhos futuros suscitados pela

pesquisa.

Palavras-chave: l6gicas modais, sistemas dedutivos para l6gicas modais, deducdo
natural para légicas modais, tableaux modais, resolucdo para |6gicas modais, sistemas
dedutivos rotulados, comparacdo entre sistemas dedutivos para |6gicas modais.



1 Introducao

Os aspectos tedricos da computacdo, incluindo as |6gicas, tém fundamental importancia
para a Ciéncia da Computacdo. Proporcionam ndo sO um adequado embasamento
tedrico necess&rio para um correto e amplo entendimento da ciéncia envolvida na
computacdo, como também mais um estégio na formagéo do desenvolvimento de um
raciocinio l6gico (cada vez mais necessario em todas as subéreas da computacéo), no
desenvolvimento de demonstracbes e de suas técnicas, tanto formal, como
infformalmente.  Assim, um raciocinio seguindo agumas regras simples e
universalmente aplicaveis pode constituir uma prova precisa, mas que pode ser
adequadamente seguida em uma argumentagdo informal. Também é importante destacar
0 desenvolvimento da capacidade de abstracdo. Assim, propriedades abstratas podem
ser especificadas e estudadas independentemente de estruturas e de implementaces.

1.1 Logicas modais

Uma légica € um sistema formal, ou sgja, um sistema de manipulagdo de simbolos
contendo uma linguagem formalmente descrita e um conjunto de regras previamente
estabel ecido para manipul&-10s. Essas regras permitem estabel ecer relagdes (inferéncias,
0uU Sgja, argumentos que tém premissas e conclusdo) entre as sentencas e definem quais
sd0 as inferéncias vdlidas (aguelas nas quais a verdade das premissas “garante” a
verdade da conclus&o).

As ldgicas modais tratam de argumentos que envolvem os conceitos de necessidade,
possibilidade, impossibilidade e contingéncia da verdade (ou da falsidade) de uma
sentenca.  Assim, uma sentenca pode ser “(necessariamente) verdadeira’,
“(necessariamente) falsa’, “contingente” ou “possivel”, conforme a necessidade da
verdade da proposicdo em relagdo ao mundo a que ela se refere. As l6gicas modais
aceitam todos os teoremas da Logica Classica e suplementam-nos, estendendo a
linguagem (apresentando novos operadores) e criando novos teoremas. Dessa forma,
existe um aumento acentuado da capacidade de expressar estruturas de espago, estado
ou tempo, comparativamente a capacidade apresentada pela l6gica classica.

Légicas Modais ja foram empregadas para facilitar o estabelecimento e a prova de
propriedades na érea de especificacdo e verificacdo de programas. Também ja foram
utilizadas em Inteligéncia Artificial, para o desenvolvimento de programas com
facilidades para inferéncias com base no conhecimento de agentes e para modelar
agentes capazes de executar tarefas cooperativas que envolvem a interagdo de
conhecimento, acdo e plangamento. Mais recentemente, a modelagem de sistemas
multiagentes tem sido tema de intensa investigacdo [FAG95]. Uma das principais areas
de aplicacdo das l6gicas modais é a Inteligéncia Artificia. A formaizacdo de
propriedades relacionadas a tais sistemas tem sido efetuada através de diversas |0gicas
modais.

1.2 Apresentacao do trabalho

O presente trabalho teve como objetivo pesquisar 0s principais sistemas de deducéo
para | bgicas modais, pois essas | 0gicas sdo utilizadas para especificar e raciocinar sobre
propriedades comportamentais de modelos e aplicagdes em Ciéncia da Computacao.
Além disso, foram estudadas as propriedades fundamentais de sistemas |6gicos como
derivabilidade, relacdo de consequiéncia, completude e corretude.

O texto estd organizado segundo a sequiéncia de pesquisas realizadas para a composi¢ao
do mesmo: inicialmente, sdo apresentados os principais sistemas da logica modal



proposiciona e suas propriedades fundamentais. Esses assuntos estéo distribuidos nos
capitulos 2 e 3 do trabalho. Apds, sdo apresentados os fundamentos dos principais
sistemas de provas para l6gica modal proposicional: Deducdo Natural; Tableaux;
Resolucéo; e Sstemas Rotulados. Cada um dos sistemas dedutivos € descrito em um
capitulo individual. Ao final do texto, € apresentada a comparagéo estabel ecida entre os
sistemas de prova estudados. Por fim, sdo esbocadas as conclusoes e trabalhos futuros
suscitados pela pesquisa



2 Fundamentos de Logica Modal

Este capitulo pode servir como uma introdugdo concisa a légica modal. Nossa
apresentacdo € baseada em [ GAB2001]. Definimos alguns sistemas modais basi cos.

2.1 Sistemas axiomaticos modais

A logica moda originou-se na filosofia. O criador dos primeiros sistemas modais,
Lewis[LL32] construiu-os como uma ferramenta auxiliar em suas tentativas de resolver
os paradoxos da implicacgo “materia” (isto &, booleana). Um desses paradoxos € “Se a
Lua é feita de queijo verde, entdo 2 * 2 = 4. Temos gque considerar essa declaracéo
como verdadeira na légica booleana se concordamos que 2 * 2 = 4. Sua idéia era
substituir aimplicacdo material “se a entdo b” pela implicacéo “estrita’ “ €& necessario
gue sea entdob”. Paraesse proposito, Lewis construiu cinco sistemas axiomaticos com
nomes simples: S1, S2, S3, 4 e S5. Embora Lewis nunca tenha esclarecido seu
entendimento das nocdes de necessidade e possibilidade, pelo menos dois de seus
sistemas, $4 e S5, tornaram-se celebridades em 16gica modal.

Aproximadamente a0 mesmo tempo em que Lewis formulou $4 [LL32], a mesma
|6gica também foi construida por Orlov [ORL28] e Godel [GOD33]. Entretanto, seus
objetivos eram diferentes. Ambos tentaram interpretar a | 6gica intuicionista de Brouwer,
encaixando-a na | égica cléssica estendida com um operador “é€ provavel”, significando
“h& uma prova de que’.

Ao contrario de Lewis, que usou 0 operador necessidade implicitamente, tendo
escondido suas propriedades na implicacdo estrita, Orlov e Godel adicionaram-no a
l6gica cléssica proposicional explicitamente, obtendo entdo a linguagem modal
proposicional (ML).

Definicéo 1 { Alfabeto de ML} O alfabetode ML consiste de
- umalista (fixa, contavelmente infinita) po, pu,... de varidveis proposicionais;
- asconstanteslogicas: T (“verdadeira’) e M (“falsa’);
- 0s conetivos légicos booleanos: U (“€”), U (“ou”), ® (“implica’) e @ (“n&o”);
- os operadores modais: [ (“é necessario”) e < (“é possivel”);
- 0s simbolos de pontuacao: ) e (.

Varidveis proposicionais podem ser pensadas como selecionadas de proposicoes
arbitrérias — sentencas em alguma linguagem (digamaos, natural) cujo contetido pode ser
avaliado como verdadeiro ou ndo verdadeiro. Iniciando a partir dessas variaveis e das
constantes l0gicas, construimos indutivamente formulas bem formadas (wff) de ML
(ML-férmulas, para resumir, ou simplesmente férmulas, se ML é subentendida) com a
intencéo de representar as proposicdes compostas:

Definicéo 2 { Férmulas bem formadas de ML (ML -férmulas)}

- todas as variaveis proposicionais e as constantes T e sdo ML-formulas (estas
sdo chamadas formulas atdbmicas, ou simplesmente atomos);

- sea eb sdo ML-formulas, entdio (a Ub), (a Ub), (a ® b), (Za), ({a) e(<{a)
também o sdo. De acordo com [GAB2001], para ser absolutamente precisos,
devemos adicionar aqui que nenhum outro objeto, diferente daqueles definidos
acima, pode ser chamado de ML-férmula. Nunca formularemos declaractes
como esta explicitamente, confiando no bom senso do leitor.



Notagdo 1 Algumas vezes, usamos (a « b) como abreviagdo para
(a® b)U(b® a)).

Notacdo 2 Em nossa metalinguagem, podemos denotar variaveis proposicionais
(&tomos) por letras romanas minusculas tais como p, g, r, possivel mente com subscritos
ou sobrescritos.

Notacao 3 Letras gregas minusculas tais como a, b, ¢ sdo reservadas para formulas.

Notacdo 4 Letras gregas mailsculas S, D, G etc. sdo reservadas para conjuntos de
formulas.

Para simplificar a notacdo, usamos as seguintes convengdes na representacdo de
formulas:

Convencao 1 { Precedéncia de operadores} Assumimos que @, [ e <> tém precedéncia
mais ata que U e U, os quais, por sua vez, s30 mais fortes que ® e « , e omitimos
agueles parénteses que podem ser univocamente recuperados de acordo com essa
prioridade de conetivos.

Portanto, a ML-férmula

(S(PoU(Cpy) ® (U (Cpo))))
pode ser resumida para

S(ppU0Op ® prU Oy
Emvezde(... (a1Uaz)Uasz) U...Uay) e(...((@a1Uaz) Uasz) U ...Ua,), escrevemos,
respectivamente, a; Ua,UazU..Ua,ea;UasUaszU...Uap ou U”izlai e U”izlai.
Por definicdo, Un;Eai en,e Un;Eai eT.

Notacdo 5 Dada uma formula a, escrevemos a(ds,..., ) para indicar que todas as
variaveis proposicionais que ocorrem em a estéo entre ¢,..., gn.

Notacdo 6 Dada uma formula a, suba denota o conjunto de todas as subformulas de a.
Digamos, sea é d(ppUp ® OpoU py), entdo

suba = {po, p1, poU pr, Opo, CpoUp, poUp1® OpoUpy, a}.

Supde-se que um sistema l6gico em geral, e um sistema modal em particular, separe e
descubra essas formulas que representam certas proposicoes “verdadeiras’, nao
importando quais valores (proposicfes) sdo designados para suas variaveis. Ha dois
meios principais de definir |6gicas: 0 semantico e o sintatico. Usualmente, as definigdes
semantica e sintatica complementam-se uma a outra: aquela explica o significado
(pretendido) das constantes e dos conetivos |6gicos, e esta nos oferece uma maguina de
raciocinio.

[lustramos a abordagem semantica relembrando a semantica classica da sublinguagem L
de ML que resulta da omissdo dos operadores modais [ e < e de todas as férmulas que
os contenham. H& uma interpretacdo muito simples dessa linguagem baseada na
suposicdo de que toda proposicdo ou € verdadeira ou é falsa. Tendo designado um
desses valores-verdade V (para verdadeira) ou F (para fasa) para cada variavel
proposicional, podemos entdo computar o valor-verdade de uma L-férmula (sob essa
designacéo) usando as conhecidas “tabelas-verdade booleanas’, que refletem as
interpretagdes de conetivos |6gicos acima:



b clbUc bUc b® ¢ @b
FF|lF F V V
F V| F \Y \Y \
VF| F V F F
V V|V \Y \Y F

(naturalmente, as constantes légicas T e N sdo sempre avaliadas como V e F,
respectivamente). A légica classica proposicional Cl pode ser definida entdo como o
conjunto de todas aquelas L-férmulas que sdo verdadeiras sob qualquer designacéo
COMO essa.

Agora, retornando a l6gica modal, vemos que essa definicdo semantica de Cl ndo pode
ser estendida para a linguagem modal de uma forma direta. A razdo aparente é que 0s
operadores modais ndo sdo funcionalmenteverdadeiros. os valores-verdade de uma
formuladaforma [CJa podem depender ndo apenas do fato de a ser verdadeira ou falsa.
Por exemplo, a maioria de nés provavelmente concorda que a proposi¢cao “é necessario
que2* 2=4" éverdadeira, enquanto “é necessario que a OTAN bombardeie Belgrado”
€ inegavelmente falsa, embora ambas as proposicoes “2 * 2 = 4” e “a OTAN
bombardeia Belgrado” sejam verdadeiras.

Essa pode ser uma das razdes por que as primeiras |6gicas modais foram definidas de
outro jeito, sintatico, com a guda de sistemas de inferéncia (calculos). No que segue,
apresentamos os sistemas de inferéncia no estilo de Hilbert. Para definir um sistema
como esse, temos que indicar quais férmulas sdo consideradas como axiomas do
sistema e especificar suas regras de inferéncia. Uma derivacdo de uma férmula a no
sistema € uma sequiéncia finita de formulas a qual termina em a e tal que cadaformula
da seguiéncia ou é também um axioma, ou € obtida a partir de formulas anteriores da
sequéncia pela aplicagdo de uma das regras de inferéncia. A l0gica desse sistema de
inferéncia é definida entdo como o conjunto de todas as formulas derivaveis. Para
colocar de outra forma, a l6gica definida pelo sistema € o menor conjunto de férmulas
gue contém os axiomas e é fechado sob as regras de inferéncia.

Por exemplo, alégica classica proposicional Cl pode ser definida pelo seguinte calculo
no estilo de Hilbert:

! Estes exemplos séo de [GAB2001] e foram escritos em 27 de abril de 1999.



Axiomas:

(Al Po® (P ® po),

(A2) (Po® (M ® ) ® ((Po® p1) ® (Po® ),
(A3) PUp® po

(A4) pUPm® p,

(AS) Po® (P ® poU py),

(A6) Po® poUp,

(A7) P1® pUp,

(A8) (P® P)® (M ® P) ® (PUp1® ),
(A9) N®

(A10) poU (o ® 7).

Regrasdeinferéncia:

Modus ponens (MP): a,a®b

dadas asformulasa ea ® b, derivab; b

Substituicdo (Subst): dada a formula a (pa,...,pn), derivaa
formulaa {b4/p,....bn/pr} que € obtida, substituindo-se
uniformemente as formulas by, ...,bn No lugar das variaveis
P1....,Pn €M a , respectivamente.

a {b1/py,...,on/pn}

Assim como o bem conhecido teorema da completude e da corretude dalégica cléssica
proposiciona diz, alégica definida por esse célculo coincide com Cl [CHA97, END72).

O céculo acima ndo envolve o conetivo @, nem a constante T. Podemos defini-los
como abreviagdes:

Ja =a® ",

T=N® M.
(Essas abreviagdes estdo de acordo com a semantica classica no sentido em que o0s
valores-verdade do lado direito e do lado esquerdo dessas igualdades sdo 0s mesmos
sob qualquer designagdo.) Além disso, na légica classica, podemos reduzir mais o
nimero de conetivos 16gicos basicos, digamos, paraUe @, ou para U e &, definindo

a® b=@aUob),
aUb=@@a U @b),
» = U 2

Em relagcdo a légica modal, se concordarmos em aceitar os principios de raciocinio da
I6gica proposicional, entdo o clculo modal pode ser construido, adicionando-se ao
calculo do estilo de Hilbert para Cl esses axiomas e regras de inferéncia que refletem
nosso entendimento dos operadores modais. Um conjunto de ML-férmulas que contém
os axiomas (A1)- (A10), o axioma modal




K O(po® py) ® (Lpo® Lpy),
e é fechado sobre MP (Modus Ponens), Subst e aregra de

Necessitacao (Nec): a
dado a , derive La . MNa

€ chamado de l6gica modal. Na verdade, tais |6gicas sdo usualmente chamadas |6gicas
modais normais O operador possibilidade <& pode ser considerado como uma
abreviacdo para 1D (ou podemos adicionar oaxioma <py « @BLdPg). A ldgica
modal minima é denotada por K: € definida pelo sistema de inferéncia que contém
(A1)—(A10) e K como seus axiomas, e MP, Subst e Nec como suas regras de inferéncia.
Todas as outras |6gicas modais L podem ser obtidas, estendendo-se esse sistema com
um conjunto S (possivelmente infinito) de axiomas extras. Nesse caso, escrevemos

L=KAS.
Se S pode ser escolhido finito, entdo chamamos L de finitamente axiomatizavel.
Notacdo 7 Em gera, dada uma I6gica moda L e um conjunto D de ML-formulas,
LAD
denota a menor |6gica modal que contém L E D. Escrevemos L A a se D={a}.
Usando essa notacdo, podemos definir os sistemas S4 e S5 de Lewis como segue:
SA4=KA Op® OOpo A COpo ® o,
S5=HAA Op® OO

O [ de S5 pode ser lido também como ‘Eu sei que” ou “Fulano acredita que’.
Aceitando um ou mais dos axiomas de S5 como propriedades de conhecimento ou
crenca, podemos obter novos sistemas modais, como T e K4:

T=KAOp®
K4=K A Opo® OOpo

Uma discussdo mais detalhada dessas |6gicas epistémicas pode ser encontrada em
[FAGO5].

A interpretacdo de [ como “é obrigatorio” e <> como “é permitido” oferece outra
familia de l6gicas modais conhecidas como debnticas. E um principio natural de
raciocinio sobre normas (vindas da lei, da moral, etc.) que tudo o que € obrigatério é
permitido. A 16gica dedntica minima D que reflete esse principio € definida como

D=KAOp® < po.
2.2 Semanticas de mundos possiveis

A interpretacdo de provabilidade do operador necessidade [ e sua relacdo com o
intuicionismo deram um forte impeto aos estudos mateméticos em |6gica modal. Essa
semantica relacional também foi inventada por filésofos como Kripke [KRI59,
KRI63].> Na filosofia, essa semantica pode ser reconhecida no entendimento
Leibnizeano da necessidade como verdade em todos os mundos possivels. Vamos
imaginar um sistema de “mundos’ que pode ter algumas alternativas (por exemplo,
como uma alternativa para nosso mundo, podemos considerar um outro mundo, em que
a OTAN néo bombardeie Belgrado). Denotando a relacdo de alternatividade por R,

2[GAB?2001] chama a atenc&o para uma nota de rodapé no inicio da Secéo 2 em [KRI63)].



escrevemos WRw; paradizer que wi € um mundo alternativo (ou possivel) paraw. Todo
mundo w “vive” sob as leis da légica classica: uma proposicao atémica é ou verdadeira
ou falsa nele, e os valores-verdade de proposicbes nao-modais compostas sdo
determinados pelas tebelas-verdade booleanas. Uma férmula modal [la é entdo
considerada verdadeira em w se a € verdadeira em todos os mundos w; tal que wWRws.
Uma férmulamoda <>a é entdo considerada verdadeira em w se a € verdade em pelo
menos um mundo w; tal que wRwi. N&o é dificil capturar essa cena intuitiva em uma
definicéo precisa

Definicdo 3 { Estrutura} Sistemas de mundos com relagdes de aternatividade podem
ser representados por estruturas relacionaisF = &V, Riinas quaisW é um conjunto ndo-
vazio, e R é umarelacdo bindria em W. Tais estruturas séo conhecidas na |6gica modal
como estruturas de Kripkeou simplesmente estruturas

Definicdo 4 {Mundos} Os elementos de W sdo chamados mundos, estados ou, de
maneira mais neutra, pontos

Definicdo 5 { Relacdo de acessibilidade} Se wRw;, dizemos que wy é acessivel a partir
de w, ou que w vé wi. Outros sinbnimos sdo: Wi € um sucessor de w; w € um
predecessor de w;.

Definicdo 6 {Valoracdo} Uma valoracdo em uma estrutura F = &V, Ri é um
mapeamento v que associa com cada variavel proposicional p de ML um conjunto v(p)
de pontos em W (que é entendido como o conjunto desses mundos em que p é
verdadeira).

Definicéo 7 { Modelo} Um modelo de KripkeparaML éum par M = &, vilemque F =
aw, R é uma estrutura, e v € uma valoracdo em F. Dizemos que 0 modelo M é baseado
naestrutura F, ou que F é a estrutura basicade M.

Definicdo 8 { Semantica (relacdo-verdade)} Seja a uma ML-férmula, e w um mundo
em W. A relacdo-verdade (M, w) = a, lida como

“a éverdadeiraemwemM”

é definida por induc&o na construgéo de a como segue:
M,w)Ep sse  wl v(p) (péumavaridvel proposicional);
M,w) = T;
ndo (M, w) =/;
M,w)EbUc sse M,wEbeM,w) Ec;
M,w)EbUc sse (M,w)eEbouM,w Ec;
M,w)Eb® c sse (M, w)Ebimplica(M, w) = c;

M, w) =db sse ndo (M, w) Eb;
M, w) = Ob sse  (M,ws) = b paatodo wi 1 W tal que wRws;
M, w) = b sse (M, w) = Db paadgumw; T Wta que wRwa.

Notacdo 8 Se (M, w) = a ndo é vdlida, entdo escrevemos (M, w) ¥ a e dizemos queM
refutaa emw. Aoinvésde (M, w) = a e(M, w) ¥ a, escrevemos simplesmentew = a

ewt a,se M é subentendido.



Definicdo 9 {Conjunto-verdade} O conjunto-verdade de a em M é definido como
v(@) ={wl W|wka}.

Definicéo 10 { Satisfacdo e validade} Sgja M = &, vilum modelo baseado na estrutura
F =aW, RA A formulaa é ditaverdadeiraemM (em simbolos: M = a ) sew = a para
todow T W, isto & se v(a) = W. Dualmente, a é satisfeitaem M se v(a) ndo é vazio.
Dizemos que a € vdida na estrutura F (ou que F valida a ) e escrevemos F = a se
v(a) = W paratodavaloracdo v em F, ou, equivalentemente, sea é verdadeiraem todos
0s modelos baseados em F. A formula a é satisfativel em F, se é satisfeita em algum
modelo baseado em F. E a évdidaem F sse @Ja ndo e satisfativel em F.

Definicdo 11 { Estrutura para um conjunto de formulas} Para um conjunto G de ML-
formulas, dizemos que F é uma estrutura para G se todas as formulas de G séo validas
em F. Nesse caso, escrevemos F = G Umafdérmula a é Gsatisfdivel se é satisfativel
em uma estrutura para G

Agora podemos dar uma caracterizacdo semantica de (pelo menos alguma) logica
modal, estabelecendo uma conexdo entre légicas e estruturas. Sgja C uma classe
arbitréria de estruturas. Néo é dificil verificar que

LogC={al ML|"FT C:FEra}
€ umalégica modal. E chamada 16gica de C.

Definicéo 12 { Corretude} Uma ngica modal L é dita ser correta com respeito a C (ou
C-correta) se F =a paratodoa | Letodo FI C,istoé L1 LogC.

Definicdo 13 { Completude} L é completa com respeito a C (ou C-completa) se a TL
sempre que a é vaida em qualquer estruturaem C, isto é, LogCIl L. w

Definicdo 14 { Determinacdo} Dizemos que L é determinada (ou caracterizada) por C
se L étanto C-corretacomo C-completa, isto & L = Log C.

Definicao 15 { Kripke-completude} Se L € determinada por alguma classe de estruturas,
chamamos L de Kripke-completa

E importante notar que umalogica L Kripke-completa pode ser caracterizada por
diferentes classes de estruturas (veremos alguns exemplos no texto que segue). Se L é
Kripke-completa, entdo é claramente determinada pela classe FrL de todas as estruturas
paral,isto & L =Log FrL.

Uma caracteristica muito interessante da semantica de mundos possivel € que muitas
|6gicas modais padréo sdo determinadas por classes “naturais’ de estruturas. Vejamos
primeiro quais tipos de estruturas correspondem as l6gicas modais apresentadas na
secdo precedente. Antes de tudo, temos:

Teorema 1 K é determinado pela classe de todas as estruturas.

Antes de descrever as classes de estruturas para as outras l6gicas, relembramos as
propriedades que uma relacdo binaria R sobre um conjunto W pode apresentar:

Definicdo 16 {Transitividade} Uma relacdo binaria R sobre um conjunto W é dita
transitiva se

"w,wi,Wo T W (WRw; U wiRwe ® WRW).

Definicdo 17 {Reflexividade} Uma relacdo binaria R sobre um conjunto W é dita
reflexivase

"wil WwRWw.



Definicédo 18 { Quasi-ordem} Uma relacdo transitiva e reflexiva sobre W é considerada
uma quasi-ordem sobre W.

Notacdo 9 Denotamos por R* o fechamento reflexivo e transitivo de uma relagdo
bindria R sobre W (em outras palavras, R* € amenor ordem parcia sobre W que contém
R).

Definicgio 19 { Smetria} Uma relacso binaria R sobre um conjunto W é dita simétrica
se
"w,wil W (WRw; ® wiRw).

Definicéo 20 { Relagdo de equivaléncia} Uma relagdo de ordem parcial simétrica é dita
uma relacao de equivaléncia sobre W. Se

"w,wi T W wRwy,
entdo Ré dita ser universal sobre W.
Definicéo 21 { Serialidade} R é serial sobre W se
"wil Wowi T WwRw.

Definicdo 22 { Serialidade de estrutura} Dizemos que uma estrutura F = &\, RAé serial
se R éseria sobre W

Definicdo 23 {Ordem parcial de estrutura} F é uma estrutura parcialmente ordenada,
ou simplesmente uma ordem parcial, se R é uma ordem parcia sobre W, e assm por
diante.

Um dos primeiros resultados marcantes obtidos por Kripke [KRI59, KRI63] foi o
seguinte teorema de completude (veja[HC96], [CHA97]):

Teorema 2 As légicasD, T, K4, $4 e S5 sdo Kripke-completas
- FrD éaclasse detodas as estruturas seriais,
- FrT éaclasse detodas as estruturas reflexivas;
- FrK4 éaclasse detodas as estruturas transitivas;
- Fr$4 éaclasse de todas as estruturas par cialmente ordenadas,
- FrS5 é a classe de todas as estruturas com relagdes de acessibilidade de
equivaléncia.

Note que S5 também é determinado pela classe de todas as estruturas universais, que €
uma subclasse propriade FrSb. A classe de estruturas seriais claramente coincide com a
classe de estruturas que validam a formula < T; de fato, <& T € um axioma alternativo
extrade D:

D=KAOT.
Estruturas para GL s&0 um pouco mais complexas.

Definicéo 24 {Irreflexividade} Uma relacdo binaria R sobre um conjunto W é dita ser
irreflexiva se WRw ndo é vélida paranenhum wi W.

Definicdo 25 { Ordem parcial estrita} Uma relagdo irreflexiva e transitiva é conhecida
como uma ordem parcial estrita.

Definicdo 26 {Ordem parcial estrita Noetheriana} Uma ordem parcial estrita R €
chamada Noetheriana se ndo ha cadeia ascendente infinita woRw1Rws.... de pontos em
W. O seguinte resultado € devido a Segerberg [ SEG7]]:



Teorema 3 GL é Kripkecompleta. FrGL é a classe de bdas as ordens parciais
estritas Noetherianas.

Muitas outras classes de estruturas “matematicamente naturais’ também deram impeto
as logicas modais “razoaveis’. Aqui estdo alguns exemplos. O significado de algumas
dessas | 6gicas € bem explicado em [ GAB2001].

At=K A Op® Opy,
DAIt = Alt A Op® Op=DA Op® Opy,
KD45=K4A Op® O pA O pp® OOm,
D4.3=K4A O(Opo® p) UO(O'p1® o),
GL.3=GL A O(0po® p1) UO(O'p1® po),
$43=SAA OOp® p)UOOp:1® po),
Grz=S4A OO ® Cpo) ® po) ® po.
Aqui, por definicdo, d'a =aUa eda=a U<a.
Definicdo 27 Uma relagdo binaria R sobre um conjunto W é

anti-simétricase " w,wi T W (WRwy U wiRw ® w = wy);
- funcional se " w,wi,we T W (WRwy U WRWo ® Wy = Wo);
- Euclideanase " w,wi,we T W (WRw; U WRW, ® WiRW»);

- fracamente conectada se " w,wi,wo T W (WRw; U wRwo ® wiRws Uwy =w, U
WzR\Nl).
Definicdo 28 { Ordem parcial} Uma relacéo transitiva, reflexiva e anti-simétrica R
chamada de ordem parcial.

Definicdo 29 { Ordem parcial Noetheriana} Uma ordem parcia é Noetheriana se ndo
ha cadeia ascendente infinita WRwyRw.... de pontos em W.

Teorema 4 As logicas Alt, DAIt, KD45, K4.3, GL.3, $4.3 e Grz sdo Kripke
completas.

FrAlt = {F | F éfuncional};
FrDAIt ={F | F éfuncional e serial};
FrKD45 = {F | F éserial, transitiva e Euclideana} ;
FrK4.3 = {F | F étransitiva e fracamente conectada} ;
FrGL.3 = {F | F éordem parcial estrita fracamente conectada Noetheriana} ;
Fr$4.3 = {F | F é ordem parcial fracamente conectada} ;
FrGrz= {F | F éordem parcial Noetheriana}.

Definimos |6gicas modais como certos conjuntos de ML-formulas. E natural perguntar
qual das l6gicas construidas € “mais forte” ou “mais fraca’ em relagdo ainclusio | da
teoria dos conjuntos. A familia de todas as l6gicas modais, junto com | , forma uma
estrutura que os algebristas chamam dereticulado. K € o elemento infimo (o menor) do
reticulado. O maior (mais amplo) é claramente L ogp, isto €, o conjunto de todasas ML-
formulas, chamado de |0gica inconsistente (porque contém tanto a quanto Ja ). Uma
observacdo interessante, devida a Makinson [MAK71], é que ha precisamente duas
|6gicas modais consistentes méximas (com respeito a | ). Sio elas



Verum = Log{ *} =K4A Op,
Triv=_Log{°} =K4A Op« p,
onde ® denota um Unico ponto irreflexivo (isto é, a estrutura & w}, A, e ©, um Unico

ponto reflexivo (isto € a estrutura &w}, av,wit). Portanto, cada l6gica modal
consistente esta contida ou em Verum ou em Triv ou em ambas. Em outras palavras, de

acordo com o teorema de Makinson, pelo menos uma das estruturas ® ou © é uma
estrutura para qualquer 16gica modal consistente.

0,
Verum \niv
L]

CL.3 2

VAV
V4




3 Apresentacao Axiomatica

Os teoremas da |6gica modal proposicional podem ser obtidos através de um sistema
axiomatico de apresentacdo. Neste capitul o, apresentaremos o sistema axiomatico paraa
I6gica cléssica proposicional e uma extensdo dele para cada sistema da 16gica modal
gue estamos considerando. Esta apresentagéo € baseada em [COS92], onde podemos
encontrar explicacbes gerais sobre a apresentacdo axiomatica da logica modal
proposicional.

Por conveniéncia, 0 conjunto de axiomas que utilizaremos considera somente 0s
simbolos “@", “® " e “[0” como primitivos. Os simbolos “U”, “U’ e “$” podem ser
introduzidos por definicdo como segue:

Definicio 30 {U} (a Ub) = @(a ® @b)

Definigdio 31 {U} (a Ub) = (Za ® b)

Definigdo 32 { &} (Ca) = (30da)

O simbolo « também pode ser introduzido pela definicéo abaixo:
Definicdo33{« } (@« b)=(@a® b)U(b ® a))

3.1 SistemakK

Os conjuntos de axiomas e regras de inferéncia que utilizaremos para apresentacéo do
sistema K da |6gica modal proposiciona séo mostrados abaixo:

KO(@® b)® (Ha® L)
(Qualquer relacéo de acessibilidade)

g(a@)b) 4® b a®b
a a a
b w1 \b i b w

Definicdo 34 {Esguema de Axiomas} Se a, b e ¢ sdo formulas, entdo as seguintes
formulas sdo axiomas:

AXM1 a® (b ® a)
AXM2 (c® (a® b))® ((c® a)® (c ® b))
AXM3 (Za ® @b)® ((Za® b)® a)

K O@® b)® (Ja ® Ch)

Definicdo 35 { Regras de Inferéncia} As regras de inferéncia que utilizaremos para a
formagdo do sistema dedutivo da |6gica modal proposicional, utilizando a apresentacéo
axiomatica, sdo (onde a e b sdo formulas, e Gé um conjunto de formulas):

Modus Ponens (MP) Necessitacéo (Nec)
Gra,G-(@®b) Fa
Gr-b F [la




E importante observar que, diferentemente da regra modus ponens, para a aplicaco da
regra necessitacdo, a formula a néo pode depender de nenhuma hipétese; em outras
palavras, a deve ser um teorema da légica.

Tabela 1 Esguema de axiomas e regras de inferéncia do sistema K

Sistema K
Esguema de Axiomas Regras de I nferéncia
= a,becsdoformulas = aeb <o fomulas
= G € um conjunto de formulas
AXMla ® (b ® a) M odus Ponens (MP)
AXM2(c® (a® b)) ® ((c® a)® (c ® b)) Gra,Gr(a® b)
AXM3(Za ® ) ® ((Ka® b)® a) Gr-b
Necessitacdo (Nec)
KO ® b)® (Ha® L) Ha
— [Cla

3.2 Sistemas T, D, K4, S4, KB, B e S5

Apresentaremos a seguir 0s sistemas de apresentacdo axiomatica para as |6gicas modais
proposicionais T, D, K4, $4, KB, B e S5, juntamente com umailustracéo de suarelacdo
de acessihilidade caracteristica e um exemplo de configuragdo da estrutura
correspondente. (As setas representam a relacdo de acessibilidade; a seta curva 7%
representa a reflexividade; as formulas em destaque séo as verdades iniciais que nos
permitem deduzir as demais formulas.)

THa® a
Sistema T AKO@® b)® (HDa ® Cb)
(Relagdo de acessibilidade reflexiva)
Os axiomas e regras de inferéncia do 0 Ny 0
sistema K mais 0 seguinte esquema de a b ¢
axioma a 2 b ¢
wil w3
T a ® a. w2 \&/;

DOa® <CaOU D' [Oda® @la
Sistema D A K O@ ® b)® (Ha ® Ob)
(Relacdo de acessibilidade serial)

Os axiomas e regras de inferéncia do 3

sistema K mais um dos seguintes a a a

esquemas de axioma: wl Oa w3
D Oa ® <a. "2

D' OJa ® Jdla.




Sissema K4

K4 [a ® Oa
AKO@a® b)® (Oa ® [b)
(Relagdo de acessibilidade transitiva)

Os axiomeas e regras de inferéncia do
sistema K mais 0 seguinte esquema de Ma a
axioma: La
a w2
K4 Ha ® Ul]a. wi a
a La
Oa w4
w3
A
Sistema 4 K4 a ® OCa
ATOa® a

Os axiomas e regras de inferéncia do
sistema T mais o axioma K4.

AKO@® b)® (Oa ® [b)

(Relacdo de acessibilidade
reflexiva e transitiva — pré ordem)

7>

Sistema KB

Os axiomas e regras de inferéncia do
sistema K mais um dos seguintes
esguemas de axioma:

Ba® O<a.
B’ &a ® a.

78\"
La
a |:|a @
O0a a Da
w2 I:”:‘a' wl a
Ia
Yy w5
Ca s
a La
L0a w3 a
I:H:‘a w4
KB

Ba® OCaOU B Oa® a
A K O@ ® b) ® (Oa ® [b)
(Relagdo de acessibilidade simétrica)

Oa a &
wl O<Ca a
W2 w3




Sistema B

Os axiomeas e regras de inferéncia do
sistema T mais o axioma B (ou,
equivalentemente, B’).

Ba® OO0? OUB' $a ® a
ATOa® a
AKO@® b)® (Oa ® [b)

(Relagdo de acessibilidade
reflexiva e smétrica)

Cla
My a
a Oa ?
Ca  w OCa
wl
=
a
Oa w3 <>a wa
S5 Ca ® OCa
Sistema S5 ATOa®a

Os axiomas e regras de inferéncia do
sistema $4 mais 0 axioma B (ou,
equivalentemente, B’).

O sistema S5 €, entretanto, geralmente
apresentado através dos axiomas e regras
dosistema T mais 0 esquema de axioma:

S5 Ca ® O<a.

AKO@® b)® (Ja ® Ch)

(Relagdo de acessibilidade reflexiva,
simétrica e transitiva — equivaléncia)

ry
a
Q? <Ca
D<>a w2 |:|<>a wl
78N
Ca 0@
I:|<>a w3 |:|<a>a
w4




Tabela 2 Axiomas caracteristicosdos sistemas T, D, K4, 4, KB, B e S5

_ Axiomas (além daqueles do Sistema K)
Sistemas
T D ou D’ K4 B ou B’ S5
T a ® a
D Oa ® <$a
ou
O@%a ® Jdlla
K4 a ® O0Oa
A a ® a Oa ® OOa
KB a® OGCa
ou
O0a® a
B Oa® a a® OCa
ou
Oda® a
S5 Ja® a Ca ® OCa
S5 Oa® a Oa® O0a |a ® OGa
aternativo Oou
Oa ® a

3.3 Principais Propriedades

O sistema dedutivo determina um conjunto gerado a partir do conjunto de axiomas, por
aplicacOes das regras de inferéncia, a saber, o conjunto dos teoremas. Da mesma forma,
0 sistema semantico determina um conjunto das férmulas vdlidas. Poderiamos
perguntar, entdo, se 0 conjunto dos teoremas € um subconjunto do conjunto das
formulas vélidas. Esta questdo é abordada pelo teorema da corretude, que estabelece
gue se uma férmula é provada pelo sistema dedutivo, entdo ela é vélida. Assim, o
teorema de corretude vem mostrar que o sistema dedutivo estd de acordo com o
significado dado as formulas, ou em outras palavras, que o sistema dedutivo tem um
“respaldo nas nossas observacdes sobre as coisas do ‘mundo real’ sendo tratado”. Entre
as varias conclusbes importantes que podemos extrair desse teorema, destacamos a
seguinte: como no mundo real ndo pode acontecer que algo Seja e ndo seja ab Mesmo
tempo, temos, pela corretude, que ndo pode acontecer - a e - da.

Da mesma forma, poderiamos perguntar se 0 conjunto das formulas vaidas € um
subconjunto do conjunto dos teoremas. Esta questdo € tratada pelo teorema da
completude, que vem estabel ecer que o sistema dedutivo é suficiente para gerar todas as
formulas validas.

Nesta se¢do, demonstraremos os teoremas de corretude e de completude do sistema

axiomatico da logica modal proposicional D. As demonstracdes para 0s outros sistemas
da légica modal sdo omitidas.

A seguinte convencgdo sera adotada:



Notacdo 10 Sgia G um conjunto de férmulas e a uma formula. Escrevemos G+ a
guando a for derivavel de G através do sistema de apresentacdo axiomdtica, e

escreveremos G+ ? quando néo for.
Notacéo 11 Escreveremos G a quando a for vdlida em todos os model os nos quais 0s

membros de Gforem todos vaidos, e G & caso contrério.

3.3.1 Teorema da corretude

Teorema 5 { Corretude do sistema axiomatico} Sejam G um conjunto de formulas e a
umaformula. Se G- a, entéo G~ a.

Prova: A idéia é mostrar que o conjunto de axiomas € logicamente implicado
por qualquer formula (e portanto € vdlido em qualquer estrutura) e que as regras
preservam satisfatibilidade. Ent&o poderemos estabelecer a concluséo por inducéo.

CASO 1: a é um axioma da |6gica
= a édotipo p® (q® p).

Afirmamos que toda estrutur a € um modelo paraa, isto é w I a, paratodos os mundos
possiveis w em qualquer estrutura. Suponhamos, por contradicdo, que existe um mundo

possivel w em aguma estrutura tal que w I+ a:
W I a

sse wir(p® (Q® p)

sse ndo(wWiF(p® (Q® p))), (pela definicéo de Ii+)
sse ndo(witpouwi-(q® p), (pelaseménticade ®)
sse  ndo(w i+ pou (Wi qou w I- p)), (pelasemanticade ®)

sse  ndo(w I+ pendo (Wit qou w I- p)
sse ndondo wl-pend (Wit qouw - p), (pela definicéo de It+)

sse WIi-pendowlitqendowli-p

Que é uma contradic¢do. Portanto, ndo pode existir um mundo possivel em uma estrutura
gue ndpo satisfaga a.

= Osaxiomas AXM2 e AXM 3 sdo tratados de forma andloga.
= aédotipo (p® g ® (Up® Lq):

Suponhamos, por contradicdo, que existe uma estrutura W, R, y com um mundo
possivel wi Wta que:

wit Op® g ® (Up® [lg)



entdo, pela definicdo de I+ e pela semantica de ® , temos:

wiF(p® g el (Up® Lo

Notacdo 12 O simbolo " representard a expressdo “para todo”, e o simbolo $
representara a expressao “existe’.

Por um lado, temos:
wi-Op® g
sse W IF(p® g),"w T Wta que(w,w)T R, (pela semantica de ()

sse WiFpouwl-g"w T Wta que(w,w)T R, (pelaseméanticade ®)

Por outro lado, temos:

w I (Up® L)
ssendow I- (Llp® [lq) (pela definicdo de It+)
sse ndo (w I+ Clpou w IF [q), (pelasemanticade ®)

ssew I- Llpew It g,

ssew - OpeNAO w I (g, (pela definicao de Iit)
ssew I-p"w 1 Wtd que(w,w)l Re

ndo (w” I g "w’ T Wta que(w, w) T R, (pela semanticade [J)
ssew Fp"w 1 Wtad que(w,w)T Re$w’ T Wta que(w,w)T Re

néo w” I q

gue contradiz a conclusdo acima.
= a édotipo Cp® <p:

Suponhamos, por contradicdo, que existe uma estrutura W, R, V) com um mundo
possivel wi W, td que:

w it (Op® $p)
entdo, pela definicdo de I+ e pela seméantica de ® , temos:
néo (I Cpou I+ <p)
Logo,

wI- Opew it Op

Do primeiro componente da conjuncéo w I+ [lp, pela seméntica de [, obtemos:
Wip"w1 Wta que(w,w)T R (*)
Do segundo, também obtemos:



w i Op

sse ndowi- Op, (pela definicdo de It+)
sse ndao$w I Wta que(w,w)T Rew I p, (pela semanticade <)
sse ndow IFp"w 1l W, taque(w,w)l R (*%)

Assim como se apresentam, os dois componentes (*) e (**) da conjungdo acima ainda
ndo constituem uma contradicéo, pois, a fim de obtermos uma, € preciso que haja pelo
menos um mundo possivel w T W tal que (W, w) 1 R. Como o sistema da |dgica
modal que estamos considerando é o sistema D, que restringe as estruturas aquelas com
relacdo de acessibilidade serial, podemos afirmar que iste pelo menos um mundo
acessivel a partir de w e, portanto, a contradico fica estabelecida

CASO 2:al G Claramente, G a.

CASO 3 a é obtida por modus ponens a partir de b e b ® a, onde, pela hipotese de
inducdo, GEbeGE (b® a).

Ent&o, temos que, paratodo w1 W, se todos os membros de G forem satisfeitos em w,
entdfowi-bewl- (b ® c).

Pela seméntica de ® , temos que
wi-(b® a) sse

Wi bouwl-a. (*)

Como, paratodo w1 W em que todos os membros de G sdo satisfeitos, também b é
satisfeita, podemos concluir, a partir de (*), que, em todos esses mundos possiveis, a
também é satisfeita. Portanto, G~ a.

CASO 4 [a é obtida a partir de a por aplicacdo da regra de Necessitacdo (Nec),
segundo a qual, pela hipétese de inducdo, G = a. Em outras palavras, a é satisfeitaem
todos os mundos possiveis de qualquer estrutura que sdo0 modelos para todos os
membros de G Entdo, pela seméantica de [, [la € satisfeita em todos esses mundos
possiveis. Logo, G = [la.

3.3.2 Teorema da completude

Nesta se¢éo, apresentaremos a prova do teorema de completude para o sistema D da
I6gica modal proposicional. Para tanto, faz-se necessaria a apresentacdo de alguns
conceitos.

Definicéo 36 { Consisténcia de férmula} Dizemos que umafdérmulaa € consistentesee
somente se @a ndo for provavel nalégica (+ Ja).

Definicéo 37 { Consisténcia de conjunto de férmulas Um conjunto finito de formulas,
digamos {a1,%,ay), € dito consistente se e somente se a hegagdo da conjuncdo de seus

membros ndo puder ser provada (+ @(a1,%,an)).

Definicdo 38 { Conjunto maximal consistente Um conjunto consistente de formulas €
chamado maximal consistente se ele contém a ou @a, para todas as formulas a.



Definicdo 39 {Propriedades de conjuntos consistentes} Algumas propriedades dos
conjuntos consistentes séo (onde S é um conjunto maximal consistente qualquer ea, b
sdo formulas):

= Sta,entdoal S
= al Sougal S
= Seal Se@® b)T Sentdobl S

Lema 6 As seguintes afirmacfes sdo equivaentes (onde a € uma formula):
= Sew I- a, paratodo mundo w de qualquer estrutura, entéo + a;
= Quaquer formula consistente é satisfativel.

Prova: Suponhamos que a primeira afirmagéo acima seja 0 caso para uma formula a,
ou sgja (onde w é qualquer mundo de qualquer estrutura):

Sewl a,entdo + a sse

Se i a,entdow I a sse

Se @a é consistente, ent3o existe uma estrutura AV, R, viicomw’ T W
tal que W I- Ja sse
Qualquer formula consistente é satisfativel.

Assim, tudo de que precisamos agora para provar a completude da I6gica é encontrar
um método para construirmos um modelo para uma férmula consistente dada. O
método que apresentaremos consiste em construir todo um conjunto maximal
consistente a partir do mnjunto consistente formado pela formula origina, e entdo
apresentar um modelo para ele.

Lema 7 {Construcdo de Lindenbaum} Qualquer conjunto consistente pode ser
estendido a um conjunto maximal consistente.

Prova: A prova deste lema pode ser encontrada na maioria dos livros de textos de
l6gica classica, tais como [SHO67, END72], e ndo sera apresentada aqui ([COS92]
ressalta que é bastante utilizado na demonstragdo do teorema da compacidade).
Mostraremos, entretanto, como obter tal extensdo.

Sgja S um conjunto consistente de formulas. Primeiramente, geramos uma enumeracao
de todas as formulas. Agora, criamos uma sequéncia de conjuntos de férmulas
S, S, Y4, da seguinte forma:

SgaSH=9
S+1=S E {a;} seconsistente, ou S E {@a;} caso contrério
Sgja Ga unido de todos 0s Ss. Assim, Gé um conjunto maximal consistente e contém S

Lema 8 Se um conjunto de férmulas do tipo { [Jas, ¥4, Uan, @b} é consistente, entéo
{ai, Y4, a,, @} €consistente.

Prova: Suponhamos, por contradi¢do, que o conjunto {Uaj, ¥4, Ua, GLIb} sga
consistente e {a1, ¥4, an, @} inconsistente. Entéo:

- @Xa1U¥% Ua, U 2b)
Logo, por necessitacdo (Nec), temos:



— O@(a U Y Ua, U 2b)

Pelo axioma D’, temos:
— O@(a1UY¥% Ua,U @b) ® @@ U Ua,U @)

Ent&o, por modus ponens (MP), obtemos:

+ @@ U Y% Ua, U 2b)
Finalmente, usando a afirmacdo acima e o teorema abaixo (a prova deste teorema &
omitida):

O(a Ub) ® (Ca U Ob)
Obtemos, por modus ponens (MP):
+ K0a; U Y. UOa, U OZb)

Entdo {a; L‘J‘ Y U Oan U [0@b)} € inconsistente e, pelo axioma D' e modus ponens (MP), podemos
concluir que a1 U %2 U Cla, U @Ib)} é inconsistente, o que contradiz a hipétese

A prova da completude das |o6gicas modais requer ndo somente a criagdo de um
conjunto maximal consistente, mas todo um sistema de conjuntos maximais consistentes

G, &, Y4, construidos da seguinte forma:

G, é obtido, estendendo o conjunto dado a um conjunto maximal consistente, através da
construcéo de Lindenbaum;

Paratodo G e paratodaformulado tipo @Ja T G geramos um novo conjunto maximal
consistente G, subordinado a G comegando com a e o conjunto S= {b|Cb 1 G}.
(Note que o conjunto {@a} E Sé consistente, pelo Lema 8)

Agora, apresentamos um modelo A = &V, R, viipara o sistema construido acima, com as
seguintes caracteristicas:

= A cada G do sistema de conjuntos maximais consistentes corresponde um

mundo possivel, que chamamos de wi. W € o conjunto de todos esses mundos
possiveis.

= Para todos os mundos possiveis wi, w;, awv, wiil R se e somente se o
correspondente G for subordinado ao conjunto G.

= v(w, p)=Vsepl G;ewviw, p=F, caso contrério, para todos os mundos
possiveis w; | W, todo simbolo proposiciona p, e G é 0 conjunto maximal
consistente associado awi.

E fécil verificar que A = &V, R, Mi definida acima € de fato, uma estrutura.
Verificaremos apenas que A satisfaz a restricdo caracteristica do sistema D, imposta a
relacéo de acessibilidade R de ser serial, 0 que serd demonstrado no lema a seguir.

Lema 9 Sga A = &V, R, Vi uma estrutura como descrita acima. Entdo A satisfaz a
restri¢o: “Para todo mundo possivel w1 W existe um mundo possivel w T Wtal que
(w,w)T R”

Prova: Seja G qualquer conjunto maximal consistente da construgéo acima. Entéo, para
cadaformula a, temos que [Ja | G, ou @lJa | G, pela propriedade dos conjuntos
maximais consistentes. Dessa forma, temos as possibilidades:

= @a 1 G. Logo, pela construgdo do sistema de conjuntos maximais
consistentes, existe um conjunto maximal consistente subordinado a G, digamos



G. Portanto, pela definicio de A, existe um mundo possivel w; T W
correspondente a G tal que avi, wiiil R, onde w; I W é o mundo possivel
correspondente a G.

= Hal G.Sga@b =a. Entdo, peo axioma D’ e pela propriedade dos conjuntos
maximais consistentes, temos que (JZb ® @b) T G. Logo, por modus
ponens, @b T G. Agora, a conclusio é obtida como no caso anterior.

Finalmente, precisamos mostrar que A € um modelo para as formulas do sistema de
conjuntos maximais consistentes. Para tanto, mostraremos, para toda formula a, que

wi-asseal G e, caso contrario, w; I+ a. Esse resultado pode ser obtido através de
uma inducdo na estrutura da formula, como apresentado a seguir:

= a € um simbolo proposicional

O resultado € assegurado pelas definicdes da estrutura A e da relacdo de
satisfatibilidade (IF).

= A formula é daforma @Za.

- Suponhamos que a 1 G, entdo @a | G, pela propriedade de conjunto
maximal consistente, e w; a, pela hipbtese indutiva. Logo, w; I+ a, pela
definicdo de satisfatibilidade. Por outro lado, sea | G, entito @al G,
pela propriedade de conjunto maximal consistente, e w; I a, pela
hipotese da inducéo. Logo w; I- @a.

= A formulaédaformaa Ub:

-SeaUbT G,entdoal Goubl G,pois, sea,bl G, entdo@a, @b 1
G, e, conseqiientemente, @a U @b) T Ge @a Ub) 1 G, pela
propriedade de conjunto maximal consistente. 1sso contradiz a hipotese,
pois ndo podemoster @ Ub) T Ge@(aUb) T G, umavez que G é
um conjunto consistente. Vamos supor, entdo, que uma das duas
formulasa ou b, digamos a, pertence a G, entdo w; I a, pela hipétese
de inducdo. Logo, w; I- (a Ub), pela definicdo de I-. Se ambos estdo em
G, entdo o resultado segue pelo mesmo argumento.

- Se, por outro lado, (a Ub) I G, entdio @(a Ub) T G, pelapropriedade de
conjunto maximal consistente e, com argumento similar, @a, @ 1 G.
Portanto, a, b | G. Entdo, pela hipdtese indutiva, wi - a e w; I- b, e,
consequentemente, w; I~ (a U b), pela definicio de I-.

= A formula é daforma (a:

-Seal G, entdo al G, paratodo conjunto G subordinado a G, pela
construcdo do sistema de conjuntos maximais consistentes. Logo,
w, IF a, para todo mundo possivel w; T W tal que aw, wjiil R, pela
hip6tese de inducdo. Portanto, w; I- [a.

Sedal G,entdo@a 1 G, pelapropriedade de conjunto maximal consistente, e
@a 1 G paraagum conjunto G subordinado a G, pela construgio do sistema de
conjuntos maximais consistentes. Logo, w; I~ @a, pela hipotese indutiva. Entéo
w; I+ a e, portanto, w; I+ Lla, pela defini¢éo da relagdo de satisfatibilidade. Assm,
w; I- @la, pela definicdo de I-.



4  Deducéao Natural

No capitulo anterior, foi descrito, para uma familia de légicas modais, um sistema
axiomético, que é correto e completo com respeito a seméantica de mundos possiveis de
Kripke. Alguns registros sobre sistemas de deducdo natural existentes para |ogicas
modais sd0 dados aqui. Esta apresentacdo € baseada no trabalho de [ COS92].

O sistema de deducdo natural para a légica modal foi proposto por Fitch ([FIT52]). A
prova de uma férmula da I6gica modal no sistema de deducéo natural pode implicar a
criacdo de subprovas, de acordo com as modalidades envolvidas. Assim, se estamos
interessados em provar <>a, podemos criar uma subprova para a. Essas subprovas
correspondem a uma mudanca de mundo e a verificacgo da validade da formula nesse
outro mundo.

Prawitz [PRA65] descreveu um sistema de dedugdo natural para as |6gicas modais 4 e
S5. Ele estendeu a deducdo natural de Gentzen para l6gica classica [ GEN34] com duas
regras de inferéncia, [(JE] e [<l], e duas regras de dedugdo “improprias’ (na
terminologia de Gentzen), a[I] ea[ <E]. Essas duas regras sdo improprias no sentido
de que elas tém subderivactes como suas premissas, e condigdes adicionais devem ser
especificadas para definir o conjunto de suposicdes descarregadas e o tipo de formulas
gue pode ser usado com as subderivacdes. Essas condicdes adicionais diferem de |6gica
para logica.

Fitting [ FIT83] desenvolveu um meio mais simples de definir regras de dedugéo natural
baseado na técnica de introduzir “caixas’ para delimitar as subderivacdes usadas como
premissas nas regras improprias de Gentzen. Uma descri¢éo das regras de deducéo
natural para conetivos classicos e para operadores modais pode ser encontrada em
[FIT83]. Alguns aspectos e caracteristicas dessa abordagem séo dados aqui.

Usando-se a técnica de caixas de Fitting, as suposi¢es que aparecem na primeira linha
com uma caixa sao suposi¢oes que precisam ser descarregadas. Por exemplo, naregra
[® 1] dada abaixo, aformulaa é uma suposi¢éo nova adicionada com a subderivacéo e
descarregada com o fechamento da caixa.

a

b [®1]
a®b

Além disso, formulas inferidas com uma caixa ou uma subderivagdo ndo podem ser
usadas fora da caixa. Entretanto, é possivel repetir formulas do lado de fora (acima) de
uma caixa dentro da caixa, permitindo, portanto, o uso de férmulas ja inferidas ou de
suposices mais globais. Isso € feito, especificando-se uma regra de iteracéo, que €
algo similar as condicoes laterais de Gentzen para as regras improprias. A prova com
uma caixa é considerada uma derivacdo subordinada no sentido em que ela fornece a
condicdo para a regra de inferéncia subjacente a ser aplicada. O mesmo principio é
aplicado as regras de inferéncia para operadores modais, seguindo a idéia das
derivacOes subordinadas de Fitch [FIT52]. Fitting define um tipo particular de caixa
chamado caixa estrita Regras de inferéncia para operadores modais sdo dadas como
regras para “criagdo” e “fechamento” de caixas e para férmulas repetidas dentro da




caixa. Caixas estritas podem ser pensadas como dedugbes que ocorrem dentro de um
mundo acessivel (alternativo). Portanto, nenhuma suposicdo descarregada é introduzida.

Doistipos diferentes de caixas estritas sdo definidos, correspondendo, respectivamente,
a interpretacdo de um mundo acessivel arbitrario e de um mundo acessivel particular.
Entretanto, elas tém que ser usadas separadamente, gerando dois tipos diferentes de
sistemas de deducdo natural para l6gicas modais, chamados A-estilo e I-estilo,
respectivamente.

Esses estilos oferecem duas formas de considerarmos criages de provas. Em uma, a
criacdo de uma subprova pode ser interpretada como a mudanca para um mundo
especifico, como se estivéssemos procurando um contraexemplo. Assim, se
encontrarmos <a em uma prova, poderemos criar uma subprova com a e, se
chegarmos a uma contradicdo, ou sgja, se escrevermos duas formulas do tipo b e @b,
entdo poderemos retorna, escrevendo essa contradi¢cdo. O mesmo acontece com JL1a,
paraaqua podemos criar uma nova subprova com @a, devido a interdefinibilidade dos
operadores modais (mais adiante neste capitulo, apresentaremos um exemplo desse
estilo de deducéo).

Notacdo 13 Para simplificar a escrita, estaremos utilizando o simbolo “*” para
representar contradicao.

Nessa situacao, se encontrarmos, no desenvolvimento da prova, [b — que significa que
b deve ser valida em todo mundo acessivel a partir do atual —, poderemos escrever b na
subprova. O mesmo raciocinio aplicase ao encontrarmos @<b, que nos permitira
escrever @b na subprova. Porém, como arelagéo de acessibilidade varia de acordo com
0 sistema que estamos utilizando, deveremos ter uma forma de aplicar essa regra para
cada sistema da |6gica modal. Por exemplo, se a relacéo de acessibilidade é reflexiva,
entdo poderemos escrever b na prova atual também.

Chamaremos abordagem de I-estilo, como em [FIT83]. Nessa abordagem, “as
mudancas de mundo” ocorrem de uma forma muito semelhante as que ocorrem no
sistema de tableau, como veremos no capitulo seguinte

A outra abordagem para criacdo de subprovas pode ser interpretada como a mudanca
para um mundo genérico qualquer. Assim, se encontramos [la, podemos abrir uma
subprova com a. Se, nessa subprova, pudermos concluir b, e como essa subprova pode
ser interpretada como a verificacdo da féormula em um mundo qualquer, ou sgja, ela se
aplica a todos os mundos acessiveis a partir do atual (mesmo que ndo haja nenhum),
podemos retornar e concluir Clb.

No sistema de deducéo natural A-estilo, uma caixa estrita pode ser aberta em qual quer
ponto de uma derivacdo para capturar a idéia de uma regra [[JI]. De fato, uma regra
chamada de Fechamento de Caixa Estrita permite a inferéncia de férmulas da forma
[Ja em qualquer lugar em que uma caixa desse tipo termine com umaférmulaa. Além
disso, umaregrachamada Regra da Iteracdo Estrita também é definida para especificar
as condigdes sob as quais formulas do lado de fora da caixa podem ser copiadas para
dentro. Paraalégica modal basicaK, umaférmulaa pode ser adicionada dentro de uma
caixa estrita se uma formula da forma [la ocorrer do lado de fora dela. 1sso pode ser
visto como um tipo de regra [LIE].

O entendimento das regras de deducdo natural para os sistemas da l6gica modal
depende fortemente do conceito de relacdo de acessibilidade, que é uma nocdo
semantica. Portanto, na maioria das vezes, explicaremos essas regras através do sistema
semantico.



4.1 Il-estilo

Apresentaremos a seguir as regras da abordagem |-estilo de deducéo natural para a
|6gica modal proposicional, iniciando com o sistema K. Como o sistema K estacontido
em todos os outros sistemas que estamos considerando (embora haja sistemas néo-
normais que ndo contém K), essas regras também devem ser aceitas nos outros
sistemas, com 0s devidos gjustes e acréscimos necessarios. Esses outros sistemas serdo
considerados mais adiante neste capitulo.

4.1.1 Sistema K

KUO@® b)® (Ha® L)
(Qualquer relacéo de acessibilidade)

Daeb) | oo ]]a®b
[la a a
b w \b s b w

O conjunto de regras da abordagem I-estilo de deduc&o natural para o sistema K da
I6gica modal proposiciona é formado pelas regras apresentadas a seguir (ondea, b ec
sdo formulas). Também apresentamos as restricdes impostas as regras, bem como
algumeas explicagdes correspondentes as mesmas.

Vale lembrar que queremos, certamente, que os teoremas da ldgica classica
proposicional sgjam também teoremas da l6gica modal proposicional, uma vez que
estamos usando 0s mesmo conetivos 16gicos com os mesmos significados. Portanto, as
regras da légica classica proposicional também sdo regras da l6gica modal
proposicional.

REGRAS DE INTRODUCAO

uy ab A ocorrénciadaformulaa ou @b a ser usada néo
aUb pode estar dentro do escopo de nenhuma
01 a b suposicao ndo descarregada — obviamente que se

ela estiver dentro de uma suposi¢éo descarregada,
aUb a Ub pelavishilidade do aninhamento, ela também n&o
®1) [a] podera ser usada. Assim, ndo pode depender de
a

nenhuma hipotese.

a®b



@)

0 1)
aS 1)

)
@0 1)

[a]

Asregras @l e JE tiveram uma reformulacdo ndo
obrigatdria, representando contradicéo por “M .

Queremos nao apenas que os teoremas da logica
proposicional sgjam aceitos na légica modal
proposicional, mas que sejam aceitos
necessariamente, ou sgja, que sgjam aceitos em

@a
a b
Oa gb

REGRAS DE ELIMINACAO

UE) aUb aUb
a b

UE) [b]
N

aUb C

® E) a a®b
g " [Da]
b AN

N

a

OF Oa @b
@ E) N N
a @b

X AN

O E Oa 2l1b
gOE| a %)

Y

Ya

todos 0s mundos possiveis. Esta é a explicacdo
paraaregra @1 ou I, que é chamada de
necessitacao.

Asregras @l e JE tiveram uma reformulagdo (ndo
obrigatéria), representando a contradicdo por “* 7.

A subprova daregra CIE ou @< E deve ser uma ja
anteriormente criada (por aplicacdo daregra <E ou

QOE).

O componente a ou @b de umaférmula (Ja ou b
deve ser aceito em todos os mundos acessivels a partir
do atual. Portanto, como uma subprova pode ser
interpretada como um mundo especifico, ao
encontrarmos uma formula [(Ja ou @<b poderemos
também escrever a ou @b em uma subprova existente,
através daregra LIE ou @ E. Também, aregra LIE ou
FE é em gerd, apresentada como uma regra a parte
denominada iteracdo. Optamos por forma de
apresentacaéo para mantermos a padronizacdo da
apresentacéo do sistema de deducéo natural.

Ao depararmos com uma férmula do tipo <a ou
@b, podemos entdo afirmar que existe um mundo
acessivel a partir do atual onde a ou @b ocorre. Entéo,
com aregra < E ou @1 E, criamos uma subprova —
transportamo-nos para esse mundo — para verificarmos
essa situagao.



REGRA DE
RETORNO

RET) | =

AN

AN

Se, em uma subprova, podemos deduzir uma contradicéo ("), entéo as
afirmacdes de que dispomos sobre esse “mundo possivel” sdo também
contraditorias. Entdo podemos voltar e afirmar a contradicéo “~ . Esta
€ ajudtificativa para a regra RET.

Exemplo 1 Provaremos que a férmula [C(a ® b) ® (Cla ® [b) é um teorema do
sistema K da |6gica modal proposicional:

1. O(a ® b) (supos)
2. (a (supos.)
3. @b (supos.)
4, @b (3, 2UE)
5. a (2, OE)
6. a®b 1, 1B
7. b (5,6, ®E)
8. A (7,4,RET)
9, Cb (3, 8, ZE)
10 Oa ® Ob (2,9, ®I)

11. O@®b)® (Ha® [h) (1, 10, ®1)

Exemplo 2 Provaremos que a formula &(a Ub) ® (<Oa U <$b) é um teorema do
sistema K da l6gica modal proposicional:

1 O(a Ub) (supos.)
2. goa (supos.)
3. aUb 1, OE)
4, a (3, UE)
5. Ja (2, 3CE)
6.. N (4, 5, RET)
7. Oa (2, 6, IE)
8. b (supos.)
9. aUb 1, ©B)
10. b (9, UB)
11. b (8, ICE)
12. A (10,11,RET)
13, Ob (8, 12, TE)
14 Calob (7,13, 01
15. O(alb)® (CaUdb) (1,14, ®1)



4.1.2 Sistemas T, D, K4,S4,KB, B e S5

Apresentaremos a seguir as regras da abordagem I-estilo de deducdo natural para os
sistemas T, D, K4, $4, KB, B e S5 dalégica modal proposicional.

TOa® a

A K O@ ® b) ® (Oa ® [b)
(Relacdo de acessibilidade reflexiva)

(la g? Llc
a C
D |
wl w3
w2 \S7

Regrasdo sistema T: O conjunto das regras do sistema I-estilo de deducéo natural para
alogicamoda T é formado pelas regras do sistema K mais a regra de eliminacao:

Essa regra justificase pelo fato de que, no sistema T, a

OE) Oa aSh rglagéo de acess biIid_ade e reflex.iva Des&aform_a, Se uma
formula deve ser aceita necessariamente — ou sgja, em todos

@O E) a %)s] os mundos acessivels — entdo ela deve ser aceita também no
mundo atual, que é um mundo acessivel, pela reflexividade
da relagdo de acessibilidade.

Exemplo 3 Provaremos que aférmula [la ® a é um teoremadalégicamoda T.

1. Ca (supos.)
2. a (1, OB
3 Oa®a (1,2 ®I)

Regras do sistema D: O conjunto das regras do sistema |-estilo de deducdo natural para
a légica modal D é formado pelas regras do sistema K, eliminando-se a restricéo

imposta a regra LIE ou @<E, que limita a aplicacdo da regra somente a subprovas ja
existentes.

Isso se justifica, pois a relacéo de acessibilidade serial implica que sempre existe um
préximo mundo possivel. Entdo, ao encontrarmos uma férmula do tipo [a ou @b,
podemos criar uma subprovaparaa ou @b, umavez que sabemos que existe um mundo
possivel acessivel a partir do atual.

Exemplo 4 Provaremos que a formula [(Ja ® <>a é um teorema da légica moda D:

1. Lla (supos.)
2. @la (supos.)
3. a (1, E)
4, Ja (2, ICE)
5. A (3, 4, RET)
6. Ca (2, 5, GE)
7. Ja® <Ca (1,6 ®1)



Regras do sstema K4: O conjunto das regras do sistema |-estilo de dedug&o natural
para alégicamodal K4 é formado pelas regras do sistema K mais a seguinte regra de
iteracao:

OiIT) 0Oa %504¢] Restricdo: A subprova deve ser uma ja existente.
aOIT) = = Explicagdo: Como arelagdo de acessibilidade é
Oa. @b transitiva, se umaférmula a é aceita necessariamente,
- < a deve ser aceita em todos os mundos acessiveis a
> > partir do atual.

Pela transitividade, todos os mundos acessiveis a partir dos mundos acessivels a partir
do atual sdo acessiveis apartir do atual. Logo, a deve ser aceitatambém nesses mundos.
Portanto a deve ser aceita necessariamente em todos os mundos acessiveis a partir do
mundo atual. Dessa forma, se encontrarmos uma formula do tipo (Ja ou @<b em uma
prova, podemos escrever [la ou @b em qualquer subprova existente.

Regras do sistema $4: O conjunto das regras do sistema |-estilo de deduc&o natural
para alogicamoda $4 € formado pelas regras dos sistemas T e K4.

Regras do sistema KB: O conjunto das regras do sistema I-estilo de deducéo natural

para a l6gica modal KB é formado pelas regras do sistema K mais a regra de
introducéo:

Ol
@01

b Restricgo: A subprova deve ser uma ja existente.

Yy

Explicacdo: Suponha que uma formula dotipo a ou @b
b sgja escrita em uma prova. Em termos do sistema

semantico, a ou @b é satisfeita em um mundo possivel w.

Yy §>> Y [ ®

X

Como arelacdo de acessibilidade € simétrica, todos os mundos acessivels a partir de w
acessam w. Entdo, em cada um desses mundos, a formula <¢a ou @b é satisfeita
Dessa forma, se encontrarmos a ou @b em uma prova, podemos escrever <a ou @b
em qualquer subprova existente.

Exemplo 5 Provaremos que aformulaa ® [0<>a € um teorema da l6gica modd KB:

1. a (supos.)
2. g¢Ca (supos.)
3. @ a (2, ILIE)
4. Oa @1, <)
5. A (3, 4, RET)
6. O a (2,5, GE)

7. a® OCa (1,6, ®1)

Regras do sistema B: O conjunto das regras do sistema |-estilo de deducéo natural para
alégicamoda B éformado pelas regras dos sistemas T e KB.

Regras do sistema S5: O conjunto das regras do sistema |-estilo de deduc&o natural
para alogicamoda S5 é formado pelas regras dos sistemas B e K4.



Exemplo 6 Provaremos que a férmula $a ® [1<a é um teorema da légica modal Sb:

1. Oa (supos.)
2. g1 a (supos.)
3. Fa (2, IIE)
4. OOa 1, <)
5. Oa 4, B
6. Fa (3, IOIT)
7. N (5, 6, RET)
8. A (7, RET)
9 O0<$a (3,8, TE)
10. Ca ® OCa 1,9 ®I)

Podemos criar uma nova regra de iteracdo para formulas do tipo <a ou @b no
sistema S5:

OIT)  <Qa b Restricdo: A subprova deve ser uma ja existente.
@IT)

Yy

Explicacdo: Consideremos uma estrutura &V, R, vii cuja
relacdo de acessibilidade R € simétrica e transitiva
Suponhamos que existam mundos possiveisw, wy T W tdl
que av, wiil R e uma férmulado tipo <a ou @b, por
exemplo, <a, sgasdatisfeitaem w, ou sga, w I <a.

L 1b

Ya §J> Y,
Y

Ent&o existe um mundow, T Wtal que &w, wifil R ews I- a. Pelasimetria, temos que
avy, Wil R, e pela transitividade, avy, woiil R. Portanto, wi - <a. Entdo, se arelagio
¢ transitiva e simétrica, e encontramos uma férmula do tipo <a ou @b em uma
prova, poderemos escrever <>a ou @b em uma subprova ja existente.

Observacdo: O conjunto de regras de deducdo natural formado pelas regras dos
sistemas B e K4 é suficiente para o sistema Sb. A adi¢do dessa regra ao conjunto vem
facilitar sobremaneira a prova de vérias férmulas, como é o caso da prova da formula
{a ® [O<a no exemplo a seguir, que é bastante mais simples do que no exemplo
anterior.

Exemplo 7 Provaremos que aformula ¢Ca ® [0<a é um teorema dalégica modal S5,
utilizando aregra <IT ou GUIT:

1. Oa (supos.)
2. g0Ca (supos.)
3. 2 a (2, 2UJE)
4, Ca 1, OIT)
5. A (3, 4, RET)
6. [O<Ca (2, 5, IE)
7. a® OCa (1,6 ®I)



No sistema de deducdo natural I-etilo, caixas estritas séo introduzidas em uma prova
somente depois da ocorréncia de uma féormula da forma <a (ou @la), agindo,
portanto, como subprovas em um mundo acessivel particular. Caixas estritas diferentes
precisam ser abertas para diferentes formulas <, e um fechamento ocorre a qualquer
momento em gque ~ sga provado na caixa, repetindo-o do lado de fora. O mesmo
conjunto de regras de iteracdo estrita e regras especiais como para o sistema A-estilo é
usado aqui, variando ainda de acordo com o tipo de |6gicamodal sob consideracéo. Para
mostrar as diferencas entre este e 0 método A-estilo, uma prova em deducdo natural |-
estilo é dada para 0 mesmo exemplo acima.

O exemplo a seguir é uma derivacdo com o sistema de deducdo natural |-estilo descrito
acima. Nesse sistema, ‘U |- k4@’ declara que ha uma prova de a em deducéo
natura l-estilo. Caixas estritas sdo aqui representadas com uma linha dupla em cima.

Exemplo 8 { Deducdo Natural 1-estilo} Considere a l6gica modal K{B,4}. Segja &,Ufia
teoria modal dada por S={} e U={Up® r} e sga a a formula moda
O(pUqg)® OOr. Entdo U k.4 @. Um esbogo de derivagio de U ks @ €
dado abaixo, com os passos faceis omitidos e alguma reescrita equivalente das formulas

1 CO(pUq)
(2 @(0O0p U @r)
©) @O

(4) ar

(5) @0(00p U @r)
(6) O(pUq)
©) @(00p U @r)
(8) pUq

(9) O(pUo)
(10) or

(11) @O0p
(12) @Cp
(13) CO(pUq)
(14) Ip

(15) pUq
(16) p

(17) "

(18) n

(19 n

(20) n

(21) N

(22) Oor
(23) OpUg® OOr




Nessa derivacdo, (1) € uma suposicao nova, introduzida usando a regra de dedugdo
natural classica [® I]. (2) é uma reescrita equivalente da formula assumida em U e (3)
€ a nova suposi¢ao introduzida usando a regra classica [@I]. (4) é obtida por aplicacédo
da regra de “ criacdo” de uma caixa estrita a (3), enquanto (5) e (6) sdo obtidas por
aplicacdo da regra de iteracéo restrita a (2) e (1) respectivamente. Depois, a regra de
criacdo de uma caixa estrita € aplicada novamente a (5), inferindo a férmula (7),
enquanto (8), (9 e (10) sao obtidas por aplicacdo da regra de iteracéo estrita duas
vezes a (6) e a (4) respectivamente. (11) é obtida aplicando a regra classica [® E] a (7)
e (10), respectivamente, permitindo que uma caixa estrita nova seja aberta, na qual
(12) é adicionada pela regra de criacédo e (13) é adicionada pela regra de iteracéo
estrita. Por causa da formula (12), outra caixa estrita é aberta, onde (14) e (15) sdo
adicionadas por razles similares aquelas dadas para (12) e (13). Finalmente, a
aplicacéo da regra classica [UE] permite que (16) sgja inferida, a qual, juntocom (14)
da ainconsisténcia (17). Uma vez que uma inconsisténcia tenha sido derivada, a caixa
mais interna pode ser fechada, repetindo-se a inconsisténcia do lado de fora da caixa
(18). (19), (20) e (21) também sdo derivadas dessa maneira. Portanto, (22) e (23) sdo
obtidas pela aplicacéo de [QI] a (3) e(21), e por aplicacdo de[® I] a (1) e(22).

4.2 A-estilo

Como para a abordagem l-estilo, faremos a apresentacéo das regras de deduc&o natural

A-estilo para alogica modal proposicional comegando pelo sistema K, com explicagdes
um pouco mais detalhadas e, entdo, apresentaremos as regras para 0s outros sistemas
gue estamos considerando.

4.2.1 Sistema K

O conjunto de regras da abordagem A-estilo de deducdo natural para o sistema K da
l6gica modal proposiciona € formado pelas regras de deducdo natural para a légica
cléssica proposicional mais as seguintes regras:

an = =X OE) Oa @Ob Restricio: Naaplicacio
daregra [l ou @I, a

g 1) a qu 2 d) a %b ocorrénciadaformula a
N N N N

ou @b na subprova néo

Oa GSb pode depender de
nenhuma hipotese (da
qual CJa ou @< b ndo
dependa).

Explicagfes: Ao encontrarmos uma férmula do tipo [Cla ou @<b em uma prova, em
termos de seméanticaisso reflete que Ca ou @< b é satisfeita em um mundo possivel w
equea ou @b é satisfeita em todos os mundos acessiveis a partir de w. Entdo podemos
criar uma subprova com a aplicagdo da regra [LJE ou @< E e escrever aférmula a ou
@h. A grande diferenca para a abordagem I-estilo é que, naquela abordagem, uma
subprova corresponde a um mundo acessivel (a partir do atual) especifico, e a subprova
gue estamos criando agora, nesta abordagem, A-estilo, representa um mundo acessivel

(apartir do atual) genérico qualquer. Assim, se encontrarmos uma férmula do tipo a ou
@b em uma subprova, podemos retornar e escrever [la ou @< b por aplicacdo daregra
Ol ou @I,



Exemplo 9 Provaremos que a formula C(a ® b) ® (a ® [lb) € um teorema do
sistema K da l6gica modal proposicional:

1. O(a ® b) (supos.)
2 Oa (supos.)
3 a (2, E)
4 a®b (1, OE)
5. b (3,4, ®E)
6 CIb (5, O
7 Oa ® b (2,6, ®1)
8. O@®hb)® (Da® Ob) (1,7, ®I)

4.2.2 Sistemas T, D, K4,54, KB, B e S5

Apresentaremos a seguir as regras da abordagem A-estilo de dedugdo natural para os
sistemas T, D, K4, $4, KB, B e S5 da légica modal proposicional. llustragdes das
relacOes de acessibilidade de cada sistema podem ser conferidas no capitulo anterior.

Regras do sistema D: O conjunto de regras da abordagem A-estilo de deducéo natural
para o sistema D da l6gica modal proposiciona é formado pelas regras do sistema K
mais a seguinte regra

&) Oa
Oa

Explicacao: 1sso se justifica pois a relacdo de acessibilidade serial implica que sempre
existe um préximo mundo possivel. Entdo, ao encontrarmos uma formula do tipo Ua,
como a deve ser aceita em todos os mundos acessivels a partir do atual, e uma vez que
sabemos que existe um mundo acessivel a partir do atua, entdo podemos afirmar que a
€ aceita nesse mundo. Portanto, a é possivel, ou sgja, <a.

Exemplo 10 Provaremos que aférmula Cla ® <>a € um teorema da l6gica modal D:

1 (a (supos.)
2. Oa 1, <)
3 Ha® Ca (1,2 ®I)

Regrasdos sistemas T, K4, $4, KB, B e S5: As regras especificas da abordagem  A-
estilo de deducéo natural para os sistemas T, K4, $4, KB, B e S5 sdo as mesmas de
cada sistema na abordagem I-estilo.

O exemplo a seguir € uma derivacdo com o sistema de deducéo natural A-estilo descrito
acima. Nesse sistema, “U |- ax(e4p) @” declara que existe uma prova da formula a em
deducdo natural A-estilo, onde as suposi¢des locais em U sdo usadas em qualquer ponto
da prova, exceto nas caixas estritas. Caixas estritas sd0 aqui representadas com uma
linha dupla em cima (adotando a notac&o de Fitting), e usase a regra de iteragéo estrita
associada com K{ B,4}. (Nenhuma regra especia adicional é necesséria para classe
de légicas.)



Definicdo 40 { Regra de Iteracdo Estrita} Se S € o conjunto das formulas que ocorrem
acima, mas no mesmo hivel que uma caixa estrita (umaformula a e uma caixa (estrita)
sdo ditas de mesmo nivel se ocorrem dentro da mesma caixa), entéo pode ser adicionado
a caixa estrita qualquer membro do conjunto:

S'={a|0al SE{da|0al SE{@0a|@l S
Exemplo 11 { Deducéo natural A-estilo} Considere a l6gica modal K{B,4}. Sgja 8SUn
a teoria modal dada por S={} e U={LILlp® 1} e sga a a formula modal
O(pUg)® OOr. EntdoU |- axsay) @
Novamente, um esboco de derivacéo de U |- ak¢e4pa € dado abaixo, com o0s passos

faceis omitidos e alguma reescrita equivalente de formulas incluida por simplicidade. E
util considerar a Regra de Iteracéo Restrita associada com a légica em consideracéo.

(1) O(pUg)
(2) D(pUQ)
(3) pUq
(4) p
(5 Up
(6) OOp
(7) Olp® r
(8) r
(9 (%) H%g
(10 Or
(11) OOr
(12) O(pUqg) ® OOr

Na derivacéo acima, (1) € uma suposicao nova introduzida usando a regra de deducdo
natural classica[® I]. (2) é obtida por aplicacdo da regra deiteracdo a (1) na primeira
caixa estrita, enquanto (3) € obtida por aplicacdo da regra de iteracéo estrita a (2) na
segunda caixa estrita (interna). (4) € obtida a partir de (3) usando a regra classica [UE]
[FIT83], e (5) é obtida usando a regra de fechamento da caixa estrita mais interna. (6)
€ obtida usando a regra de fechamento da caixa estrita externa, (7) € a suposi¢éo dada
em U, (8) é obtida pela aplicacdo da regra classica [® E]. Depois, outra caixa estrita é
aberta, na qual (9) é adicionada pela aplicacdo da regra de iteracéo estrita a (8). (10)
€ uma reescrita equivalente simples de (9). O fechamento dessa Ultima caixa estrita da
(11), efinalmente (12) é obtida por aplicacdo daregra[® 1] a (1) e (11).

As provas da corretude e da completude desses dois sistemas (“estilos’) de deducéo
natural com respeito a semantica de Kripke podem ser encontradas em [FIT83).



5 Tableaux

Esta apresentacdo baseia-se no texto de [PRI2001], em que também se encontram os
tableaux para a logica classica proposicional. Os tableaux para l6gica modal s&o
sSimilares a esses, exceto pelas seguintes modificagoes.

Primeiraa. Em cada n0 da avore ha uma formula e um numero natural
©, 1, 2, v4), daforma: a,i; ou algo daformairj, ondei ej sdo nUmeros naturais.
Intuitivamente, nimeros diferentes indicam mundos possiveis diferentes, a,i
significaquea é verdadeirano mundo i; eirj significaque o mundo i tem acesso
a0 mundo j. Evitaremos usar r como variavel proposicional onde isso puder
levar a confusdo.

Segunda, a lista inicial para o tableau inclui a,0 para todas as premissas a (se
houver alguma), e @b,0, onde b é a conclusio.

Terceira, as regras para os conetivos de funcdes-verdade sdo as mesmas gque na
|6gica ndo-modal, exceto que o nimero associado com cada férmula € também
associado com seus descendentes imediatos. Portanto, a regra para a disjuncéo,
por exemplo, &

AUB,i

Al Bii

Ha quatro regras novas para os operadores modais:

@a.,i goa (a,i Oa,i
| i
O@a i Oda i | irj
a, a,

Naregra para [ (terceira da esquerda para a direita), ambas as formulas acimada seta
devem estar presentes para aregra ser disparada, e ela é aplicada para cada mundo j. Na
regra para < (quarta da esquerda para a direita), o nimero j deve ser novo, isto é, ele
ndo deve ter ocorrido no ramo em nenhum lugar acima.

Finalmente, um ramo esta fechado se e somente se paraagumaférmulaa e um nimero
i, tanto a,i como Ja,i ocorrerem no ramo. Deve ser 0 mesmo i em ambos os casos.
(N&o é 6ébvio, mas, como no caso proposicional, cada tableau do tipo que estamos
tratando aqui é finito.) Apresentamos alguns exemplos de tableaux:



0] O@® b)UOb® c)+ O@ ® c).
O@® b)UOO® c), 0
dl(a® c),0
O(a® b),0
Ob® ¢),0
CP(a® c), 0
Orl Q)
K a®c) 1l (D)
a,l
@c, 1
a®b,1 2
b®c,1 2
—

@a, 1 b, 1
/\

@b, 1 c,1

As linhas marcadas (1) sdo obtidas pela aplicacdo da regra para < a linha
imediatamente acima delas. As linhas marcadas (2) sao os resultados de duas aplicacdes
daregra para [ aos conjunctos da premissa.

(i) = OG(aUb)® (Ca U oh).
(<@ Ub) ® (Ga U<ob)), 0
O(aUb), 0
Z(<Ca Uh), 0

@oars WOb, 0
O@a, 0 O@b, 0

Orl Orl (D)
aUb, 1 aUb, 1 (1)

a, 1 a1l

b, 1 b, 1

Ja, 1 @b, 1 (2



As linhas marcadas (1) resultam de uma aplicacdo da regra para < a férmula do
segundo no do tableau. A linha marcada (2) resulta de aplicacGes da regra para [ a
[Ida, 0 (ramo da esquerda) e [1@b, O (ramo da direita).

i) w (OpUO@g)® SOOp
A((COpU A ® OO, 0
OpUu <@g, 0
g>O0p, 0
<p, 0
<$@q, 0
O@0<Op, 0 (1)
orl )
p,1 (2
a15p, 1(3)
SBp, 1
1r2
ap, 2
LIdp, 2
or3 4
@q, 3 (4)
@1<Cp, 3 (5)
S@p, 3
3rd
ap, 4
LI, 4

As linhas marcadas (2) resultam de uma aplicacdo da regra para <> a quarta linha do
tableau. As linhas marcadas (4) resultam de uma aplicacdo da mesma regra a quinta
linha do tableau. Note que, como os exemplos mostram, quando aplicamos aregra para
<, podemos ter que voltar e aplicar a regra para [ novamente, para o novo mundo
(novo numero) que foi introduzido. Portanto, a linha marcada (3) resulta de uma
primeira aplicacdo da regra a linha (1). A linha (5) resulta de uma segunda aplicacéo.
Por essa raz&o, se estamos assinalando nés para mostrar que terminamos de lidar com
eles, nunca deveriamos assinalar um né da forma [la, pois podemos ter que voltar e
usalo novamente.

Contramodelos podem ser lidos a partir de um ramo aberto de um tableau de uma
maneira natural. Para cada nimero i que ocorre no ramo, ha um mundo w;; w;Rw; see
somente se irj ocorre no ramo; para cada par ametro proposicional p, se p,i ocorre no
ramo, Wi(p)=1se @p,i ocorre no ramo, Vyi(p)=0 (e se ndo, Wi(p) pode ser qualquer
COisq).



Portanto, o contramodelo dado pelo ramo aberto (e somente por ele) do ultimo exemplo
€ como segue: W={Wp, W1, W2, Ws, W4}. WoRW1, Wi RW>, WoRws3, W3sRw,. N&o ha outros
mundos relacionados por R wa(p)=1, (@) = 0; em outros casos, v € arbitraria A
interpretacéo pode ser representada assim:

e N
W1 W3

p @q

- AN !

'd N\ (
Wo Wy ]

(& J .

Usando as condig¢Oes-verdade, podemos verificar diretamente que a interpretacdo
funciona. Como p € verdadeira em wy, <p € verdadeira em wo. Similarmente, $@q é
verdadeira em wy. Portanto, o antecedente é verdadeiro em wp. Wy ndo acessa mundo
agum; entdo <p é falsaem w, e < p é fasaem wy. Similarmente, (1O p éfdsaem
ws. Portanto, ndo ha qualquer mundo ao qual wp possa ter acesso no qual (1< p sga
verdadeira. Portanto, <OOCOp é fdsa em w,. Disso segue, entdo, que
(OpU O@g ® OOOp éfdsaem wo.

Os tableaux recém descritos sdo corretos e completos com respeito a semantica. A
prova é dada a seguir.

As provas da corretude e da completude para K sdo essencialmente variagOes e
extensdes das provas de corretude e completude para a | 6gica proposicional, que podem
ser encontradas em [ PRI12001]. Redefinimos crenca e a interpretacdo induzida.

Definicdo 41 {Crenca} Sga | = &N, R vii qualquer interpretacdo modal, e sgja b
gualquer ramo de um tableau. Entdo | é faithful a b se e somente se houver um
mapeamento f dos nimeos naturais para Wta que:

Paracadanoé a,iem b, a é verdadeiraem f(i) em I.
Seirj estaem b, f(i)Rf(j) em I.
Dizemos que f mostra que | é faithful a b.

Lema 10 {Lema da corretude} Seja b qualquer ramo de um tableau, e | = &V, R, vii
qgualquer interpretacdo. Sel éfaithful a b, e umaregra de tableau é aplicada a ele, entdo
ele produz pelo menos uma extensdo, b, tal que | éfaithful ab’.

Prova: Sgja f uma func@o que mostra que | é faithful ab. A prova procede por uma
consideracéo caso-a-caso das regras de tableau. Os casos para as regras proposicionais
sB0 descritos em [PRI2001]. Suponha, por exemplo, que aUb,i estd em b, e que
aplicamos a regra para conjuncgado para dar um ramo estendido contendo a,i e b,i. Como
| é faithful ab, aUb é verdadeira em f(i). Portanto, a e b sdo verdadeiras em f(i).
Portanto, i € faithful a extensdo de b.

Consideraremos apenas regras modais em detalhe. Considere a regra para <> negado.
Suponha que @< a i ocorre em b, e que aplicamos a regra para estender o ramo com
(0@a ,i. Como | é faithful ab, @< a é verdadeira em f(i). Portanto, [1da é verdadeira
em f(i) (vgja[PRI2001]). Portanto, | éfaithful a extenséo de b. A regra para [l negado é
similar (também vega [ PR12001]).



Isso levaasregras para [l e <. Suponhaque [Ja,i estejaem b, e que aplicamos aregra
para (1. Como | é faithful ab, [Ja é verdadeira em f(i). Além disso, paratodo i e ta
gueirj esta em b, f(i)Rf(j). Portanto, pelas condicdes verdade para [, a € verdadeiraem
f(i), e portanto | éfaithful a extensdo do ramo. Finamente, suponha que <a,i estdemb
e aplicamos aregrapara < paraobter nésdaformairj ea,j. Como | éfaithful ab, Ca
é verdadeira em f(i). Portanto, paraalgumw 1 W, f(i)Rw; ea é verdadeiraemw. Seja f’
0 mesmo que f exceto que f’(j)=w. Note que f também mostraque | é faithful a b, poisf
e f’ diferem s emj; isso ndo ocorre com b. Além disso, por definicdo, f'(I)Rf'(j),ea &
verdadeira em f'(j). Portanto, f" mostra que | é faithful ao ramo estendido.

Teorema 11 { Teorema da corretude para K} Para Sfinito, se S aentdo S = a.

Prova: Suponhaque S ¥ a. Entdo ha umainterpretacéo | = &V, R, viique tornatodas as

premissas verdadeiras e a falsa, em algum mundo w. Sgja f qualquer funcéo tal que
f(0) = w. Isso mostraque | éfaithful alistainicial. A prova é agora exatamente a mesma
gue no caso ndo-modal. (A prova é omitida, podendo ser encontrada em [ PRI2001].)

Definicdo 42 {Interpretacdo induzida} Seja b um ramo aberto de um tableau. A
interpretacdo | =&V, R, Viinduzida por b é definida como descrito anteriormente.
W = {w; | i ocorreem b}. w;Rw; sse irj ocorre em b. Se p,i ocorre em b, entéo vui(p)=1,
se @p,i ocorre em b, entéo v,i(p)=0 (e caso contrario vyi(p) pode ser qualquer coisa que
gostemos).

Lema 12 { Lema da completude} Seja b qualquer ramo completo aberto de um tableau.
Sgal = aV, R, vila interpretagdo induzida por b. Entéo:

sea, estdaem b, entdo a é verdadeiraem wj;
se Ja ., estAem b, entdo a éfasaem w;

Prova: A prova é feita por inducdo na complexidade dea. Se a € atbmica, o resultado é
verdadeiro por definicdo. Se a ocorre em b, e é da forma bUc, entdo a regra para
disunco foi aplicada a bUc,i. Portanto, ou b,i ou c,i estd em b. Pela hipétese de
inducdo, ou b ou ¢ é verdadeira emw;. Portanto, bUc é verdadeira em w;, como exigido.
O caso para@(bUc) ésimilar, como s30 0s casos para as outras funcdes verdade. Agora,
suponha que a sejadaforma [Ib. Se [b,i esta em b, entdo paratodo j tal que irj esta
em b, bj esta em b. Por construgéo e pela hipotese de indugdo, para todo w; tal que
w;Rwj, b é verdadeira em w;. Portanto, Llb € verdadeira em w;, como exigido. Se @l 1a ,i
esta em b, entdo <C@a i estd em b; portanto, para algum j, irj e Ja ,j estdo em b. Pela
hipétese de indugéo, wiRw; e a é falsa em wj. Portanto, Lla € falsa em w; como exigido.
O caso para < é similar.

Teorema 13 {Teorema da completude} Para Sfinito,seSE=aentéo S+ a.

Prova: Suponha que S + a. Dado um ramo aberto do tableau, a interpretacdo que ele
induz torna todas as premissas verdadeiras em wp e a fasa em wy pelo Lema da

Completude. Portanto, S ¥ a.

5.1 Tableaux paraldgicas modais normais

As regras do tableau para K podem ser estendidas para trabalhar com outros sistemas
normais. Essencialmente, isso é feito, adicionando-se regras que introduzem mais
informacdes sobre R nos ramos. Como essa informacao surge quando aregra para [1 é
aplicada, o efeito dela é aumentar o nimero de aplicactes daguela regra.



Notacdo 14 As propriedades de reflexividade, simetria, transitividade e serialidade
serdo representadas, neste texto, pelos simbolos r, s, t e h, respectivamente.

Notacdo 15 As estruturas que possuem uma relacéo reflexiva, ssmétrica, transitiva ou
serial sobre 0 seu conjunto de mundos possivels serdo representadas, neste texto, por
Kr, Ks, Kt e Kh, respectivamente.
r S t
As regras para reflexividade, i jlrrlj(
Simetria e transitividade sdo: - - -
iri jri irk
A regra parareflexividade significaque, sei € qualquer inteiro no tableau, introduzimos
iri. Ela pode entdo ser aplicada ao mundo O ap6s a lista inicia, e, portanto, apds a
introducéo de qualquer inteiro novo. As duas outras regras sao auto-explicativas. Note
gue, se a aplicacdo da regra resultasse apenas na repeticdo de linhas que ja estéo no
tableau, ela ndo seria aplicada. Portanto, por exemplo, se aplicamos a regra da simetria
airj paraobter jri, ndo a aplicamos novamente a jri para obter irj. As se¢cOes seguintes
dao exemplos de tableaux para K, Ks e K, respectivamente.
ke Lp® p: A Lp® p),0
0r0
CIp,0
@p,0

p.0

A Ultima linha € obtida a partir de [1p,0, pois 0r0. Como [lp ® p ndo é vdidaem K,
isso mostra que K, € uma extensdo propriade K. (Isto €, K, ndo é o mesmo que K.)
Fks p® OO d(p ® OOp),0
p,0
@1p,0
SaOp,0
Orl
a<p, 1
1r0
Ldp, 1
@p,0

A Ultimalinha segue do fato de que [1@p, 1, pois 1r0. Como p ® [<p ndo é vaido em
K, isso mostra que Ks é uma extensdo prépria de K.
ke Up® U0p: @(Up ® ULp),0
LIp,0
A 10p,0
<@0p,0
Orl
A 1p,1
>dp, 1
1r2
ap,2
Or2
p,2



Quando adicionamos 1r2 ao tableau por causa daregra da <, ja temos Or1; portanto,
adicionamos 0r2. Como [lp € vdida em 0, uma aplicagdo da regra para [
imediatamente fecha o tableau. Como Llp ® [I[Ip ndo é vaida em K, isso mostra que
Kt é uma extensdo propria de K.

Para sistemas “compostos’, todas as regras relevantes devem ser aplicadas. Pode haver
alguma interacdo entre elas. Para sabermos disso, adotamos o seguinte procedimento.
Mundos novos sdo normalmente introduzidos pela regra da <. Aplicamos essa regra
primeiro. Entdo computamos todos os fatos novos sobre r que precisam ser adicionados,
e adicionamo-los. Finamente, retornamos, se necessario, e aplicamos a regra da [
sempre que os fatos novos sobre r exigirem isso. O procedimento € ilustrado no tableau
seguinte, demonstrando que +Hkst<Op® O<Op. Por uma questdo de brevidade,
escrevemos mais de uma informagéo sobre r na mesma linha.
HOp® Op),0
<p,0
@1<p,0
Orl
p,1
1r0, 1r1, OrO
S@op,0
Or2
adp,2
2r0, 2r2, 1r2, 2r1
L1dp,2
p,2
p,1
@p,0

A linha &@<p,0 exige a construgdo de um mundo novo, 2, com uma aplicacdo da
regrada <. Isso éfeito nas duas linhas seguintes. Adicionamos entéo toda ainformagao
nova sobre r que a criagdo do mundo 2 exige. 2r0 € adicionado em raz&o da simetria;
2r2 é adicionado em razéo da transitividade e do fato de que temos 20 e Or2; Ir2 é
adicionado em raz&o da transitividade e do fato de que temos 1rO e Or2; similarmente,
2r1 é adicionado em razéo datransitividade. Simetria e transitividade n&o exigem outros
fatos sobre r. Na construgdo de um tableau, tracar um diagrama da estrutura de mundos
pode gjudar.

Contramodelos lidos a partir de um ramo aberto de um tableau incorporam a
informacgdo sobre r da maneira Obvia. Portanto, considere o seguinte tableau, que

mostraque -k sLlp ® Olp:  G(Lp ® U0p),0

orO
LIp,0

@1Cp,0
p,0

<&@ p,0
Orl

A 1p,1

1r1, 1rO

p,1
Odp,1



1r2
ap,2
2r2, 2rl
O contramodelo é &V, R, vil onde W = {wp, w1, W2}, Ré tal que woRwo, WiRW1, WoRW>,
WoRW1, WiRwWp, wiRW» e woRwy, e v éta que Vwo(p) =V (P)=1, Vue(p)=0. Em imagens:

o =D Py
Wo W1 W2
P P Ddp

Os sistemas de tableau acima séo todos corretos e completos com respeito as suas
respectivas semanticas. A prova disso é dada mais adiante neste capitulo.

5.1.1 Tableaux infinitos

A regrade tableau para a serialidade, ja utilizando a notagdo introduzida anteriormente,
€ como segue (o simbolo h denota serialidade, conforme a Notagéo 14):
h

irj
Ela é aplicada a qualquer inteiro i em um ramo, dado que ndo hé nada da forma irj no
ramo, e 0 j em questdo deve ser, portanto, novo.

Deve-se tomar cuidado na aplicagéo dessa regra. Se ela for aplicada toda vez t&o cedo
guanto se possa fazé-lo, iremos para um regresso infinito a partir do qual nunca
retornaremos. Por exemplo, quando introduzimos j (como j é novo), temos que
introduzir um novo k e adicionar jrk, e entdo um novo | e adicionar krl e assim por
diante.

A regra esta correta, entretanto, dado que ndo a aplicamos imediatamente onde fazé-lo
evitaria que outras regras fossem aplicadas. Ela ainda deve ser aplicada em algum
momento, € claro (a ndo ser que o tableau feche antes). Corretude e completude para a
regra sao provadas mais adiante neste capitulo.

O tableau seguinte demonstra que HxnClp ® <p.
H(Op® <p),0
CIp,0
a<p,0
Ldp,0
Orl
p,1
p,1

Essainferénciando é vdida em K. Portanto, Kh € uma extensdo propria de K.
Mesmo com aregra aplicada dessa maneira, entretanto, se otableau falha em fechar, ele

serainfinito, como o tableau seguinte, que demonstra que -knLIp, ilustra:
A 1p,0
O@p,0
Orl
p,1



1r2
2r3
Ya

O tableau é infinito, mas o (Unico) ramo ainda esta aberto. Portanto, a inferéncia ndo é
invélida ainda. O ramo também especifica um contramodel 0, embora esse também segja
infinito. Ele pode ser representado assim:

@p
W{® w|® wi® va
Isso ndo significa que os Unicos contramodelos para [lp em Kh sgjam infinitos. Por
exemplo, 0 seguinte ndo serd, como pode ser verificado facilmente:

Se uma inferéncia ndo € valida em relactes de acessibilidade seriais, entretanto, e tem
um contramodelo finito, o procedimento de tableau ndo o encontrard Tais modelos
podem ser encontrados por tentativa e erro: faga uma adivinhac&o; veja se funciona; se
ndo, tente fazer uma mudanca apropriada; veja se funciona; se ndo, tente fazer uma
mudanca apropriada; etc.

N&o é apenas 0 sistema K, que pode permitir o desenvolvimento de tableaux infinitos;
mesmo K; pode permitir o desenvolvimento deles. Considere o tableau que mostra que

K @(<OpU OOp): @2(<p U DOOP),0
OpuOop 0
<p,0
Orl
p,1
<p,l
1r2
p,2
Or2
<op,2
2r3
p,3
YVa

Toda vez que abrimos um novo mundo i, a transitividade nos da Ori. E como C1<p é
valido em 0, aregra da [ exige que escrevamos <p,i, que exige que abramos un
mundo novoYa

Novamente, entretanto, um contramodelo infinito pode ser lido a partir do ramo aberto:

P P P
Wl ® i ® wl® wi® va
Este € um exemplo muito simples, entretanto. Em geral, € freqientemente muito dificil

estabelecer que um tableau é infinito e aberto, e é uma tarefa ainda mais dificil
reconhecer um contramodelo quando ele é um.

Usuamente, é muito mais fécil encontrar um contramodel o mais simples por tentativae
erro. Portanto, € fécil o suficiente estabelecer que a seguinte interpretacdo € um
contramodelo para a inferéncia do Ultimo exemplo:

A



Observacdo 1 Néo escolhemos os exemplos K;, Ks, K; e K}, a0 acaso. Os principios
mostrados que sdo validos em cada caso sd0, em certo sentido, os principios
caracteristicos das l6gicas K, Ks, K; e Ki. Além disso, tecnicamente, cada um, quando
adicionado a algum sistema de axiomas para K, d4 uma axiomatizacdo completa da
|6gica.

Consideraremos agora 0 sistema S5, ele é especial. Para ver como, sgja uma w
interpretacdo — “u” para universal — uma interpretacdo na qual R satisfaz a seguinte
condicdo: paratodo wi e we, Wi Rw, —todos se relaciona com todos.

Em uma uwinterpretacdo, R “cai fora do desenho” completamente. Podemos apenas
também definir uma u-interpretacdo como um par &V, i onde as condi¢des verdade
para (] s30 simplesmente: uy,(CJa)=1 se e somente se paratodo w T W, uy(a)=1; e
similarmente para <.
Tableaux para K, também podem ser formulados de maneira muito simples: r nunca é
mencionada. A aplicacdo da regra da < a <a,i da uma linha nova da forma a |
(j novo); e, daplicacdo daregrada ] alla,i, adicionamosa ,j paratodo j. Por exemplo,
Fwa ® Oa: g(<Ca® [O<a),0
<a,0
@1<$a,0
Ooa,0
a,l
@< a,2
Lda,2
@a 0
Ja,1
Ja 2

Agora, K, st e K, sdo, de fato, equivalentes, no sentido em que S = sta Se e somente se
S Exa. Metade desse fato é dbvia. E fé&il verificar que, se uma relacio satisfaz a
condicdo u, ela satisfaz as condigdes reflexiva, simétrica e transitiva. Portanto, se a
verdade € preservada em todos os mundos de todas as rst-interpretacOes, ela é
preservada em todos os mundos de todas as winterpretagbes. Portanto, se S Ey sta,
entéo S =x.a. A inversa ndo é téo Obvia (sua prova é dada a seguir.)

Por causa da equivaléncia entre K, e Kist, 0 nome S5 tende a ser usado,
indiferentemente, para ambos os sistemas. Vae lembrar que ha ainda muitas outras
|6gicas modais normais.

5.1.2 Provas de teoremas
Apresentamos, nesta secéo, provas para 0s teoremas enunciados ao longo deste capitulo.

Teorema 14 {Corretude para K., K, K; e K} Os tableaux para K;, Ks, K; e Ky séo
corretos com respeito a sua semantica.

Prova: A prova é como paraK (Teoremall e[ PRI2001]). Tudo que precisamos fazer €
verificar que o Lema da Corretude ainda funciona, dadas as regras novas. Entéo
suponha que f mostra que | é faithful a b e que entdo aplicamos uma das regras:
Para reflexividade: obtemos iri, mas f(i) Rf(i) pois R é reflexiva.
Para simetria: como irj estdem b, f(i)Rf(j), mas entdo f(j) Rf(i) pois R é simétrica,
como exigido.
Para transitividade: como irj e jrk estdo em b, f(i)Rf(j) e f(j)Rf(k). Portanto
f(i)Rf(k) pois R é transitiva, como exigido.



Para serialidade: i ocorre em b, e aplicamos aregra para obter irj, onde j € novo.
Sabemos que, para algum wi W, f()Rw. Sga f 0 mesmo que f exceto que
f'(j)=w. Como j ndo ocorre em b, ' mostra que | é faithful ab. Além disso,
f'(i)RF (j) por construcdo. Portanto, f’ mostra que | é faithful ao ramo estendido.

Teorema 15 Os tableaux para sistemas com qualquer combinacdo de reflexividade,
simetria, transitividade e serialidade so corretos com respeito a sua semantica

Prova: Apenas combinamos cada um dos argumentos individuais.

Teorema 16 { Completude para K;, Ks, K; e Ky} Os tableaux para K;, K, K; e Kj sGo
completos com respeito a sua semantica.

Prova: A prova é como para K (como no Teorema 13 e em [PRI2001]). Tudo o que
temos que fazer, além disso, € verificar que a interpretacdo induzida pelo ramo aberto,
b, € do tipo exigido.
Para reflexividade: para todo wil W, iri ocorre em b (pela regra da
reflexividade), portanto, por definicdo de R, wiRw;.
Para simetria: parawi, W T W, suponha que wiRw;. Ent3o irj ocorre em b; mas
entdo jri ocorre em b (pela regra da simetria). Portanto, w;Rw;, como exigido.
Paratransitividade: parawi, wj, wi I W, suponha que wiRw; e w;Rwi. Ent&o irj e
jrk ocorrem em b; mas entdo irk ocorre em b (pela regra da transitividade).
Portanto, w;Rwy, como exigido.
Para serialidade: se w; T W entdo, para algum j, irj estd em b. Portanto, para
algum j, wiRwj;, como exigido.

Teorema 17 Os tableaux para sistemas com qualquer combinacdo de reflexividade,
simetria, transitividade e serialidade s&o completos com respeito a suas semanticas.

Prova: Apenas combinamos cada um dos argumentos individuais.
Teorema l8 S Ek ¢ & Sse S Ekya.

Prova: A prova da esquerda para a direita € como estabelecemos anteriormente. Da
direita para a esquerda: suponha que Sk st a. Sgja | = aW, R viiuma rst-
interpretacdo, tal que, paraagum w1 W, todos os membros de & sio verdadeiros em
w, masa ndo. Sgja W={w’; wRw'} (R € umarelacéo de equivaléncia, e W’ é apenas a
classe deequivalénciade w). Sgal’ =&V ,R,v'iionde R e |’ sdo as restricdes de Re
|, respectivamente, para W'. Entdo I’ € uma u-interpretacdo. Por exemplo, se
w,wi T W, wWRw e wR'w;. Entdo wR'w, por simetria, e WR ws, por transitividade. Um
fato mais crucial aindaéquesewl W e wRw; entiow; T W'. Por exemplo, wRw e
wRw; implicam wRw;. Portanto, se wi W, R e R relacionam w a exatamente 0s
mesmos mundos (*).

Agora, se pudermos estabelecer que, para todo wi W, e para toda a, os valores
verdadedea em| el’ sGo 0s mesmos, teremos 0 que queremos. Esse fato é estabel ecido
por inducdo sobre a construcdo de a. Para varidvels, isto € verdade por definicéo. Para
conetivos de funcdo-verdade, o resultado € direto. O caso para [1 € como segue; o
resultado para < é similar. Suponhaque wi W'

I'w(a)=1 A primeira e a Ultima linha sdo
validas em virtude das condi¢des
verdade de [1. A segunda linha é
vélida pela hipétese de inducéo. A
terceiralinha € valida por (*).

sse paratodo wi I W, tal que wRwy, I'w(a)=1
sseparatodo wy 1 W, tal que wR'wy, lw(a)=1
sse paratodo wi T W, tal que wRwy, V' \w(a)=1
sse lyw(a)=1



6 Calculo de Resolucao

Um método de resolucéo foi apresentado por [ROB65] para provar teoremas da légica
classica e teorias axiomaticas baseadas nele. ModificacBes desse método, corretas e
completas para o calculo modal proposicional S5 foram descritas por [MIN81]. Nossa
apresentacao é baseada no trabalho de [MIN89], que propde uma modificacdo simples na
regra de resolucdo cléssica, permitindo obter sistemas corretos e completos para as
|6gicas modais mais “populares’, em particular para $4, K, K4 e T. Descreveremos seu
esquema geral que permite estabelecer a completude do calculo construido dessa forma
para sistemas modais que tenham formulagdes do tipo Gentzen com a propriedade de
subférmula.

6.1 O meétodo deresolucao paraldgica classica proposicional

Um método de resolugdo para um dado sistema logico C é determinado, apresentando-
se férmulas de um tipo especial, chamadas diguntos uma regra (ou regras) de deducéo
R, que nos permite obter certos disuntos a partir de outros e chamada regra de
resolucéo, e também um algoritmo que reduza uma formula arbitraria F do sistema C a
uma listafinita Dr de disiuntos. A completude de um método de resolucéo significa que
a dedutibilidade de F em C implica a dedutibilidade do digunto especial vazio a partir
de Dr de acordo com aregraR. A corretude € aimplicacdo inversa: a dedutibilidade do
digunto vazio a partir de Dr implica a dedutibilidade de F em C.

Definicdo 43 {Literal} No caso do célculo cléssico proposicional, variaveis
proposicionais e suas negagcoes séo chamadas de literais.

Notagdo 16 Se L é um literal, entdo” L denota o literal contrério, isto €, o resultado de
adicionar uma negacdo se L ndo contém uma, ou de apagar a negacdo, se L contém uma.

Definicédo 44 { Disunto} Um disjunto é qualquer disjuncéo de literais. O digunto vazio,
ndo contendo um unico literal, é denotado por A e € identificado com a constante
“falsa’ (7).

Uma convencgdo permite nos identificar diguntos que diferem apenas na ordem de seus
literais e cancelar repeticdes de literas em um digunto, isto &, essa convencao permite
nos considerar diguntos como conjuntos de literais.

Definicdo 45 {Regra de resolucédo} A regra de resolucao para o célculo de declaractes
classico tem aforma

DUL;DU"L
DUD
Notacéo 17 Denotaremos a regra de resolucdo para o cdculo de declaracfes cléssico
por R.

Dois métodos para reduzir uma formula arbitraria do calculo de declaracdes classico
para um sistema de diguntos sdo descritos na literatura.

O primeiro consiste em transformar a negacdo da férmula sob consideragdo em uma
forma norma conjuntiva através de um algoritmo bem conhecido que inclui, em
particular, a aplicacdo da distributividade. 1sso leva, no pior caso, a um crescimento
exponencia da férmula que estd sendo processada e ndo é melhor, de jeito algum, do
gue a transformagdo para uma forma normal conjuntiva da propria formula (e ndo de



sua negacéo), que produz imediatamente uma resposta para a questdo de sua
dedutibilidade.

O segundo algoritmo para reduzir uma férmula para um sistema de diguntos, que
servird como nosso modelo, consiste em introduzir novas variaveis com o objetivo de
diminuir a complexidade da formula.

Escreveremos isso em termos de sequentes H ® a, onde a € umaformula, e H € uma
conjuncdo de disjuntos. Cada passo da acéo do algoritmo transformara cada sequente
emH® a’, onde H' contém H, e a’ é mais simples do que a, tanto quanto possivel,
isto €, até que a sgja reduzido para um literal. Quando isso ocorre, H~, "a € declarado
ser o sistema de digjuntos exigido, onde H~ € o resultado da “fragmentacdo” de H em
disjuntos (isto €&, substituindo simbolos de conjuncéo por virgulas) €éa é o literal
contr&rioaa.

Notacdo 18 Aplicamos o simbolo a[b] para separar uma determinada ocorréncia (ou
vérias ocorréncias) daformula b em a.

Nos esquemas de transformacdo dados abaixo, p denota uma varidvel proposicional
nova, isto € p ndo ocorre em H,a. A conjuncdo de diguncbes adicionada a H €&
equivalente a(p « b), onde b é aférmula substituida por p:

H® al[aUbl P HU(CaUbUp)U(CpUa)U(pUb) ® a[p,
H® a[aUbl]P HU(CpUaUb)U(CaUp)U(CbUp) ® a[p,
H® a[a® bjp HU(CpU aUbU@UpU(CbUp ® a[p],
H® a[> |a P HU(CpUaU@Up ® a[p.

Notacéo 19 Por H, (no caso do célculo classico proposicional), denotamos a conjuncéo
dos diguntos obtidos de ®a como resultado da aplicacdo sucessiva dessas
transformacfes tanto quanto possivel, seguida pela transferéncia de um literal para a
esguerda com negacdo, como descrito acima.

Exemplo12a =(((a® b) ® a ® a).
O sequente inicial ® a, dessa vez, € transformado em
CpUalUbU@UpU(CbUp® (p® a)® a)
ou, de maneiramaisconcisa, H1 ® ((p® a ® a); transformado entdo em
HUCqU pUaU(pUgU(alg® q@ &
transformado entdo em
H>UCrU qUa)U(@uUnuCaln® 'r,
isto € em H,. A deducdo do digunto vazio, de acordo com a regra de resolucéo
apresentada anteriormente, a partir do sistema de diguntos obtido assm tem a forma

q "qU 'pUa
aUp; 'pUa “alr; r
a; “a.

/e



A prova da corretude e da completude do método de resolucdo para o céculo
proposiciona cléssico é redlizada em varios passos.

Lema 19 Umafdérmulaa é dedutivel no calculo proposicional classico se e somente se
aformula H, é inconsistente, isto é, sua negacdo @H, € dedutivel. Mais precisamente,
as seguintes implicagdes (onde o asterisco denota uma certa substitui¢ao de formulas no
lugar de variaveis proposicionais) séo dedutivels:

a ® OH,,
(DH.)* ® a,

Prova: Primeiro note que implicacGes analogas a esta sdo verdadeiras em qualquer
passo de nosso algoritmo de reducéo, e que, nomeadamente, para quaisquer férmulasH,
J e b, as seguintes implicacdes (onde o0 asterisco denota a substituicdo de b no lugar da
variavel p), sdo dedutivels.

(H® Jb) ® (HU(p« b)® Jpl),
(HU(p« b)® Jp)* ® (H® Jb]),

Portanto, se H® L é o resultado do penultimo passo da acdo do algoritmo de reducdo
(antes de transferir o literal L para a esquerda com a negacdo), entdo as implicacoes
a® (H® L)e(H® L)*® a permanecem vélidas. Vale lembrar que H,° HU L. O
lema esta provado.

A assercdo Obvia seguinte justifica a corretude da regra de resolucéo e, pela mesma
prova, do método de resolucdo como um todo.

Lema 20 A conjuncéo das premissas da regra de resolucéo implica sua concluséo.
Prova: Temos (DUL)Y(D’U L)® (DUD’ UL)Y(DUD' U L)« DUD'U(LU L)« DUD'.

Teorema 21 { Corretude do método de resolucédo} Se A é dedutivel a partir de D, de
acordo com aregra de resolucéo, entdo a € dedutivel no calculo proposicional cléssico.

Prova: Seja /A dedutivel a partir de D, de acordo com aregra de resolucdo. Entdo, pelo
Lema 20, a conjuncdo dos disuntos de D, isto €, a formula H,, implica a constante
“falsa’. Pela mesma prova, H, € inconsistente e, em virtude do Lema 19, a € dedutivel.

A completude do método de resolucéo é estabelecida de uma forma levemente mais
complicada. Ela € fundamentada nas trés asser¢des seguintes sobre dedutibilidade.

Notacado 20 Denotaremos a regra de dedutibilidade por +.

Notacéo 21 Diremos que o disunto D’ é um enfraquecimento do disunto D (ou que D
€ um fortalecimentode D’), e escreveremos

DouD/ D,
D

se D estiver contido em D’ como um conjunto, isto &, se cada literal de D também
ocorrer em D’. Em outras palavras, D’ € obtido a partir de D pelainsercdo de literais,
enquanto D é obtido a partir de D’ pela exclusdo deles.

Notag&o 22 A notacdo

G D
GrD

ou GH-D/G+D



significard que essa regra € admissivel para o fortalecimento — mais precisamente, para
gue a dedutibilidade de D a partir da lista G de diguntos de acordo com a regra de
resolucéo implique a dedutibilidade a partir dalista G de algum digunto que reforce D.

Lema 22 A dedutibilidade de acordo com a regra R é monoténica com respeito ao
fortalecimento. Mais precisamente, se G — D e cada digunto da lista G € um
fortalecimento de algum digunto de G entdo G ~ D’ para algum fortalecimento D’ de
D, onde a nova deducéo pode diferir daquela dada apenas por exclusdes de termos
diguntivos e aplicacOes inteiras daregra R.

Prova: A prova é realizada por inducio na deduco dada G+ D. Se DT G(base de
inducdo), entdo como D’ tomamos agquele digunto de G que fortalece D.

O passo de inducdo segue da monotonicidade da regra R. De fato, sgja a ultima
aplicacdo de R na deducdo dada da forma

EUL; JUL (R
EUJ
Se o fortalecimento da premissa da esquerda, que existe pela hipotese de inducéo, tem a
forma E, isto &, o literal L é excluido, entdo o fortalecimento exigido da conclusdo &

também E’, e a aplicacéo de R sob consideracdo é excluida. Agimos de maneira analoga
no caso em que o fortalecimento da premissa do lado direito tem a forma

E UL: JUL
EUJ

gue é exatamente o0 que é exigido.
Lema23G D-E/G(DUD)+~EUD'.

Prova: E essencialmente quase suficiente adicionar o termo disjuntivo D’ a todos os
disuntos que dependam de D da deducdo dada. Um argumento mais detalhado usa
inducéo no tamanho da deducdo, isto € no nimero de aplicactes da regra de resolucéo.

Base de inducéo. E é um dos disuntos dalistaG D. Se E coincide com D, entdo E U D’
coincide com D UD’ e tudo é ébvio. Mas se E pertence a lista G entdo tomamos E
como o disjunto de fortalecimento exigido EU D’.

Passo de inducdo. Considere a Ultima aplicacdo da regra de resolucéo na deducdo dada:
EUL;JUL
EUJ
Na qual adicionar o termo disuntivo D’ preserva a regra de resolucéo, e em virtude do
Lema 23, essaregra € invariante com respeito ao fortalecimento. Portanto, aplicando a
hipotese indutiva as premissas da regra acima, estabel ecemos a propriedade necesséria

de sua conclusdo. No que segue, lidaremos freglientemente com conceitos para o
fortalecimento,

Para a prova da completude do método de resolucdo, vamos considerar um célculo
especial cujos objetos dedutiveis serdo conjuntos finitos (inconsistentes) de diguntos.

Definicéo 46 { Calculo P}

Axiomas G L, L.

Regra de deducdo G D; G D’
GDUD’




Lema 24 Uma lista de digjuntos € inconsistente se e somente se € dedutivel no calculo
P, isto &, P é correto e completo.

Prova: A corretude (inconsisténcia segue a partir da dedutibilidade em P) é provada
sem dificuldade por inducdo no tamanho de uma deducdo em P. Provaremos a
completude por indugcdo no nimero de ocorréncias do simbolo de diguncéo de G

Base de inducdo. G consiste de literais. Entdo a inconsisténcia de G é equivalente a
presenca de um par contrario, L, L, isto & ao fato de os elementos de G serem um
axiomade P.

Passo de indu¢dio. G=G, DUD'. Entdio a inconsisténcia de G é equivaente a
inconsisténcia de ambos os conjuntosG, D e G, D’. Aplicando a hip6tese de indugdo e
aregra de deducdo do calculo P, completamos a prova.

Lema 25 GD-A& GD A
GDUD + &
onde - denota a dedutibilidade de acordo com aregra R.

Prova: Aplicando o Lema 24 a deducdo dada do digunto vazio a partir da lista G D,
obtemos uma deducgo do disunto D’ apartir deG D UD’.

Agora a segunda deducéo dada (do digunto vazio a partir da lista G D’) permite nos
obter uma deducgo do diunto vazio exigida a partir da lista G D U D’. Graficamente:

G DUD

Teorema 26 Se uma conjuncdo ue uryuws ud nsta e inconsistente, entdo G- /A&

Prova: Tendo em vista o Lema 24, é suficiente aplicar a inducéo sobre o tamanho da
deducéo no célculo P. A base da inducgdo é justificada com o auxilio de uma aplicagdo
daregra R, e 0 passo de indugdo, com o auxilio do Lema 25.

Teorema 27 {Completude do método de resolucdo} Se a é dedutivel no calculo
proposicional classico, entdo D, +— A&

Prova: De acordo com o Lema 19, aformula H; € inconsistente, e entdo o Teorema 26
produz o resultado exigido.

Definicdo 47 {Regra de resolucdo reescrita} Vamos agora escrever a regra de
resolucdo na forma:

DUL D'UL

DUD UL; DUD'U'L.
DUD’
Definicdo 48 { Regra R enfraquecida} Para um enfraguecimento, a regra R pode ser
substituida pela regra seguinte, em virtude de nossa convencdo na identificagdo do
digunto vazio com o conjunto vazio:
DUL;DUL DUL;DU L

ue é equivaente a B
D g ™ DUZAE




E precisamente essa Ultima formulagio que servird como o modelo para a
generalizacdo. Para tanto, ela deve ser reescrita na forma:

SILI; S[L]
S[AH

6.2 O método deresolucéo paralogica modal

Notacdo 23 Nesta secdo, as letras D, E e F, com ou sem apostrofes ou subscritos,
denctardo disuncdes de literais e expressdes da forma CIL e L.

Definicéo 49 Consideraremos diguncdes quaisquer expressoes da forma
D; U (D2 U (D3 U ¥ U C(Dpy U OIDy) ¥4)),

onde, em particular, n = 0 (disuncdo vazia) ou n = 1 € permitido, isto &, as diguncdes no
sentido da secdo anterior sdo também digungdes neste novo sentido.

As regras de simplificacdo sdo [ A& e também os cancelamentos de repeticdes e
exclusdes de termos diguntivos vazios empregados anteriormente (que aumentardo
guando a regra de resolucéo reescrita for aplicada “literalmente”).

A regra de resolucgdo teré a forma
S[L]; S["L] S[OL]; S[<TL]
S[AH S[AH
isto € a mesma forma que a Ultima regra da secéo anterior se assumimos que L tem a

formaIL’, onde L’ é um literal, e levando em conta o fato de que [1a pode ser definida
em todos os sistemas sob consideracdo como @ [a, isto & (L e < L sdo contrarios.

(R)

O enfraguecimento de regras representa o importante papel de transformar um sistema
modal em outro. Adicionalmente afinalizacdo da escrita de termos disjuntivos empregada
na secdo anterior, agui também aplicaremos as outras transformagdes de
enfragueci mento.

Definicéo 50 { Transformacdes de enfragueci mento}

D? DUD’ (? V),

OD? D (d7?),

OD ? O(D’ UOD) (O? OUD),
O(OLUD)? OLUOD (O ? Suh),
OL? oL (@az? <),
O(OLUD)? LUOD (07 0O).

Podemos aplicar essas transformagdes a qualquer dos D; da definicdo de diguncéo, dado
gue o resultado tem novamente a forma de uma diguncao.

Definicéo 51 { Transformacgdes de enfraquecimento permitidas em cada sistema} Eis
uma lista de transformacdes de enfraguecimento permitidas em cada um dos sistemas
modais sob consideracéo (os sistemas axiomaticos deles sdo dados abaixo):

K (20,

K4 (2 U,0? OUD),

T (20,07?),

4 (2 007,07 OUO),



G (2 U00?0U0000? OU00OO? O),
Br (2 UO? ,0? 0O)

Definicdo 52 {Regra de resolucdo do sistema G} A seguinte regra de resolugdo
adicional sera empregada no sistema G:

S[O(OL U L); S[OL]
S[A

A variante de um sistema Sobtido assim sera denotada por SR. Portanto, consideramos os
sistemas KR, K4R, TR, 4R, GR e BrR.

Notacgdo 24 A notagdo D ou D/ID,
D

agora significara que D’ é obtido a partir de D por uma série de transformactes de
enfraguecimento permitidas no sistema sob consideracéo.

Notacdo 25 A notacdo G+ S agora significa que S é obtido a partir de diguntos que
ocorrem em G uma série de aplicagbes da regra (R), e enfraguecimentos (segundo a
Notacéo 24), onde os enfraguecimentos devem preceder imediatamente uma aplicacéo
daregra(R.

Em outras palavras, uma deducdo consiste de uma série de aplicacles de regras como:
Sl Sz Sl S2

S[L;  S[L S[OL];  S[O'L] (R)
S[AH S[AH

gue também denotaremos por (R), bem como as configurages analogas para a regra de
resolucéo do sistema G no caso do cllculo G. Consideraremos o tamanho da deducdo
como o numero de aplicacBes da regra (R) de acordo com nosso novo entendimento.

Reduzir uma férmula arbitraria a a uma conjungdo de disjuntos H, exige uma
modificacdo do esquema de transformacdes da secdo anterior, pois o teorema sobre uma
substituicdo equivalente, necessario para a prova do Lema 19, adquire, em $4, aforma
seguinte:

Teorema28 [J(c « b)® (a[c] « a[b])
Esse mesmo teorema, em sistemas mais fracos que contém K, adquire a forma seguinte:
Teorema29 O« b)® (a[c] « a[b])

Aqui, O"F denota F U OF U OOF U % U0 Y% OF (n vezes), enquanto n denota o
grau modal das acorréncias de A substituidas na formula a, isto €, 0 nUmero maximo de
ocorréncias aninhadas dos simbolos modais [1 e <> em cujo escopo sdo encontradas as
ocorréncias de A substituidas. Note que, para os sistemas que contém o axioma 4
(Oa ® OOa), isto &, A, Q4 e G, é suficiente tomar n =1 no Teorema 29, enguanto,
para os sistemas que contém o axioma T (CJa ® a), isto é T, S4e Br, aformula O
pode ser substituida por (1"a.

Assim que uma formulacéo apropriada do teorema sobre uma substituicéo equivalente é
encontrada, € fécil descrever a reducéo de profundidade necessaria.

Notag&o 26 Para simplificar nossa notagdo, assumiremos que apenas os conetivos U, @
e [] ocorrem em uma formulainicial:



H® a[qUr]? HUO"YCqU rUpUO" pUgUO”CpUr)® alp,
H® a[@q ? HUOYCpU g UO™(qUp)® a[p,

H® a[fq? HUOPCpUOgUOpU<S g ® alpl,

A reescrita das transformacgdes de enfraguecimento da Definicdo 50 para os demais
conetivos sdo omitidas.

Notacdo 27 A notacdo H, € agora apresentada exatamente como na se¢éo anterior, isto
€, Ha denota a conjuncdo de disuntos obtidos a partir de ® a como resultado da
aplicacdo sucessiva de transformagdes tanto quanto possivel, seguida pela transferéncia
de um literal para o lado esquerdo com a negacéo.

Notag&o 28 D,, assim como antes, € o resultado da exclusio de U de H,.

Exemplo 13 Uma deducdo de um disjunto vazio a partir de (" q U r), Og, <r no
sistema KR tem a forma

Lg
LCaUn); L(qUr)
Cr; S
/E

Esse sistema de disjuntos € obtido a partir do axioma K CJ(q® r) U Og® Or mais
rapidamente do que através do agoritmo geral.

Exemplo 14 Com a estrutura de trabalho do algoritmo geral, 0 axioma K reduz-se ao
sstema de diguntos

'pUqUr,qUp rUp OCpUqUr), (qUp, OCrUp),

"qU0p, qU < p, O qU Op), O(qU O p),

rU0g rU< g OCrUdg, Or U o),

w00, u0<$ T, OCuldr), Ouu o),

qUrUV, 'vUq, "vUr, ' wU'vUu vUw, "uUw, “w.
Definicdo 53 Uma deducéo do digunto vazio através da regra (R) tem a forma (onde Dy,
D, e D3 so deducbes de acordo com a regra de resolucdo ordinaria (ndo modal)).

D1
Op D;
O(pU gUn; OCpUqUn Og
Ds (g Ur); O(qUr)
r; Cr

A

A prova da corretude do método de resolucdo néo apresenta qualquer dificuldade agora—
ela copia as provas da secdo anterior. S denota qualquer um dos sistemas modais sob
consideragéo.



Lema 30 A formula a € dedutivel na formulagdo ordinaria de S se e somente se H, €
inconsistente em S isto é, @H, é dedutivel. Mais precisamente, a seguinteimplicacdo é
dedutivel em S

a® @Hj; (GH.)* ® a

Lema 31 A conjuncdo das premissas da regra (R) (a premissa da regra de
enfraguecimento) implicam sua conclusao.

Prova: Regra (R). Provamos por indugdo na construgdo do disjunto S (mais
precisamente, no niumero n da Definicdo de Diguntos) que a seguinte formula é
dedutivel:

S[a] US[b] ® S[a Ub]
Essaférmula produz S[a U’ a], isto é, S[A, quando b ="a.

Definicdo 54 {Regras de enfraquecimento} Como em todos os sistemas sob
consideracdo, temos as regras

a®b a®b

FUa® FUb' [Da® [Ob’

Isso é suficiente para notar que as implicagdes que correspondem as regras das
transformacdes de enfraquecimento de cada sistema sdo dedutiveis em cada um dos
sistemas sob consideracdo. As deducdes necessarias podem ser construidas com o auxilio
das formulagdes do tipo de Gentzen dadas abaixo.

Teorema 32 { Corretude do método de resolucdo} Se a € dedutivel a partir de Dy ho
sistema SR, entdoa € dedutivel em S

Prova: A prova coincide com agquela da Corretude do método de resolucdo dada na secéo
anterior.

A completude das formulagdes R é estabel ecida de acordo com 0 mesmo esquema que ha
secdo anterior; entretanto, eforcos adicionais séo exigidos para provar o analogo do
Lema 25.

As formulagdes do tipo de Gentzen dos sistemas sob consideracéo, usadas para provar a
inconsisténcia de conjuntos de diguntos, contém o cilculo P da secdo anterior, mas
diferem em suas regras modais.

Definicéo 55 Postulados proposicionais:
GL 'L GD;, GgD
G DUD’;
Notacao 29 [1G denota o resultado de adicionar [1 antes de todos os diguntos de G

Definicdo 56 Postulados modais:

Sistema K \
(OK)
P, G <L
Sistema K4 G LOGL
(OK4)
P, G <L
SistemaT <OKe A OA'S
(4T)

LA, S



Sistema 4 LG L
P, G <OL
Sistema G GUuGgoLL
P, G OL
SistemaBr OK,OTe L, G OOL, € (cutg,) “corte andlitico”

(OS4) e (ET)

(©G)

G (onde aférmula [IL ocorre no menor
conjunto da deducéo sob consideracéo)

Lema 33 A dedutibilidade no sistema SR é monotdnica com respeito ao fortalecimento.
Isso segue de G +— D e do fato de que cada disjunto de G é um fortalecimento de algum
disunto de G (de acordo com as regras aceitas em § e que G D’ para algum
fortalecimento D’ do digunto D.

Prova: Diferentemente das formulagdes ordinarias do método de resolucéo para alégica
classica, ndo exigimos que a regra de enfraguecimento precedente (R) sgja minima. Se a
deducéo dada G+~ D contém pelo menos uma aplicacéo da regra (R), entdo podemos
tomar D’ = D, adicionando os enfraquecimentos necessérios E'//E para E' T G Mas se
DT G entdio é suficiente tomar um D’ T G apropriado, o que completa a prova.

Lema34G D-E/GDUD + EUD.

Prova: A prova é amesma que para o Lema 23, porém agora devemos considerar ndo so
aregra(R), mas também todas as regras de enfraguecimento.

Lema 35 Uma lista de diguntos € inconsistente se e somente se ela € dedutivel de
acordo com as regras de nossa formulacdo do tipo de Gentzen do sistema S

Prova: Formulagbes-padréo do tipo de Gentzen dos sistemas sob consideragéo
([CUR63], [LEI8L], [FEY65]) lidam com sequentes G® D. Substituindo G® D por
G, D em todos os lugares em uma deducgdo, obtemos uma deducéo de acordo com nossas
regras. Para Br, a prova usa os resultados de [ MIN85].

Lema 36

(1) Emtodos os sistemas sob consideracao
LGS e L¥S

G- LUS
(2) No sistema GR, S[OL]
OLUSA
(3) No sistema GR, OL,G-S e SI 0L, ¢
G <O'LUS
(4) Nos sistemasKR e TR, G S
OG+ OS
(5) Nos sistemas K4R e GR, G UGS
OG+ OS
(6) No sistema AR, LGS

UG- S



(7) No sistema BrR, OOL, G- S

G+ 'LUS
Explicagdes: (1) Se L ndo € usado nunca na deducdo dada L, G+ S, entdo G+ S //
Gr'LUS. Caso contrério, adicionamos o termo disuntivo' L a todos os
diguntos da deducdo dada que dependem de L e verificamos que a
dedutibilidade é preservada. Apenas as aplicagdes da regra (R) nas quais L €
uma das premissas (para enfraquecimentos) precisam de verificacdo. Apenas o
caso em que L € um literal excluido é de interesse. De todas as regras de

enfraquecimento, apenas (? U) é aplicavel a L. Conseglientemente, uma
aplicacéo daregra (R) sob consideracdo tem aforma

L Q
LUS LUS

S

Isso agora € suficiente para substituir o disunto S por Q e excluir a aplicacéo da
regra (R) em consideracéo.

(2) Tendo escrito S[<>L] naforma (1), tiramos <L do escopo de [, usando a
transformagdo <O ? O U 0.

(3) Novamente € necessario considerar apenas 0 caso em que [IL esta
diretamente envolvido em uma aplicacéo daregra (R). A configuracédo

oL Q
S[OL  S[O'L
S[LA =35 AH

é substituida por Q, enquanto arelacdo Q //° L U S[A] esta provada com a ajuda
dasrelacdes (2) e (0?7 <)

QSO LI/S[C LI LUSA.
Os casos em que o par [IL, <" L é excluido, ou aregra (4) é aplicada sdo até
mais simples —ndo é necessé&rio aplicar 17 <.
(4)- (6) Aplicar ainducdo no tamanho da deducdo dada.

(7) Tratamos este caso como 0 mesmo que (1). Aplicagdes daregrade resolucéo
que envolvam [COI<L tém aforma

OoL Q OoL Q

OLUS O LUSoDUOCLUE) DUOOTLUE
S D UDE
Substituimos a transi¢céo sob consideracéo pela configuracdo
Q Q
'LUSo DU LUE

‘LUS DULUDOS



Teorema 37 Se uma lista de diguntos Gé inconsistenteem S, entdo G~ A em SR.

Prova: Aplicamos a inducdo no tamanho da deducéo em nossa formulagéo do tipo de

Gentzen de S O axioma G L, L novamente se transforma em uma aplicacdo da regra
(R). Permanece justificando as transi¢fes correspondentes as regras de deducéo.

A regra de separacio de disuncdesG D; G E/ G D U E éjustificada como segue (ondea
deducio G D UE + E é obtida pelo Lema 34):
DUE

N/

1S

/e

Regra < K. Pela hipétese de indugdo, temos G L + A
pelo Lema 36 (1), obtemos G+"L ou G+ A
pelo Lema 36 (4), obtemos LIGH- 1" L ou LIGH A&

no primeiro caso, devemos aplicar a regra (R), enquanto no segundo ja
obtivemos A&

Regras OK4 e $4. A transicao € justificada de maneira andloga com o auxilio
do Lema 36 (5), (6).

Regra < G. Pela hipétese de indugdo, temos G [0G 'L, L +~ A Pelo Lema
36 (1), (3), (5) obtemos, para os enfraquecimentos, G+ C(CLU'L), e
continuamos aplicando aregra (4).

Regra [IT. Pela hipdtese de inducdo, [la, a, S+ A Substituimos todas as
referéncias a a por referéncias a [la e pelo enfraguecimento (17 ).

Regra Cutg,. Pela hipétese de indugdo, temos (1< L, G- A£el, G- A Peo
Lema 36 (7), obtemos, para os enfraguecimentos, G+ L, que, junto com
L, G+ A& produz G+ A O teorema esta provado.

Teorema 38 { Completude do método de resolucdo} Se a € dedutivel em S, entdo
Da -/Eem R

Prova: Aplicamos o Lema 19 e o Teorema 37.

O esguema descrito neste capitulo é aplicavel a muitas extensdes do sistema K, segundo
[MIN89]. Entretanto, foram estabel ecidos limites nessa aplicabilidade pel os resultados de
Maksimova [MAK79]. Ao mesmo tempo, a completude da formulagdo de resolucéo
simples de S5, descrita por [MIN81] segue imediatamente da completude do sistema TR
e do fato de que uma reducdo a diguntos sem modalidades iteradas € possivel em S5.



7 Sistemas Dedutivos Rotulados

Neste capitulo, é descrita uma abordagem nova para l6gica modal, baseada em
[BRO2002], aplicavel a qualquer logica de estrutura, que gera uma classe de
formalismos cada um dos quais € sintaticamente mais caro do que o Sseu correspondente
tradicional implicito, e descreve sua estrutura semantica associada de uma maneira
natural. Esses sistemas sd0 chamados de Sistemas Dedutivos Rotulados Modais
(MLDS). A abordagem é€ inspirada pelo trabalho que Gabbay [GAB2001] vem
desenvolvendo em uma estrutura de trabalho “LDS’ unificante e muito geral, que
eventual mente serd usada para estudar as similaridades e as rel agdes entre muitos estilos
diferentes de logicas.

As propostas de Gabbay [GAB94] para o desenvolvimento de Sistemas Dedutivos
Rotulados sdo amplamente baseadas na observacéo de que a maioria das l0gicas difere
umas das outras apenas em aspectos “pequenos’, relacionados avariacdes menores ou
em suas teorias de prova ou em sua semantica. O mesmo € verdade para | 6gicas modais,
pois suas diferencas sdo ditadas apenas por propriedades diferentes da relacéo de
acessibilidade. Essas também imp&em efetivamente condi¢es extra sobre o uso da
regra bésica [ Ned.

A metodologia LDS facilita uma maneira de representar esses tipos de variaces
explicitamente dentro da l6gica, para permitir uma estrutura de trabalho basica e
unificante na qual |16gicas diferentes possam encontrar uma for malizagdo comum. 1sso é
obtido, formando-se pares de informagao ldgica (isto €, wif — férmulas bem formadas)
com roétulos que “codificam” informagdes sobre as propriedades “metanivel”
explicitamente dentro da linguagem objeto. Além da teoria |6gica rotuladora, € definida
uma agebra, a qual representa as propriedades que diferenciam uma légica da outra.
Regras de inferéncia agem sobre os dois componentes sintéticos, formulas |ogicas e
rétulos, de acordo com as propriedades desegjadas dos conetivos da algebra rotuladora.

Resultados recentes mostram que essa abordagem facilita realmente o desenvolvimento
de um sistema de prova uniforme para uma ampla familia de légicas subestruturais
[DG94], na qual modificacbes apropriadas da algebra mtuladora implicam |6gicas
subestruturais diferentes, deixando o conjunto inteiro de regras de inferéncia inalterado.
Resultados similares sdo mostrados neste trabalho para a familia de |6gicas modais. A
agebra rotuladora apresentada captura as informagdes sobre a relacéo de acessibilidade
semantica entre 0s mundos possiveis.

7.1 A Linguagem Dedutiva Rotulada Modal

Uma das limitacdes da formalizacdo implicita de l6gicas modais é o fato de que
suposi¢oes (ou teorias modais em geral) sdo avaliadas em apenas um mundo, 0 mundo
atual. MLDS generaliza a no¢cdo de um mundo atual unico. Férmulas sdo associadas
com roétul os que denotam explicitamente os mundos possiveis. Os rotul os sao termos de
uma “linguagem de rotulagdo”, e as formulas sdo expressas em uma linguagem modal
proposicional padréo Ly (definida em [BRO2002] — equivalente a ML definida no
capitulo 2). Essas duas linguagens juntas definem a linguagem dedutiva rotulada modal
basica

Definicdo 57 {Linguagem de rotulacédo L} Uma linguagem L, € uma linguagem de
primeira ordem composta de:

Wo, W1, ¥4, Wh, %2 um conjunto contavel de simbolos constantes



P, q,r, P1, 01, r1, ¥aum conjunto contavel de variaveis
R  simbolo binario predicativo

?2,0,0,®, = conetivos | bgicos

", $quantificadores

As constantes e as variaveis de L. denotam os mundos possiveis, e o predicado binéario
R formaliza a relacéo de acessibilidade entre os mundos possiveis. A linguagem acima
permite que as nogBes semanticas de Kripke de estruturas e de estruturas de mundos
possiveis sejam expressas sintaticamente. Em vez disso, a informacdo |6gica é expressa
na linguagem modal proposicional Ly. A combinagdo dessas duas linguagens da uma
linguagem dedutiva rotulada modal.

Definicdo 58 {Linguagem dedutiva rotulada modal (MLDL)} Dada a linguagem de
rotulacéo L e alinguagem modal proposicional Ly, uma linguagem dedutiva rotulada
modal proposicional (MLDL proposicional) é o par ordenado

a., Lui

Para propositos “ prova-teoréticos’, alinguagem de rotulacdo € estendida com conjuntos
adicionais de termos, que serdo usados somente em derivacoes. Especificamente, dois
conjuntos de simbolos de fungdes “skolem” sdo definidos junto com um simbolo de
funcdo succ. A linguagem resultante é chamada de linguagem de rotulacdo semi-
estendida

Definicdo 59 {Linguagem de rotulacdo semi-estendida Func(L.,Lm)} Segja L. uma
linguagem de rotulacdo e Ly uma linguagem modal proposicional. Seja a1,%,an,% 0
conjunto ordenado de todas as wiffs de Ly®. A linguagem de primeira ordem
Func(L.,Lv) € definida como alinguagem L, estendida com o simbolo funcional succ e
os dois conjuntos de simbolos de fun¢éo unéria.

{ faj_, ]/4 ,f an ]/4} e { mXa]_, ]/4 , mXan, ]/4}

Ostermos da linguagem de rotulacéo L, construidos usando os simbolos funcionaisf,i e
box,i exercem papéis particulares. Para cada mundo possivel | e férmulamodal a, fa(l )
nomeia um mundo particular associado especificamente com a. Tais termos seréo
usados a qualquer momento em que as no¢des semanticas de Kripke da forma “ha um
mundo possivel¥s” precisarem ser formalizadas. Em contraste, termos da forma boxa(l )
podem ser pensados como se referindo a qualquer mundo arbitré&rio associado
especificamente com a. Esses termos serdo usados a qualquer momento em que as
nocBes semanticas de Kripke da forma “para todos os mundos possiveis¥s” precisem
SEr expressas.

A fungdo succ é usada principalmente para |6gicas modais que incluem a propriedade
de serialidade. E uma funcéo total que mapeia cada mundo possivel para um mundo
“existente”. Entretanto, formalmente, fa(l ), boxa(l ) e succ(l ) so apenastermosdel, e
dentro de um modelo particular, podem mesmo referir-se ao mesmo mundo possivel. O
conjunto inteiro de termos rasos de Func(L.,Ly) define o conjunto de rétulos. Como
eles denotam mundos atuais e acessivels, as expressdes “rétulos’ e “mundos possivels’
serdo usadas de maneira intercambiével.

A MLDL facilita a formalizagéo de dois tipos de informagao:
(i) aque é vélida em mundos possiveis particulares; e

3 Assumimos uma ordenag&o candnica. O fato de que uma ordenac&o exista segue da definicao indutiva
normal de umawff em uma linguagem modal Ly, segundo [ BRO2002].



(i) quais mundos estéo na relacdo com quais outros e quais ndo estéo.

Duas entidades sintéticas diferentes sdo definidas para capturar esses dois aspectos da
linguagem, e sdo chamadas, respectivamente, de unidades declarativas e R-literais.
Uma unidade declarativa € um par separado por dois-pontos da forma “férmula
modal:rétulo”, expressando que uma formula modal é verdadeira em um mundo
possivel. Em um sentido muito geral, o simbolo “:” entre os dois componentes pode ser
considerado como um tipo de predicado “E vélido”. (Essainterpretacio serarefletidana
semantica.) O componente rétulo € um termo raso da linguagem Func(L.,Lv), € 0
componente modal € uma wff da linguagem modal proposicional Ly. Essa é a Unica
entidade sintatica que combina as duas entidades da linguagem dedutiva rotulada modal
e é formamente definida como segue.

Definicdo 60 {Unidade declarativa} Dada a linguagem &.,Lmfi uma unidade
declarativa € um par a:l ondel éum termo raso de Fung(L.,Lyv) e a é uma wif de Ly.

Uma unidade declarativa é dita ser atdmica se o0 componente wff modal for umaférmula
atdbmica. No caso proposicional, considerado aqui, isso significa que awff € apenas uma
letra proposicional. Exemplos de unidades atdbmicas proposicionais S80 p:Wy €
p : fOgws). Unidades declarativas arbitrérias incluem  wffs modais arbitrérias, por
exemplo, Op:wiep® r:fw).

Um R-literal é qualquer literal raso da linguagem Func(L.,Ly) daforma R(I 1,1 2) ou
@R(l 1,1 2), onde | 1 e | » S0 rotulos, expressando que | 2 € ou ndo € acessivel a partir de
| 1. Exemplos de R-literais séo R(w1,W»), @R(W.,boxs(Ws)) e R(wo,fo(We)). Para distinguir
um R-literal de seu oposto pelo sinal, a nocdo de conjugado de um R-literal também é
apresentada.

Definicdo 61 { R-literal} Dada a linguagem &_,Lufi um R-literal € um literal daforma
R(l 1,1 2) ou DR(I 1,1 2), onde | 1 e | , so termos rasos da linguagem Func(L,Lw).

Definicdo 62 { Conjugado de um Rliteral} Seja p um R-literd. O conjugado de p,
escrito p, € definido como

QRU 1,| 2) Sep= R(l 1,| 2)
R(I 1,1 2) sep=0OR( 1,1 9)
7.2 Teorias Dedutivas Rotuladas Modais

A sintaxe de MLDS permite que conjuntos arbitrarios de formulas modais sgjam
associados com rotulos (diferentes), descrevendo ndo sO um conjunto inicial de
suposicdes locais (como na abordagem implicita), mas permitindo que vérias teorias
teorias locais podem ser declaradas ou como sendo independentes (usando R-literais
negativos) ou como interagindo umas com as outras (usando R-literais positivos). 1sso
gera uma definicdo de uma teoria dedutiva rotulada modal mais geral do que a nogéo
tradicional de uma teoria modal dada no capitulo 2. Isso contribui em direcdo a grande
gjuda de oferecer um formalismo modal mais proximo das necessidades das aplicactes
(vgja discussdes em [ BRO2002]).

Uma teoria dedutiva rotulada modal, chamada configuragdo, é composta por dois
conjuntos de informacgoes:

(i) um conjunto de R-literais; e
(if) um conjunto de unidades declarativas.



Conjuntos de unidades declarativas tendo os mesmos rotulos denotam teorias modais
locais associadas aquele rétulo, enquanto unidades declarativas com rétulos diferentes
expressam formulas modais que pertencem a mundos atuais locais (possivel mente)
diferentes. O primeiro conjunto (i), consistindo de R-literais, € chamado de diagrama e
oferece as informagdes “ estruturais’ sobre uma teoria dedutiva rotulada modal.

Definicéo 63 { Diagrama} Dada a linguagem &, ,Lifi um diagrama D € um conjunto de
R-literais, cujos argumentos sdo termos rasos de Func(L,Ly).

Por exemplo, o conjunto {R(wo, Wi), R(Wo, W2), dR(w1,W»)} é um diagrama que pode ser
representado graficamente parcialmente como agueles que foram apresentados no
capitulo 2. Devemos notar que esse tipo de diagrama (conjunto) ndo nos diz, por
exemplo, se Wy € acessivel a partir de wy ou ndo. Esse tipo de ilustragdo também néo
inclui representacdes de R-literais daforma @GR(I 1,1 2).

Em geral, as informagdes completas ou incompletas sobre qualquer grafo direcionado
arbitrario podem ser formalizadas como um diagrama. Uma teoria modal local pode ser
atribuida a cada n6 do diagrama, adicionando-se unidades declarativas apropriadas. Por
exemplo, considere o conjunto {{J(p® @) : wo, LIr :wp, Op:wg, r® s:wg, q: W,
Op:iwgp. A teoria resultante (configuragcdo) também pode ser representada
graficamente. Uma definicdo formal de uma configuracéo € dada abaixo.

Definicdo 64 { Configuracdo} Dada uma MLDL, uma configuracdo € uma tupla &,FA
onde. D € um diagrama

F é uma funcéo do conjunto de termos rasos de Func(L,Ly) para o conjunto
P(wff(Ly)) de conjuntos de wifsde Ly

A funcdo F é uma funcgdo total que atribui um conjunto vazio aos rétulos para os quais
ndo ha informac&o e uma teoria modal local ndo-vazia ao restante. A descricdo formal
da configuracdo em questdo é dada na Tabela 3. Configuracfes podem ser teorias
infinitas. Tabela 3 Defini¢do formal da configuracéo

D = { R(wo, W), R(wo, W), DR(W1, W)}

F(1) ={O(p® q), Ur} el =w
{Opr® ¢ el =w

{a. <p} el =w

{} caso contrario

Isso ocorre ou quando o diagrama D é infinito (isto é, a configuragdo contém um
nimero infinito de R-literais) ou quando, para algum rétulo | da linguagem
Func(L,Lv), 0 valor de F(I) é um conjunto infinito de férmulas de Ly (isto € a
configuracdo contém um numero infinito de unidades declarativas referentes a | ), ou
guando F(I ) * A para um numero infinito de termos de Func(L.,Lv). Para expressar
qual informacdo uma configuracdo contém, a seguinte notacdo serd Util.

Notacdo 30 Dada uma configuracdo C = &,F} o R-literal p € dito ser membro de C,
escritopl C,sepl D, enquanto uma unidade declaratival :a € ditaser membro de C,
escritol :al Cseal F().

Como mencionado anteriormente, os simbolos de fungdo da linguagem Func(L,Lw)
foram apresentados por razdes prova-teoréticas. Portanto, qualquer teoria dedutiva
rotulada modal especificada pelo usuario (configuracdo inicial) contera usuamente
(iniciadmente) simbolos constantes de Func(L.,Ly) como rétulos, enquanto
configuracdes contendo termos rasos gerais de Func(L,Ly) aparecerdo principa mente



em derivagbes de provas como configuracbes inferidas. Esclarecimentos mais
detalhados podem ser encontrados em [ BRO2002].

Os conceitos “basicos’ de um MLDS, como nogBes de uma linguagem dedutiva
rotulada modal, sua sintaxe e teoria, comuns atodos os ML DSs proposicionais descritos
nesta parte do trabalho, ja foram definidos. Mas falta um componente essencia que
precisa ser definido. A nocdo de uma classe de estruturas de Kripke é capturada por uma
axiomatizacéo de primeira ordem, chamada dgebra de rotulacdo, escrita na linguagem
Func(L,Lwm).

Definigiio 65 { Algebra de rotulacio A4 Uma &l gebra de rotulagio A é uma teoria de
primeira ordem (possivelmente vazia), escrita na linguagem rotulada semi-estendida
Func(L_,Lv), dada por algum subconjunto consistente do seguinte conjunto de axiomas
(consistente no sentido padréo da légica classica — que portanto ndo pode incluir nem
(T), nem (Irr)):

" W(R(w,w)) (T)
" W, w2, Wa((R(w, o) U R(w2,w8)) @ R(w, W) (4)
"W, W RW,W2) ® R(Wa,W)) (B)
" w(R(W,succ(w))) (D)
" w, W, Wa( (R(w, W) U R(w,wig) ® R(Wa, W) (5)
" WDR(W, W) (Irr)

Algebras de rotulagio envolvendo apenas os cinco primeiros axiomas definem classes
de estruturas gue sdo definiveis modalmente, isto €, para as quais ha um esquema de
axiomas caracteristico. Cada um desses identifica um MLDS proposicional particular
correspondente a légica modal padrdo relacionada. Uma nocdo particular de
“correspondéncia’ é definida formamente e tem sua validade provada por [ BRO2002].
Em contraste, algebras de rotulacdo que incluem o axioma (Irr) identificam a classe de
estruturas cuja relagdo de acessibilidade satisfaz a propriedade de irreflexibilidade.

Como destacado anteriormente, essa propriedade ndo é definivel modalmente. Néo ha
um esguema de axiomas modais que possa caracterizar essa classe de estruturas, mas
introduzindo-se o axioma (Irr) em uma agebra de rotulagéo, é possivel definir MLDSs
proposicionais que facilitam o raciocinio modal sobre classes de estruturas irreflexivas.
Esses sistemas geram, portanto, um conjunto novo de légicas modais.

A notagdo seguinte serd adotada para distinguir entre dgebras de rotulacéo diferentes.
Note que, na Definicdo 65 @lgebra de rotulacdo), os axiomas que sdo definiveis
modalmente sd0 denotados com 0S mesmos Nomes que seus esguemas de axiomas
modais correspondentes, mas sdo escritos dentro de parénteses ().

Notacado 31 Sga{(T),(4),(D),(B),(5),(Irr)} o conjunto de axiomas dados na Definicéo
65esgadi {(T),(4,D),B),5),(Irr)}. d seré escrito algumas vezes como Axg, cOM
chaves e parénteses omitidos do subscrito d.

Notacdo 32 Por simplicidade, o subscrito Kd sera substituido pelo nome tradiciona da
|6gica modal associada sempre que possivel. Por exemplo, Ax(T.4 Sera escrito algumas
vezes como Ass. A Tabela 4 mostra alguns exemplos das dlgebras de rotulagédo
consideradas.



Tabela 4 Exemplos de dlgebras derotulacéo

Nomes Algebras de Rotulagio

Ar | {" w(Rw,w))}

Airr | {" WOR(w,w)}

Au | {"wRwWwW),

" W, W, Wa((R(W, W) U R(wa,We)) ® R(W,wWa))}
Acairr | {" WR(w,w),

" W, Wp, Wa( (R(W,W5) U R(wp,We)) ® R(W,w3))}
Aca | {" w,wo,wa((Riw,wo) U Riwp,Wa)) ® R(W,Ws))}

Ao | {" W(R(w,sucqw)))}
Axp,irr | {" WAR(w,w),
" W(R(w, succ(w)))}
Para dar uma definicdo completa de um MLDS proposicional, é necessario especificar

um conjunto de regras de inferéncia junto com a linguagem e a dlgebra de rotulagdo
particular. 1sso é declarado formalmente como segue.

Definicdo 66 {Sstema dedutivo rotulado modal} Dada uma MLDL=4,Lui
proposicional, um sistema dedutivo rotulado moda proposicional (MLDS

proposicional) € umatupla daforma &l ,LuAA Rionde:

= A é uma agebra de rotulagdo escritaem Func(L,Lv)

= R é um conjunto de regras de inferéncia que “geram” uma configuracéo a
partir de outra

A partir da definicdo acima, percebemos que, dado um conjunto de regras, MLDSs
proposicionais diferentes podem ser obtidos, considerando-se agebras de rotulacéo
diferentes. ExplicacOes mais detalhadas, assim como aplicacdes e exemplos de provas
gue utilizam sistemas dedutivos rotulados modais podem ser encontrados em
[BRO2002]. Tais assuntos serdo temas de nossos trabal hos futuros.



8 Comparacéao entre os Sistemas Dedutivos

Neste trabalho, uma breve introducdo e uma discussdo dos formalismos existentes para
l6gicas modais foi dada, destacando-se algumas de suas respectivas vantagens e
limitagdes. Em resumo, e focando a atencdo na expressividade sintética, as seguintes
conclusdes podem ser esbocadas. As abordagens implicitas, embora oferecam uma
linguagem concisa, ndo podem sempre capturar dentro de sua sintaxe a estrutura
semantica de mundos possiveis subjacente desgjada (por exemplo, uma estrutura
irreflexiva). Essa limitacdo é superada pela abordagem explicita, mas com técnicas que
S80 0u caras e opacas Sintaticamente, ou que ndo sao aplicaveis a todas as |6gicas (de
estruturas) modais.

Sistema axiomatico: O sistema axiomatico, pelo fato de embutir a estrutura semantica
dentro de sua prépria sintaxe, € considerado simples leitura, pois as nogdes semanticas,
como 0s conetivos e principamente a relacdo de acessibilidade, essenciais ao
entendimento das provas desenvolvidas, tém seu significado explicito no
desenvolvimento das mesmas. Entretanto, além de exigir um tratamento diferenciado
para cada logica considerada, conforme sua relacdo de acessibilidade, exige um
conhecimento por vezes aprofundado de matemética, dificultando a obtencdo de certas
provas.

Deducdo natural: O sistema de Deducéo Natural é considerado um dos preferidos por
diversos pesquisadores do mundo [COS92] para se apresentar uma l6gica, visto que o
entendimento de suas regras para 0s sistemas da l6gica modal depende fortemente do
conceito de relacdo de acessibilidade, que é uma nocéo semantica. Para justificar
preferéncia, basta notar que o desenvolvimento de uma prova utilizando- se esse sistema
ndo requer muita vivéncia anterior com a matemética e oferece o entendimento s
conetivos légicos constantes da derivagdo. Porém, como a relacdo de acessibilidade
varia de acordo com o sistema gue estamos utilizando, deveremos ter uma forma de
aplicar essa regra para cada sistema da légica modal, para capturar propriedades
especificas (como reflexividade, transitividade, ou outras) de cada relacdo de
acessibilidade sendo considerada. Além disso, para algumas l6gicas modais, regras
especiais adicionais precisam ser dadas. Podemos perceber que o sistema de deducéo
natural I-estilo tem a mesma desvantagem do sistema A-estilo — ambos n&o séo
uniformes. Portanto, é facil ver que esse tipo de sistema de prova, embora
razoavelmente intuitivo, ndo oferece uma abordagem uniforme para toda a familia de
|6gicas estruturadas.

Tableaux: O poder de expressdo deste sistema permite que se indique, na propria
linguagem de prova, ou sgja, de maneira uniforme, a nocdo semantica de acessibilidade
(quais mundos tém acesso a quais outros — por exemplo, Orl). Entretanto, condicfes
particulares sdo introduzidas para identificar quais mundos sdo “acessiveis a partir de”

guais outros. Essas condigdes séo puramente sintéticas e dependem do tipo particular de
|6gicas modais que estdo sendo representadas, ou sgja, a teoria de prova definida para

esse modo “ semi-implicito” de representaco de estruturas de Kripke ndo é uniforme.

Resolucdo: Essa abordagem tem a vantagem de ser um sistema de prova uniforme no
sentido de que suas regras de inferéncia sdo aplicaveis iguamente a qualquer das
|6gicas modais levadas em consideracdo. Entretanto, a critica que se faz aele € que, da
maneira como esta apresentado aqui, ndo é efetivo por ndo apresentar uma forma para
verificarmos as condicdes de insatisfatibilidade. Um tratamento adequado para esse
procedimento € considerado da seguinte forma, resumidamente [ KON86]: Se cada vez



gue quisermos fazer uma resolucdo, iniciarmos outro procedimento de refutacéo usando
0s conjuntos indicados de sentencas, entdo entrelacaremos a execugdo das “sub-
refutacbes’ que estédo sendo usadas para verificar a insatisfatibilidade. Se, em algum
ponto, uma refutacdo tem sucesso, podemos construir um resolvente na refutacéo
principal.

Sistemas rotulados: MLDSs proposicionais sdo claramente sistemas hibridos de |6gica
modal, cambinando teorias relacionais de primeira ordem (algebras rotuladas) com uma
linguagem modal padrdo. Nessa abordagem, tanto os mundos possiveis como a relacéo
de acessibilidade sdo representados declarativamente como parte da l6gica. A partir de
um ponto de vista puramente sintatico, esta abordagem pode ser vista como um
compromisso entre as abordagens implicita e explicita descritas anteriormente.
RepresentacOes sintéticas de mundos possiveis e de relagdes de acessibilidade sdo
incorporadas, permitindo que informagdes |6gicas sejam expressas com uma sintaxe
modal concisa. Como resultado, a expressividade declarativa dos MLDSs é comparavel
a expressividade oferecida pela técnica de traducdo relacional, com a vantagem
adicional de néo resultar em sentencas gque sdo exponencia mente longas comparadas a
suas coorespondentes modais implicitas.

A partir dessa comparagéo entre 0s sistemas dedutivos pesquisados, foram considerados
aspectos como expressividade sintética, facilidade de construcdo de provas, clareza da
apresentacdo de tais provas, 0 que nos permitiu avaliar qual dos sistemas dedutivos
poderia ser considerado o “melhor”, ou sga, qual o que melhor atende a esses
requisitos. Os sistemas rotulados sdo os de desenvolvimento mais recente, e assm
constituem uma abordagem hibrida, ou “solucdo de compromisso”, que combina as
melhores caracteristicas dos demais sistemas pesquisados. Assim, consideramos 0s
sistemas rotulados como o0s de maior interesse para trabalhos futuros de
aprofundamento, construgcdo de provas e pesquisa e desenvolvimento de aplicagOes
dentro da Ciéncia da Computacao.



9 Conclusodes

Este trabalho apresentou uma descricdo sucinta dos fundamentos de |6gicas modais,
bem como de seus principais sistemas de deducdo. Entre esses, estdo incluidos o sistema
axiomatico, o sistema de deduc&o natural, o sistema de tableaux, o sistema de resolugdo
e os sistemas rotulados. Ao final do texto, € estabelecida uma comparagéo entre tais
maneiras diferentes de se deduzirem provas nessas |6gicas.

Cada uma das | 6gicas aqui abordadas € apresentada através do sistema axiomético, para
se manter a tradicdo e por ser simples referenciar uma légica modal por seu axioma
caracteristico, embora o seu entendimento nem sempre sgja téo imediato. Também séo
apresentadas provas de equivaléncia das abordagens dedutivas, seméantica e de prova
automética, no sentido em que elas derivam os mesmos conjuntos de férmulas.

Além dos sistemas dedutivos, sdo apresentados sistemas semanticos para cada uma das
l6gicas consideradas. 1sso se justifica pelo fato de que essa abordagem para a légica
modal - a Seméantica dos Mundos Possiveis de Kripke - estabelece conceitos t&o fortes
(especialmente a "relacéo de acessibilidade™) que se torna dificil explicar as nogdes de
modalidade sem que se utilizem esses conceitos.

A comparagdo entre os sistemas dedutivos pesquisados suscitou reflexdes a respeito de
aspectos como expressividade sintética, facilidade de construcdo de provas, clareza da
apresentacdo de tais provas, aém da uniformidade da linguagem (sintaxe) utilizada, no
sentido de avaliarmos qual dos sistemas dedutivos poderia ser considerado o “melhor”,
ou sgja, qual o que melhor atende a esses requisitos. Os sistemas rotulados (mais
recentes) constituem uma abordagem hibrida, ou “solucdo de compromisso”, que
combina as melhores caracteristicas dos demais sistemas pesquisados nos quais a sua
definicdo se baseia. Assim, consideramos 0s sistemas rotulados como os de maior
interesse para trabal hos futuros de aprofundamento, construcéo de provas e pesguisae
desenvolvimento de aplicacBes dentro da Ciéncia da Computacéo.
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