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Resumo

Este trabalho apresenta os fundamentos e algumas aplicacbes de légica modal,
especialmente na formalizagdo de raciocinio sobre conhecimento e de sistemas
concorrentes. E apresentada uma visio geral de ldgica, incluindo a légica cléassica
proposicional e a de primeira ordem, com destaque para suas propriedades formais.
Sobre as l6gicas modais proposicionais, sd0 apresentados seus fundamentos, com
destague para 0 aspecto semantico, e seus sistemas de prova tais como deducéo natural,
tableau e resolucdo. E também apresentada brevemente uma visio geral sobre
aplicactes de |6gica modal a algumas das diversas &reas da Ciéncia da Computacao.



Abstract

This work presents the basics and applications of modal logics, specialy in knowledge
representation and in concurrent systems. We begin with an overview of logics,
including classical propositional and first-order logic, with an emphasis on its formal
properties. Next, we describe the foundations of modal logics, with an emphasis on
Kripke semantics and corresponding proof systems such as natural deduction, resolution
and tableux for propositional modal logics. Finally, a survey of applications of modal
logics in Computing Science is presented.



1 Introducao

1.1 Motivacao

Os aspectos teodricos da computacdo, incluindo as l6gicas, tém fundamental importancia
para a Ciéncia da Computacdo. Proporcionam ndo sO um adequado embasamento
tedrico necessario para um orreto e amplo entendimento da ciéncia envolvida na
computagdo, como também mais um estagio na formagdo do desenvolvimento de um
raciocinio logico (cada vez mais necess&rio em todas as subareas da computacdo), no
desenvolvimento de demonstracbes e de suas técnicas, tanto formal, como
informalmente.  Assim, um raciocinio seguindo algumas regras sSimples e
universalmente aplicaveis pode constituir uma prova precisa, mas que pode ser
adeguadamente seguida em uma argumentacdo informal. Assim, propriedades abstratas
podem ser especificadas e estudadas independentemente de estruturas e de
implementagdes.

Deve-se notar que o ato nivel abstrato em que esses estudos sdo feitos proporciona
conclusBes que transcendem a evolucdo tecnoldgica pela qual estédo passando os
computadores modernos. [DIV2000] As tecnologias podem mudar, porém os
fundamentos permanecem os mesmos, e a logica matemética € uma ferramenta
fundamental na definicdo de conceitos computacionais, pois 0 seu estudo permite a
formacdo de um embasamento tedrico expressivo para formaizar o funcionamento de
sistemas. Além disso, uma motivacdo adicional — e um tanto mais voltada ao aspecto
prético — ao estudo de l6gicas modais e sua aplicacdo a Ciéncia da Computacdo € que
elas podem ser tratadas como uma sugestéo de meios ou formas para os projetistas de
sistemas desenvolverem produtos melhores, mais elegantes e com descri¢cdes formais
mais simples. [SOU99]

1.2 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma introducéo as 16gicas modais de forma
gue possam sa usadas dentro da Ciéncia da Computacdo. Essas |6gicas sdo utilizadas
para especificar e raciocinar sobre propriedades comportamentais de modelos e
aplicagbes em Ciéncia da Computagdo. [SOU99] Como essa ldgica ndo € um topico
abordado no curso de graduacdo, este trabalho pretende ser uma referéncia introdutéria
aos fundamentos e as possibilidades de aplicacdo das |6gicas modais. Para essa
introducdo, serdo apresentados os conceitos basicos de Logica Moda e um estudo de
suas aplicagdes, especidmente em programacdo, na especificacdo de sistemas
concorrentes e naformalizacéo do raciocinio sobre conhecimento.

Tal objetivo impde que sgjam primeiramente definidos os simbolos utilizados,
discutidos os conceitos de necessidade e possibilidade e entéo apresentados o sistema
semantico e os sistemas de deducdo. Serdo também estudadas as propriedades
fundamentais de sistemas |6gicos como satisfacdo, relacdo de consequiéncia, completude
e corretude, e os sistemas de prova para l6gicas modais (incluindo tableau e deducéo
natural), pois sdo fundamentais no estudo da formalizag&o de sistemas concorrentes e no
estudo da automacao do raciocinio sobre conhecimento.



1.3 Metodologia

Foi realizada extensa pesquisa bibliografica, a qual produziu a presente compilacdo de
conceitos, provas, exemplos e aplicagdes. Foram pesguisados 0s conceitos basicos da
Logica Modal Proposicional, as propriedades fundamentais de sistemas de prova de
LogicaModal Proposicional, e suas aplicactes a Ciéncia da Computacdo, especialmente
na analise de concorréncia e na representacéo do raciocinio sobre conhecimento. Foram
produzidos resumos de cada obra pesquisada, de modo a permitir a compilagdo dos
mesmos para a composicdo de grandes porgdes dos capitulos deste trabalho. Ainda,
foram coletados e descritos exemplos de aplicacOes pesquisadas. O material escrito
resultante de todo esse processo metddico foi reunido e organizado neste volume.

1.4 Organizacao do texto

O Capitulo 2 — Visdo Geral de Logica apresenta uma descricdo da Logica Matemética,
apresentando a Légica e suas propriedades de uma maneira geral. S8o ressaltadas as
suas principais caracteristicas e é definida uma estrutura conceitual que servird como
base para os capitulos seguintes. A Logica Cléssica (Proposicional e de Primeira
Ordem) também é apresentada sucintamente, como uma ilustracdo dos conceitos
basi cos apresentados.

O Capitulo 3 — Fundamentos de Logica Modal apresenta os aspectos gerais dessa
l6gica, com o seu conceito de modalidades da verdade de uma proposicdo. E
introduzida também a Seméartica dos Mundos Possiveis, as propriedades das 10gicas
modais e alguns dos diferentes sistemas de Logica Moda (K, T, D, K4, $4, KB, B, B4,
S5). Os sistemas de prova para Légica Moda Proposicional séo descritos, porém um
estudo mais detalhado dos mesmos é reservado para os trabalhos futuros. A Logica
Modal de Primeira Ordem ndo é tratada neste trabal ho.

O Capitulo 4 — AplicacGes de Logica Modal reline parte do material pesquisado a
respeito das possiveis formas de utilizacdo das I6gicas modais nas diversas éreas da
Ciéncia da Computagdo, com énfase em aspectos de programacéo, na formalizagcdo de
raciocinio sobre conhecimento e na formalizacdo de sistemas concorrentes.

A parte final do trabalho, intitulada Conclusdes, faz uma revisdo e uma avaliacdo do
mesmo, descrevendo as contribuigdes trazidas por ele e apontando perspectivas de
trabalhos futuros.

Um ponto importante a ressaltar € que, neste trabalho, sdo descritos conceitos basicos
referentes aos principais topicos apresentados, e ndo é feito qualquer aprofundamento
em detalhes formais dos mesmos. Tal detalhamento pode ser buscado pelo leitor nas
referéncias as fontes pesquisadas, as quais sGo comentadas na secdo apropriada. Além
disso, agumas notacbes tomadas de diferentes fontes foram unificadas, com a
finalidade de manter a uniformidade do texto e a facilidade de leitura do mesmo.



2 Visao Geral de Logica

2.1 Introducéo

Uma légica € um sistema formal, um sistema de manipulacdo de simbolos contendo
uma linguagem formalmente descrita e um conjunto de regras para manipuld-los
previamente estabelecidos. [SOU99] Uma logica ssmbdlica € um conjunto de estudos
tendentes a expressar em linguagem matemética as edtruturas e operacbes do
pensamento, deduzindo-as a partir de um ndmero reduzido de axiomas, com a intencéo
de criar uma linguagem rigorosa, adequada ao pensamento cientifico. [GIR95]

Na ldgica, a linguagem forma que se manipula € formada de entidades basicas
chamadas sentencas, as quais sd0 usualmente dadas por definicbes indutivas e
constituem uma linguagem formal. As regras da légica devem permitir estabelecer
relacionamentos, chamados de inferéncias, entre as sentencas. Inferéncia € um tipo de
argumento que tem premissas e conclusdo. As regras da l6gica definem quais sdo as
inferéncias vaidas, ou sga, aquelas que, se aceitas as premissas, obrigam a que se
aceitem as conclusdes. [SOU99]

Considerase aqui a vaidade formal, ou sga, um argumento (inferéncia) serd
formalmente vaido se for valido em funcdo da forma (estrutura sintatica) das premissas
e da conclusdo. As regras de manipulacéo (no caso acima, o estabel ecimento de relactes
entre premissas e conclusdo) das sentencas definem 0 que se chama de relacdo de
consequiéncia de uma logica.

Para tanto, ha a abordagem baseada em satisfacdo, que focaliza a manipulagdo de
sistemas de avaliagdo — por exemplo, o raciocinio sobre tabel as-verdade —, interessando-
se em definir qual o valor-verdade que uma interpretacéo decide para as sentencas da
linguagem da l4gica; e a abordagem baseada em provas, que focaliza a definicdo de
meios para a manipulacdo de expressdes sintaticas com o objetivo de formular e
construir provas de argumentos, segundo a teoria da prova, pois as premissas e a
conclusdo sdo ligadas por uma prova, construida com base na forma sintética das
premissas e da conclus&o. [GIR95]

2.1.1  Satisfacao

A definicdo de uma linguagem exige a especificagdo de uma sintaxe e de uma
interpretacdo que sgja capaz de avaliar todas as sentengas da linguagem com um dos
valores- verdade pré-definidos na interpretacéo dada. Essa interpretacdo (dos operadores
da linguagem) também pode ser equivalentemente apresentada na forma de tabelas-
verdade.

A notacéo de simbolos A, B, etc. para sentencas e G, D, etc. para conjuntos de sentencas
€ muito usada. Se A é verdadeiro na interpretacdo m, escreve-sem ||% A, ediz-seque m
satisfaz A. Também se diz que A vale em m, e que m € um modelo para A. Chama-se
|2 uma relacdo de satisfagdo. Dadas uma colecdo de sentengas e uma colecéo de
interpretacdes, a abordagem baseada em satisfac&o da |6gica preocupa-se em identificar
essarelacéo.



2.1.2 Sistemas de Avaliacao

Na definicdo das linguagens (graméticas), podem existir categorias gramaticais maiores
(formulas, por exemplo) definidas em termos das mais ssimples (formulas atbmicas e
operadores, por exemplo), por motivos que serdo esclarecidos nesta secao.

Uma linguagem proposicional L € composta de um conjunto contével de sentencas
atdbmicas P e um conjunto de operadores (ou conectivos) O. Os operadores possuem
uma aridade, que € o nimero de sentencas que eles tomam para formar outra sentenca.
O conjunto de sentencas de uma linguagem proposicional € 0 menor conjunto que
contém o conjunto contavel de sentencas atémicas e que é fechado sob os operadores do
conjunto de operadores. Na secdo seguinte, a qual trata da Logica Classica
Proposicional, ela sera apresentada segundo esta definicao.

Um sistema de avaliacdo para uma linguagem proposicional m € composto por um
conjunto de valores-verdade (com pelo menos dois elementos) M, um subconjunto
préprio ndo-vazio dos vaoresverdade (chamado conjunto dos valores-verdade
designados) D, e um conjunto de func¢bes F, cada uma correspondendo a um dos
operadores do conjunto de operadores, tal que §: M™ > M (onde ry é a aridade do
operador 0). Diz-se que f, interpreta o.

Um gstema de avaliagdo fornece uma descricdo composicional dos operadores da
linguagem da l6gica considerada, mas ndo diz como avaiar sentengas atdbmicas. Para
gue segja possivel saber o valor-verdade de uma sentenca, € necessario que se atribuam
valores- verdade as sentencgas atdmicas que a constituem.

Uma atribuicdo ou valoracdo (a) relativa a um sistema de avaiagdo para uma
linguagem é uma funcdo que parte do conjunto contavel de sentencas atbmicas da
linguagem (P) e chega ao conjunto de valores-verdade (M). Ou sga, a: P > M. Dada
uma atribuicdo, € possivel calcular o valor-verdade de qualquer sentenca da linguagem.

Cada atribuicéo (a) relativa a um sistema de avaiagéo (M) induz uma interpretagdo ou
avaliacdo v, dada por:

= vyp) = ap), para p 1 P (conjunto contdvel das de sentencas atdmicas da
linguagem)

 Vy(0(A1,...,An)) = fo(Va(A1),....va(An)), onde n € a aridade do operador o, f,
interpretao em M, e Ay,...,An S80 sentencas da linguagem.

Uma interpretacdo € um sistema de avaliagdo mais uma atribuicdo. A parte do sistema
de avaliacdo garante a avaliacdo dos operadores, enquanto a parte da atribuicdo
especifica os valores-verdade das sentencas atbmicas. A divisdo da interpretacdo em
dois componentes permite que os valores-verdade das sentencgas atdmicas (atribuic¢éo)
variem, enguanto o tratamento dos operadores permanece fixo. Dessa forma, o sistema
de avadliagdo m é uma colecdo de interpretagdes, cada uma das quais tratando os
operadores da linguagem de uma mesma maneira.

Uma sentenca A € uma tautologia em um sistema de avaliagdo m se, para toda
atribuicéo (a) relacionadaam, vo(A) | D.

2.1.3 Teoria da Prova

Uma descricdo de uma logica através da abordagem baseada em prova é chamada de
apresentacdo. Uma apresentacdo especifica uma relagdo de conseguéncia $ como
segue: G %4 A (Ié-se “A é derivavel, ou dedutivel, a partir de G’) se existe uma prova
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de A apartir de G, ou sga, uma prova com conclusédo A e premissas G. Existem na
literatura trés estilos de apresentaces de uso bastante difundido [RY A92]: axiométicas,
em deducdo natura; e em sequentes (a expressdo G [ A é um seqliente, representando
0 argumento com premissas G e conclusao A). Na secdo seguinte, aqual trata da Logica
Classica Proposicional, elas seré apresentada utilizando-se 0 estilo axiomatico.

No estilo axiomatico, a relagdo de conseqliéncia é caracterizada por um conjunto dado
de axiomas e um conjunto finito de regras de inferéncia. Os axiomas fazem o papel de
“verdades basicas’, e a idéia é gerar verdades adicionais pela aplicagdo das regras de
inferéncia. Uma prova de A, a partir de premissas G, € uma sequéncia finita de
formulas, terminando com A, tal que cada férmula da seqiiéncia atende a pelo menos
uma das seguintes condi¢des: € um dos axiomas; ou € um membro de G; ou é derivavel
das formulas anteriores na sequéncia por meio de uma regra de inferéncia. Se existe
uma prova de A a partir de premissas G, escreve-se G [ A. Uma sentenca A é um
teorema da apresentacdo se existe uma prova de A a partir de um conjunto vazio de
premissas (ou sgja, /E [ A).

2.1.4 RelacOes de Consequéncia

Uma relacéo de consequiéncia sobre um conjunto de sentencas (de umalinguagem L) éa
relacdo, escrita pa, entre P(L) (o conjunto poténcia de L) e L, a qual satisfaz pelo

menos as seguintes propriedades tidas como essenciais em um sistema l6gico (h& outras
propriedades, como compacidade e propriedade da deducdo, por exemplo). Na notacéo,
as virgulas significam uni&o de conjuntos; dai D,G significa DE G e D,C significa DE { C}

[SER98]:

- incusdo:se AT Gentdo G| A

0 seA et explicitamente entre as premissas de um argumento, entdo A é
uma consequéncia valida;

- monotonicidade:se G[% A,entdao G, D% A

0 (regrade enfraquecimento): se a sentenca A segue de G, entéo ela segue
de qualquer conjunto em que G estgja incluido (ou segja, o conjunto de
consequéncias de G ndo decresce quando G cresce);

- corteseG¥ C,DeC % A,entdo D, G374 A

0 se é possivel derivar A de algumas premissas D e de uma sentenca C,
entdo A pode ser derivada daquelas premissas O) e de mais algumas
outras premissas a partir das quais se tem C (essa propriedade € chamada
de corte, pois podemos tirar/cortar a férmula C e ir diretamente para a
formulaA).

2.1.5 Relac¢bes de Acarretamento (entailment relations)

Relagdes de acarretamento sGo um caso especia de relacOes de consequiéncia e sdo
definidas em termos de sistemas de avaliagdo. S&0 escritas |=, possivelmente subscritas
pelo sistema de avaliagdo em questéo.

Define-se que um conjunto de sentencas G de uma linguagem acarreta uma sentenca A
dessa linguagem em um sistema de avaliagdo m para essa linguagem (com seus valores-
verdades em M e seus valores designados em D), e escreve-se G |-, A, Se, para toda
atribuicdo a tal que vy(B) T D paracadaB 1 G, entdo wy(A) 1 D também. Ou sga, se as
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premissas sdo todas designadas (isto €, avaliadas para valores-verdade designados), o
mesmo acontece com a conclusdo. G |=n A significa que, de acordo com o sistema de
avaliacdo m, o argumento com premissas G e conclusdo A é vdlido. A prova de que a
relacdo de acarretamento € uma relacéo de consequércia é encontrada em [RY A92].

2.1.6  Propriedades Semanticas das Apresentacfes

Duas propriedades sdo de extrema importancia quando se comparam P4 (relacéo de
conseguéncia definida por teoria da prova — uma apresentacdo) e |= (relacéo de
acarretamento): corretude (soundness) e completude (completeness).

Corretude (soundness): |¥4 € correta com relagdo a|= se
G|% A implicaG [ A.

Provar que G|% Aimplica G|= A mostra que o sistema de prova é correto (sound) com
relacdo ao sistema de avaliagdo no sentido de que ele ndo é capaz de provar algo que
ndo seja valido. Para provar a corretude, é suficiente que se mostre que as regras de
construcdo de provas preservam acarretamento.

Completude (completeness): |% € completa com relagdo a|= se
GlFA implicaGJ3a A.

Provar que G |= A implica G [ A mostra que o sistema de prova é suficientemente
forte para provar tudo o que é valido (com relagdo ao sistema de avaliagdo). A provada
completude de um sistema de prova € mais dificil que a prova da corretude do mesmo.
Uma maneira de proceder € mostrar gque o sistema de prova pode ser estendido pela
adicdo de qualquer sentenca para a qual nem ela prépria nem a sua negacdo Sgja
teorema como um axioma, de tal forma que exista uma atribuicéo para o sistema de
avaliacdo a qual faca todos os sistemas verdadeiros [SOU99].

Ha também a questdo da decidibilidade (a grosso modo: mesmo sabendo que o sistema
dedutivo é capaz de provar todas as férmulas validas, existe um procedimento que
garanta que se pode sempre obter tal prova?;, ou, no caso de uma formula néo valida,
mostrar que tal prova ndo existe?). Essa questdo ndo sera descrita formalmente aqui.

2.2 Logica Classica Proposicional

Nesta secdo, a L ogica Cléssica Proposicional € apresentada sucintamente.
2.2.1  Alinguagem da logica classica proposicional

Os simbolos da L 6gica Classica Proposicional séo

- um conjunto enumeravel j de simbolos proposicionais,

~

- pontuacdo: “(* e*)”;
- conectivos ou operadores: “@”, “U”, “U” e“>”
Asformulas ou sentencas da L ogica Cléassica Proposicional sdo:
- todo simbolo proposiciona é uma férmula chamada formula atémica;
- se A éumaformula, entdo (JA) também é uma formula;
- seAeB sioformulas, entdio (A U B), (A UB) e(A > B) também sfo formulas;
- nada é formula, a menos que sgja forcada a ser por um dos itens acima.
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2.2.2  Apresentacdo Axiomatica

O esguema de axiomas da Logica Cléassica Proposicional é definido considerando que,
se A, B e C sdo férmulas (da Logica Classica Proposicioral), entdo as seguintes
formulas sdo axiomas [RY A92):

AXM1 A B>A)
AXM2 (C>(A>B)>(C>A)> (C>B))
AXM3 (A > PB) > (DA > B) > A)

Utilizarse a regra de inferéncia chamada modus ponens para a formagdo do sistema

dedutivo da Légica Classica Proposiciona. Ela € definida (sendo A e B formulas e G
um conjunto de férmulas) como:

eGP AeGPa (A > B)entdoG% B

E importante ressaltar que o conjunto de axiomas acima foi apresentado sob a forma de
esquema de axiomas, ou sga, 0S esgquemas apresentados ndo sdo axiomas — nem ao
menos sdo formulas — sdo formas em que cada letra (A, B e C) é receptéculo para as
formulas que as substituem (instanciam), obtendo-se assim os axiomas. Na definicdo da
regra de inferéncia, a existéncia de G nos dois “lados’ da regra mostra que a conclusdo
depende das mesmas hipdteses de que dependem as premissas. [RY A92]

2.2.3 Sistema de Avaliacéo

O sistema cléssico de avaliagdo para a Légica Classica Proposicional é definido sobre
0s seguintes conjuntos: conjunto O dos operadores da linguagem = {U, U, >, @};
conjunto M dos valores-verdade = {V, F}; conjunto D dos valores-verdade designados
={V}; econjunto F de fungdes sobre o conjunto o dos operadores dado pelas seguintes
tabelas:

fu |V F fu |V F f \Y, F fo

<
<
Ll

2.2.4 Semantica

Uma seméantica para a Logica Classica Proposicional tem aqui sua definicéo
apresentada pela composi¢éo de diversos conceitos relacionados.

Uma fungdo de valoragdo V tem a seguinte assinaturac V : j = {V, F}. Uma extensdo
da fungdo de valoragéo V, chamada de V°, tem aassinaturaV° : F = {V, F} (onde F é
0 conjunto de todas as frmulas, p € um simbolo proposicional, V € uma funcdo de
valoracio, e A eB 1 F) e é definida da seguinte forma:
(Sp) V°(p)=V(p);
(S9) V°(DA)=V,seV°(A)=F
V°(DA) = F, caso contrario;
(SU) V°(AUB)=V,seV(A)=V eV°(B)=V;
V(A U B) = F, caso contrario;
(SU) V°(AUB)=V,seV°(A)=V ouV°(B)=V;



13

V°(A U B) = F, caso contrario;
(S>) V°(A > B) =V, se\V°(A) = Fou V°(B) = V;
V°(A - B) =F, caso contrario;

Umaférmula A é satisfativel se existir uma funcdo de valoracdo V°(A) = V. Nesse caso,
diz-se que a funcdo de vaoracdo V satisfaz A. Uma férmula A é valida se ela for
satisfeita por toda funcéo de valoracdo. Uma férmula A é uma contradicéo se elanéo é
satisfeita por nenhuma funcdo de valoracdo. Uma formula A € uma consequéncia
tautol6gica de um conjunto de férmulas G — escreve-se G |= A — se toda funcéo de
valoracdo que satisfizer todo membro de G também satisfaz A.

A expressdo A |- A pode ser interpretada da seguinte forma como n&o se pode
apresentar nenhuma funcdo de valoragdo que ndo satisfaca algum membro de A, pois
esse ndo possui membro algum, podemos dizer, por vacuidade, que qualquer fungédo de
valoracdo satisfaz todos os membros de /£ Assim, se A |= A, entdo A é satisfeita por
todas as fungdes de valoracdo, ou sgja, € valida. Nesse caso, escreve-se |= A e diz-se que
A éumatautologia.

2.2.5 Corretude e Completude

Como visto em uma se¢do anterior, o problema de provar a corretude e a completude de
uma apresentacdo refere-se a mostrar, respectivamente, que:

G|% AimplicaG|= A
eque

GIFAimplicaG[¥a A
para A sendo umaférmula e G, um conjunto de formulas.

Essas demonstracfes sdo parte das demonstracdes correspordentes para a Logica Modal
(capitulo 3), portanto ndo serdo provadas neste ponto, mas no capitulo 3. As provas de
tais propriedades e de outros resultados para a | égica classica podem ser encontrados na
obra de Nolt [NOL91]. Sendo assim, apenas se afirma que, para a semantica e para a
apresentacdo dadas neste capitulo para a Logica Cléssica Proposicional, temos que o
conjunto de formulas vdidas (tautologias) é igua ao conjunto dos teoremas, ou sgja:

G|% A seesomentese GI=A.
2.3 Logica Classica de Primeira Ordem

Esta secéo descrevera brevemente a l6gica classica de primeira ordem. Alguns detalhes
de formalizacdo ndo serdo apresentados; apenas as idéias mais gerais. Uma referéncia
em portugués € a obra de Nolt e Rohatyn [NOL91], pois aborda tanto os conceitos como
os formalismos com uma linguagem de fécil entendimento, apresentando indmeros
demonstractes e exemplos e ainda propondo exercicios com respostas ao final da obra.

Uma ldgica de primeira ordem (ou célculo de predicados) é um sistema formal aplicado
a definicdo de teorias do universo de discurso da matemética. Uma teoria € um conjunto
de assertivas tradicionalmente chamadas de proposi¢les, lemas, teoremas, etc., acerca
de um universo de discurso. [GIR95] Com o uso de L égica Classica de Primeira Ordem,
€ possivel representar afirmagdes sobre os individuos e suas propriedades ou rel agoes.

A Logica Classica de Primeira Ordem utiliza, além dos conectivos 16gicos da Logica
Classica Proposicional, os simbolos l6gicos: " (para todo) quantificador universal; $
(existe) quantificador existencial; varidveis (para denotar individuos arbitrérios do
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universo do discurso) e, opcionalmente, o simbolo de igualdade. Também sdo utilizados
os simbolos ndo-16gicos constantes e simbolos funcionais (para denotar elementos
especificos do universo de discurso) e simbolos predicativos para denotar
relacionamentos entre individuos e que recebem os valores-verdade falso ou verdadeiro.
[CASET7]

A sintaxe da logica de primeira ordem baseia-se em um conjunto de variaveis
individuais Xo, ..., %, ... junto com um conjunto R, (para cada n>0) de simbolos de
relagbes de n-lugares e um conjunto f, de simbolos de fungdes n-lugares (para cada
n=0). Mais tarde usaremos Var para o conjunto de variaveis e Fun para o conjunto de
simbolos de fungdes. Adicionalmente, os simbolos basicos da linguagem L incluem os
conetivos l6gicos U, U, @, =, os quantificadores" e $, e aigualdade. [TUR84]

Férmulas bem formadas (wff) sdo construidas a partir de certas wff atdbmicas através
dos conetivos e quantificadores logicos. As wff atémicas sdo da forma C(to, ..., t-1)
onde C € um simbolo de relagcdo de n-lugares (a igualdade (=) é de dois-lugares) e cada
t; € um termo onde t € um termo se € uma variavel individual ou se é da forma f(t'o, ...,
t'm-1) onde os t’; s8o termos e f é um simbolo de fungdo m-lugares (em particular, os
simbolos de fungdo de zero-lugares sdo termos). Wff mais complexas sdo formadas por
conjuncdo (U), disuncio (U), negacio (@) e quantificacio da seguinte forma: se Ae Bja
sdo wif, entdo AUB, AUB, @A, A>B, " xA, $xA. Onde no ha perigo de confusio, nfo
usaremos os subscritos e 0s superescritos nas constantes e nas variaveis.

Logica classica de primeira ordem é definida, especificando-se um conjunto finito de
esguemas de axiomas e regras de inferéncia. A maneira mais comum de apresenta-1o é a
seguinte [TUR84]:

2.3.1 Axiomas
Para quaisquer wff A, B, C deL
1. A>B>A)
A>B>C)>(A>B)>(A> Q)
(@B-> GA) > (B> A) - B)
" XA(X) = A(t) ondet € um termo livre de x em A(X)

UoA W N

. (" xX)(A>B) > (A > " xB) onde A ndo contém ocorréncias livres de x.
2.3.2 Regras de Inferéncia
MP A,A>B+B

GEN A+"xA

Uma prova € qualquer sequénciadaformaAy, ..., A, onde cada A; € ou uma instancia de
um esquema de axiomas como segue de membros anteriores da sequéncia por uma
aplicacdo de MP ou GEN. Um teorema € qualquer wff que resulta de uma prova, isto €,
0 Ultimo membro de uma sequéncia como essa. A semantica para o calculo de
predicados é fornecida pela seguinte nocéo.

Um frame M de primeira ordem consiste de um dominio D n&o-vazio, junto com uma
funcdo F que associa a cada simbolo de fungéo n-lugares f uma fungdo f'de D">D ea
cada constante de relacdo de n-lugares, C, um elemento C’ de 2P".
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Para fornecer a semantica para L, com respeito a tal frame, empregaremos uma funcéo
de associagdo g que associa a cada varidvel individual um elemento de D.
Empregaremos a notagéo

M =g A
paraindicar que afuncéo de associacdo g satisfaz awff A no frame M.
1. M =g C(to, ..., tn1) Se € SOmente se (Val (to, g), ..., Val(tha, @)) T C.

onde Val(t,g)=g(t) se t € uma variave individua e f'(Val(t'o,9), ..., Val(t'm-1,9))
set édaformaf(t’, ..., 'm1).

2. M|=q@Aseesomentese M |=/=gA
3. M|=4AUBseesomentese M|=gAeM |=4B
4. M|=4" xA seesomente se M|=4 (d|X)A paracadad em D

onde g(d[x) € aquela funcéo de associagéo idéntica a g exceto na variavel x; aqui elaassocia o
valor d.

As condi¢gdes-verdade para 0s outros conetivos podem ser deduzidas a partir das
equivaléncias

AUB? @(@AUDZB)

A>B? QAUB

A? B? (A>B)UB->A)

$XA? @' x DA

Umawff A é universalmente valida se e somente se, para cada frame M e cada funcéo
de associagéo g, M|=4 A.

Essas duas nogdes (isto € sendo um teorema e sendo universalmente valida) sdo
conectadas com o teorema da completude.

Teorema da Completude: Uma wff do calculo de predicados € um teorema se e somente
se ela é universalmente vélida. (ndo sera demonstrado).

Como referéncia para um aprofundamento maior sobre o0 assunto Logica Cléssica de
Primeira Ordem pode-se indicar, como ja observado, a obra de Nolt e Rohatyn
[NOL91].
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3 Fundamentos de Logica Modal

3.1 Introducéo

Uma Légica € um sistema formal, ou sgja, um sistema de manipulagdo ce simbolos
contendo uma linguagem formamente descrita e um conjunto de regras previamente
estabel ecido para manipul&-los. Essas regras permitem estabel ecer relacfes (inferéncias,
Ou sgja, argumentos gue tém premissas e conclusao) entre as sentencas e definem quais
sdo as inferéncias vaidas (ou sga, aguelas nas quais a verdade das premissas “ garante”
a verdade da conclusdo). [SOU99]

Com a Logica Classica Proposicional, capturamos parte do contelido légico de um
discurso. Com a Légica Cléassica de Primeira Grdem, temos a possibilidade de nos
referirmos a individuos especificos dentro do universo de discurso. Uma limitagcdo da
l6gica classica € que os valores-verdade considerados nela s8o0 somente dois, e dois
extremos. verdadeiro ou falso, sem “matizes’, nem valores intermediarios. Ou sgja, ndo
se admitem “modalidades’ dessa verdade ou dessa falsidade. A 16gica que trata desses
“matizes’ € alégica modal. [DEA78] Com a Logica Modal Proposicional, aumentamos
significativamente nossa capacidade de comunicacdo, podendo expressar as nocoes de
necessidade, impossibilidade, contingéncia e possibilidade. [GIR95]

Pode-se entender alégica modal em dois sentidos: restrito e amplo. O sentido restrito da
l6gica modal é o sentido classico. Na logica modal assim entendida, sO se estudariam as
chamadas “modalidades aléticas’ ou modalidades da verdade. Modalidades de verdade
seriam “necessario”, “possivel”, “impossivel” e “contingente”. A l6gica modal aética —
organizada, como qualquer outra logica formal, em um calculo de enunciados e um
calculo de predicados de ordens distintas — estudaria as relagbes de inferéncia entre
enunciados afetados por alguns dos operadores modais. [DEA78] Estudaremos a légica

no sentido cléassico.

A Logica Modal trata de argumentos que envolvem os corceitos de necessidade,
possibilidade, impossibilidade e contingéncia da verdade (ou da falsidade) de uma
sentenca.  Assim, uma sentenca pode ser “(necessariamente) verdadeira’,
“(necessariamente) falsa’, “contingente” ou “possivel”, conforme a necessidade da
verdade da proposicdo em relagdo ao mundo a que ela se refere. [COS92] A Logica
Modal aceita todos os seus teoremas da L 6gica Classica e suplementa-os, estendendo a
linguagem (apresentando novos operadores) e criando novos teoremas. [GIR95]. Dessa
forma, existe um aumento acentuado da capacidade de expressar-se estruturas de
espaco, estado ou tempo, comparativamente a capacidade apresentada pela |6gica
classica. [DIM88]

Ela pode ser entendida como um sistema légico especifico no qual se estudam as
relagdes de inferéncia entre proposi¢cdes “ afetadas’ por operadores modais, mas também
pode ser entendida como o estudo da no¢do de necessidade I6gica, [DEA78] ou sgja,
como a |l 6gica da necessidade e da possibilidade, do que “deve ser” e do que “pode ser”.
[Hughes e Cresswell apud Costa] Outra ‘versdo’ diz que Légica Modal pode ser descrita
resumidamente como a | égica da necessidade e da possibilidade, do que “deve ser” e do
gue “pode ser” [HUG96].

Uma proposicdo que € verdadeira em todas as situacfes, ou sgja, em todos os mundos
ou estados possiveis (nos quais sgja possivel verificar a sua validade) é considerada
necessariamente verdadeira (necessaria). Analogamente, uma proposicdo que é fasa
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em todas as situacdes, ou sgja, em todos os mundos ou estados possiveis (nos quais segja
possivel verificar a sua validade) € considerada necessariamente falsa (impossivel). Se
ela ndo se encaixa em nenhum dos casos acima, ela € considerada uma contingéncia (ou
sga, pode ser verdadeira no estado atual, mas nd em todos os estados); e se ela
simplesmente ndo é impossivel (necessariamente falsa), ela é considerada possivel.
[COS92]

Uma assertiva que é forcada a ser verdadeira em todas as situagdes em que pudermos
verificar a sua condi¢do de verdade é dita necessariamente verdadeira, ou simplesmente
necessaria. Assim, uma verdade necess&ria € aguela que ndo poderia ser falsa em
nenhuma circunstancia.

Se pudermos verificar que, para todas as situacfes, uma assertiva € falsa, dizemos que
ela é necessariamente falsa, ou simplesmente impossivel. Se uma assertiva ndo é nem
impossivel, nem necessaria, dizemos que ela é contingente Assim, uma verdade
contingente é aquela que poderia ser falsa em circunstancias especificas. Admitindo a
noc&o de mundos possiveis onde a légica é aplicada, podemos afirmar que uma verdade
necessaria € verdade em todos os mundos possivels, e que uma verdade contingente é
verdade no mundo atual, mas ndo se mantém verdade em todos os mundos possives.

Se uma assertiva ndo é impossivel, dizemos que ela € possivel. Essas quatro nogdes
(necessidade, impossibilidade, contingéncia e possibilidade) definem os modos bésicos
nos quais uma assertiva pode ser falsa ou verdadeira e sdo os principais objetos de
estudo da l6gica modal.

A légica modal é enriquecida pela adicdo de dois operadores novos. ? (€ necessario
que) para representar necessidade e <> (& possivel que) para representar possibilidade,
0s quais, combinados com a negacdo, expressam as modalidades basicas de
impossibilidade e contingéncia. [GIR95] Sob esse novo regime, a sentenca A > ?A é
tomada como axiomética. A adicdo de tais axiomas e de regras apropriadas de
inferéncia envolvendo esses operadores facilita a derivacdo de teoremas que nem
mesmo sd0 exprimivels na linguagem do célculo de predicados. [COS92]

3.1.1 A nocéao de universo, mundos e a relacao de acesso

Esta secdo é baseada na descricdo de logica modal encontrada na obra de Dimuro
[DIM88] e na de Giraffa [GIR95].

A seméntica da Logica Cléssica Proposicional considera o significado de uma formula
baseado no resultado de uma funcdo de avaliacdo (valoragcdo) e de sua extensdo,

induzida por uma estrutura (interpretacéo). No entanto, os operadores modais implicam
afirmacOes a respeito de outras possiveis situagdes ou mundos. [GIR95]

Logo necessitamos de uma estrutura capaz de conter essas no¢des de mundos possiveis
(acessiveis a partir do mundo atual) e de avaliacdo em mundos possivels.

Figura 3.1: Existéncia ou ndo de umarelacéo de acesso para diversos mundos
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De acordo com aFigura 1, podemos afirmar, por exemplo, que
S1R 2, Sl R s3, 2R 4, 2 R s5,
S3R 6, S’Rs8e S7T RS9, mas J(sl R s7), (s2 R sB), etc.

Uma estrutura como foi proposta por Kripke [KRI59], a qual é denotada por
<W, R, v> para o afabeto de uma linguagem de uma Logica Modal Proposicional e é
definida como:

a) W éum conjunto ndo-vazio de mundos possivels (0 “universo”);

b) R € uma relacdo binaria de acessibilidade em W (entre esses mundos), isto €,
dadow T W, outros mundos w' podem ser imaginados possiveis se (w, W’)
pertence a relacdo R (fato representado por wRw’'). [GIR95] Essa relacdo
especifica a possibilidade de acessar um mundo w' a partir de um mundo w
[DIM8S];

c) v € uma funcdo bindria, chamada de funcdo de avaliacdo, definida pela
assinatura:

v. W p > {V,F}, onde p € o conjunto de todos os simbolos
proposicionais.

3.2 A linguagem da l6gica modal Proposicional

Logica Modal Proposicional € uma extensdo da Légica Classica Proposicional, obtida
pela adicdo dos operadores O e <>, ou sga, os simbolos utilizados para expressar
sentencas em |6gica moda sdo 0os mesmos utilizados na légica cléssica (com a mesmo
significado definido nessa l6gica) mais 0 operador necessidade (O — L para alguns
autores) e o operador possibilidade (& — M para alguns autores). Em outras palavras
[COS92):

um conjunto enumeravel de simbolos representando proposicoes (diferentes dos
simbolos |6gicos);

~

pontuagao: “(“ e*“)”;
conectivos; ‘@”, “U”, “U” e“>"
modais; “O0” e“<$.

3.2.1 Operadores

Denotando por [w]s o vaor verdade de uma formula w em um mundo s, entdo os
operadores especiais que descrevem propriedades dos mundos que sd0 acessivels a
partir de um mundo de referéncia em um universo séo [DIM88]:

- operador de necessidade: O. [Aw]s® (" S)(R(s, S )>[w]S)

Assim, Ow é verdadeiro no mundo s se a formula w € Verdadeira em todos os mundos
R-acessivels a partir de s, ou: w é necessariamente V em s se, paratodo mundo s'tal que
SRS, wéeVems.

- operador de possibilidade: & : [Ow]s® ($5)(R(s,s) U [w]s)

Logo, Ow é Verdadeira em um mundo s se w é Verdadeira em pelo menos um mundo
R-acessivel a partir de s, ou: w é possivelmente V em s se existe pelo menos um mundo
stad quesRs ewéVems.
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3.2.2 Formulas Modais

Uma formula modal é uma férmula constituida de simbolos proposicionais, simbolos de
predicados (incluindo a igualdade), simbolos funcionais, constantes individuais,
variaveis individuais, operadores cléssicos e operadores modais.

Uma férmula estética é toda formula que ndo apresenta nenhum operador modal.

Uma férmula modal plena (dindmica) € toda férmula constituida de subférmulas
estaticas as quais operadores classicos e modais sdo aplicados [DIM88].

O conjunto de férmulas validas da Légica Modal Proposicional € o menor conjunto de
“strings” do alfabeto modal proposicional obtidas recursivamente satisfazendo as
seguintes condicdes [COS92] e [GIR95]:

- Todo simbolo proposicional € umaférmula, chamada férmula atémica.
- Sea éumafdérmula, entdo (Ja) também € uma férmula.

- Sea eb sio formulas, entdo @Ub), @Ub) e @>b) e (@eb) também sio
formulas.

- Sea éumaformula, entdo Oa e <a também o sdo.
- Nada é umaformula, a menos que sgja forcada a ser por um dos itens acima.

Quando ndo existir nenhuma ambiguidade, podemos omitir alguns parénteses na escrita
das formulas.

Como foi definido, o acréscimo a notacdo da logica classica resume-se a se P € uma
formula bem formada da l4gica classica ou da l6gica modal, entdo OP e <P também o
sd0 nalégica modal. Simplificando a linguagem, OP serd verdadeira se P for verdadeira
em todos os mundos possivels, e <P sera verdadeira se P for verdadeira em algum dos
mundos possiveis. Utilizando os simbolos apresentados, podemos dizer, por exemplo:

€ necessario que P (ndo é possivel que ndo-P) | OP

é possivel que P (ndo é necessario que ndo-P) | OP

nao é necessario que ndo-P (é possivel que P) | OGP

€ impossivel que P (é necessario que ndo-P) | OGP

é impossivel que P (ndo é possivel que P) aOP

ndo € possivel que ndo-P (é necessario que P) | g P

Com a guda da negacdo, todas as notacbes modais podem se reduzir a uma sd das
nocdes, que pode ser tanto a necessidade como a possibilidade [DEA78]. O simbolo
“0O” (“é necessario que...”) poderia ser considerado o simbolo primitivo, enquanto o
simbolo “<$” (“é possivel que...”) poderia ser definido como “@O@” (“néo é necessario
que ndo-..."). Ou o simbolo “<>” (“é possivel que...”) poderia ser considerado o simbolo
primitivo, enquanto o simbolo ‘00" (“é necessario que...”) poderia ser definido como
“@O@" (“nado é possivel que ndo-...").
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Conforme [DIM88], o valor verdade de uma férmula modal em algum mundo de um
dado universo é determinado pelo emprego repetido das regras para os operadores
modais, e pela avaliagdo das subformulas estaticas no proprio mundo.

Assumiremos que cada mundo contém uma interpretacdo total de todos os simbolos
cléssicos na férmula, logo o vaor verdade de qualquer férmula estatica é totalmente
determinado.

Extraindo um exemplo de [MANN], consideremos a existéncia de um universo
constituido de mundos que sdo dias, e para cada dia, o predicado chove(l), o qual,
conhecida a data, depende somente da localizagdo |. Se o mundo de referéncia fixo
possui significado hoje, entéo:

Ochove(l) - @chove(l)

€ interpretada como: para um dado dia e uma dada localizacdo |, se chove naquele dia
em |, entdo ha um outro dia no futuro (depende do significado de R) no qua nédo ira
chover em [; assim, toda chuva ira eventual mente cessar.

Similarmente, aformula:

chove(l) - Ochove(l)
afirma que, se chove naguele dia, entéo ira chover para sempre (também depende de R).
Sejaaférmula gera:

O (Bw) & F(Ow)

Ela afirma que todos 0os mundos R acessiveis satisfazem @w se e somente se ndo existe
um mundo Racessivel satisfazendo w. Essa formula € Verdadeira em qualquer mundo
para qualquer universo com uma relacéo arbitraria R.

Algumas leis da légica modal proposicional verificaveis intuitivamente sdo, por
exemplo:

1. P>OP “ab opportere ad esse valet consequentia”
2. OP->P “ab esse ad posee valet consequentia”

3. O/P->0Q)~>( OP~>OQ)

4. @O (PUQ)«e (3O PUBOQ)

5. O(PUQ)«e (OPUCQ)

6. (OPUOQ)> 0O (PUQ)

7. O(PUQ)=> (O PUCQ)

3.2.3 Universo de uma Formula Modal

Um universo U de uma férmula modal w consiste de um conjunto de estados (ou

mundos) S, uma relacdo binaria R em S, denominada de relacdo de acesso, e um
dominio D.

Cada mundo s prové uma interpretacdo de primeira ordem sobre o dominio para todos
os simbolos proposicionais, simbolos predicativos, simbolos funcionais, constantes
individuais e variaveis individuais (livres) em w. [DIM88]

Um modelo (U, s0) € um universo U com um dos estados de U, so T S, designado como
o mundo inicia ou de referéncia (interpretacdo).
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Em resumo,
- Universo dew:
0 conjunto de mundos S
0 relagdo de acesso entre mundos R
0 dominio D

3.3 Semantica dos Mundos Possiveis de Kripke

Na estrutura M que determina a seméantica da l6gica modal, R é uma relacdo binaria de
acessibilidade sobre o conjunto W’ de mundos possiveis. As propriedades formais de R
determinam os axiomas e as regras de inferéncia da |6gica modal que sdo considerados
vélidos.

Todo o esguema axiomético (tautologias e regras) da Légica Proposiciona € valido na
LogicaModal Proposicional.

Em quai squer tipos de estruturas, sdo validos os axiomas. &
ap-> goaP

O (P> Q)~>(OP->0OQ)

3.3.1 Valor-verdade de uma Formula Modal

Definimos o vaor verdade de uma formula modal w em um mundo s (denotado por
[w]s) em um universo conhecido U indutivamente:

1 Se w é estatico, entdo o valor verdade de [w]s é calculado, interpretando w
ems,

[Aw]se (" s)(R(ss) > [w]s);
[Ow]sé ($s)(R(s, ) U [w]S):
[wl U w2] é verdadeiro se e somente se ou [wl]s ou [w2]s é verdadeiro;

[@w]s é verdadeiro se e somente se [w]s é falso;

o 00~ WD

[$xw]s é verdadeiro se e somente se existe um universo U’ diferente de U no
maximo pela interpretacdo dada a x em cada mundo de U, tal que [w]s &
verdadeiroem U'.

Vejamos o exemplo extraido de [MAN92]. Consideremos a interpretacdo da formulaw

" x O3y, p(x.y)
para um universo U com um conjunto de mundos S, relacdo de acesso R e dominio D. O
significado de [w]s, parasi S, é
("xI D)("s T 9(R(s ) > Byl D) [p(x, y)Is)

Entdo essa formula serd verdadeira em um mundo s de um universo U para todas as
atribuicdes de valores a x, e para cada mundo S acessivel a partir de s, existe uma
atribuicdo de valores a 'y, possivelmente dependente da atribuicéo de x e da escolha de
S, quetornard p(x,y) verdadeiraem s'.
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3.3.2  Modelo Satisfatorio para uma Férmula

Se uma férmula w é verdadeira em algum mundo sO em um universo U, dizemos que
(U, s0) é um modelo satisfatério para aquela férmula, ou que a férmula é satisfeita em
(U, D0).

3.3.3 Formula Valida
Uma formula w que é verdadeira em todos os mundos de todos os universos é

denominada de valida, isto &, para todo universo U de w e para cada mundo s em U,
[w]s é verdadeira. Por exemplo, a férmula:

Ogwe gow
é uma formula vaida.

Essa formula estabelece a conexdo entre necessidade e possibilidade. Outra formula
vélidaé:
Owl > w2) 2> (Owl > Ow2) Normalidade

Isto é, se, em todos 0s mundos acessiveis, é valido wl = w2 e, se wl é verdadeiro em
todos 0s mundos acessiveis, entdo w2 deve ser também verdadeiro em todos esses
mundos.

As formulas acima sdo validas para qualquer relacdo de acesso. Se adicionarmos
restricbes arelacdo R, obteremos formulas adicionais que sdo verdadeiras para qual quer
modelo com uma relagéo satisfazendo essas restrigoes.

De acordo com as restricbes que podemos impor sobre R, obtemos diferentes sistemas
modais. Neste estudo, R serd estabelecida sempre reflexiva e transitiva, isto &,
consideramos que uma formula é valida se ela é verdadeira em todos os mundos de cada
universo com uma relacdo de acesso que € reflexiva e transitiva.

Por exemplo, aférmula:
Ow-> w

é valida se é verdadeira para qualquer model o reflexivo. Ela é afirmada para um mundo
stal que, se todos os mundos acessiveis a partir de s satisfazem w, entdo w é satisfeita
pelo préprio s, ja que, pelareflexividade, s é acessivel a partir de si mesmo.

A férmula
OOow > Ow
e valida, pois é verdadeira para todos os model os transitivos. Podemos escrever:
(O(OwW)) > (Ow)
entéo:
($s1)(R(s0,51) U (Ow)) > Ow
ou
($s1)(R(s0,s1) U ($s2)(R(S1,82) U [W]s2)) > ($s3)(R(s0,83) U [w]s3)

Afirma-se que, para um mundo SO, se existe um s2 acessivel a partir de s1, que é
acessivel apartir de SO tal que s2 satisfaz w, entéo existe um s3, acessivel a partir de s0,
gue satisfaz w.
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Isso sempre acontece em um modelo transitivo, pois, pela transitividade, s2 também é
acessivel a partir de SO e podemos tomar s3 = S2.

A funcdo de avaliacdo v pode ser estendida para permitir a avaliacéo de férmulas (P) em
geral (e ndo apenas de proposicdes) através da nocdo de satisfacdo (|=) em uma estrutura
(M), onde anotacdo M |=,, P indica que a estrutura M satisfaz a formula P no mundo w;
e esta definida recursivamente como [GIR95]:

a) (SA) M |=w A seesomente sev(w, A) =V,

b) (S8) M |=w (DP) seesomentese M |t P;

0 (SU) M |=w (PUQ) see somentese M |=yPeM |=y Q;

d) (SU) M |=w (PUQ) see somentese M |=yPou M |=, Q;

e) (S52) M |=w (P>Q) seesomenteseM fFyPouM |t Q;

f) (S®) M =y (PEQ) seesomentese (M |FwPeM |y Q ou(M FwPeM |y
Q);

0 (SC) M [mw OPseesomenteseexistirw’' I M tal quewRw' e M |=y, P;

h) (SO) M |=, 0P se e somente se paratodow'l M tal quewRw' e M |= P;

onde A € um simbolo proposicional, P e Q sdo formulas modais proposicionaise |- éa
negacéo de |=.

- Dizemos que a estrutura M satisfaz a formula P se existe dlgum mundow T W
tal que M |y P; isto é, P é verdadeira para 0 mundo w, na estrutura M;

- Dizemos que a férmula P é satisfativel se existe alguma estrutura que a satisfaz;
caso contrario, dizemos que aférmula P € insatisfativel;

- Uma férmula P é valida em uma estrutura M se, para todo mundo wi W, M
satisfaz P, ou sgja, M |=y P, dizemos que M é um modelo para P.

Se tomarmos uma classe de estruturas nas quais a relagdo de acessibilidade R entre os
mundos possiveis seja somente reflexiva (isto € para todo w, temos wRw, obteremos a
l6gica modal conhecida como sistema T. Se, porém, em adicdo, considerarmos que a
relacio sgatambém transitiva (isto €, paratodow, w', w” 1T W, temos que, se WRW' e
w Rw” entdo wRw”), obteremos a l6gica modal conhecida como sistema 4. Jase R for
reflexiva, transitiva e simétrica (isto &, paratodo w, w' T W, se WRW' entdo w’'Rw),
obteremos a l6gica modal conhecida como sistema 6.

3.3.4 Sistemas

Sistema K

Os axiomas OP> @ @P e O(P-> Q)~>(AOP~>0OQ) sdo validos em qualquer classe de
estruturas (sistemas), independente das caracteristicas da relagcdo de acessibilidade R.

Demonstracao
a OP>aoaP

Suponhamos, por contradicdo, que existe uma estrutura M = <W, R, v>, com wi W tal
que:

M [t (OP>3OIP).
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Logo, peladefinicao de [*, temos:
PM [=w (AP>3OP))

se e somente se @M [t wOP ou M |=,, B DP) (S2)

seesomentese M |t wOPouM L, O@P) (S@)

seesomentese @M |t ,OPe @M L, OOP (De Morgan)

se e somente se @M |=,, 0P e 3M |=,, OOP (Definicdo de ')

seesomenteseM |=,0PeM |5, OOP

se e somente se, paratodow’T W, tal quewRw’, M |=wP e (sO)
exisirw” T W tal que wRw”, M |= @P (SO)

0 gque € uma contradic¢éo.
Portanto, M |=, (OP->@0OJP).
b) O (P>Q)~>(OP~>0OQ)

Suponhamos, por contradicdo, que existe uma estrutura M = <W, R, v> com wi W tal
que:

M [*w (B(P>Q)>(OP->0Q))
Logo, peladefinicdo de [t , temos:
oM |+ (O (P> Q)~>(OP->0OQ))

seesomenteseM Ly ? (P2Q)ouM |=w (? P27 Q) (S2)
seesomentese @M L ? (P2>Q) e @M |y (? P22 Q) (De Morgan)
seesomentese M L ? (P2Q) edM Fw?PouM |=y ?Q) (Definicdode|t e S>)
seesomenteseM |5y ? (P2Q) e@M L ?Pe@M |=w ?Q (De Morgan)
seesomenteseM |=y ? (P2Q) e @M |=yw?Pe @M |=w ? Q (Definicdo de [*)

seesomenteseM |=y ? (P2Q)eM [Fw?Pe @M =m0 ? Q

MasM =y ? (P> Q)

se e somente se, paratodow’T W, tal quewRw’, M |=w (P > Q) (S?)
se e somente se, paratodow’ T W, tal quewRwW', M [t v PouM |5y Q (S2)
se e somente se, paratodow'T W, tal quewRw’, @M |=,vP ou M |=w Q(Definicdo de |* )(1)
Por outro lado, M |=w? Pe @M |-y ? Q

se e somente se, paratodow’T W tal que WRw', M |= P

e@(paratodow” T W tal que wRwW”, M |5 Q) (S?)
se e somente se, paratodow’T W tal quewRw’, M |=y Peexistirw” T W,
tal qUeWRW”, M [Ew @Q (@ XPSSXDP)

se e somente se, paratodo, w1 W, tal que wRw’, M |=w’P,
eexigirw” T W, tal quewRw”, M Fw” Q (Definicio de |*)



25

gue contradiz (1). Portanto, ndo existe uma estrutura M que ndo satisfaca a
formula? (P> Q)->(? P=>? Q). Logo todas as estruturas satisfazem na.

A férmula acima é conhecida em |6gica modal com formula K e é valida em todas as
estruturas, sem restricdes. Denomina-se sistema K o sistema que tenha como exigéncia
minimaavalidagdo da férmulaK, e, como K mantém a regra modus ponens através das
modalidades, esses sistemas sd0 chamados sistemas normais.

Embora néo apresentemos demonstracdo da menutencdo da regra modus ponens através
de modalidades, é de se esperar que ela sgja valida para os operadores ? e <, devido a
manutencdo do esguema axiomatico da L 6gica Proposicional.

EXEMPLO:
Suponha que a formula (2 PU? (P=>Q))>? Q é vdida em uma estrutura M e que

? PU? (P> Q) sga satisfeita em um mundo possivel w T W. Ento, por S, aférmula
? Q também deve ser satisfeita em w, assim como ? P e ? (P> Q), por SU.

(OPUO(P>Q)~>0OQ
OPUO(P->Q) / W’
0Q
(m]=
OP->Q)
\ »
w

Figura 3.2: Formulas satisfeitasemw 1T W.

Mas, pelo significado do operador ?, é preciso que P, P>Q e Q sgam satisfeitas em
todos os mundosw’ 1 W, tal que wRw'.

@pUOP>Q)~>0OQ =
OrPUOP>Q) P>Q
0oQ Q
apP w
OP->Q)
\ P
W P>Q
Q
W’

Figura 3.3: Formulas satisfeitas nos mundos acessiveis a partir de w.

Sistema T

A relacdo R é reflexiva. Provaremos que, com essa condigdo, a formula ? P> P € um
axioma.

Demonstracao
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Suponhanos, por contradicdo, que exista uma estrutura M = <W, R, v> comw 1 W,
gue ndo satisfaca ? P> P. Ent&o temos:

MEw(?P>P)

seesomentese @M |=w (? P>p) (Definicéo de [*)
seesomentese M [t w?PouM |-y P) (S2)
se e somente se (M |-y ? Pou M |=y P) (Definicdo de |*)
seesomentese M |= ? Pe @M |=y P (De Morgan)

seesomenteseM |=y ?Pe @M |- P
0 gue € uma contradicdo, por S?, sendo R reflexiva.

? P->P é denominada formula caracteristica do sistema T e nos da exatamente a no¢éo
dereflexibilidade, ou sgja, um mundo ser acessivel por ele mesmo.

De ? P, podemos concluir P, 0 que nos leva a intuicdo de algo necessariamente
verdadeiro como sendo algo que deve ser aceito em todas as situagdes (mundos) que
consigamos imaginar (ou tivermos acesso) especiamente a atual (mundo atual).

Sistema S4

Nos sistemas de légica modal que possuem acessibilidade reflexiva e transitiva,
verificaseque? P>? ? P @

Consideremos uma estrutura M = <W, R, v> com wy, Wo, W3, W4 em W, e arelacdo de
acessibilidade R trangtiva tal que wiRws, wiRws, wsRwi, WoRw,, waRws €, pela
transitividade, wiRwz, wiRw,, como pode ser observado nas figuras a seguir.

W2

W1 / Wa
\

W3

Figura 3.4: Estrutura com relagdo de acessibilidade transitiva.

apP Wo

aP

\PEIPW3

Figura 3.5: Aplicacdo darelacdo de acessibilidade transitiva (1).

apP Wy




27

W2

W1 / Wa
\

W3

Figura 3.6: Aplicacdo darelacdo de acessibilidade transitiva (2).

Admitindo-se que o antecedente de (1) ? P é valido, entdo:

M |Fw ? P

Mas

M =1 P, M |mu2 P, M [=uz PeM |=ws P, em todos os mundos acessiveis.

Vaendo P, em todos os mundos acessivels, também vale ? P. (S?)
Entdo, temos:

MPFu?P,M|Fw2 ?P,M |Fug ?PeM |mwe ? P (S?)

como mostraa Figuras

Como ? P é satisfativel em todos os mundos acessiveis a partir de wl, podemos concluir
por (S?) que:

MFw??P, e (S?)
MEFEwm?P)> M [Fw ??P), (S2)
como mostra a Figura 6.

Sistema S5

Nos sistemas modais que admitem relagbes simétricas de acessibilidade, se existe um
mundow T W que M |=y P, entdo, se WRW’ e WRW”, por simetria temos w’ Rw, w”Rw,
wWRw, entdo M |=, OP, M |=y OPeM [my OPpor SO.

Ora, como M satisfaz a <P em todos os mundos possiveis, entdo, por S?, temos que
M |=w ? OP. Peladefinicdo de S, podemos concluir que M [y (OP>? OP).

Logo, OP>7? OP.

A tabela a seguir apresenta formulas caracteristicas para os sistemas K, T, S4 e S5 (ja
demonstradas) e para os outros sistemas de Kripke para a Légica Modal Proposicional
(sem demonstracao).

Sistema| Acessibilidade Formulas Caracteristicas
K Nenhuma restricdo ?2(P>Q)>(?P>7Q)

T Reflexiva ?P>P

D Serial: paratodo wl W, haum w'T W tal que wRw’ | ? P> OP

K4 Trangitiva ?P>?7?P

A Reflexiva e Transitiva Axiomasde T eK4
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KB Simétrica P>? OP

B Reflexiva e Simétrica Axiomasde T e KB
B4 Transitivae Simétrica Axiomas de K4 e KB
S5 Reflexiva, Simétrica e Transitiva OP2? OP

3.4 Sistemas de Prova para Légica Modal
Proposicional

3.4.1 Axiomatico

A apresentacao deste assunto neste trabal ho esta baseada no resumo de [GIR95].

Seréo considerados apenas os simbolos =, @ e ? como primitivos, pois os simbolos U,
U, & e < podem ser deduzidos por definicdo como segue:

(PUQ) def &(P>2Q)
(PUQ) def BP>Q
(PQ) def (P>Q)U(Q->P)
O P def @? @P
Sistema K
O conjunto de axiomas e regras de inferéncia € 0 mesmo da representacdo axioméatica da

L6gica Proposicional, acrescido da férmula caracteristica do sistema K e da regra de
inferéncia de necessitacao.

a) Axiomas:
tautologias (da L 6gica Proposicional) (tautol ogias)
?2(P>Q)>(?P>?Q) (K)
b) Regrasdeinferéncia
*eG% P,Gl¥ (P>Q)entéao G ¥4 Q (Modus Ponens)
e |¥% Pentéo |34 ? P (Necessitacao)

onde P e Q sdo formulas modais proposicionais, e G € um conjunto de férmulas.

Modus Ponens diz que, se a partir de um conjunto de formulas, deduz-se P e P>Q,
entdo, a partir desse mesmo conjunto de férmulas, deduz-se Q.

Necessitacao diz que, se uma formula € um teorema, entdo ela deve ser um teorema em
todos os mundos possiveis. Queremos que os teoremas da L égica Proposicional sejam
ndo apenas aceitos na Logica Moda Proposiciona, mas também aceitos
necessariamente em todos 0os mundos possiveis.

A tabela a seguir apresenta o0 sistema axiomatico para as l6gicas modais de outros
sistemas de Kripke.
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Sistema| Sistema Axiomatico

T Axiomas e regras de inferénciado sistemaK e ? P> P

D Axiomas e regras de inferénciado sistemaK e ? P> OP (D)
K4 Axiomas eregras de inferénciado sistemaK e? P>? ? P (K4)
A Axiomas e regras de inferénciado sistema T e 0o Axioma K4

KB Axiomas e regras de inferénciado sistemaK e P>? OP (B)
B Axiomas e regras de inferénciado sistema T e 0 Axioma B

B4 Axiomas e regras de inferéncia do sistema K4 e o Axioma B

S5 Axiomas e regras de inferénciado sistema S4 e OP>7? OP

Principais propriedades

O sistema dedutivo determina um conjunto gerado a partir do conjunto de axiomas, por
aplicacOes das regras de inferéncia, a saber, o conjunto dos teoremas. Da mesma forma,
0 sSistema seméntico determina um conjunto das formulas vaidas. Poderiamos
perguntar, entdo, se 0 conjunto dos teoremas € um subconjunto do conjunto das
formulas vélidas. Essa questdo é enderecada pelo teorema da corretude, que estabelece
gue, se uma formula é provada pelo sistema dedutivo, entdo ela é vdida. Assim, o
teorema da corretude vem mostrar que o sistema dedutivo esta de acordo com o
significado dado as formulas, ou, em outras palavras, gue o sistema dedutivo tem “um
respaldo nas observagdes sobre as coisas do ‘mundo real’ sendo tratado”. Entre as vérias
conclusdes importantes que podem ser extraidas desse teorema, destaca-se a seguinte:
como no mundo real n&o pode acontecer que algo seja e ndo seja ab Mesmo tempo,
tem-se, pela corretude, que ndo pode acontecer: %2 Pe %2 OP.

Da mesma forma, seria possivel perguntar se 0 conjunto das formulas vaidas é um
subconjunto do conjunto dos teoremas. Essa questdo € enderecada pelo teorema da

completude, que vem estabelecer que o sistema dedutivo € suficiente para gerar todas as
formulas validas.

Corretude

Para toda linguagem modal proposicional LMP, para todo conjunto de férmulas G de
LMP, paratoda formula P de LMP, se G |34 P entdo G |= (Teorema da Corretude). Ou
sgja, se P é deduzida a partir de G, entdo P é satisfeita (valida) em todas as estruturas de
M nas quais os membros de G séo validos. [GIR95]

Completude

Para toda linguagem modal proposicional LMP, para todo conjunto de formulas G de
LMP, paratodaformulaP de LMP, seG|= P entdo G |% (Teorema da Completude). Ou
sga, se P é vdida em todas as estruturas de M nas quais os membros de G sao validos,
entdo P pode ser deduzida logicamente a partir de G. [GIR95]
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Demonstracfes dos teoremas da corretude e da completude do sistema axiomatico da
I6gica modal proposicional D encontram-se na obra de Costa [COS92] e ndo serdo
apresentadas neste trabal ho.

3.4.2 Deducao Natural

A prova de uma férmula da légica modal no sistema de deducdo natural pode implicar a
criagdo de subprovas, de acordo com as modalidades envolvidas. Assim, se estamos
interessados em provar <>P, poderiamos criar uma subprova para P. Essas subprovas
correspondem a uma mudanca de mundo e a verificar a validade da formula nesse
mundo.

Existem duas formas de considerarmos essas criacdes de subprovas. Em uma, a criacéo
de uma subprova pode ser interpretada como sendo a mudanca para um mundo
especifico, como se estivéssemos procurando um contra-exemplo. Assm, se em uma
prova encontrarmos <>P, podemos criar uma subprova com P e se chegarmos a uma
contradicdo, ou segja, se escrevermos duas férmulas do tipo P e &P, entdo podemos
retornar, escrevendo essa contradi¢do. O mesmo acontece com @? P, que podemos criar
uma nova subprova com @P devido a interdefinibilidade dos operadores modais. Para
simplificar a escrita, 0 simbolo N sera usado para representar a contradicao.

Nessa situagao, se encontrarmos no desenvolvimento da prova ? P — como P deve ser
vélida em todo mundo acessivel a partir do atual — poderemos escrever P na subprova.
O mesmo raciocinio se aplica ao encontrarmos @7 P, que ros permitira escrever @P na
subprova. Agora, como arelacdo de acessibilidade varia de acordo com o sistema que se
esta utilizando, deve-se ter uma forma de aplicar regra para cada sistema da logica
modal. Por exemplo, se arelacgo de acessibilidade é reflexiva, entdo podemos escrever
P na prova atual também.

Na abordagem chamada por Fitch de I-estilo, “as mudancas de mundo” ocorrem de uma
forma muito semelhante as que ocorrem no sistema de tableau que sera visto adiante.

A outra abordagem para criagdo de subprovas pode ser interpretada como a mudanca
para um mundo genérico qualquer. Assim, se for encontrado ? P, pode-se abrir uma
subprova com P. Se nessa subprova for possivel concluir Q, e como essa subprova pode
ser interpretada como a verificagdo da formula em um mundo qualquer, ou sgja, €la se
aplica a todos os mundos acessiveis a partir do atual (mesmo que né&o hga nenhum),
pode-se retornar e concluir ? Q.

Note que jé surgiram situagdes de criagcdo de subprovas na | 6gica cléssica proposicional .
Ao ser feita uma suposicéo, € como se se estivesse criando uma subprova — ndo
envolvendo mudanca de mundo, é claro. Como, nesse caso, hdo ha mudanca de mundo,
qualquer formula escrita acima poderia ser escrita dentro da suposicdo, desde que
respeitada a visibilidade do aninhamento. Essas suposi¢les seréo representadas através
de caixas para facilitar a visualizacdo. No caso de subprovas da l6gica modal, para
diferenciar e ainda para facilitar a visualizagdo, a criacdo de uma subprova sera
representada por uma “caixa estrita’, na qual as linhas superiores e inferiores sdo
duplas.

Sera utilizada a seguinte notagao:

- asférmulas dostipos ? P e @< Q serdo referenciadas por “n” e os componentes
Pe@Q, por “ng”;
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- as formulas dos tipos OP e @?Q serdo referenciadas por “po”, € 0s
componentes P e BQ, por “po”;

O entendimento das regras de deducdo natural para os sistemas de l6gica modal
depende fortemente do conceito de relagdo de acessibilidade, que é uma nogéo
semantica. Portanto, na maioria das vezes, as regras seréo explicadas através do sistema
semantico.

l-estilo

As regras da abordagem |-estilo de deducdo natural para a |6gica modal proposicional
serdo apresentadas, iniciando pelo sistema K. Com o sistema K esté contido em todos 0s
outros sistemas que estdo sendo considerados (embora hgja outros sistemas — néo-
normais — que ndo contém K [KRI59]), essas regras devem também ser aeitas nos
outros sistemas, com 0s devidos gjustes e acréscimos necessarios. Os outros sistemas
serdo considerados nas segOes seguintes.

Sstema K

O conjunto de regras da abordagem |-estilo de deducdo natural para o sistema K da
|6gica modal proposiciona € formado pelas seguintes regras:

REGRAS DE INTRODUCAO REGRAS DE ELIMINACAO

U  sePeQentioPUQ UE sePUQentamP
sePUQentao Q
U  sePentiPUQ UE sPUQe
seQentioPUQ [supondo P] conclui-seR e

[suponto Q] conclui-se R

entdo R
-1 se[supondo P] conclui-se Q| 2E sePeP>Qentdo Q
entdo P> Q
a se[supondo P @PE  secontradigao entdo P
conclui- se contradicao se  [supondo P conclui-se
entdo &P contradicao
entdo P
nl e npgentéon nE  senentéo
[pode-se usar np em uma subproval
pl pE sep etéo

[pode-se usar po em uma subproval

REGRA DE RETORNO
RET se em uma subprova conclui-se contradic¢éo entéo contradicéo

As restri¢Oes impostas pelas regras acima sdo as seguintes.
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A ocorréncia da féormula np a ser usada pela regra nl néo pode estar dentro do
escopo de nenhuma suposicdo ndo descarregada — obviamente que se ela estiver
dentro de uma suposicéo descarregada, pela visibilidade do aninhamento, ela
também ndo poderd ser usada. Assim, ela ndo pode depender de nenhuma
hipétese.

A subprova da regra nE deve ser uma ja anteriormente criada (por aplicacdo da
regrapE).

S&0 apresentadas algumas explicagdes sobre as regras acima:

Asregras @l e JE tiveram uma reformulagdo (n&o obrigatoria), representando a
contradigéo por “N .

E desgjado, certamente, que os teoremas da |6gica cléssica proposicional sgjam
também teoremas da l6gica modal proposicional, uma vez que estamos usando
0S mesmos conectivos |6gicos com os mesmos significados. Portanto, as regras
da logica cléssica proposiciona sdo também regras da légica modal
proposicional.

E desgjado ndo apenas que os teoremas da | dgica proposicional sejam aceitos na
|6gica modal proposicional, mas que sgam necessariamente, ou sgja, que sgam
aceitos em todos os mundos possiveis. Esta € a explicacdo para aregra nl que €
chamada necessitacéo.

Ao aparecer uma férmula do tipo p, pode-se afirmar que existe um mundo

acessivel a partir do atual no qual po ocorre. Entdo, com aregra pE, cria-se uma
subprova— vai-se para esse mundo — para verificar essa situacao.

Se em uma subprova, pode-se deduzir uma contradicdo (* ), entdo as afirmacoes
de que se dispde sobre esse “mundo possivel” sdo também contraditorias. Entéo
pode-se voltar e afirmar a contradicdo . Essa € a justificativa para a regra
RET.

O mmponente ng de uma férmula n deve ser aceito em todos os mundos
acessiveis a partir do atual. Portanto, como uma subprova pode ser interpretada
como um mundo especifico, a0 se obter uma férmula n, pode-se também
escrever np em uma subprova existente, através daregranE.

A regra nE é em gera, apresentada com uma regra a parte denominada
iteracdo. Optouse por essa forma de apresentacdo para manter a padronizacéo
da apresentacdo do sistema de deducdo natural.

Neste trabalho, ndo serdo apresentadas provas ou demonstracoes do sistema de deducéo
natural; apenas serdo descritas as regras de cada sistema da |6gica modal proposicional.
Esse topico sera tema de trabal hos futuros.

Sstemas T, D, K4, 4, KB, Be S

Ser&o apresentadas a seguir as regras da abordagem I-estilo de deducdo natural para os
sistemas T, D, K4, $4, KB, B e S5 daldgica modal proposicional.

Regras do sistema T: 0 conjunto das regras do sistema I-estilo de deducéo natural paraa
I6gicamoda T € formado pelas regras do sistema K mais a regra de eliminagéo:

ng e n entdo ng
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Essa regra se judtifica pelo fato de que, no sistema T, a relacdo de acessibilidade €
reflexiva. Dessa forma, se uma formula deve ser aceita necessariamente — ou sgja, em
todos os mundos acessiveis — entdo ela deve ser aceita também no mundo atual, que é
um mundo acessivel, pela reflexividade de acessibilidade.

Regras do sistema D: Asregras do sistema K, eliminando-se a restricdo imposta a regra
nE, que limita a aplicacdo da regra somente a subprovas ja existentes. 1sso se justifica
pois a relacdo de acessibilidade, sendo serial, implica que sempre existe um proximo
mundo possivel. Entdo, ao encontrarmos uma formula do tipo n, podemos criar uma
subprova parang, uma vez que sabemos que existe um possivel mundo acessivel a partir
do atual.

Regras do sistema K4: As regras do sistema K mais a seguinte regra de iteracao:
niT  sen entdo [podemos usar n em uma subprovaj
Restricdo: a subprova deve ser umaja existente.

Explicac8o: como a relagdo de acessibilidade é transitiva, se uma férmula P é aceita
necessariamente, P deve ser aceita em todos 0s mundos acessiveis a partir do atual. Pela
transtividade, todos os mundos acessiveis a partir dos mundos acessiveis do atual sdo
acessiveis a partir do atual. Logo P deve ser aceita também nesses mundos. E portanto P
deve ser aceita necessariamente em todos os mundos acessiveis a partir do mundo atual.
Dessa forma, se for encontrada uma férmula do tipo n em uma prova, sera possivel

escrever n em qualquer subprova existente.

Regras do sistema $4: Asregrasdossistemas T e K4.

Regras do sistema KB: As regras do sistema K mais a regra de introducéo:
pl Se po entéo pode-se utilizar p em uma subprova

Restricdo: a subprova deve ser uma jé existente

Explicacdo: supondo que uma férmula do tipo po Sgja escrita em uma prova. Em termos
do sistema semantico, po € satisfeita em um mundo possivel w. Como a relagdo de
acessibilidade € simétrica, todos os mundos acessiveis a partir de w acessam w. Entéo,
em cada um desses mundos, a formula p € satisfeita. Dessa forma, se a férmula po for
encontrada em uma prova, sera possivel escreve-la em qualquer subprova existente.

Regras do sistema B: Asregras dos sistemas T e KB.
Regras do sistema $b: As regras dos sistemas B e K4.

pIT  sep entdo [pode-se utilizar p em uma subproval
Restricdo: a subprova deve ser umaja existente

Explicacdo: considerando uma estrutura <W, R, v> cuja relagdo de acessibilidade R €
simétrica e transitiva, supde-se que existam mundos possiveisw, w’' T W tal que wRw’
e uma férmula do tipo p, por exemplo, <P, sgja satisfeita em w, ou sgjaw pa OP.
Entfo existe um mundo w” 1 W tal que WRw” e w” B4 P. Pela simetria, w' Rw e pela
transitividade w'Rw”. Portanto, w' B4 <>P. Entéo, se arelacdo é transitiva e smétrica e
for encontrada uma férmula do tipo p em uma prova, pode-se escrever p em uma
subprova ja existente.
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Observacgéo: o conjunto de regras de deducéo natural formado pelas regras dos sistemas
B e K4 é suficiente para o sistema S5. A adicéo dessa regra ao conjunto vem facilitar
sobremaneira a prova de varias formulas.

A-estilo

Como para a abordagem I-estilo, sera feita a apresentacdo das regras de deducéo natural
A-estilo para al6gica modal proposicional, comecando pelo sistema K, com explicacoes
um pouco mais detalhadas e, entéo, serdo apresent adas as regras para 0s outros sistemas
considerados.

Sstema K

O conjunto de regras da abordagem A-estilo de deducdo natural para o sistema K da
I6gica modal proposicional é formado pelas regras de deducdo natural para a logica
cléssica proposicional mais as seguintes regras:

REGRAS DE ELIMINACAO

REGRAS DE INTRODUCAO REGRAS DE ELIMINACAO
nl se ng foi encontrado em uma subprova | nE £ n entdo
entdo n pode-se usar np em uma subprova

Restricdo: na aplicacdo da regra nl, ocorréncia da formula no na subprova ndo pode
depender de nenhuma hipotese (da qual n ndo dependa).

Explicagdes. a0 ser encontrada uma férmula do tipo n em uma prova, em termos de
semantica isso reflete que n é satisfeita em um mundo possivel w e que ng € satisfeita
em todos 0os mundos acessiveis a partir de w. Entéo se pode criar uma subprova com a
aplicacdo da regra nE e escrever aformula ng. A grande diferenca para a abordagem |-
estilo € que, nesta abordagem, uma subprova corresponde a um mundo acessivel (a
partir do atual) especifico, e asubprova que se esta criando agora, na abordagem A
estilo, representa um mundo acessivel (a partir do atual) genérico qualquer. Assim, se
for encontrada uma férmula do tipo ng em uma subprova, pode-se retornar e escrever n
por aplicacdo daregranl.

Sstemas T, D, K4, 4, KB, Be S5

Ser&o apresentadas a seguir as regras da abordagem A-estilo de deducdo natural para os
sistemas T, D, K4, 4, KB, B e 5 da l6gica modal proposicional.

Regras do sistema D: Asregras do sistema K mais a seguinte regra:
Ol se?Pentdo OP

Explicacéo: isso se justifica pois a relacdo de acessibilidade sendo serial implica que
sempre existe um proximo mundo possivel. Ent&o, ao ser encontrada uma férmula do
tipo ? P, como P deve ser aceita em todos os mundos possiveis a partir do atual, e uma
vez que se sabe gque existe um mundo acessivel a partir do atual, entdo se pode afirmar
que P é aceita nesse mundo. Portanto, P é possivel, ou sga, <P.

Regras dos sistemas T, K4, $4, KB, B e Sb: as regras especificas da abordagem A-estilo

de deducéo natural para os sistemas T, K4, 4, KB, B e S5 s80 as mesmas de cada um
dos sistemas na abordagem |-estilo.
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As provas das propriedades de corretude e completude do sistema de deducdo natural
para |6gica modal proposicional ndo sdo apresentadas neste trabalho, porém serdo tema
de trabalhos futuros e podem ser conferidas na obra de Costa [COS92] e em suas
referéncias. A seguir, é apresentada uma recente “tendéncia’ na érea de deducéo natural
que tem o mérito de facilitar o processo de prova em légica modal e outras |6gicas
utilizando-se esse sistema de provas.

Deducéao Natural rotulada

O artigo “Labelled natural Deduction for Substructural Logics’, de Broda, Finger e
Russo [BRO98], propde uma metodologia uniforme para desenvolver a Deducdo
Natural sobre a familia de l6gicas lineares, de relevancia e intuicionista. A metodologia
segue a disciplina de Sistemas Dedutivos Rotulados (LDS — Labelled Deductive
Systems), na qual o processo dedutivo manipula unidades declarativas — formulas
rotuladas de acordo com uma dlgebra de rotulacdo. Nos sistemas descritos nesse artigo,
0s roétul os sdo tanto termos basicos como variaveis de uma dada linguagem de rotul agéo,
e as regras de inferéncia manipulam férmulas e rétulos simultaneamente, gerando
(sempre que necessario) restricdes sobre os rétul os utilizados nas regras.

E fornecido um conjunto de estilos de regras de inferéncia de Dedugfo Natural, e a
nocao de derivacao € definida, associando uma “derivacéo estrutural” de estilo deducdo
natural rotulada com um conjunto de restri¢cdes geradas. Procedimentos algoritmicos,
baseados em uma técnica chamada abducgéo de recursos, sdo definidos para resolver as
restricbes geradas com uma derivacdo, e suas condicBes de término sdo discutidas no
artigo.

Uma derivagdo por deducdo natura estd correta em relagdo a uma dada légica
subestrutural se, sob as condi¢fes em que os procedimentos agoritmicos terminam, o
conjunto de restrices associado € satisfeito em relacdo a dgebra de rotulagdo que o
suporta. 1sso é demonstrado, provando que o sistema de deducdo natural € completo e
correto em relagéo ao sistema de tableau.

3.4.3 Resolucao

Mints, em seu artigo “Resolution Calculi for Modal Logics” [MIN89] propde uma
modificacd no método de resolugdo classico para prova de teoremas de l0gica classica
e de teorias axiomaéticas baseadas nela proposto por Robinson em “A machine-ordered
logic based on the resolution principle”, de 1965 (Mints ja havia proposto modificactes
do método original, completas e corretas para | 6gica intuicionista e para o cdlculo modal
proposicional S5). A abordagem deste artigo ([MIN89]) permite a obtencdo de sistemas
completos e corretos para as |0gicas modais mais “ populares’, em particular para $4, K,
K4, T, Br e G. Na redlidade, o que é descrito é um esguema geral que permite
estabelecer a completude do calculo construido dessa forma para sistemas modais que
tenham formulagdes do tipo de Gentzen (as quais ndo sdo tratadas neste trabalho) com a
propriedade de subformula. Os sistemas G e Br (que também ndo sdo tratados) séo
usados parailustrar como manipular ténues violactes da propriedade de subférmulas.

3.4.4 Tableau

Esta apresentacdo do sistema de tableau € baseada na descricéo de [COS92)].

Uma refutacdo baseada em tableau para l6gica modal requer o uso de diversos sub-
tableaux. Os sub-tableaux sf0 criados como que ssimulando as mudangas de mundo.
Assim, ao encontrar-se, por exemplo, uma férmula do tipo <>P em um ramo, como se
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sabe que existe um mundo possivel acessivel a partir do atual, onde P € aceita, pode-se
criar um sub-tableau com P para verificarmos se as informagdes que temos a respeito
desse mundo possivel sdo contraditérias ou ndo. Se essas informacbes sdo
contraditérias, nesse “mundo possivel”, entdo, obviamente, as informacdes que se tem
no mundo atual — sobre esse mundo possivel — também sdo contraditorias. Da mesma
forma, se esse sub-tableau for fechado, entdo o ramo que lhe deu origem também é
fechado. E claro ap6s a criacdo de um sub-tableau, a partir do ramo X, se tivermos em X
uma formula do tipo ? P, como P deve ser aceita em todos os mundos possivels, pode-se
escrever P nesse sub-tableau, para completar as informagdes que se tem sobre esse
mundo possivel.

Se se estiver considerando o sistema K, entdo ao se encontrar ? P ndo se pode garantir,
somente com essa formula, que existe um préximo mundo possivel e, 1ogo, s6 se pode
escrever P em um sub-tableau ja existente, ao passo que, se 0 sistema da |6gica modal
em consideracdo for o D, entdo, pela serialidade da relacdo de acessibilidade, pode-se
garantir que sempre haverd um préximo mundo e pode-se criar um sub-tableau novo a
partir de ? P. Dessa forma, 0 sistema que se esta considerando ira influenciar na forma
de criacdo de sub-tableaux e na forma de levar informacdo para esses sub-tableaux,
obtendo-se assim um conjunto de regras de tableau para cada sistema da |6gica modal,
COMO Sera visto a seguir.

Esse mecanismo ndo exige a andlise de todas as formulas através das regras de tableau
para a légica cléssica (regras A e B) antes de serem aplicadas as regras para tratar as
modalidades, facilitando a criacdo de provadores autométicos de teoremas através de
estratégia linear. Portanto, adotaremos como bésico o sistema de tableau no qual os sub-
tableau podem ser referenciados e para tanto, fazse necessario definir um aparato para
identificagdo dos tableaux e suas formulas.

Um prefixo é qualquer expressao utilizada para dar nome a um tableau que pode
aparecer na refutacéo por tableau de uma dada formula.

A idéa é ter um nome diferente para cada tableau de uma refutagdo. Dessa forma, uma
férmula P em uma refutacdo por tableau € unicamente identificada pelo par (g, P), onde
g é o prefixo do tableau em gue P ocorre.

Para administrar a criagdo de novos tableaux e adi¢cdo de férmulas a tableaux existentes,
€ criado o operador r que, aplicado a um prefixo g e umaformula P produz um dos dois
resultados abaixo:

- Criaum novo tableau, cujo nome € g, comecando com P, se g ndo é um nome de
algum tableau existente subordinado ao ramo que contém P, ou

- Adiciona P ao tableau designado pelo prefixo g, caso contrério.

Regras do sistema de tableau para a Logica Classica Proposicional

Regras tipo A: Regras tipo B:
SePUQentaoPeQ SePUQentdoPouQ

Se @P U Q) entdo PP e|SeP> Qentdio @PouQ
2Q Se @(P U Q) entfio @P ou
Se J(P > Q) entéo P e |Q

2Q

Se PP entéo P
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Sstema K: Formado pelas regras da | 6gica classica mais as seguintes regras,

onde g € um tableau previamente gerado|onded
por aplicacdo daregra F a umaférmula do ramo

Regras Tipo E: Regrastipo F:
Se?Pentdor (g, P) seOPentdor (g, P)
Se@OPentdor (g, @P) se@?Pentdor (g, DP)

€ um novo tableau.

Sstema T: Formado pelas regras da | 6gica classica mais as seguintes regras.

Regras tipo E: Regrastipo F: Regras tipo ER
Se?Pentdor (g, P) SeOPentéor (g, P) |(Rdereflexiva):
Se@OPentdor (g, IP) Se @?P entdo r(g,|Se?PentdoP
ondeg é um tableau previamente 2p) Se @& P entéo @P

onde g é um novo

erado por aplicacdo daregraF
g por aplicag €g tableaLl

auma férmula do ramo.

Sstema D: formado pelas regras da | égica classica mais as seguintes regras:

Regras tipo E:

Se?Pentdor (g, P)

Se@OPentdor (g, DP)

onded € um novo tableau ou um tableau previamente
gerado por aplicacdo daregra E ou F a uma formula do ramo.

Regras tipo F:

Se OPentéor (g, P)
Se @?P entdo r(g,
aP)

onde g é um novo
tableau.

Sstema K4 formado pelas regras da | 6gica classica mais as seguintes regras.

aplicacéo daregraF previamente gerado por
auma formula do ramo. | aplicacdo daregraF a

uma férmula do ramo.

Regras tipo E: Regrastipo ET Regras tipo F:
Se?Pentéor (g, P) (T de transitiva): SeOPentdor (g, P)
Se GOP entdo r(g,|Se?Pentéor(g, ?P) Se @?P entdo r (g,
@P) Se @OP entdo r(g, @P)

ondeg éumtableau |DOP) ondeg éum
previamente gerado por | ondeg € um tableau novo tableau.




38

Sstema $4: formado pelas regras dos sistemas T e K4.
SstemasKB, B,B4e 5

Esses sistemas foram agrupados pela dificuldade de obtencdo de sistema de tableau que
possa dar origem a um procedimento de decisdo para essas |6gicas. De fato, dentre essas
I6gicas com relacdo de acessibilidade simétrica, somente para S5 foi apresentado um
sistema decidivel. [COS92] Devido atais dificuldades, os sistemas de tableau para eles
ndo sdo desenvolvidos neste trabalho, podendo ser encontrados em [COS92] e em suas
referéncias.

Completude e corretude

Costa [COS92] considera 0 método dos tableaux para o sistema D da légica modal
proposicional e prova asua corretude, isto € mostra que nenhuma formula e sua
negacdo sdo ambas provadas por esse sistema. Também prova a sua completude,
mostrando que toda formula valida pode ser provada por esse sistema. Assim, fica
estabelecida a equivaléncia entre o sistema de tableau e a seméantica de mundos
possiveis.

As provas da completude e da corretude do sistema de tableau, assim como do sistema
de deducdo natural, seréo tema de trabalhos futuros, ndo sendo, por isso, apresentadas
neste trabalho. Essas provas podem ser encontradas tanto na obra de Costa [COS92]
comentada acima como nas referéncias a outras fontes que essa obra apresenta.
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4 AplicacOes de Logica Modal

4.1 Introducéo

Dois aspectos podem ser distinguidos na conexdo entre Légica e Ciéncia da
Computacéo [RYA92]. Um € o aspecto “fundacional”, no qual aldgica é usada para dar
um modelo de fendmeno de computacéo. Por exemplo: o isomorfismo Curry-Howard
(explicado com algum detalhe em [MEN2001]) é uma descricdo do paralelo entre
computacdo e transformacgdo de provas ra ldgica intuicionista. Outro aspecto é o de
“sstema de raciocinio”, no qua a légica € usada para a descricdo e para a
implementacdo de sistemas que raciocinam sobre um dominio particular. Por exemplo:
a légica temporal é usada para raciocinar sobre dominios em que o tempo desempenha
um papel chave; a logica dedntica, para dominios que envolvem o comportamento
normativo, etc. [SOU99]

Esta secéo apresenta uma visao geral das aplicagdes da |6gica modal nas diversas areas
da Ciéncia da Computacdo. A exposicdo aqui descrita é resultado da coleta de
descricOes feitas por diversos autores, muitas vezes encontradas na literatura na forma
de comentério sobre tais aplicacbes idealizadas ou implementadas por outros. Os
registros coletados sdo aqui expostos em ordem cronolégica para facilitar a percepgédo
da evolucdo dessas aplicagdes das l0gicas as diversas areas da Ciéncia da Computacao.
As secOes seguintes abordam com um pouco mais de profundidade algumas das
principais aplicagdes de logica moda, quais sgjam programacdo e sistemas
concorrentes. A secdo seguinte a essas apresenta também uma visdo geral das
aplicacdes de 16gica modal na representacéo do raciocinio sobre o conhecimento.

Légica moda foi empregada na forma de l6gica dindmica [HAR79] para facilitar a
declaracéo e a prova de propriedades de programas. Programas sdo vistos como relagdes
entre estados e, conseqlentemente, cada programa implicitamente induz um operador
modal. 1sso possibilita alguém a expressar, de uma forma mais natural, propriedades de
programas tais como correcao parcial.

L 6gicatemporal tem encontrado aplicacdo a especificacdo e a verificacdo de programas
concorrentes [MAN79]. Eles apresentam uma forma de 16gica temporal como um meio
de raciocinar sobre seqliéncias de estados induzidos por tais programas. Halpern, Manna
e Moszwkowski empregaram certas variagbes de l6gica temporal para especificar
circuitos de hardware [HAL83]. A grande forca de 16gicas modais e temporais refere-se
a0 seu poder de expressdo. Nesses sistemas, € possivel expressar propriedades de
programas de uma maneira elegante e natural. 1sso € em grande parte, devido ao
vocabulério enriquecido de tais l6gicas sobre 0 do calculo de predicados. A introducéo
de Logica Tempora na IA tem como principal area de aplicacéo a formalizacdo de
eventos, agoes e planos. Dois artigos importantes de mengdo especial aqui sdo os de
McDermott e Allen. [TUR84]

Logicas Modais, na forma de légicas de conhecimento, de crencas e de acOes, foram
introduzidas na |A por Moore [MOO84] e [KON82]. Moore apresentou uma |dgica de
conhecimento, equivalente em poder a Logica Modal $4, e desenvolveu uma forma de
Logica Modal para modelar agentes capazes de desempenhar tarefas cooperativas que
envolvem ainterac&o entre conhecimento, acdo e plangjamento.

Entre outras légicas ndo-classicas, as l0gicas de necessidade, de possibilidade, de
tempo, de conhecimento e de crenca tém uma teoria semantica bem definida e limpa
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cuja forca reside em sua base matemdtica. Tais lO6gicas podem proporcionar a
construcdo de ferramentas de grande precisdo e elegancia para aplicacdo a formalizagdo
de aspectos do raciocinio e a representacéo do conhecimento. [TUR34]

Varias formas de programacdo em légica foram desenvolvidas, principalmente com o
objetivo de superar as perdas expressivas da capacidade de estruturas de espaco, estado
ou tempo, que ocorrem na programacdo em logica que se baseia somente na légica de
predicados de primeira ordem, cujo dominio é constituido por somente um mundo, e no
qual o vaor verdade de uma expressdo nunca se modifica e ndo depende do lugar nem
do tempo. Diversos aperfeicoamentos foram estudados em [DIM88], cujo relatério
descreve e andlisa diversas propostas desenvolvidas, as quais sdo extensbes da
programacdo em | égica considerando a l6gica modal.

Ha também a logica modal de acdo, que foi desenvolvida para especificagdo de
requisitos de sistemas de tempo real. [COS92] enfatiza uma ferramenta formal para
animacdo de sistemas obtida através de modificacbes simples em um método de
deducdo sistematico.

Segundo Giraffa [GIR95], Logica Moda foi empregada por Harel na forma de 16gica
dindmica para facilitar o estabelecimento e a prova de propriedades na érea de
especificacdo e verificacdo de programas. Também foi utilizada por Moore e Konolige
[COS92] naforma de I6gica de conhecimento, crenca e acdo, em Inteligéncia Artificial,
para o desenvolvimento de programas com facilidades para inferéncias com base no
conhecimento de agentes e para modelar agentes capazes de executar tarefas
cooperativas que envolvem a interagdo de conhecimento, agédo e planejamento.

Mais recentemente, a modelagem de sistemas multiagentes tem sido tema de intensa
investigacdo [HAL95]. Uma das principais areas de aplicacdo das l6gicas modais é a
Inteligéncia Artificial. A formalizagdo de propriedades relacionadas a tais sistemas tem
sido efetuada através de diversas légicas, entre as quais légicas epistémicas (ou “do
conhecimento”), condicionais, fuzzy e temporais, entre outras. Muitas dessas |6gicas
s3 fundamentadas sobre |6gica modal. E nesse contexto que se insere este trabalho,
visto que o conhecimento de l6gicas ndo-classicas (I6gicas modais) € fundamental na
formalizacéo de sistermas multiagentes e outros sistemas de computacéo.

4.2 Programacao

Dimuro [DIM88] apresenta um estudo de extensdes a programacdo em |0gica baseadas
na Légica Modal. ExpBe que, na época da publicacdo do trabalho, varias formas de
programacdo em |6gica eram apresentadas e desenvolvidas, assm como era ampliado o
estudo de ldgicas ndo-classicas (de acordo com [TUR84], utiliza-se a denominagdo de
|6gica ndo-cléssica para referir qualquer 16gica que ndo seja a do calculo proposicional

ou de predicados, puramente.) A programacao em | égica vinha sendo baseada na L égica
de Predicados de Primeira Ordem e utilizava-se somente desta como uma linguagem de
programacéo.

Entretanto, a L ogica de Predicados de Primeira Ordem tem seu dominio em somente um
mundo, no qual o vaor verdade de uma expressdo nunca se modifica e ndo depende do
local e do tempo. Desta forma, existe uma perda expressiva de capacidade de estrutura
de espaco, estado ou tempo. Devido a restricdo, comecouse a estudar a semantica
da Logica Modal, que é uma ldgica ndo-classica, possuindo semanticas de mundos
possiveis, baseada nos modelos de mundos possiveis desenvolvido inicialmente por
Kripke e Hintikka.
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Baseada na Loégica Modal, foi proposta por Sakakibara [SAK76] uma extensdo da
programacdo em Logica, chamada de Programacdo em Logica Modal, onde foi
fornecida uma interpretacdo procedimental para a Logica Moda. Neste estudo, foi
empregada a semantica de mundos possiveis, com a utilizacdo de multimundos como
modulos ou como procedimentos na programagdo em |égica.

Uma outra abordagem foi proposta por Farinas Del Cerro [FAR86], que é uma tentativa
de "casar" a Logica Modal com PROLOG, recebendo a denominacéo de MOLOG.
MOLOG pode ser considerada como uma linguagem do tipo PROLOG, na qual literais
e clausulas de Horn podem ser qualificados por expressdes modais. A abordagem de
MOLOG utiliza regras de resolucdo como uma regra de inferéncia. Algumas tarefas
realizadas pelas regras do método de deducdo podem ser feitas durante a andlise
sintética das clausulas. Assim, um novo método de deducéo, denominado Compilacgéo,
também foi introduzido por [FAR86].

A Programacdo em Logica Modal é uma extensdo de PROLOG baseada em |6gica
modal. Na verdade, € uma extensdo simples e natura da programacdo em ldgica,

possuindo 6timas vantagens na analise de estruturas ou modul aridade de programas e na
prética de depuracdo de programas, baseada na semantica da |6gica. [DIM88]

Existem duas formas de programagédo em |6gica modal. Uma delas é dirigida a observar
um programa escrito como axiomas e derivar teoremas como respostas desses axiomas,
como em PROLOG. Por outro lado, € possivel descrever um modelo de mundo possivel
como um programa e utilizar expressdes modais interpretadas nesse modelo. A
Programacgdo em L 6gicaModal desenvolvida em [SAK76] baseia-se nesse segundo tipo
de abordagem.

Na época em que o atigo de Dimuro [DIM88] foi escrito, vérias formas de
programacdo em logica vinham sendo desenvolvidas, principalmente com o objetivo de
superar as perdas expressivas da capacidade de estrutura de espago, estado ou tempo
gue ocorrem na programacao em logica que se baseia somente na légica proposicional
ou de predicados de primeira ordem, cujo dominio € constituido por somente um
mundo, e no qual o valor verdade de uma expressdo jamais se modifica e ndo depende
do lugar e do tempo.

Diversos aperfeicoamentos foram estudados, porém esta secdo concentra-se nas
propostas desenvolvidas por [FAR86] e [SAK76], que sdo extensdes da programagao
em logica considerando a l6gica modal. No segundo, encontramos uma interpretacéo
procedimental para a l6gica modal, utilizando a seméantica do mundo possivel e,
conseqlientemente, obtendo multimundos como médulos ou como procedimentos na
programacao em |ogica.

Comparando com outros estudos de extensdes, Dimuro [DIM88] obteve o argumento
l6gico exato da programacdo em légica modal e nunca foi introduzida qualquer
primitiva impura e ndo se constitui na forma integrada dos dois diferentes paradigmas
de programacédo, como a programacao em légica e a programacao orientada a objetos.
Assim, essa programacdo em Légica Modal apresentada por [SAK76] pode ser vista
como uma extensdo simples e natural da programacdo em |6gica.

Dimuro [DIM88] também defende suas vantagens na andlise de estruturas ou de
modularidade de programas e na pratica de depuracéo baseada na semantica da l6gica.
Em resumo, um programa em |6gica modal de [SAK 76] expressa um modelo de mundo
possivel, e expressdes modais, nesse mundo, sdo interpretadas como procedimentos no
modelo de mundo possivel.
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O procedimento de prova pode corresponder ao método tableau semantico. Varios
relacionamentos entre mundos podem ser definidos pelas definicOes de relagdes. Além
disso, a programacdo em Loégica Moda de [SAK76] pode manter sua consisténcia
l6gica. Essa € uma das vantagens em comparacdo com outras formas de introducdo de
primitivas impuras como os médulos na programacdo em logica. I1sso é de muita
utilidade na depuragéo de programas.

Do ponto de vista de linguagem de programacao, considera mundos como modulos ou
procedimentos e, assm, um mundo limita o escopo de validade de cada nome de
predicado, e uma definicdo de relacdo limita o escopo de avaliagdo do programa em
cada mundo, isto & define a relacdo de acesso de cada programa. Este fato € que
introduz estruturas de programas e também a hierarquia na programacdo em logica.
Entdo podemos utilizar o mecanismo de multimundos na programacdo em LOgica
Modal de [SAK76]. Isso também torna possivel a polissemia de nomes de predicados.

Observando a proposta de [FAR86], podemos concluir que o MOLOG é uma extensdo
do PROLOG com operadores modais. No estudo de Dimuro, dois métodos foram
definidos: O primeiro método utiliza resolucdo modal restrita a clausulas de Horn
modais, e 0 segundo método, baseado no primeiro, € denominado compilacdo e
possibilita a obtencdo de cldusulas de Horn modais similares a clausulas de Horn
clédssicas. Para um adequado esclarecimento sobre clausulas de Horn, uma boa
referéncia € a propria obra de Farinas [FARS6].

A metodologia da abordagem de [FARS86] foi definida, considerando modalidades como
termos que modificam ou qualificam fatos ou regras. Uma seméntica em termos de
mundos possiveis foi associada a cada operador modal, e foi apresentado um conjunto
completo de regras de resolucdo e transformacdo de compilacdo, permitindo a deducdo
no conjunto de operadores modais. [DIM88]

Um resultado interessante desse estudo é 0 ndo fornecimento das regras de resolucéo ou
transformacgdes de compilacdo como dados para MOLOG, mas a obtencdo automética
do conjunto de regras de resolucéo e transformacdes de compilagdo para os operadores
modai s definidos da sua axiomatizacdo. [DIM88]

MOLOG é uma extensdo do PROLOG muito similar a Programacéo em L 6gica Modal
de [SAK76]. Entretanto, o sistema MOLOG interpreta axiomaticamente os operadores
modais e difere da Programacdo em Logica Moda de [SAK76], que se baseia na
semantica dos mundos possiveis.

Ainda podem ser citadas também extensbes do PROLOG como PROLOG/KR
[NAKS82], e METAPROLOG [BOWS85], que estdo muito relacionado entre si e com a
Programacdo em L6gica Moda de Farinas Del Cerro. PROLOG/KR possui 0 conceito
de “mundos’ e é também baseado na seméantica da logica modal. O METAPROLOG é
também uma extensdo para considerar metateoria e possui “teorias’, como os “ mundos’
aqui referidos. [DIM88]

4.3 Sistemas concorrentes

Nesta secéo, é apresentada uma visdo gera de como a logica temporal, uma logica
modal especifica, pode ser aplicada a formalizagdo de sistemas concorrentes. Ndo sdo
apresentados detalhes de formalismos, nem da linguagem da l6gica temporal; apenas
exemplos ilustrativos. Uma excelente fonte de referéncia para um aprofundamento em
detalhes sobre 0 tema € a obra de Goldblatt [GOL87], em cuja bibliografia encontram-se
também outras excelentes referéncias.
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O estudo de sistemas concorrentes e distribuidos € uma &rea de pesquisa importante na
Ciéncia da Computagdo. Um sistema concorrente consiste de um certo nimero de
componentes autbnomos que interagem entre s a fim de redizarem uma tarefa
conjunta. [SOU99]

Sistemas concorrentes reais sd0 usuamente compostos de varios processadores
independentes, cada um deles executando um grograma proprio. Em tais sistemas, a
execucdo dos comandos nos diferentes processadores comumente se sobrepde em vez
de se intercalar. Informalmente, pode-se dizer que dois eventos so “ concorrentes’ se
eles ocorrem sem uma ordem prévia estabelecida para suas ocorréncias. [SOU99] Isso
contrasta com 0s sistemas sequienciais, em gue quaisquer dois eventos que ocorrem em
uma computacao est&o obrigatoriamente ordenados.

A teoria dos sistemas concorrentes consiste da formulacdo de modelos mateméticos
abstratos e do estudo das propriedades desses modelos. Uma das principais
caracteristicas dos sistemas concorrentes é a concorréncia, ou sgja, o fato de que ha
Varios processos envolvidos cujos eventos podem ocorrer simultaneamente. [SOU99]
Além da concorréncia, dois outros aspectos de interesse da teoria dos sistemas
distribuidos séo a causalidade e a escolha:

- a causalidade refere-se ao fato de que certos eventos em um sistema distribuido
podem somente ocorrer em uma ordem fixa. Por exemplo, uma mensagem somente
pode ser recebida apds ter sido enviada. O recebimento da mensagem é dito ser
causal mente dependente do envio da mesma.

- a escolha captura o fato de que sistemas podem comportar-se de uma maneira
indeterminada. Ou sgja, em certos pontos da computacdo, o sistema pode escolher
entre eventos alternativos, levando a diferentes comportamentos.

Considerando-se uma linguagem de especificagdo como sendo um formalismo no qual
se especificam comportamentos dos sistemas sob estudo, evitando-se referéncias ao
método ou detalhes de implementacdo, [SOU99] temos que uma linguagem de
especificagdo para sistemas distribuidos € aguela em que podem ser descritas
propriedades comportamentais dos sistemas distribuidos. E necessario que a linguagem
de especificagdo permita que se combinem especificacOes simples a fim de construir
especificagdes mais complexas — 0 que reflete a intuicdo sobre sistemas grandes
poderem ser partidos em subsistemas menores e mais bem gerencidveis. [SOU99]

Além disso, tratando-se de sistemas distribuidos, ha de se esperar que a linguagem de
especificacdo possa descrever propriedades como causalidade, escolha e concorréncia.
E necessario, pois, que se possam especificar os relacionamentos vélidos entre os
estados do sistema enquanto a computacdo procede. Vendo-se um programa como um
gerador de um conjunto de computacdes, espera-se que a especificacdo de um programa
forneca uma caracterizagdo aternativa, preferencialmente mais descritiva e menos
operacional, do conjunto de comutacOes geradas pelo programa. Esses requisitos
sugerem 0 uso da légica forma com conectivos booleanos e modalidades temporais
como a linguagem de especificacdo desgjada. [SOU99]

Sistemas de transices s80 meios adequados para a definicdo dos significados de
programas. Entretanto, para muitos sistemas computacionais, especialmente os que
envolvem concorréncia, seu comportamento em andamento como sequéncias de acOes
ou mudancgas de estados € mais importante. Logicas Temporais sdo projetadas para
raciocinar sobre tal comportamento. [SOU99]

A Ldégica Tempora € uma légica modal que consiste em uma linguagem formal de



especificacdo para a descricdo e analise de aspectos comportamentais e dependentes do
tempo de sistemas concorrentes. Ela fornece uma maneira simples e natural, porém
precisa, de faar sobre o ordenamento da ocorréncia das interacfes, sem a adaptacéo de
medidas absolutas de tempo [MAN92].

Como linguagem de especificacdo, a Légica Tempora € apropriada e conveniente para
especificar o comportamento dindmico de programas concorrentes e descrever suas
propriedades. A principal vantagem da Légica Tempora € que ela fornece, através do
uso de um conjunto especia de operadores, expressdo sucinta e natural de propriedades
de programas que ocorrem freqlentemente. Pode-se dizer que o objetivo da Logica
Temporal € tornar claros os raciocinios que envolvam declaraces com algum aspecto
temporal. [SOU99]

Ha diferentes pontos de vista quanto ao desenvolvimento da Logica Temporal e quanto
asuarelacdo com aLégicaModal, quais sgjam [MAN92].

- um dos pontos de vista considera a Logica Temporal como uma evolucdo (um
desenvolvimento) da Logica Moda através da interpretacdo dos operadores modais
em um contexto dependente de tempo, ou, equivalentemente, pela especializacéo
dessa L 6gica para modalidades de tempo.

- um outro ponto de vista (e uma outra motivacéo) para o estudo da Logica Temporal
surge a partir da andise légica de linguagens naturais. Essa abordagem vé o
desenvolvimento da Logica Temporal como a formalizacdo de convencdes
linguisticas que se referem a tempos verbais num céculo formal.

Apresenta-se, nesta se¢do, uma breve exploragéo do primeiro ponto de vista. O primeiro
passo € considerar as Logicas Temporais como Logicas Modais sobre Sistemas de
TransicOes N&o- Rotuladas cujas relacdes de transicdo sdo ordenamentos. Considerando
esses ordenamentos com temporais, € 0 conjunto de estados consistindo de tempos,
temos a seguinte interpretacdo para os operadores modais. ? expressa invariavel mente,
e < expressa eventual mente.

Assm, um exemplo adaptado de Souza (Manna e Pnueli apud [SOU99]) ilustra a
comparagao que pode ser feita entre a expressdo de uma situag&o utilizando-se apenas
Logica Cléssica e a expressdo da mesma situagdo com Logica Tempora. Dado o
argumento:

PREMISSAS

1. Umarequisicdo () do recurso disco ndo pode ser satisfeita (S) a ndo ser que
disco tenha sido previamente liberado (1)

2. Todarequisicdo (r) do recurso disco acabara por ser satisfeita (S)
3. Disco ainda ndo foi liberado (1)

4. Porém disco encontra-se requisitado (r)

CONCLUSAO

5. Disco serdliberado (1)
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Com L dgica Cléssica apenas Com L égica Temporal
[(t): disco foi liberado no instante t ? sempre
r(t): disco foi requisitado no instante t < algumavez
S(t): arequisicao de disco foi satisfeita no instante t ? + sempre no futuro
n: constante que denota o tempo corrente < +agumavez no
PREMISSAS futuro
. ?
1 "t (s st (<t UIE))) " sempre no passado
. , N s -adgumavez no
2. "t(r@) > $t((t<t)uUst))) passado
4, $t((t<n)Ur(t)) 1. 2(s> <. )
CONCLUSAO 2. 2(r>049
5. $t((n<t)UI)) 3. ?2.@
Informac&o sobre o dominio (tempo), para o argumento ser 4. O.r
valido: ~
CONCLUSAO
"t(at<t))
5 Ol

"tLt(t<t)U@E=t)U(t>t))
"L, (E<t)U ([ <t) D (t<t”))

Outro exemplo, agora adaptado de Goldblatt [GOL87], considera a seguinte descricéo
de programa concorrente: H& n processos diferentes agindo em paralelo e usando um
ambiente de memadria compartilhada, de forma que cada um pode dterar os valores das
variaveis dos outros. Para fins ilustrativos, os processos podem ser tomados como
fluxogramas diguntos, com nodos rotulados. Um programa concorrente consiste de um
nimero de processos maior ou igua a 1 que estdo rodando em paralelo. Um estado do
programa pode ser definido como um vetor de processos e variaveis. Especifica-se um
rétulo para cada processo (denotando o ponto em que 0 processo esta atualmente), e o
valor atua de cada varidvel. Cada estado sucessivo é obtido a partir do estado
predecessor pela escolha de exatamente um processador para agir a cada passo.
Portanto, a partir de um estado inicia (vetor de processos e variaveis), varias sequéncias
diferentes de execucdo podem ser geradas, dependendo de qual processador for
escolhido para agir a cada passo.

A sintaxe da logica tempora (Légica Temporal Proposicional Sobre Sequiéncias de
Estados — LTPSSE) tem como simbolos os mesmos da l6gica modal mais o0s seguintes
operadores temporais. O8a. As férmulas ou sentencas vdlidas sGo da mesma forma que
as da l6gica modal, e incluem ainda OA e A u B, se A e B sdo formulas. A semantica
dos novos operadores (e a nova semantica dos operadores modais “Box” - ? - e
“Diamond” - <>) é a seguinte:

- ?8gnificadaqui para a frente, de agora em diante, incluindo 0 momento (estado)
presente;
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- O8gnificaproximo, ou sgja, 0 proximo estado;
- uSgnificaaté que;

- < éequivalente a @? @, como usual, e significa em algum ponto no futuro ou no
presente

Um model o sobre uma seqiiéncia de estados € definido da maneira usual, e arelacdo de
satisfac8o pode ser informalmente descrita como a mesma da |6gica modal, acrescida do
seguinte:

- m|¥ ? A “daqui paraafrente A” éverdadeira no j-ésimo estado da seqiiéncia do
modelo m se e somente se, paratodo k 3 j, A for verdadeira no k-ésimo estado da
seguéncia do modelo;

- m|psa $A - “emalgum ponto no futuro ou no presente A” é verdadeira no j-ésimo
estado da seqiiéncia do modelo m se e somente se, para algum k 3 j, A for
verdadeira no k-ésimo estado da seqiiéncia do modelo m;

- m|¥% OA : “préximo A” é verdadeira no j-ésimo estado da segiiéncia do modelo m
se e somente se A for verdadeira no j+ 1-ésimo estado da sequiéncia do modelo m;

- m|% AuB:*“A atéque B” é verdadeira no j-ésimo estado da sequiéncia do modelo
m se e somente se, para algum k 3 j, B for verdadeira no k-ésimo estado da
sequéncia do modelo m e, paratodo i tal quek > i 3 j, A for verdadeira no i-ésimo
estado da sequiiéncia do modelo m;

Intuitivamente, a semantica apresentada leva a interpretar ? através da relacdo £ (menor
ouiguad), e O pelarelacdo R em que j R k se e somente se k = j+1. Ré funcional, e a
conexdo entre as duas relacdes é que ? € o fechamento transitivo e reflexivo de R

Entre as propriedades temporais de programas, a exclusio mutua tem grande
importancia para a corretude dos mesmos. Para compreender sua modelagem utilizando
I6gica temporal, considerem-se dois processos que sdo executados em paralelo, como
P1 e P2 no exemplo a seguir, adaptado de [SOU99]. Assuma-se que cada processo
contém uma se¢cdo que inclui algumas das tarefas criticas para a cooperacéo dos dois
processos (grifada no exemplo). A propriedade que declara que os processos nunca
executardo simultaneamente suas respectivas segdes criticas € chamada de exclusao
mUtua com respeito a esse par de secdes criticas.

Sejam C1 e C2, respectivamente, as regides criticas de P1 e P2, ou sgja, as instruces r,
I4, Is grifadas em P1 e as instrugdes m, g, my e g grifadas em P2. Elas sfo segOes
obviamente criticas, pois fazem acessos a varidvel compartilhada buffer. A fim de obter
o0 resultado correto, deve ser assegurado que nenhum outro acesso (ou modificacéo) a
buffer sgja feito durante a computagdo que envolve buffer. A propriedade de excluséo
mUtua para as duas se¢des criticas de P1 e P2 pode ser descrita por

? @(execCy U execCy),
onde a condicdo inicial associada a computacdo admissivel é
execro U execmy U buffer= AU seméforo = 1 U contaElementos = 0 U contaEspagos = N
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Programa Produtor-Consumidor
buffer = A, semaforo = 1;
contaElementos = 0;

contaEspacos = N (nimero maximo de elementos no buffer)

P1: Produtor P2 : Consumidor

ro : computa yi My : requisita (contaElementos)

ry : requisita my : requisita (seméforo)
(contaEspagos) Mo © y» := cabeca (buffer)
(seméforo) 2 requisita mz : t := cauda (buffer)

rs:ty := buffer || y1 M b=t

t2: buffer =t ms : libera (semaforo)

rs: libera (semaforo) s - libera (contaE-spagos)

fs - libera Ny : computa usando Y,
(contaEspacos) mg : vai para m

r7 . va parar

Isso declara que nunca € o caso de o programa Produtor-Consumidor, ou sgja, a
execucdo conjunta dos processos P1 e P2, acancar as segbes criticas C; e C;
simultaneamente. Dessa forma, a exclusdo mutua € implicada [SOU99].

Outra propriedade temporal importante de programas € a acessibilidade.
? (execi (m) > exec; O (mM'))
expressa gque, se o programa alcancar m, entdo eventualmente ele alcancaram'’.

Outras propriedades que podem ser especificadas de maneira semelhante séo, por
exemplo: auséncia de deadlock, corretude parcial, corretude total, terminacéo,
responsividade e vivacidade. Souza [SOU99] apresenta referéncias para obras que
tecem explicagbes bastante detalhadas sobre como a Logica Tempora é utilizada para
especificacdo e verificacdo de programas concorrentes. Também descreve estruturas de
eventos, definindo a sua l6gica associada, cuja semantica captura as nogdes de conflito,
concorréncia e conflito minimo, entre outras.

4.4 Representacao do Conhecimento

Nesta secdo, sdo apresentados os resultados da pesquisa das aplicacdes de logicas
modais no campo de representacdo do conhecimento e de raciocinio sobre o
conhecimento, especialmente sobre a obra de Joseph Y. Halpern (e seus colegas) e
Melvin Fitting. As exposicdes sdo feitas atraves de breves resumos elaborados sobre os
artigos e obras pesquisados. E interessante observar o interrelacionamento dos artigos,
pois, afinal, tratam todos de uma area comum, embora “multidisciplinar” da Ciéncia da
Computacdo. Os artigos foram dispostos na ordem cronol 6gica de suas publicacdes para
facilitar aleitura e a busca por referéncias entre eles proprios.

Uma importante ressalva em relacdo a esta se¢do especifica € que algumas das obras
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pesguisadas abordam temas mais formamente aprofundados dos sistemas de l6gicas
modais, alguns dos quais ndo sdo tratados por este trabalho, por isso ndo sdo
apresentados os aspectos formais de modelagem das aplicacdes apresentadas. Esses
aspectos sdo tema para trabal hos futuros.

O artigo “Modelling Knowledge and Action in Distributed Systems’, de Halpern e Fagin
[HALB89] apresenta um modelo formal que captura a sutil interagdo entre conhecimento
e acdo em sistemas distribuidos. Um sistema distribuido € visto como um conjunto de
execucdes, no qual uma execucdo é uma funcdo que parte do tempo e chega a estados
globais, e um estado global € uma tupla que consiste de um estado de meio ambiente e
um estado local para cada processo no sistema. Esse modelo € uma generalizacdo
daguele usado em muitos artigos anteriores. Agoes, nesse modelo, sdo associadas com
funcbes que partem de estados globais e chegam a estados globais. Um protocolo € uma
funcéo que parte de estados locais e chega a agoes.

Os autores estendem a nogdo padréo de protocolo definindo “protocolos baseados em
conhecimento”, aqueles nos quals agdes de processos podem depender explicitamente
de seus conhecimentos. Os protocolos baseados em conhecimento fornecem um meio
natural de descrever como acles deveriam acontecer em um sistema distribuido.
Finalmente, eles mostram como a no¢ao de um protocolo que “implementa’ outro pode
ser capturada no modelo proposto.

O artigo “Knowledge and Common Knowledge in a Distributed Environment”, de
Halpern e Moses [HAL90] trata de raciocinio sobre o conhecimento, que parece exercer
um papel fundamental nos sistemas distribuidos. Devido a isso, esse raciocinio é uma
parte central dos argumentos intuitivos informais usados no projeto de protocolos
distribuidos. A comunicacdo em um sistema distribuido pode ser vista como a acdo de
transformacé&o do estado do sistema de conhecimento. O artigo apresenta um framework
geral paraaformalizacéo e o raciocinio sobre conhecimento em sistemas distribuidos.

E defendido também que os estados de conhecimento de grupos de processadores s30
conceitos Uteis para o projeto e a andlise de protocolos distribuidos. Em particular, o
“conhecimento distribuido” corresponde ao conhecimento que € “distribuido” entre os
membros do grupo, enquanto o “conhecimento comum” corresponde a um fato que é
“publicamente conhecido”. A relagdo entre conhecimento comum e uma variedade de
acOes desgjdveis em um sistema distribuido € ilustrada. Além disso, é demonstrado que,
formamente, em sistemas na pratica, 0 conhecimento comum néo é atingivel. Também
€ apresentado e investigado um grande numero de variantes mais fracas de
conhecimento comum que sdo atingiveis em diversos casos de interesse.

Devido ao fato de a abordagem deste artigo ser bastante polémica, ele representa uma
das mais importantes referéncias para artigos posteriores que tratam de temas correlatos,
tanto defendendo o ponto de vista apresentado neste como contestando, ou ainda,
trazendo contribuic¢es ou extensdes ao problema apresentado.

O atigo “A Theory of Knowledge and Ignorance for Many Agents’, de Halpern
[HAL93], estende a nocéo de “conhecimento Unico” apresentada por Halpern e Moses
em [HAL90] para muitos agentes e para um certo nimero de logicas modais. Na
abordagem deste artigo, “tudo o que um agente conhece é alfa’ € verdadeiro em uma
estrutura M se, em M, o agente sabe alfa e tem um conjunto maximo de
“possibilidades’. Para estender essa abordagem, é preciso definir o gue conta como uma
“possibilidade’. No caso de um agente Unico, uma possibilidade pode ser identificada
com uma designacdo de verdade. No caso de multiagentes, as coisas sG0 mais
complicadas. S0, entdo, consideradas trés nocdes de possibilidade (todas rel acionadas).
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Os autores defendem que a primeira € mais apropriada para |6gicas ndo- introspectivas,
tais como K, T,, € $4,, a segunda é mais apropriada para K45, e KD45,, e a Ultima é
mais apropriada para S5, (onde n subscrito representa a quantidade de agentes do
sistema multiagentes). Com a nocgdo apropriada de possibilidade, demonstra-se que elas
sd0 extensfes razoaveis em todos os casos. Os resultados apresentados no artigo
remetem a conceitos de l6gicas modais que ndo foram sequer mencionados neste
trabalho e, portanto.

O artigo “Common Knowledge Revisited”, de Fagin, Halpern, Moses e Vardi [FAG95]
considera o paradoxo do conhecimento comum levantado por [HAL90]: pode-se
demonstrar que 0 conhecimento comum € um pré-requisito para as atividades de
coordenacdo e concordancia do dia-a-dia, mas também se pode demonstrar que o
conhecimento comum € inatingivel na prética, no mundo real, por causa da imprecisdo
temporal. A solucéo desse paradoxo leva a um entendimento mais profundo da natureza
do conhecimento comum e da smultaneidade, e mostra, mais uma vez, a importancia
do processo de modelagem.

O artigo discute duas solugdes para 0 paradoxo: a modelagem do mundo com uma
granularidade mais “grossa’ e o relaxamento das exigéncias (requisitos) para a
coordenagdo. Em particular, ele traz a tona a importancia da granularidade na qual o
tempo é modelado, e estressa a necessidade de considerar as aplicacfes para as quais
essas nogoes estdo sendo usadas. Além disso, utilizando-se a nogdo de conjunto de
eventos, € possivel esclarecer a ténue relacdo entre o conhecimento comum e a
coordenagao.

O artigo “Reasoning About Knowledge: A Survey’, de Halpern [HAL95], tenta
identificar e descrever algumas das tarefas comuns em que sdo utilizadas |6gicas modais
para trabalhar com raciocinio sobre conhecimento, em campos téo diferentes quanto
Filosofia, Economia, Linguistica, Inteligéncia Artificia e Teoria da Computagdo, com
énfase particular nos trabalhos dos Ultimos cinco anos, e mais particularmente na
Ciéncia da Computacao.

Nesse apanhado, é apresentado o modelo “cléssico”, discorre-se sobre o Conhecimento
Comum, é feita uma interpretacdo concreta de sistemas multi-agentes, tratando temas
como tempo, conhecimento em sistemas distribuidos, conhecimento “externo”, discute-
se 0 que € conhecimento (0 seu uso comum), por que o0 “atague coordenado” ndo €
possivel, discutemse solugbes para isso, discute-se a incerteza (com 0 uso de
intervalos) e a profundidade do conhecimento exigido.

Também é discutido o problema da onisciéncia I6gica, utilizando para isso férmulas
logicamente equivalentes distinguidas por rétulos. Também sio comentadas as
comunicagoes e agbes do conhecimento e a utilizagdo de probabilidades para o
tratamento do conhecimento “incerto”. Seus trabalhos futuros apontam para |6gicas
epistémicas (l6gicas do conhecimento) que serdo Uteis para entender melhor aspectos da
ndo- monotonicidade e de provas que partem de zero conhecimento.

Este artigo é, como o proprio subtitulo expressa, uma pesquisa sobre as principais idéias
apresentadas na obra de mesmo nome publicada como livro (com mais de 400 paginas)
pelos mesmos autores. A obra completa dedica um capitulo inteiro a cada um dos
aspectos que aparecem comentados neste artigo, fornecendo uma visdo, a0 mesmo
tempo, ampla e aprofundada das principais aplicagdes de logicas modais na
formalizagdo do raciocinio sobre conhecimento.

O artigo “Multi-Agent Only Knowing”, de Halpern e Lakemeyer [HAL96], comenta a
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proposta de Levesgue [LEV90], que apresentou a nocdo de “conhecimento Unico”, co
ma meta de capturar certos tipos de raciocinio ndo- monotonico. A l6gica de Levesque
lida apenas com o caso de um Unico agente. Na época da publicacéo do artigo, tanto
Halpern como Lakemeyer estavam tentando independentemente estender a légica de
Levesgue para 0 caso de multiagentes. Embora houvesse uma grande quantidade de
similaridades em suas abordagens, havia algumas diferencas significativas. Neste artigo,
eles reexaminam a nog¢ao de conhecimento Unico, voltando as “primeiros’ principios.

Nesse processo, simplificam as provas de completude de Levesgue, e apontam alguns
problemas com as defini¢gdes anteriores. 1sso 0s leva a reconsiderar quais deveriam ser
as propriedades de conhecimento Unico. Apresentam também um sistema de axiomas
gue capturam “desiderata’ e mostram que isso tem uma semantica que lhe corresponde.
O sistema de axiomas tem uma caracteristica de interesse adicionada: ele inclui um
operador modal para a satisfatibilidade, e entdo fornece uma axiomatizacdo completa
para a satisfatibilidade nalégica K45.

O artigo “Modality and Databases”, de Melvin Fitting [FIT2000], apresenta uma |6gica
modal na qual alguém pode quantificar tanto objetos como conceitos, e oferece uma
semantica e um sistema de tableau. é uma l6gica modal natural, que estende as versdes
padrdo e é capaz de tratar diversas dificuldades bem conhecidas com sucesso. O artigo
também apresenta o uso dessa I6gica modal para apresentar uma maneira diferente
(melhor) de tratar barcos de dados relacionais. A idéia central é tratar registros como
mundos possiveis, entradas de registros como objetos, e atributos como conceitos, no
sentido modal. Uma aplicac8o interessante dessa idéa central é que tornaria possivel

uma teoria de bancos de dados relacionais satisfatoria intuitivamente, e também poderia
ser estendido pela introducdo de tipos de mais alto nivel, para lidar com atributos
multival orados e estruturas mais complexas.
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Conclusoes

Este trabalho apresentou um estudo introdutério sobre os fundamentos de |6gica modal
e sobre suas aplicagbes a Ciéncia da Computagcdo. Esse estudo foi desenvolvido
iniciando pela revisdo de alguns aspectos genéricos de sistemas formais e da Légica
Classica Proposicional, e a parte principal do trabalho apresentou os conceitos béasicos
das Légicas Modais, tais como notacdes da linguagem, propriedades, apresentactes e
sistemas de prova. Buscouse uma abordagem concisa dessas légicas, devido aos
objetivos e a abordagem introdutoéria deste trabal ho.

A seguir, foram apresentados brevemente alguns exemplos de aplicacdes que ja foram
propostas para a utilizagdo de l6gicas modais em é&reas especificas da Ciéncia da
Computagéo, tais como formalizacdo de sistemas concorrentes, programacdo e
representacdo de conhecimento. Tais exemplos fizeram uso dos conceitos desenvolvidos
anteriormente e puderam oferecer uma no¢do da relevancia do tema para o
desenvolvimento da Ciéncia da Computacéo.

Algumas das principais fontes de pesquisa para este trabalho séo [COS92], [DEA75],
[GOL87], [TUR84]. A leitura de tais obras é sugerida para um aprofundamento (embora
ainda introdutério) sobre as bases tedricas do tema tratado, pelo fato de apresentarem
linguagem bastante acessivel. Além dessas fontes, foram consultados diversos artigos
recentemente publicados, os quais abordam aspectos mais especificos de aplicacbes das
|6gicas modais.

Devido a0 seu escopo limitado, o presente trabalho ndo apresenta aprofundamento na
formalizacdo das logicas nem nas suas aplicacOes. Esse estudo de aspectos mais
detalhados representa uma interessante possibilidade de trabalhos futuros sobre o tema e
suas expansoes.
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